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PRZEDMOWA. 

Zagadnienia związane z fundamentowaniem należą do ga­ 
łęzi wiedzy inżynierskiej, które najtrudniej dają się ująć teo­ 
retucznie ze względu na różnorodność okoliczności towarzyszą­ 
cych [umdameniouramiu, oraz z powodu trudno uchwytnych wła- 
sności gruntu. · 

W niniejszej pracy rozpairujemu drobru; fragment z cało-· 
kształtu fundamentowania, a mianowicie:, pręt zamocowany 
w gruncie obcicfżony poziomo. Mianem pręta określamy, pal, 
slup, element ścianki szczelnej lub ścianki oporowej. - 

Poziome obciążenie słupów utwierdzonych w gruncie może 
b,yć wywołane przez naciąg przewodów elektrycznych, lub li­ 
nek podtrzymujących te przewody, jale to ma miejsce przy słu­ 
pach trą,mwajow_ych. Poziome obciqżenie pali, ścianek szczel­ 
nych i oporowych spotykamy głównie przy robotach portowych, 
jale np. przy budowie falochronów, wybrzeży morskich, oraz 
przy budowie przyczółków mostowych, które w nafprostszym 
belkowym moście mogą być narażone na obciqźenie poziome 
wywołane hamowaniem pociągów. 

W robotach inżynierskich pal odgrywa bardzo ważncf rolę. 
Pionowe obciążenie pala, jako częściej spotykane w prakty­ 

ce, znajduje .odpowiedni wyraz w literaturze technicznej, '(iając 
wyraźną przewagę wzorom opartym na doświadczeniach z ży­ 
cia wziętych, nad teoretycz.nem ujęciem zjawiska. 

Poziome obciążenie pali wprawdzie częściej spotykane 
w praktyce od wyżej wspomnianego, może być równie ważne 
dla równowagi budowli jale i obciążenie pionowe. 

Dla podania warunków równowagi słupa lub pala. obciążo­ 
nego poziomo, opa-r1liśmy się ria podstawach znamuch, jednak 
według naszych wiadomości, w ujęciu dotychczas niespotylca­ 
nem w literaturze technicznej, a mianowicie: uwzględniamy 
zmienność modułu podatności gruntu jako funkcji g{ębolcości, 
oraz sztywność (EJ) zamocouiameqo pręta w gr.uncie. 
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Zrf!ienn'jl moduł podat:iości gruntu pozwala uwzględniat1 
w_ obliczeniu, statucznem. nie tylko. grunt piasczysty ( ciało syp­ 
kie), ·l_ecz r:own~ez grunt wykazu1ący znaczną spójność, a za- 
tem nieposiadaJący kąta naturalnego stoku 1). · 

Uwzfl!ędnienie ~zt1pvności ·pręta, pozwala wyznaczyć talc« 
glębo~osc 'posadounenia pala, przy której koniec pala nie wy: 
lcazuJe przMunięć poziomych. , • '. 
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• ') Znane rozuriqeamia. dotY,czące pręta zamocowanego w g1·uncie od­ 
noszą się wyłącznie do gruntow charakteryzowanych [alco ciało syp/cie. 
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O PALACH UTWIERDZONYCH W GRUNCIE. 

w s t ę p. 

Grunt budowlany jako. podstawa wszelkich budowli, znaj- 
dując się w. kontakcie z fundamentami, podlega ich działaniu, 
a zatem, z technicznego punktu widzenia musi być rozpatry­ 
wany podobnie jak każdy inny materjał w budowie, o znacze­ 
niu konstrukcyjnem. 

Własności techniczne dowolnego gruntu nie dają się ściśle 
określić. Można natomiast podać dwie granice pomiędzy które­ 
mi każdy grunt budowlany zajmuje pośrednie miejsce. Jedną 
granicą będzie skała jednolita, a więc ciało sprężyste, drugą 
granicę tworzy ciało sypkie. 

Skałę dostatecznie charakteryzuje z budowlanego punktu 
widzenia ciężar gatunkowy, wytrzymałość, oraz spółczynniki 
sprężystości; dla charakterystyki ciała sypkiego mamy dwie 
wielkości': ciężar gatunkowy, oraz kąt naturalnego stoku. 

-Dowolny .grunt budowlany, który zajmuje pośrednie miej­ 
sce między wyżej wspomnianemi granicami posiada własności, 
które nie kwalifikują go ani do ciała sprężystego 'jak skała, 
ani też do ciała sypkiego. ' 

Jak dalece złożone są właściwości gruntów budowlanych 
same przez się, oraz w zależności od wielu zmiennych czynni­ 
ków, daje o tern należycie wyobrażenie książka: ,,Erdbaume­ 
chanik" Dr. Ing. Karl Terzaghi. 

Grunt jako wierzchnia warstwa skorupy ziemskiej w wiel­ 
kiej masie zachowuj e się jak każde inne ciało sprężyste; do­ 
wodzą tego obserwacje sejsmograficzne, oraz, spostrzeżenia· 
z codziennego życia przy okazji ruchu pociągów lub innych 
ciężkich pojazdów. 

Profesor Terzaghi na zasadzie odpowiednich doświadczeń 
dochodzi do wniosku, iż grunt może być charakteryzowany 
między innemi.vprzez spółczynnik sprężystości. 
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Określenie spółczynnika sprężystości dla gruntu budowla­ 
nego nie znalazło jeszcze praktycznego znaczenia. 

. Większe praktyczne znaczenie dla celów budowlanych po­ 
s1_ada . moduł podatności 1

) . gruntu, znany powszechnie w kolej­ 
nictwio pod nazwą „znamię podłoża". 

Moduł podatności ma dla gruntu znaczenie analogiczne do 
spółczynnika sprężystości materjałów, istotnie sprężystych, sto­ 
sowanych w budownictwie. 

Spółczynnik sprężystości wchodzi w zależność między na­ 
prężeniem a skróceniem, lub wydłużeniem jednostkowem: 

a=EA 
Moduł podatności „C" określa proporcjonalność między na- · 

a prężeniami i przesunięciem y. 

a=C.y 
Wartości liczbowe modułu podatności gruntu w kg/cm3 

podaje tablica L W polskiej literaturze techn. w książce „Dro­ 
gi żelazne" Prof. A. Wasiutyński str. 290, czytamy: Na zle­ 
żałym nasypie piasczysto-gliniastym wys. 1,50 w wypadku pod­ 
sypki z piasku ze żwirem C = 5,4, z szabru granitowego 
C = 4,1. 

Jak widać z tabeli I wielkość C charakteryzuje różne grun-· 
.ty i w razie potrzeby można ją zawsze bez specjalnych trud- 
ności. określić przy pomocy próbnych obciążeń. . 

Moduł podatności C równie dobrze cechuje grunty piasczy­ 
ste (zbliżone do idealnego ciała sypkiego), jak również takie, 
które dzięki znacznej spójności posiadają kąt naturalnego sto­ 
ku 9_~0

, lub jeszcze większy, a zatem uchylają się zupełnie z pod 
teorji ważnej dla ciała sypkiego, nie przewidującej spoistości 
między poszczególnemi ziarnkami. 

Wzory ważne dla ciał sypkich stosowane do takich gruntów 
nie od_t~arzają zjawiska istotnie zachodzącego, a specjalnie nie­ 
doceniają biernego oporu gruntu. 

Wzory dotyczące zamocowania w gruncie fundamentów 
ścian wolno-stojących i masztów opierają się na zasadach słu­ 
sznych dla ciał sypkich. Między innymi rozpatrywali to zagad­ 
nieme Dr. Ing. H. Frolich, H. Krey, Dorr, profesorowie En- 
gels, Mohr i inni. · 

Chcąc uniknąć wprowadzania do wzorów, o znaczeniu sto­ 
sowanem, wielkości takich; które nie mogą być sprawdzone na 
drod~e doświadczenia jak np. kąt naturalnego stoku, który po­ 
zwoh na znacznej nawet głębokości wykonać wykop o ścianach 

') Stosuję termin zaproponowany przez prof. M. Hubera. 
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Tabela I1). 

.. s 
i§ t) 

~"s is: M 

Badacz Rodzaj gruntu <Il t) <Il-- "O s -~ . .... b.O 
~,.lcl -~ -~ o t) ,u, 

Ul 
P.; .g Gis: o C,) ,.lcl - 

Lazarus Ziemia roślinnao zawart. 88% 3820 2,0 0,6 3,33 
piasku i 1~ % gliny 3820 10,0 4.6 2,17 

---- 
White ścisły ostry piasek o grub, 3820 20 0,2 10,0 

warst. 4,5 cm. 3820 10,0 0,8 12,5 
-- -- -- 

Goldmann Ostry murarski piasek ubity na 1000 2,22 0,333 6,65 
mokro warstwami co 10 cm. 1000 2,45 0.666 3,68 

6250 0,51 0;333 1,53 
6250 0,623 0,440 1,42 

1-- - 
Stary nasyp piaszczysty 1000 1,74 1,33 1,31 

1000 2 55 2,66 0,96 
iooo 2,90 3,99 0,72 
-- -- -- -- 

Czysty porośnięty piasek 1000 1,74 0,44 2,951 
1000 2.45 1,25· 1,96 

----- - -- -- -- -- 
Konrad Namulony, nie dość uleżały pia- 

sek czysty do głębokości 6000 1,0 .0,5 2,0 4,o m., niżej zamulony, Woda 
gruntowa 1,5 pod terenem 

-- -- -- -- 
Pittsburgh Ziemia roślinna piaszczysto - - 0,56 0,0763 7,32 
Arsenal gliniasta o zawartości wody - 1,46 0,144 10,13 

16% - 2,87 0,237 12,1 
---- -- -- -- -- 
Hantzschel Drobny tłuczeń . 7500 - - 5,0 

6000 - - 6,0 
-- 

żwir 7500 - - 3 
6000 - - 1 

pionowych, wprowadzamy wielkość realną, a mianowicie mo­ 
duł podatności gruntu. 

Moduł podatności gruntu umożliwia obliczenie szyn i pod­ 
kładów kolejowych. Dla zapewnienia spokojnego biegu pocią­ 
gów wymagana jest niezmienna sprężystość torowiska, którą 

') Według Erdbaumechanik Dr. Ing. Karl Terzaghi str. 238. 
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osiągamy przez, zastosowanie odpowiedniej warstwy podsypki. 
Konieczność stosowania podsypki dowodzi, iż grunt jako po­ 

dłoże toru wykazuje niejednakową sprężystość, która się zmie­ 
nia z~ zmianą rodzaju gruntu, przez jaki tor kolejowy prze- . 
chodzi. Poza tern, wielkość modułu podatności zależy nie tylko ' 
od rodzaju gruntu, lecz również od głębokości na jakiej dany 
grunt badamy. 

. Moduł podatności można wogóle pojmować jako pewna 
funkcję głębokości zalegania badanej warstwy gruntu. Funk: 
cja ta może być określona na drodze odpowiednich pomiarów. 

Nie przesądzając wyników badań gruntu w odniesieniu do 
modułu podatności, założymy, iż wspomniana funkcja ma po- 
stać · 

·c,< =Cl1COSkx + b1sinkx (1) 
gdzie x oznacza głębokość, natomiast a,, b1 i k wielkości stałe 
pozwalające przeprowadzić krzywą C x przez trzy zadane 
punkty. 

Obrazy funkcji C." w zależności od .parametrów a1, b1 i k 
moga być następujące: 

b C d e I g h 

Grunt budowlany wykazuje w większości wypadków więk­ 
szą zwartość i wytrzymałość w pokładach głębiej położonych, 
z tego względu moduł podatności gruntu będzie wzrastał ra­ 
zem z głębokością. Z pośród wykresów uwidocznionych na rys. 
1, _nbajbliższe rzeczywistości będą krzywe oznaczone literami 
ci i . 

\· 
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Rozdział I. 

Na podstawie sprężystych własności gruntu wyrażających 
się 'modułem C, omówionym na _wstępie, zajmiemy się w dal­ 
szym ciągu rozwiązaniem zadama, P.?legaJ ącego na wyznaczę­ 
niu warunków równowagi pręta utwierdzonego w gruncie. 

Zadanie to wstało rozwiązane przez Frolicha, Dorra 
i Mohra, i' innych przy założeniu, iż bierny opór gruntu jest 

proporcjonalny do głębokości x, oraz do tg2 
( 45 + i) gdzie 

cp oznacza kąt naturalnego stoku: W_Ym_ienieni autorz~ przyj­ 
mują, iż. część pręta, tkwiąca w ziemi me o~kształca się. 

Dr. Inż. Dorr przyjmuje rozkład oporu Jak na rys. 2. 

I 

Rys. 2. Rys. 3; 

Profesor Mohr oparł swoje rozważanie na rozkładzie opo­ 
ru bardziej zbliżonym do warunków rzeczywistych, a miano­ 
wicie jak na rys. 3. . , .. · 

Wspomniane zadanie opieramy na podstawach ogólniej­ 
szych, które dokładniej odpowiadają rzeczywistym warunkom 
zjawiska utwierdzenia pręta w środowi•s~u _s_prężY'stem. . , 

Naciski pręta na grunt wyrażamy iloczynem przesunięc 
pręta przez moduł podatności gruntu. Takie ujęcie zjawiska 
jest słuszne zarówno dla gruntów posiadających niekwestjo­ 
nowany kąt naturalnego stoku, jak również dla gruntów o wy­ 
raźnej spoistości między oddzielnemi cząsteczkami. 

W rozwiązaniu zadania nie pomijamy sztywności części prę­ 
ta tkwiącego w gruncie. 'Rozwiązanie podane przez profesora 
Mohra otrzymujemy jako wypadek szczególny, kładąc sztyw- 
ność pręta EI = oo. . . 

Rozwiązanie zadania dotyczącego zamocowania pręta w 
sprężystem środowisku wymaga określenia, w pierwszym rzę- 
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dzie przesunięć pręta; określiwszy je, otrzymamy naprężenia 
korzystając ze związku 

a =C .y (2) 

I 

i 
-I' 

: I 
I 1 

11: I 

gdzie ?) oznacza przesunięcia poziome pręta. . 
Z powyższych względów nie czynimy założeń co do rozkła­ 

du naprężeń wzdłuż długości części pręta tkwiącego w grun­ 
cie, jak to czynią wyżej wspomniani autorzy. 

W celu wyznaczenia przesunięć y korzystamy z równania 
różniczkowego 

EJ IV · 
y = - Px • (3) 

' W powyższym równaniu EJ jest wielkością stałą, natomiast 
ciśnienie na jednostkę długości pręta Px jest funkcja x, i wy- 
nosi ' 

1 
P.v = S • Gx 

gdzie „s" szerokość pręta. . 
Wielkość ciśnienia p x według wzoru ( 2), będzie : 

·vx=-s.C.vy {4) 
(znak minus oznacza, iż kierunek ciśnienia różni się od kio-. 
runku dodatnich przesunięć o 180°). 

Według równania ( 1) mamy : 
C, = al cos ko: + bł sin kx 

a zatem 
p x = - y . s ( a1 cos k» + b sin lex) 

gdzie 
yiv = - y (a cos lex + b sin kx) 

(4a) 
Przy powyższych _oznaczeniach równanie (3) przyjmie 

postać 
(3a) 

a1s a=-~ 
'EJ 

E współczynnik sprężystości, oraz .J moment bezwładności od­ 
noszą się do części pręta tkwiącego w gruncie. 

R o z d z i a ł II. 

Równanie różniczkowe 3a linjowe czwartego rzędu o zmien­ 
nych spółczynnikach nie daje się całkować w skończonej for. 
mie. 

W niniejszej pracy podejmujemy próbę całkowania wspo­ 
mnianego równania przez szeregi. Określiwszy przybliżoną cał­ 
kę tego równania możemy zatrzymać pierwsze, lub kilka pierw- 

13 

szych wyrazów szeregu. W ten sposób uzyskamy rozwiązanie; 
wprawdzie przybliżone, lecz· dla celów praktycznego sto~owa•­ 
nia wystarczające i jednocześnie uzasadnione teoretycznie. 

· W cel u otrzymania całki równania 
yiv = - y (a cos tex + b sin kx) (3a) 

określimy kolejno pochodne, które nie występują w równaniu 
różniczkowem, a zatem ich wielkości mogą być przyjęte w miej­ 
scu dowolnego x. 

Określamy je dla x = o, oznaczając wspomniane pochodne 
yo', y0

11
, y0'" i t. d., oraz samą funkcję w miejscu x = o - Yo• 

Całkę równania otrzymamy, wstawiając w rozwinięciu fun­ 
kcji w szereg Taylora, wartości y0, Yo', Yo", Yo"' i t. d., a mia­ 
nowicie: 

y' 'y" y"' 
y = y + _I!_ x -I- -0 x2 + -?- x3 + i t. d. 0 1.' 2.' 3.' 

. (5) 

W równaniu (5) y0, y0', y0
11
, Yo"', spełniają rolę ·stałych cał­ 

kowania (równanie 4-go rzędu posiada cztery stałe całko­ 
wania). 

Różniczkując kolejno równanie 3a i przyjmując x . o otrz~~ 
mamy wartości poszczególnych' pochodnych szukanej funkcji 
w miejscu x = o. 

Spółczynniki liczbowe tworzą znany trójkąt Pascala: 
Łatwo spostrzedz, iż spółczynniki a i b występują eo drugi 

wyraz natomiast znaki zmieniają się w następujący sposób: 
- - + + - - + + i t. d. 

Wobec powyższych uwag n-tą pochodną w· miejscu x = o 
możemy napisać w następujący sposób: 

Yo(H) = -ay(n-4) ~b(n - 4) Yo(n-5) k + a (n 241yo(n-G) k,2 ·t 
+ b(n 3 41 Yu(" - ~) k,3 

albo symbolicznie 
y0(n) = a1 b1 (Y + k)'! -- 4 

rozumiejąc w rozwinięciu według dwumianu Newtona potęgę 
przy y jako rząd pochodnej. 

Wyrażenia (6) określają wartość poszczególnych pochod­ 
nych szukanej funkcji w miejscu x = o. Podstawiając tak wy­ 
znaczone wielkości pochodnych do -rozwinięcia funkcji w sze­ 
reg Taylor'a (równ. 5) otrzymamy szukaną funkcję z dokład­ 
nością zależną od ilości wyrazów szeregu. 
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Niech yVI11będzie najwyższą pochodną na której' przerwiemy 
szereg Taylor'a, a zatem w wyrażeniach (6) skorzystalibyśmy , 
z pochodnych leżących ponad linją poziomą A •- B. Większą 
dokładność rozwiązania otrzymamy sumując aż do nieskończo­ 
ności, wyrazy szeregów I', Il', III', IV'. i V' jako oznaczono na 
szemacie (6). · 

Przybliżona całka w ten sposób określona składa się z dwóch 
. części, a mianowicie : · 

d . d x x2 . t d . Wyrazy szeregu I pomnożone o powie nio przez - - 1 •• 
1.' 2.' 

tworzą znaną całkę równania różniczkowego o stałych spół­ 
czynnikach 

y\V=-ay 
pozostałe szeregi II', III', IV' i V' poza „a" uwzględniają wpływ 
parametrów k oraz b. 

A zatem przybliżona całka równania y tv . - y ( a cos kx + 
+ b sin kx) składa się z dokładnej całki y 1v = - ay .(k = o), 
oraz z części przybliżonej zależnej od k, a i b. • 

Aby podkreślić stopień dokładności przybliżonego rozwiaza­ 
nia, uzyskaną funkcję różniczkujemy czterokrotnie. 

Uzyskaną w ten sposób czwartą pochodną przyrównujemy 
do samej funkcji. 

. Im mniej sza rozbieżność między czwartą pochodną i sarną 
funkcją, tym dokładniejsze jest przybliżone całkowanie rów­ 
nania różniczkowego, W wypadku rozpatrywanym, jeżeli wsze­ 
regu I' zatrzymamy się na yv11, t.' j. na wyrazie - ayo'" 'nato­ 
miast wyrazy szeregów II', III', IV' i V' uwzględnimy aż do 
nieskończoności, wówczas czwarta pochodna tak uzyskanej 
funkcji wyrazi się w następujący sposób: 

y ( przybliżone) 

yt_v = ( acoskx+bsinkx) · (:0 + Yo' x +:Yo'.';;:+ Yo'!';~) 
z czego wynika, iż sama funkcja ( y) czyni zadość czwartej po­ 

. chodnej wyłącznie do -l-ch 'wyrazów rozwinięcia funkcji w sze­ 
regu Taylor'a. 

Z powyższych rozw~żań wynika następujący wniosek: 
Pierwszym przybliżeniem założenia a priori, formy krzy­ 

wej według której odkształca się· rozpatrywany pręt, będzie 
funkcja · 

~ , x - ' " x2 + ,,, xs 
Y-Yo+Yo l.' t- Yo 2.' Yo 3.' 
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która uwzględnia sztywność pręta EJ, moment (Mo= EJyo'') 
oraz siłę poprzeczną (Q0 = EJyo"'). . 

Dalej idącem założeniem w kierunku dokładności ujęcia· zja­ 
wiska może być 'przyjęcie krzywej odkształconej w postaci na­ 
stępujacej : 

[ 
ax4 

Y=Y0 1- 4_, - bk 

-+ Y, -[x- ax" - 2bk x6 + 3ak2 x11 + 
• 0 - 5.' . 6.' 7.' 

l x2 axs xi xs] + Y0° j z· - 6! --,- 3bk 7_, + 6 ak2 8_, + 
. - ,-x3 a x! - xs xD] -t- Yo'" _(f - 7_, - 4bk 8_, + 10ak2. 9_, _ 

Pierwsze przybliżenie formy osi odkształconej , 

+ , i „ x2 + ,,; xB 
Y = fo Yo X T Yo 2.' Yo 3.'' 

',-- 
. \ 

I . I 
il ' 

I i, 
oraz moment 

nie zależy od parametrów a, b i k, natomiast naprężenia o 
C'.,. y siła poporzeczna 

o. . Q0 - J
0

x yC_, dx 

M_, = Mo + »o, + I: xy c. di, 
wyrażają się również między innemi przez a, b i le. 

Wielkości parametrów a, b i k pozwalają określić krzywą 
ilustrującą prawo zmiany modułu podatności w miarę rozpa­ 
trywania coraz głębszych warstw gruntu. 

Z dostateczną ścisłością dla celów praktycznych można przy­ 
jąć C,. jak na rys. 4, czyli według równania C; = b sin kx. 

C 

) ' 

)( 

Rys. 4, 

. -- 17 

"· (dla .dóstatecznie małych k, krzywa C~- praktycznie .. może być 
uważana jako prosta). 

· Przybliżona· całka równania 
lV b . k y. =.-:- y . si.n x. 

· uwzględniająca jeszcze 'parametry b i k wyraża się. nastę­ 
pująco: 

Y=Yo [1 -bk x:] + Yo' [x-2bk x:] + - 5. , 6. 

+ Yt [t _ ~- 3 bk ;:1 + Yo"' lt -, 4bk :: 
W powyższem równaniu b .jest 'wielkością małą, proporcjo- 

1 
nalną _do EJ. , . 

Parametr „k", określamy z. warunku' przejścia krzywej 

Cx '= b.sin. kx przez zadany; punkt, skąd kl . 21Cn , gdzie· 

n = 1, 2, 3·, .... ,. a zatem największe· 7;, dla n = 1_ wyniesie 
TC 

k-21· ,· 
Przyjmując odkształconą-oś pręta w postaci 

, ,, x2 ,,, x-s 
Y = Yo + Yo X + Yo 2_, + ~o 3.' · (7) 

popełniamy praktycznie. nieznaczny błąd (W stosunku do, ścisłej 
całki równania 

y1v = ..,.....:.· y . b sin kx 
Zważywszy, iż równanie (7) nie zależy od parametrów b 

i k, określających krzywą C ~- , możemy krzywe uwidocznione na 
rys. 4 przedstawić w postaci algebraicznej zamiast przestępnej 
C.,· = b sin kx, przyjmując moduł podatności gruntu nastę­ 
pująco r 

C_,. = d 8) grunt. piaszczysty 
( , ( ciało sypkie) 

oraz 

C/= c·(2 f. - ;:) 
t. j. jak pokazano na rys. 5'. 

Linjowa zależność C od x będzie się odnosić· przedewszyst­ 
. kiem od· gruntów piaszczystych, oraz z mniejszą dokładnością 

do wszelkich innych. · _ -~- 
2 . . -:l'l\~L\OT[KA 'j'" 

• <,-1 
l V/1'---'-· ··Y 

. ARCHl~:::.·:qc, .. ""' 

· grunt _ 
• ·· · (9) , niesypki 
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Chcąc dokładniej .ująć w obliczeniu pręta zamocowanego 'vV 
gruncie rzeczywiste wielkości modułu podatności gruntu uzy-, 
skane na drodze odpowiednich pomiarów, należałoby moduł C.,· 
określić równaniem C.,· ---:-- Ax + Bx2

• 

Jeżeli długość części pręta tkwiącego w gruncie nazwiemy •l, 
oraz dla x = l; C1 =Ci jednocześnie dla x = l tg " D (patrz 

6) , Cl. rys. , wowczas 

Na wierzchołek słupa zamocowanego w gruncie niech dzia- 
ła siła pozioma Q1. 

Wysokość słupa nad terenem oznaczono przez h. 
Długość części słupa tkwiący w ziemi przez l. 
Początek współrzędnych obieramy na przecięciu się osi prę­ 

b, z linją terenu (rys. 7). 

C a _ 

1 
l 

l 
. ,,,.. I': I ,l11 

I 
1I 'I 

- /:1 
;A iiiil:

1 

I 

111 ''1 
11 I 

.x 
Rys. 5. 

A= 
2C-Dl B c., 

l 

B Dl- C h ..!:.. - (\ - z2 e - 

o y o C 
'.! 

T~ o C C 1 t s _j_ 
1 Jl, 1 . 

I r c-~ t c, l Lx .X 

l .L I 

·1 I : ' C ~ o 
;{ '( l--c,--i 

Rys. 61 Rys. 7, 

Przyjmując (I,. O; D = O otrzymamy ~ształt_ krzywej jak 
uwidoczniono na rys. 5b, wyrazający się rownamem. 

l X x2] C~. = C 2-r - -y; ' • (9) 

R o z d z i a ł 111. 

Zgodnie z uazasadnieniem prżytoczortem, w t~zdtiule II 
przyjmujemy odkształconą oś pręta według· rownama 
. . xz x3 

Y - y + y 'xi y ,, _ + y '"- • • • • (10) ,- o ovr o 2 (o 6 
W pierwszym rzędzie zajmiemy się rozwiązaniem równo­ 

wagi pręta zamocowanego w gruncie, którego moduł podatna­ 
. ści wyraża się następująco: 

C,. = C · ..:'.. . • . rys. 7-c (11) . l 
) •' 

W dalszym ciągu, dla uproszczenia wzorów, siłę poziomą 
działającą na słup, przeliczamy na jednostkę szerokości, słupa, 

oznaczając ją prz~z Q = ~1 ( ryc. 7 d) , 

Siłę poprzeczną w miejscu re = o oznaczamy Qo, siła ta. w 
.rospstrvwanvm wypadku wynosi Q0 = Q. 
.. Moment zginająoy w początkach spółrzędnyeh oznaczamy u; 

Mo:'.::=: Qtl. h 
Moment bezwładności przekroju d1a części słupa O- - A 

~rzyjmujehly stały ha tej długość]. Moment ten obliczony na 
Jednostkę szerokości słupa wyniesie 

.. . d3 
J=~ 

12 
Oznaczając, pozatem, przez E spółczynnik sprężystości ma­ 

terjału słupa Otrzymamy: 

' 
( 
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. ,, Mo } Yo=- · 
EJ . lk ' . d · Q' wie osci za ane 

Yo"'= -0
• EJ 

oraz y0 i y' 0 wielkości uwidocznione na rys. 7b, które należy 
określić z warunków brzegowych. 

Przy powyższych oznaczeniach naprężenia (nacisk słupa na 
grunt i odwrotnie) na głębokości x unmoszą: 

Ox = yCr = c~ [Yu + Yi/X-t-,Yo'' x
2 + Yo''' x

31 . . (12) 
l 2 6 

(patrz równanie 10 i 11). . 
Siła poprzeczna (na jednostkę szerokości słupa) na głębo- 

kości x będzie 

Q.T=Q0-f"'axdx, . , , 
' o 

oraz moment zginający: 

MT= M0 + Q0x-[x J:ax dx- J:x0, dx] 
albo 

- 21 

Dwa równania (13a) i (14b) pozwalają określić dotychczas 
niewiadome wielkości Yo oraz y' o, a mianowicie: ,,, ' ' 

albo 

[
t.24 3 l2 

] r 18 l3 l 
Yo= Mo C l2 + 20 EJ ,;-t" Qo Cl+ 15 EJ 

I 36 3 z ] [ 24 z2 
] 

Yo'=- Mol C l3 + 5 EJ - o, C l2 + 5 EJ ' 

Yo = «« Mo + ~o Qo 
Yo''=-a.o' Mo-~o'Qo 

(15) 

(16) 

. . • (15a) 
. (16) 

, s 

l!I / 
1

: 
!I] l oj li 'I,' 
t'r: 

I ' 

I I' 
I I'' 

I 11 

I 

. (13) 

(14) 

... (i4a) 

Wstawiając do równania (13) wartość o , z równania (12) 
otrzymamy: · · 

C lYo x2 Yo' x3 Yo" x4 Yo''' x5] 
Qx=Qo-l 2+-3-+-8-+--30 

Dla x = l •.• Q1 = o, a zatem 
_,,, Y , l Y II P Y ,,. z1 Q ~+-·o-+_•·-+-'-·-=---'.'.. (13a) 
2 3 - 8 30 Cl 

Postępując podobnie z równaniem 14 otrzymamy: 

M = M -+ x Q + f [x3 + . , x4. ' Yu" X"+ Y.,"' xr.·1- x o _ x l 3 Yo Yv 4 T 10 36 
' . 

. Dla x - l Q1 = O oraz M, --:- O 
skąd: 

) , 

' l " l" "' l3 · M Yo+½_+~+~= 11 

3 4 10 · 36 C l2 
. (14b) 

Znaczenia spółczynników a. i ~ widoczne są w równaniach 
(15) i (16). 

W wypadku gdy sztywność EJ słupa w części podziemnej 

jest tak· duża, iż wyrazy proporcjonalne do -1-można opuścić 
EJ 

wobec pozostałych w wyrażeniach · a. i ~, wówczas przesunię­ 
cia y pręta zamocowanego· są linjową funkcją spółrzędnych, 
a mianowicie : · 

' 
Y =v; t-Yu'X 

gdzie z równań (15) (16) znaczenia y oraz u'; mają znacze­ 
nia następujące: 

- 24 ·18 
y-M -+Q - - ° C l2 ° Cl 

_ oraz naprężenia 

· ax =Cf (Yo+Yu'~) .. 
Wstawiając do równań (17) i (18) 

Mo= Qoli : h = nl 
otrzymamy: 

Yo = 6 
Qo [4 n+ 31· 

. Cl . . 
12Q [ ' · ., y/:_:_ ---" 3n+ 2 •. 
C l2 

(17) 

. . (18) 

. . . . . (19) 

' . 

(17a) 

(18a) 

Największe naprężenia dodatnie występują dla x - x1• 

' ,, 

. I 

(, 
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Przyrównując do zera pochodną po x od ox (równanie 19) 
otrzymamy 

Yo + 2 Yo' Xi= 0 
skad ., 

< r 

Yo X1=--·- 
2yo' 

Po wstawieniu do równania (20) wartości Yo i Y'o z rów­ 
. nań ,17a i 18a otrzymamy: 

l 4n+3 
X1 =-• .. 

4 3~+2 

. ' (20) 

• (21) 

Największe dodatnie naprężenia w miejscu Xi otrzymamy 
korzystając z równania (19-) po wstawieniu wartości X11 a mia- 
nowicie: ' · 

3 Q (4n+3)2 o - - - --'-·-- 
i - 4' z' 3n+2 

N aj większe ujemne naprężenia· ( Ot ) występują na końcu 
pręti t. j. dla x = l. 

(22) 

. 6 Q ( ) 
. Ot = - -l- 2n + 1 

. 5 .h..= n . .Qi= Q 
01 

·"" 
I . s o r 

h 

; 
o 

.X, 

I 
I 
ł 
Rys. s. 

{ 

1 

(23) 

Zerowy punkt wykresu naprężeń przypada na głębokości 
• r l 4n + '3 X; = 2X1, = 2 . 3n + 2 (24) 

Wyżej otrzymane rezultaty ilustruje rys. 8. 

23 

8 ·-- szerokość słupa. · 
h QI 
T = n; Qo = - . s \ 

Wzory (21), (22) i (23) wyprowadził prof. Mohr (C. BI. 
1903. s. 273, i 649), a profesor Engels przeprowadził odpo­ 
więdnie pomiary na modelach (I Rychter, Fundamenty s. 396) . 

Uwzględniając odkształcanie się pręta w części podziemnej 
otrzymamy odmienny, od wyżej podanego, rozkład naprężeń 
wzdłuż głębokości l. 

Profesor Engels w II-gim tomie „Handbuch des Wasser- 
baues" na str. 1425 (Berechnung der Standsicherkeit) 1

), wy­ 
powiada zdanie, iż poziome obciążenie słupa winno być takie 
aby nie wywołało przesunięcia k o ń c a pręta w kierunku 
ujemnych y. . · 

że taki warunek możliwy jest do spełnienia świadczą o tern 
doświadzenia prof. Engels'a, na zasadzie których opiera profe- 
sor swój pogląd. · 

· W dalszym ciągu wspomnianego 'rozdsiału, prof. Engels 
nie określa warunków, które spełniałyby zjawisko stwierdzone 
doświadczalnie. 
, .. · Korzystając z rezultatów doświadczeń prof. Engelsa stwier- 
dzających możliwość takiego obciążenia słupa, przy którym dol­ 
ny jego koniec nie ulega przesunięciom poziomym, określimy 
na drodze teoretycznych rozważań, warunki spełniające powyż- 
sze żądanie. 

Wspomniany warunek piszemy następująco: dla x = l« 
y = o, czyli 

11z2 "'l3 
Yo + Yo'l. + Yo 2 o + Yo 6 o = O; . . (25) 

Wstawiając do równania (25) wartości Yu i Y'o z równań 
(15) i (16), oraz 

', Mo. 
Y - o - EJ' 

otrzymamy: 

Yo,,, =· . QE0J ,· M hQ · h nl O= O' - 

4 ------ 4 . 

l, 7/360(2n + 1). 7/EJ -r 3n+2 Jl C 
. . (26) 

1) Profesor Engels zaznacza, iż doświadczenia i wzory o których pi­ 
sze ważne są tylko dla czystego piasku. Uwaga dotycząca rys. 5 (str. 17) 
wyjaśnia, iż dla gruntów piasczystych moduł podatności gruntu jest 
funkcją liniową głębokości, co pokrywa się z poglądem prof. Engelsa, na­ 
tomiast dla gruntów posiadających wyraźną spójność między cząsteczka­ 
mi przyjmujemy funkcję drugiego stopnia (rów. 9 na str, 17) dla wy· 
rażenia sprężystych własności gruntu, · 
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24 , 

3n +. 2 Oznaczając: l-1 = -~- or_ az m 2n + 1 

wzór (26) piszemy 

4 

J/EJ· '. Jl re . 

4 

/ll3.6Ó. p, 

(26a 

Jak wskazuje równanie '(26), To jest proporcjonalne do 
4 

1/EJ1, 
Jl ie · 

Okoliczność ta świadczy, iż ostotne .cechy rozwiązania wy­ 
nikające z zastos'ówailia1 całki .równania różniczkowego. nie zo­ 
stały zatracone przez stosowanie całki.iprzybliżonej.; mamy bo­ 
wiem dla długiej belki spoczywającej na sprężystem podłożu 
obciąźónej siłą. skupioną; długość pierwszej fali osi.iodkształ­ 
con:ej · 

4 

1/ 4 EJ I 

2 L = 21t: fi C---, , 

, Odległość :pierwszego punktu zerowego' od punktu przyło­ 
żenia siły' wynosi : 

4 

3 3 1/4CEJ x, = 4 ~- - 4 1t /I 
(patrz Profesor M. T. Hubet, Sprężystość i Wytrzymałość, stro­ 
na 1177, II. tom., Podręcznik Inżynierski, St. Bryła). 

Opierając się na równaniu (26) możemy określić sztywność 
słupa w jego części1podziemnej, a mianowicieó 

' C l,4, 
a)··EJ .> 360 ·~ p, · 

b) EJ . C l~• ·• - .';' p, ,I, 

360 

Cl 4 
EJ = 360•. p, 

Z równania (27) . wyprowadzamy 'następujące 
(rys. 9): 

- . . (27) 

wnioski 

~wówczas Yt <: o. 

I 
I 

25 

c) EJ < C lo4 p, wówczas Yt > o 36f 

r-+ r-. r-: 
.I / / ' .. 

/ I I 
I 'j I ~ I y 

,,,11 

':j ( 0 I 
C ♦ 

,,( 

Rys. SI. 

Niżej podana tabela II podaje 'wartości ni w zależności 
od n. 

h I ,. 6,0 n= T 
1,0 I 3,0 

,.1n ::is,4 I 3,89 I 3,91 

I 

Z tablicy II wnioskujemy, iż praktycznie niezależnie od n 
równanie (26) możemy pisać 

4 

·1/ECJ l0 = 3,9 Jl 
Po podstawieniu wartości 

(28) 

EJ p, 
Cl~- = 360' o 4' . '.1 j 

otrzymamy uproszczone do równań (15) i (16) 
oraz y' o, a mianowicie : 

Q l 3 

Yó = 7tf 

z równania (27) 

I5n2 + 17n -L 5 
---30 (2n + 1) 

wyrażenia Yo 

(29), 

' 
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Y\, .=.: - 
45n~ + 42n + 10 

30 (2n --t- 1) 
. (30) 

Określiwszy przy pomocy równań 16 względnie 18 długość 
słupa l« przy której przesunięcia jego końca równają się zeru, 
zajmiemy się w. dalszym ciągu określeniem naprężeń działają­ 
cych na słup w jego części podziemnej; czyli poszczególnych 
nacisków poziomych słupa na grunt.· 

. Naprężenia na powierzchni gruntu, z założenia modułu po­ 
datności gruntu równają się zeru; lo określimy w ten sposób, 
iż przesunięcia na końcu pręta nie. występują, a zatem naprę­ 
żenia dla x = lo również wynoszą zero. Wykres naprężeń 
uwzględniający powyższe warunki przedstawia rys. 10. 

27 

I 
I 
I 
ł .:< 

Rys. _10. 

Trzeci punkt zerowy wykresu naprężeń leży na głęboko­ 
ści X1. 

Ponieważ moduł podatności gruntu dla x = Xi, nie równa 
się zeru, a zatem dla x = X1 y = O. 

Równanie przesunięć osi słupa ma kształt 
. . x2 x3 

y = y + y' , X + y ,, - + y "'-, o o o 2 o 3'. 

x = lo jest pierwiastkiem tego równania z założenia. 
Dzieląc to równanie przez _x = lo, otrzymamy równanie 

' drugiego stopnia zawierające dwa pozostałe pierwiastki, wśród 
których interesuje nas x = x1 (trzeci pierwiastek niema prak­ 
tycznego znaczenia). W ten sposób po wykonaniu niezbędnych 
podstawień i przekształceń otrzymamy: 

X1 = l,, [3n :_! + J/ 2,25n2 + 3n + 1,21 

albo: 
x1 - ~1 l0 Wartości ~1 podaje tabela III. 

' 

2 
3 

T ab e I a III. 

I n =.1~1 

~ 0,540 

Yo'' = Qh 
EI 

3 

0,520 

• (31) 

W celu określenia miejsca działania największych naprężeń 
pierwszą pochodną równania' (12) przyrównujemy do zera, a 
mianowicie : • 

/ 

d;; - C [Yo + 2y0
1x + : Yo" X2 +: Yo'"x3l - O 

Z powyższego równania, metodą stopniowych przybliżeń, 
określimy pierwiastki x2 oraz X3 (patrz rys. 10), (trzeci pier­ 
wiastek nie ma praktycznego. znaczenia): 

. Y<, + r ( 2 . y/ )2 
_ 2 . Yn _ 477cZ~3 

Yo 3 Yo'' 3 . Yo" 9 h 

Pierwszym przybliżeniem pierwiastka x2 lub x3 przyję­ 
to klo, 

Korzystając z wzorów (29) i (30), przyczem 

y"'=!ł_ 0 El 
otrzymamy: 

Yo' 45 n2 + 42'n + 10 --· --•m 
Yo" 30n (2n + 1) - ' 



'' 

28, 

oraz 

albo 

~ _ 15n2 + 17n + ·5 
y
0
" 30n (2'/h + · 1) 

, W art ości ~2 i b podaje tabela, IV. 

Tabel a IV. 

n - 1 . 3 I 6 

~2 = 0,232 0,221 -I 0,216 

~3 ~ 0,807 ~795 \ 0;792 

r 
I 

• I ' I 

Wstawiając do, równania (12)' 
X [ + , + :, x2 + ,,, ::,,:31 

ćlx = C - Yo Yo X · Yo - Yo 3, . l
0 

. 2 . . 
wartość x = x

2 
otrzymamy 'największe dodatnie naprężenia 

o oraz po wstawieniu x = X3 największe ujemne o, 
2' . ' · Równanie '(12) po podstawieniu wartości y i y' z równań 

(29) i (:30) .. ~raz zważywszy, iż Cl
4
·:;::: 

36012n + l) przekształci 
. ' EJ 3n+2 

się w n·astępująice: 

o,= ~- .9. ~ [·15n2 + 17n + 5 -(45n2 + 42n + 10) ~ + 
· 3n+2l0 , ' 

+ 15nt2n + 1) ~2 + 5(2n+ 1) el . . . . (33) 

przyczem 

albo 

- -mi, 

I 

- · 12 . Q t [A B• + C 2 + v: 3·1 Gx - ~- • - •.,, - l; ~ ,,, 
3n+2 l · • . 

I 

(38a) 

.\ 

Ta he 1 a V. 

n= I 1 I 3 I 6 
.. 

A= 15n2 + 17n + 5 A 37,0 191,0 647,0 

. ,. 

B = 45n1 + 42n + 10 B 97,0• 541,0 .1882,0 

C = 15n (5n + 1) C 45 315 1170 

I D = 5 (2n + 1) D 15 - 35. 65 I 
I 

Po wstawieniu do równia (33a) 

~ = ~2 i~-= ~3 

(patrz tabela IV) · . . 
otrzymamy największe naprężenia dodatnie o.17 oraz największe 
ujemne a

3
• Dla określenia tych naprężeń tabela VI podaje war­ 

tości lc2 i 7c8 w zależności od n. 
' 

T ab e 1 a- VI. 

29 

\ 
n .. 1 3 6 I ·-- - 
lcz =. 9,6 ·21,l': .. 38,4 

. ' ' 
lc3 = 7,9 19,4 36,6 

·'·• 
Stosuj ąc wzory (22) i ( 23) ,' t j. nie uwzględniając od­ 

kształceń słupa w części podziemnej (EJ = n,) otrzymamy · 

nap~ężenia dodatnie o2 = le'~ Q',oraz ujemne na końcu słupa. 
l 

03 =-le/ Q 
. l 

Tabela VII podaje wartości ». i lc's w zależności od n. . ,. 



', 

l, 

30 

T a. b e 1 a VII. ' 

n= 1 I 3 6 

k2' = ' 
7,4 15,3 ~6,0 

ks'= 18,0 · 
11 

I 
42,0 78,0 

Z porównania tabeli VI i VII widzimy, iż przyjęcie EJ= "' 
prowadzi do. przecenienia wielkości naprężeń ujemnych i niedo­ 
cenienia wielkości naprężeń' dodatnich. 

R o z d z i. a ł IV. 
W niniejszym rozdziale podajemy warunki równowagi prę­ 

ta zamocowanego w gruncie, przyczem moduł podatności grun­ 
tu przyjmujemy jak podaje równanie (34) (rys. 11). 

. C,, = ~ X ( 2- n . . . . . . (34)* 

o C 

T 
l 

l 
I 
I 

i 
J1ys. 11. 

Zachowując jak poprzednio przesunięcia osi t}rl,!ht 
równania ( 1 O)_, napręźenit; wyrażą, się następuj ąco : 

• C C . (2 X)( + , -\ ,, x2 + ,,, xa) a X = y X= - X ··- - Yo Yo X - Yo -- Yo - • 
l .. l 1 2 6 

Korzystając z równań (26) i (27), oraz przyjmując 

'~) rów. 9 na str. 17 

Q=O M=O 
X~-- l X= l 

według' 

(35) 

otrzymamy: 
• a -- M ·l 3QO - 13 Z

2 
] Q i·· 216 1 z:i ·1 Y - o I + o + •• ... • (36) 

. 19Cl' '95 EJ· 19 Cl 169EJ - . - 

1 
, _ M l 480 , + _Ei_]- Q [ 300 +. 25 z

2 
] 37) 

y~ -+ 0 19 Cl3 19 EJ_ 0 19Cl2 133 EJ ..... ( 

albo 
Yo=et.oMo+@oQo 

Yo1 = - G./ Mo - @ Qo 
W wypadku gdy wyrazy zawierające EJ w mianowniku 

można opuścić jako małe wobec pozostałych, przesunięcia prę­ 
ta wyratą się przez równanie : 

u; --. u;» + Yo' :r. 
gdzie 

i _ M 300 ·+ Q. 216 
u« - 019Cl2 019 Cl 

i , _ ~ M 480 _ Q 30~­ 
.v,, - "19czs O 19 Ct' o 

. 31 

(36 a) 
(37 a) 

(38) 

· (39) 

oraz 
,; ,. =~X (2- ~) ( Yo + Y0

1 X) . . , , (40) , 

Uwzględniając, iż 
M0 = (}J9 h; h = n l 

otrzymamy: 
Yo ::...:: 12 Qo [25 n + 18·1 

29 Cl · _ 
. ,.µ 60 Q [ . 1 · y0

1 = =~ 19 Cl: _8 n t· 5 ' 
\ . 

Największe i1aj:lrężehia dodatnie występują. dla x = Xi, 
określonego z równania 

' . •·· i 

,,. 
Z równania, ( 40) otrzymamy : 

(
da x )\ 2 +· ( , 2 Y .. ) 3 Y

1
o , . 'o ~- = i; 4y ---- X - ----.r - = 

d 
. o o z 1 z . 1 

X ,=c1· , 

(38 a) 

(39 a) 

(11) 
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Zważywszy, iż 

Yo l 25n+ 18 -=--·---- Yo' 5 8n+5 
z równania ' (,n) otrzymamy : . 

x 1 = 1. l . [105 n+ 58 .:_ / / 5025n2+4110n t- 664] (42) 
5(8n+ 5) fi , 

Dla n::::,,, %.wzór (f2) piszemy prościej z błędem dla n=% 
nie przekraczającym 0,5. procent, a rnianowicis : · ~ 

x =·l 34n+3o 
l 15 (8 n+5) 

• . . . , . . (43) 

N aj większe· naprężenie dodatnie a1 otrzymamy wstawiając 
wartość X1 z równania (43) do równania, (40). 

a1 = 0,24Q0 
( 17 n+ 15 )' . (44) , l • . 

oraz największe ujemne po wstawi~niu x = l skąd 

12 Q ( al=-
19

---f 15n+7) ..... (45) 

Zerowy punkt wykresu naprężeń przypada na· głębokość 

Yo Z· 25 n+ 18 
Xo = - - = -- · . · '• . .- · , , ( 46) Yo' 5 8 n +5 

Wzory (43), (4?!) i (45) wyprowadzono przy założeniu, iż 
pręt prosty przed obciążeniem pozostaje prostym w czasie ob­ 

. ciążenia ( w części podziemnej). Uwzględniając gięcie pręta, 
możemy; jak w rozdziale IV-tym, w ten sposób określić dłu- 
gość l . l0,' aby y1 = ~- · 

Kładąc w równaniu (10) x ,--, i; y o, y' o według wzorów 
(36). i (37) oraz · 

Yo"= h·Qo' Yo"'=~; h = nl; 
EJ · EJ 

otrzymamy: 
4 · .. 4 . ' • 

l: = 1/12 15n+7 J/ EJ =m;J/ EJ 
fi· .l,ln+0,719 c . c 

. (47) 

,, 

33. 

. albo:· 

oraz 

4 

l0 = 3,5/1 EJ 
'C 

. . . . •(47a) 

Cl04 __ 12 15n+7 · 48 . . . .,. . ( ) 
EJ 1,1 n+ 0,719 

T a b e 1 a VIII. 

nm=: · ,,:,o I ,.:,o 
Korzystając z wyrażenia 48, rwzory 1(36:) 

się w sposób następujący: 
Y _ Q l3 3,5 n2 + 3,84n+ 1;094 

0 
- EJ . 15 n + 7 . 

Q t2 11 n2 + 9,84 n+ 2,26 
y '= -- . -------- 
0 EJ l5n+7 

.X, 

I 
I 
I 
ł 
~ 

Rył!. li. 

6 

3,550 
; 

i, (37) przedstawią 

' ' 

Wykres naprężeń przedstawia się jak na rys. '12. 

(49) 

. (50) 

I, 

1- 

1: 
I. 

3 
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Zerowy punkt wykresu naprężeń na głębokości x. = x, znaj­ 
dziemy z równania 

. . x2 xa 
· Y + y X + y " - + Y "' - = 0 o o , o 2 o 3! 

dzieląc je przez x1 - l0,, przy rozwiązaniu ilorazu względem 
X1, wówczas otrzymamy : 

x1 =l0 [- ~t!+ J/~(3n+1)(n+ 1) + 
+ 66 n2 + 59,04 n+ ~3,561 

I 15n+7 
lub prościej 

, [ 3n+l 1/ · · ] x1,=l0 -, 2 -+/I 2,25n2+2,9n+ 1,15 
I 

Oznaczając zawartość nawiasu w równaniu (51) przez ~. 
otrzymamy · 

Tab e 1 a IX. 

. (51) 

n - 1 3 6 , 
-- -- 

a 0,510 0,484 0,480 . - 

' 
W celu określenia miejsca działania największych naprę­ 

żeń pierwszą pochodną wyrażenia (35) przyrównujemy, do ze­ 
ra, skąd otrzymamy 

Ta he 1 a X. 

2y0 ( 1 - a)+Yo' l0a( 4- 3a)+Yo''l/( 3 - 2a )a2+Yo'"l08~a( fr·~.~.)= O 

X gdzie 

Dla n pośrednich między 0,5 i 6 a2 i aa otrzymujemy przez 
interpelację linjową. 

Przez podstawienie do wzoru (35) Yo oraz y'o z równań 
(49) i, (50) przy uwzględnieniu relacji według równania .(48) 
otrzymamy następujące wyrażenie dla określenia naprężeń dla 
poszczególnych a. 

o~= 12~ · a ( 2 - ~).[A+ B~ + ce + Daa] . . (52) 
gdzie 

A 

B=- 

C 

D 

n 0,5 6 
--- 

a2 0,214 0,197 

I a3 0,785 0,775 

3,5n2 + 3,84n + 1,095 
1,ln + 0,719 

lln2 + 9,84n +. 2,26 
1,ln + 0,719 

n(l5n + 7) - 2 (l,ln + 0,719) 
_ 15n + 7 

6 (l,ln + 0,7f9) 
Tab e 1 a XI. 

_n_-, 1 _, 3 •-1-'- -. _6 _ • 1 
A = 4,64 10,97 20,52 

Pierwiastki powyższego równania ~2 i aa podaje tabela X. 

B= -12,70 -32,54 62,48 
---- --------1---------'--I-------- 

0= 6,05 19,41 

,D- 2,01 

39,75 

2,16 2,21 

i 

I 

li 

j: 



36 

Wyżej podana tabelka XI podaje wartości liczbowe spółezyn­ 
ników A, B, C, D, w zależności od n. 

Największe naprężenia dodatnie obliczamy dla ~ = 0,2, 
ujemne dla ~ = 0,78 (patrz tabela X). 

Korzystając z równania ( 52) otrzymamy : · 
największe naprężenia dodatnie 

o2 = 4,32 ~o 
o 

oraz największe ujemne 

03 =-11,5 ~. 
o 

Pisząc 

1,60n2 + 2,04n + 0,65 
1,ln + 0,719 

0,52n2 + 0,52n + 0,12 
1,ln + 0,719 

(53) 

- - Qo o3 - T k3 
o 

Ze wzorów 53 otrzymamy wartości spółcaynników K2 i Ka 
jak podaje tabela XII. 

Ta be 1 a XII. 

n - 1 3 6 

k2 - 10,15 22,80 41,60 - -·- 
ks =· 7,33 18,20 34,50 

- 

R o z d z i a ł V. , 

Rozkład i wielkość naprężeń wywieranych przez słup na 
grunt ulegnie zmianie skoro nad terenem na wysokości· h1 słup 
zostanie podparty ( rys. 13). ' 

Założymy, iż podparcie słupa w punkcie A nie pozwala, na 
przesunięcia poziome, natomiast obrót koło tego punktu nie jest 
skrępowany przez -rodzai podparcia. · 

Siła poprzeczna dla x = O 
Moment zginający dla x = O 
Moment zginający w miejscu x 

o, = Q - R } 
Mo= Qh - Rh1 (54) 
Mx =Mo+ QoX 

o 

~ R 
hi 

A h 
E, J, h I l o 

EJ .X 

ł 

I • ł 
.)( 

Ry8. 13, 

37 

A R 
1/, 1 ¼ 

hz 
B Q 

hl E., J, ,., 
h 

I 

o y I 

' • • • I • • ' ł 
.X 

Rys. 14, 

Całkując równanie różniczkowe osi odkształconej dla części 
słupa O - A, oraz korzystając ·z warunku, iż przesunięcie po­ 
ziome dla x = - h1, równa się zero, otrzymamy: 

h12 . h/ 
M0 2 Q0.~ ~ E1J1h1y/ + E1J1y0 = O . (55) 

Wstawiając do równania (55) wartości Yo i Y'o określone 
przez równania (15a) i (16a) względnie (36a) ,i (37a) otrzy­ 
mamy: 

, gdzie 

Qo=-Q. 
1 

(56) 

(57) 

(58) 
I 

Równania (54) łącznie z (56) prowadzą do następujących 
relacji 

(59) 

h~ 2 1V 

. h !L '' 1,v 
(60) 

• 

I\ 
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(61) 

Wstawiając Qo ·i Mo z równań (60) i (61) do równań (15a) 
i (16a), względnie (36a) ~ (37a) otrzymamy: · 

Q h2 [ ,., , "] 
Yo , ł + h ..:'. ' · 1Xo · - ;;;- ~o 

1 w • 
' 

Qh2 [ ] y' = ;I. + h~ - a.'o + ;- [30' 

. . . (62) 

W wypadku szczególnym gdy h1 = O, otrzymamy: 

U,= E1J1ao 

. (63) 

A zatem 
w [36 

u« = O 
oraz 

Yo' = Qh [- a.o' + ao [30' ] ' . [30 

R= Q [1+h ;:] 

Q'--Qha.o o- ' ' 
' [30 
M0,=Qh 

(57a) 

(5~a) 

(64) 

(65) 

(66) , 

W wypadku podparcia poziomego górnego końca słupa 
(patrz pkt. A rys. 14), wówczas otrzymamy" następujące re- 
zultaty. · , . 

Dla części słupa ·oe. ...... M.,· = M0·+ Q0x 
Dla części słupa BA ..... .' Mx = M0 + Q0x - Q (x + h) 

. Całkując równanie różniczkowe odkształconej osi słupa, oraz 
kładąc 

dla X=0 Y = Yo y' = Y'o 
dla. X=- h Yo-E = YB-A y' 0-B = Y'B-A 
dla X=- h1 YB-A= o 

39 

· otrzymamy 
I 

Q'hs Qhs -h2 . 
-

0
-

1 
---

2--M -·-1 +EJ·y'h -EJy =0 . 6 6 02 1 o 

,I' 

_Wstawiając do powyższego równania wartości y0 i y'0 z rów~ 
nan (15a), (16a) względnie (36a) i (37a) otrzymamy: 

Q o [ h~ 
3 

- E 1 J 1 h1 Po' - E 1 J 1 [3o] + Mo [- h~ 
2 
E 1 J 1 ao' - E 1 J 1 a.0] = ·, 

, h s. 
=Q-2 

6 
. albo 

gdzie 

M + Q. . Qh2s 
U, o W o=-·-- 

- 6 

h2 . 
U =-1 + E1J1h1 ao'+E1 Jl ao 

2 

W= - i3 + Ei Jl h,,~0'+;1 f1 [3o 

Zważywszy, iż 

' 

Q = R + Qo 

Mo·= Qh- Rh. 
łącznie z .równaniem ( 68) otrzymamy: 

Qo= Qh2(6u+h22) 
. . 6 (uh1 + n) 

oraz 

(68) 

R =-Q 6 (uh+w) +h2
3 

6(uh1+w) 

Mo. -Qh2 h1 h22+ 6w 
6(uh1+w) 

, R o z d z i a ł. VI. 

(69) 

(70) 

(71) 

, . 
Przekrój _słupa w części podziemnej, ściślej jego szerokość 

oraz sztywność mają wpływ na rozkład i wielkość naprężeń do- · 
tyczących gruntu, poza tern słup winien posiadać odpowiedni 
przekrój ze względu na zginanie słupa. (Mały wpływ siły po- 
przecznej na wytrzymałość słupa opuszczamy).' · 

.> 

( 
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41. 

W celu określenia przekroju słupa ze względu na jego wy­ 
trzymałość określamy największy moment zginający, · który 
działa na słup na głębokości t (rys: 15). 

o 

T 

h 

I 6' 
I , 
I 
I 
I 

ł 
Rys. 15. 

Dla małych x przyjmujemy, iż ciśnienia gruntu 'na słup 
w przybliżeniu są linjową funkcją głębokości ~-. Przy powyż­ 
szem ujęciu moment zginający słup na głębokości x wymesre : 

( ) 
a xs 

Mx=Qx+h -~ 

gdzie 

24AQ · 
a =--X „ l 2 

o 

A= 3,5·n2 + 3,84 + 1,095 
l,ln+ 0,719 

Wstawiając do równania (72), a„ z równania (73), biorąc 
/ pochodną po x i przyrównując ją do zera, otrzymamy, iż naj­ 
większy moment zginający słup wyp!l,da n1' !głębokości: 

;--- . 
t-l 71~_~2_-z 71 . 3n+2 - (75) 
- 

0 /I 6A -.0 /I 6(15n2+11n+5) · 

Wartość pierwiastka przy l0 w zal~żności od · n podaje tabe­ 
la XIII. (Liczby w tabeli XIII zaokrąglono w górę). 

Tabela XIII. 

I- n-:- 1 3 

v 0,18 0,11 

__ 6_, 
(),08 

(76) 

Dla małych x w porównaniu z lo z równania· 33a otrzy­ 
· mamy: 

gdzie 
(patrz tabela V). 

12· AQ x 
a= 

(3n.+ 2) · J0
2 

A= 15n2+17n+5 
oraz z równania ( 52) 

..... (72) 

( ) 
2 A ta max. M = Q h + t . . Q - 

3n-+ 2 l/ 
Podobnie stosując wzór (74) dla nacisków gruntu przy ma­ 

łym. x otrzymamy:· 

.1 

t = l0 Jl l: A • . . 
1
• • • • (77) 

Tabela XIV podaje wartości pierwiastka przy l0 dla poszcze- 
gólnych n. _ 

Tab e 1 a XIV. 

I n=. 1 3 . 6 I v 0,14 0,10 0,07 
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