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Gdy po odosobnionej probie Clebsch’a z roku 1862
przystapiono, juz w biezgcem stuleciu, do stosowania
rownan roznicowych w statyce budowli w szerszym
zakresie, wdziecznem polem do rozwoju nowej metody
obliczen statycznych okazata sie dziedzina belek cig-
gtych ’). Po wyprébowaniu metody na tym typie bu-
dowli zajeto sie rozwigzywaniem zapomoca réznic skon-
czonych réznych konstrukcyj ramowych tak, iz dzisiaj
jesteSmy juz w posiadaniu szeregu obliczen, dotycza-
cych przewaznie ram o powtarzajgcych sie (kongruent-
nych) przestach i wysokosciach?.

Ostateczne rozwigzanie ram wielobocznych, obcig-
zonych w ptaszczyznie wieloboku (rys. 1), trudno jest
otrzyma¢ zapomocg roéwnan réznicowych bezposrednio,
gtownie ze wzgledu na to, ze ramy tego rodzaju maja
wezly przesuwne i ze przesuwanie sie jednego z nich
jest tu zalezne od przesunie¢ wszystkich pozostatych.
Réwnania réznicowe moga tu odegra¢ jednak wazng
role pomocniczg, pozwalajac na ustawienie szeregow,,
dajacych sie tatwo sumowaé badz zapomoca utartych
wzoréw, badz tez drogg metod rachunku sumacyjnego.

Ogolny schemat rozwiazania ramy wielobocznejt
przy zwykiem w tych wypadkach pominieciu wptywu
sit podtuznych na wielkosSci statycznie niewyznaczalner
jest nastepujacy9):

') Por. W. Wierzbicki: ,Belki ciagte zatamane w planiel,
Czasopismo Techniczne, 1981.

J Por. np. prace: Funk: ,Die linearen Differenzengleichun-
gen“, Berlin, 1920, str. 50: Mises: ,,Die Knicksicherheit von
Rahinentragwerken®, 1926, Zeitsc¢hrift fur angewandte Mathe-
matik und Mechanik itd.

3 Por. W. Wierzbicki: ,Mechanika budowli", Warszawa
1929, str. 246.



Odrzucamy utwierdzenie jednego z koncéw ramy,
np. B i zaczepiamy tu dwie niewiadome sity Hn (po-
ziomg), Rn (pionowag) oraz moment M, , ktore uwazamy
za wielkosci statycznie nadliczbowe.

Na podstawie wymienionych sit oraz sit bezpo-
$rednio do ramy zaczepionych obliczamy przesuniecia
yx punktow x wzgledem punktéw x—1 w Kkierunku
prostopadtym do x, x—1 oraz obroty <x przekrojow
normalnych x ramy wzgledem przekrojéow x—L1

0 ile wprowadzimy oznaczenia:

X X—1
=2 N-1 = P - = m (1)
0 &
woéwczas bedziemy mogli ustali¢ zaleznos¢:
(DX — &>%_1 =1 SPX e (2)

Wyobrazamy sobie w dalszym ciggu, ze poszcze-
g6lne odcinki ramy x—1, x sg sobie réwne i ze zmiana
katow BX, jakie tworza osie kolejnych odcinkéw x—1,
x oraz x, x+1 miedzy sobg podlegaja pewnej regule,
sg wiec znanemi funkcjami wielkosci x, okreslajacej
potozenie danego odcinka na ramie.

Wielkosci momentéw zginajacych w danym punkcie
ramy Mx oraz odpowiednich sit poprzecznych Tx (nor-
malnych do odcinka ramy x—I, X) zalezg od potozenia



danego punktu (wezta) ramy, wobec czego katy (pX
wyrazajace sie wzorem :

v 2EI E I n

gdzie E, | i | oznaczajg odpowiednio wspo6tczynnik
sprezystosci materjatu ramy, moment bezwiadnosci jej
przekroju poprzecznego oraz diugos¢ jednego prze-
dziatu, sg funkcjami x, czyli, ze:

PEF ()i 4
W ten sposob réwnanie (2) przybiera postac:
(- T=F (X)), ceoeeeereieeenieens (5)

a wiec dochodzimy w ten sposéb do réwnania réznico-
wego pierwszego rzedu.

Po zcatkowaniu réwnania (5) dojdziemy do wy-
razenia typu: (OX=F T (X) e, (6)

Wstawiajgc tu x=n, odpowiadajgce zwolnionemu
koricowi ramy, przedstawimy kat obrotu tego przekroju
w zaleznosci od wielkosci HB, Rb i Mn:

@Or=(On=Fi {Hb, Rn, Mn). N )

Zaleznos¢:

0)/i=Fs (HIit Rh, Mb)=0 N ()]
da nam pierwsze réwnanie do wyznaczenia wielkosci
nadliczbowych zadania.

Dla znalezienia poziomych (t. j. rownolegtych do
A B) przesunie¢ poszczegélnych weztdw ramownicy
uciekamy sie do wzoru:
~ (x+2 Syt oL 9
i i
gdzie yx oznacza poziome skltadowe przesunie¢ yx,
rownych:

T™P , M*I% )
W SEI 2E r .oiiiiiinnl. (]
a iloczyn lIj oznacza poziome skladowe przesunieé

weztow x, wywotanych obrotami przekrojow a—1 ramy
o katy gxMi.
Przy x=n dochodzimy tu do drugiego rdéwnania,
stuzacego do wyznaczenia wielkosci nadliczbowych:
u,=ub=F3(H,, R,, M,)=0. . . . (11)



Wreszcie w spos6b analogiczny do wyrazen (9)
i (11) znajdujemy, ze:
i 2| y* L 3 - L L 3 (|2>
Vn=Vn—F(Hitf Rn, Mn)—0, . . . (13)
gdzie vx oznacza pionowe przesuniecie wezla x a wiel-
kosci pionowo kreskowane oznaczajg pionowe sktadowe
odpowiednich przesunie¢ catkowitych.
Réwnania (8), (11) i (13), jak wiadomo, tgcznie
rozwigzujg zadanie.

2P

Rys. 2.

Zastosujemy tu przytoczony wyzej schemat ogolny
do obliczenia ramy wielobocznej przegubowej, obcig-
zonej symetrycznie.

Niech ma rama ksztatt wieloboku wpisanego w od-
cinek kota i niech bedzie obcigzona w Srodku sitg 2P
(rys. 2).

Wobec tego, ze rama jest symetryczna i Syme-
trycznie obcigzona wzgledem O, mozemy rozpatrywaé
rownowage tylko potowy jej A O, przyjmujac, iz jest
w punkcie O utwierdzona, a w punkcie A swobodna



i obcigzona tu znang sita R—P i nieznang H. Nume-
racje weztéw bedziemy prowadzili od srodka ramy do
punktu A, czyli od O do n. Diugos¢ | poszczegdlnych
przeset ramy *—1, x jest, jak wyzej, wielkoscig stata.
W danym razie réwniez i $,=/?=const. Poszczegblne
przesta x—\ x ramy bedg tu nachylone wzgledem po-
ziomu (kierunek A B) pod katem ®7.

Site poprzeczng w wezle x znajdziemy drogg rzu-
towania sit Ha i Ra na kierunek normalny do osi prze-
dziatlu x—I, x:

TX=HSIN Xp-PCOSXPooviieeeiiieeene (14
Moment zginajacy w punkcie x réwna sie:
Mx=HhX—PKX, .eeerriiiiieneennn (15)

gdzie hx i kx (rys. 2) oznaczaja odpowiednio ramiona
momentéw sit H i P.

Poniewaz hx réwna sie sumie rzutéw na kierunek
pionowy poszczegdlnych przedziatow ramy, zawartych
miedzy weziem x i n, wiec mamy:

Ax=isin(2;+1)/?-t-8in(a;+2)if?-|- . . . +sin»/?] =
= isinJ'(*+DHP+ — 18 sin’\z*.
sin-l—
2
—- ™ fcosa;/?cos-M— sina;(isin c0s — (1®
28ih2 ™ !

Odpowiednio dla kx otrzymujemy:
kx= I[cos (*+1) j8+cos (*+2)/?+ ... -f-cos n/?]

=Zcos \rehplz gt gy 1

2sin2
Wyrazenie (3) przybiera wobec tego postac:

<Px=flHAnxp—fl Pcosx(}=



fIP. .0 B o . 2w+ | _
H------ j- sinxpcos y + cosxpsin = —sin p =
sm 2
—asmxfl+bcosxjH+C, . .coocevniiiiieeee, (18)
gdzie
r 1 B f1 K 2_ + 2»+1 .1
JElT o .p"Hcos o0— pt A 2 ,
sm 2
a=flPctg g, 6=/Zilctgy. . . (19
Mamy wiec do rozwigzania réwnanie roznicowe:
Wx—<«*_l=«sina:/?+6cosa:/?+c. .. (20
Catka jego skiada sie z sumy:
(X=ZX°+EX,  wvvrevieeiiee e 21)

gdzie ogx° oznacza pewne dowolne rozwigzanie szcze-
gélne tego réwnania, za$ zx rozwigzanie odpowiedniego
rownania bez ostatniego wyrazu (t. zn. nie zawieraja-
cego funkcji (0x)*s.

Roéwnanie charakterystyczne réwnania réznicowego
(20) bez ostatniego wyrazu czyli réwnania:

OX—AX—F—0 e (22)
ma postac: r— =0, r—1=0, . . . . (23
skad r=11i:

X=D . IX= D , oo, (24)

gdzie D jest dowolng wielkosScig stata.
Calki szczegdlnej zx° rownania (20) poszukujemy
w postaci:
zx°=Asm x[}+Bcosx (i-+-Cx, . . . (25)
gdzie A, B, C sg to stale catkowania. Ostatni wyraz
wzoru (2B) ma wiasciwie posta¢ Cx.Ix, co oznacza, ze
cata funkcja racjonalna, poprzedzajaca 1®, posiada tu
potege o 1 wyzsza od potegi odpowiedniej funkcji przy
wyrazie ¢ rownania (20). Tlumaczy sie to tem, ze 1
jest w danym razie pierwiastkiem réwnania charakte-
rystycznego (23), co nie ma miejsca w zastosowaniu do
dwoch pozostatych wyrazéw catki (25).

*) Por. jeden z podrecznikéw dotyczacych réwnan roézni-
cowych, np. Markowa, Norlund'a, Wallenberg'a i t. p., wreszcie
prace autora: ,Zastosowanie ro6znic skoriczonych do obliczenia
dzwigaréw zatamanych w planiel, Przeglad Techniczny 1930 r.



Wstawiajg wyrazenie (25) w réwnanie (20) znaj-
dujemy:
(ox=A sins/?+i?cosx(#+Cx
(tix-i=A sin (x—1) j8+ Bcos (*—1) B+ C(x—1),
sina;/?(/'—A cos p-B sin/)+ cos xP(B+A sin (3B cos P) +
+ C=asmx p+bcosxp+c, .. . (26)

skad przez poréwnanie do siebie wspotczynnikéw przy
tych samych funkcjach trygonometrycznych znajdujemy r

f1P 3 flIH P
—2" g 2 27ctg N e e - (27>

fIH fIp f
=18 ctg? - Botgad . . (29

Y I '3 g " Aabain?t 4 (20
siny

Ostatecznie, otrzymujemy dla catki réwnania (20)
wyrazenie:
(ox—Asin”™-f Bcosxp+Cx+D. .. (30

Warunki brzegowe wskazujg, ze przy $=0, ux—0,
a wiec 0—B+ D, D=—B; wynika to stad, Ze wobec
symetrji ramy przekréj jej O nie ulega obrotowi przy
odksztatcaniu sie ramy.

Poniewaz mamy do czynienia z ramag dwuprzegu-
bowg, wiec jedynag wielkos¢ statycznie niewyznaczalng
zadania, site H, otrzymamy tu z réwnania (11), przy-
czem W obliczamy ze wzoru (9). Pierwsza cze$¢ tego
wyrazenia przybiera postac:

n n—1
N [fxi ZH~AcMsin (s+I1)ff=

2

n—
2 (Asinxp+Bcoax(3+Cx—B)(sinxpcos(3+

. A
-fcos2/?sin/?)=—cosp  (1—cos2z(l) +
z |
B N A "l
+ 2 COSI™2 + sin sin2a:/? +



n— n—
is- 2 (1+cos2al)+ (7cos/?2 ~sin2/?+
|
i
+ Gsin 3 N xcosxfi—B sin (a+ 1)3. ... (8D

|
Wchodzace tu sumy réwnajg sie odpowiednio:

NN N =L (3b)
i
n-1
2 cos2z/?=cos(w—I)/?.sinn/?. . -—1 . . (33)
i smp
v
S sin2a: B=sm (W—1)55|nn3--srin—& e o (39
n—4 n
[«o0a (,,-D /I —
—(W—)cosra/?>—1 . . . . (36)
\ 1
— (ra—I)sinn/7 Coe 36
s (r—1)sinn/7] (36)
2sin(TC+1)/3=sin™+ ™ [?] sin— o~ (37)
2
Drugi wyraz wzoru (9) przybiera postac:
(39)
i i
gdzie :
r fa Hf 2
'--3 £/+W =-*["r+/""- ' ' (39

Wobec zaleznosci (14)—(17) wyrazenie (39) prze-
ksztalca sie w nastepujace:
yx= f/z i?sina:/? —-8-/Zcosa;/J+



gdzie: F:O,mfIH+O’\fIPcigL. . - (41)
¢?=-0,167//P+0,500/Jflctg & . . .(42)
K=-——A~[~AcosMii/J+Psin~+inrl. (48
2c0s ~ L J
Wreszcie:

21y * 21 N sinal0= 21 ("sin */?+(? cos &/J+JT) sin*/?=

F n G1 n
-T2 (I-cova*«+-9 2i sin2a:/’?+'fir2i sina:™  (44)

Sumy, wchodzagce w wyrazenie (48) obliczamy
ze wzoréw (32)—(37), wstawiajac w nie zamiast n
wielko$¢ n+ 1, co odpowiada zmianie granic sumowania.

Zapomoca wyrazen (27)—(29) dla wspétczynni-
kéw A, B, C, oraz wyrazen (41) — (43) dla wspotczyn-
nikéw F, O, K moglibySmy nada¢ réwnaniu:

n— t n
Mt= 2 *U sin(*+1)/?7+2y*sin™=0 . (45)
| |
forme bardziej zwartg, nie byloby to jednak celowem,
gdyz wprowadzatoby funkcje trygonometryczne nowych
katéw, a wiec nowe wielkosci do obliczenia. Nalezy
wiec zaleci¢ korzystanie z wyrazen (31) i (44) bezpo-
Srednio, obliczajac je zapomocg wzoréw (32) — (37)
i wstawiajgc otrzymane wielkosci w réwnanie (45),
z ktorego zostanie wyznaczona wielkos¢ nadliczbowa
zadania.

Dla przykfadu, zakiadamy /?=9° i n=10, poczem

obliczamy sumy (32) —(37):

n—1 w—1
2_1:9,000 2_ cos2z”~=0
1 1

— n—

N sin2x/3=6,320 ~zcosa;/?=22,910
i >
n-1

N zsina;/?=35,700 N sin(x+1)/3=6,721
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2 cos2x(i=—I 2 sin2rr/?=6,314
i i
2 SiNa;/3=6.74:1 oo (46)
i
Wspotczynniki A, B, C F, G K otrzymuja tu
wartosci nastepujace:
A=80,650f I H + 6,353fl P
5= 6,353/7fl-80,650fIP

C= 1,000//fl-- 12,706// P

F= 0,167fl fl+ 6,363// P “7)
G= 6,353//fl1—0,167fl P
A'=-0,039/7 fl+ 0,500//P

Suma (31) réwna sie wiec:

n—

2 «Usin (3+1)0=605,1//fl—457,4//P, . (48)

1

a suma (44):
n
2 y*sin*/J=20,71/Z fI+32,08//P. . . . (49

1
Rownanie (45), wzglednie réwnanie (11), przybiera
wobec tego postac:
u,=6257//f1-425,3/7P=0, . . . (50)
skad: flI=0,682P ..o (51)
Zauwazy¢ nalezy, iz dla tuku kolistego w ten
sam sposéb obcigzonego, co rozpatrzona rama, i dookota
tej ramy opisanego, otrzymalibysmy:
fl=0,636P o (52)
t. j. parcie poziome mniejsze.

Przypusémy dalej, ze do omawianej wyzej ramy
zaczepiono w poszczeg6lnych weztach x réwne sobie
sity P. W zwigzku z tem obcigzeniem nalezy uzupet-
ni¢ odpowiednio wzory (14) i (15).

Sita poprzeczna w przesle x—I, x w zaleznosci od
samych tylko sit P wyrazi sie wzorem (rys. 3):
TX' = (N—X)PCcOoSXj}.ceiiiiiiiiiniains (53)

Niech bedzie Pasita zaczepiona do jednego z we-
ztébw zawartych miedzy weztami x i n a k, ramige mo-
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mentu tej sity wzgledem punktu 2; wdwczas czes¢ mo-
mentu zginajacego Mr zalezna od sit P, bedzie réwna;
n— n—

= N 7))
s+l a+l
gdzie dla ks mozemy skorzysta¢ ze wzoru (17), przyj-
mujgc tu n—s:

j~sina;/? cos ™ + cos 2/3sin A —sin ™M™ i N (6B
2sin fi

Aby obliczy¢ sume (54), pierwsze dwa wyrazy,
zawarte w nawias we wzorze (55), powtorzy¢ nalezy
n—x—1 razy (wWw—1—a—1+ 1), wyraz za$ ostatni be-
dzie wyrazem sumy, w ktérej s zmienia sieoda;+| do
n—1, czyli ze:

n—l
2 sin B=sin[(E+2)/3+ [+ sin[(] +s)B+2/3] + ..(56)
z+1

Do wyznaczenia sumy (56) mozemy skorzystaé ze
wzoru (16).

tatwo stad wysnu¢ wniosek, ze moment Mx
otrzyma tu forme:

Mx =axasin 2/3+ ., 2C0S2/3+ ¢, sin*/3+d, cos2/?+«j. (57)
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Wyrazenia dla sit poprzecznych i momentow zgi-
najacych otrzymamy, dodajac do wyrazen (14) i (IB)
wyrazenia (53) i (57), wobec czego zamiast réwnania
roznicowego typu (20) otrzymamy przy danem obcig-
zeniu ramy réwnanie typu:

ax—(O Naxsmxp+bxcoaxp+csinx't+ dcosxp+e (58)

Catkowanie réwnania (58) odbywa sie wediug
tegoz schematu, co w zadaniu poprzedniem.

Poniewaz lewe strony réwnan (20) i (68) sag te
same, rozwigzanie zx réwnania bez ostatniego wyrazu,
jest rowniez w obydwdéch przypadkach to samo.

Rozwigzanie szczeg6lne rownania (58) znajdziemy
tu w postaci:
x sina:(i+ B xcosx(I-\- Csin xfl-\- D cos x (i-\-Ex, (59)



1B

gdzie wielkosci A, B, C D, E zostang wyznaczone
przez przyréwnanie do siebie wspétczynnikdw réwnania
(58) przy tych samych funkcjach x po obydwdch stro-
nach réwnania.

Warunki brzegowe zadania sg tu te same, co
w zadaniu poprzedniem. \

Gdy kat /? nie jest wielkoScig statg, lecz pewng
funkcja x, lub gdy sity P nie sg sobie rowne, stowem,
gdy prawa strona réwnania (5) badz jest bardzo zio-
zong funkcjg x, badz tez nie daje sie przedstawi¢ bez-
posrednio, jako funkcja x, musimy uciec sie do przy-
blizonego rozwigzania wspomnianego réwnania droga
zastapienia prawej jego czesci przez pewna racjonalng
funkcje cataf.

Prawa cze$¢ réwnania (5) przedstawia wyrazenie:

% I

VK O2ET 4+ Bl e, ( ~

w ktorem Tx, oraz Mx zalezg zaréwno od nieznanego
parcia poziomego H, jak i od danych sit P. Niech be-
dzie wobec tego :

TXE Tt+ | 0 oo, (61)
MX=Mt+ M2 oo, (62)
T,P M, I T,P MA
2E1 + EI + 2EIl + EI (63)

gdzie wielkosci Tx i Mf sg proporcjonalne do H, za$
T i Mi zaleza od P.

Funkcje:
Ft- Z + (64)
1 B'2EI H E1
Tt I* |
F'-*W I+ 1 3 | (66)

mozemy przedstawi¢ na wykresie zapomocg wzorow (14),
(15) i t. d.; dla przyktadu na rys. 5 przytoczone sg
krzywe, wyrazajgce momenty Hhx, Rkx, oraz momenty
zalezne wylgcznie od obcigzenia P dla ramy, przedsta-
wionej na rys. 4. Otrzymane w ten sposéb krzywe za-
stepujemy przez krzywe interpolacyjne drugiego, trze-
ciego i wyzszych stopni w zaleznosci od ksztattu wy-

1) Por. prace autora p. t. ,Dzwigary zatamane w planie
0 zmiennym kacie zatamaniall Przeglad Techniczny 1931 r.
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kreséw i od pozadanej doktadnosci obliczenia. Krzywe
te zawierajg odpowiednio 8,4 i wiecej niewiadomych
wspoétczynnikow.

Rys. 5.

Wybieramy na wykresie szereg punktéw charak-
terystycznych i wyznaczamy nieznane wspotczynniki
wzoréw interpolacyjnych w ten sposob, aby te wzory
czynity zados$¢ wartosciom wspotrzednych dla obranych
8,4 lub odpowiednio wiecej punktéw wykresu. Otrzy-
mane ta drogg przyblizone funkcje FA i F2 nakiadamy
rysunkowo na funkcje bezposrednio otrzymane i spraw-
dzamy, czy oba rodzaje krzywych nakiadajg sie na
siebie z dostateczng doktadnoscia, przyczem dokiadnosé
2—3 procentéw moze tu by¢ uwazana za wystarczajaca.

Przedstawiamy wiec np. w nastepujgcy sposob
funkcje Fx i F2:

Fl=alxs+b1xi-\-cx+dl . . . (66)

Fs=a2x3+ b2x2+cix+d2 . . . (67)
skad dla funkcji (x dochodzimy do wyrazenia typu:

(p=ax*-\-bx2+cx+d, . . . . (68)
gdzie: a=Hal+ta2 b—Hbl+ hl

ccHM 2 d=Hd1+ di
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Rownanie (5) przybiera w tym przypadku postac:
wx—wx_i=ax3\-bx2+cx+d. . . . (70)
Rozwiazanie tego réwnania, jako réwnania bez wy-

razu ostatniego, daje tu omoéwiony wyzej wzor (24).
Gdy chodzi za$ o catke szczeg6lng rownania catkowi-
tego (70), to powinnismy jej poszukiwac¢ pod postaciq :
zx°=(Axi+Bx8+Cxi+Dx).Ilr. . . . (71)

Funkcja algebraiczna, stanowigca poszukiwane
rozwigzanie, posiada stopien o jedno$¢ wyzszy, niz
funkcja przedstawiajaca ostatni wyraz rownania (70),
gdyz 1 jest w danym razie jednokrotnym pierwiastkiem
réwnania charakterystycznego °).

Dalsze obliczenie ramownicy odbywa sie wedtug
schematu podanego na poczatku tej pracy i sprowadza
sie¢ do sumowania szeregéw: 2x4, 2xs, 2x'l 2x, co
nie natrafia na zadne trudnosci.

W razie utwierdzonych na podporach ram syme-
trycznych i symetrycznie obcigzonych mamy do wy-
znaczenia dwie wielkosci nadliczbowe HA i M,,.

W tym wypadku zamiast wzoréw (69) otrzymu-
jemy wzory:

fi= Haa, + Maa2+ ax )
bAH~Abt+MAht+b, ; e < i |

gdzie wielkosci axbx... oznaczajg wspétczynniki réwna-
nia krzywej zastepczej, dotyczace tej czesci wyrazenia
analogicznego do (63), ktora jest proporcjonalna do
parcia poziomego HA, a2 ht.. . oznaczajg wspotczyn-
niki tej czesci tego wyrazenia, ktora jest proporcjo-
nalna do Ma, czyli momentu podporowego w punkcie
A, wreszcie 03, b3... sgto wspotczynniki zalezne od bez-
posredniego obcigzenia ramy.

Ostatnio omoéwiony sposob wyznaczania katdw cox
dotyczy i ram niesymetrycznie obcigzonych, byleby
tylko wykresy otrzymane dla Tx i Mx nie posiadaty
zbyt wyraznych zataman.

€ Por. prace autora p. t. ,Wiolokrotne dzwigary drewniane,
jako uktady hiperstatycznell str. 7, Sprawozdania i Prace War-
szawskiego Towarzystwa Politechnicznego, 1931
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