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PRZEDMOWA.

Metody wykreslne w statyce i kinematyce ukiadéw plaskich osiggnety dzieki pracom
Culmana, Maxwella, Cremony oraz Chasle’a, Burmester’a, Wittenbauera i innych wysoki stopien
rozwoju i uzyskaly rozlegte prawa obywatelstwa w biurach konstrukcyjnych. Natomiast wszelkie
préby zastosowania tych metod do uktadéw przestrzennych nie przyniosty doniostych korzysci prak-
tycznych. Konstrukcje w rzutach dwuprostokgtnych, sg naog6t skomplikowane, mato przejrzyste
i posiadajg niewielki stopiern doktadnosci. Powodem tego jest dwoisty charakter wektoréow, t. j.
tych elementéow, z ktéorymi mamy do czynienia w statyce wzglednie w kinematyce. Rzut na
jedng ptaszczyzne nie wyznacza nam jeszcze wektora, natomiast rzuty na dwie plaszczyzny,
posiadajg elementy wspdlne, powtarzajgce sie w obydwoéch rzutach. Juz metoda rzutéw sSrodkowych
wiecej odpowiadataby wilasnosciom wektordw, ale tylko w zagadnieniach opisowych. Natomiast
w zagadnieniach miarowych, rzuty te nie dajg réwniez korzysci praktycznych. Nalezatoby
przypuszczaé, ze to odwzorowanie, ktore najbardziej uwzgledniatoby dwoisty charakter wektora,
jako prostej, najwiecej nadawac sie bedzie do zagadnien statyki wzglednie kinematyki.

Jakkolwiek metoda t. zw. figur odwrotnych byla stosowana juz przez Culmana, Cremone,
Mohr'a i in. to zdaje sie, ze prof. B. Mayor pierwszy wpadt na pomyst konsekwentnego
odwzorowania wektoréw zapomocag ukiadu zerowego. Toz samo odwzorowanie stosuje roéwniez
v, Mises, Federhofer i Prager nie podajac jednakze, ze jego podiozem jest ukiad zerowy.

W naszych wuczelniach znajomos$¢ wiasnosci ukladu zerowego jest naogét mato
rozpowszechniona. Wobec tego w 8§ 1 wyprowadzam wilasnosci tego ukitada w zwigzku
z przestrzennym uktadem sit. Wszystkie te wiasnosci mozemy wyprowadzi¢ przez rozwazania
czysto geometryczne (Pliicker, Sylvester, Cayley, Reye), przez rozwazania kinematyczne (Chasles,
Schonflies) lub rozwazania statyczne (Mobius, Culman, Schell i t. d.). Wybratem, te ostatnie,
gdyz pojecie sity jest najbardziej konkretne dla inzyniera.

W § 2 podatem odwzorowanie w ukladzie zerowym trzech zasadniczych elementow
geometrycznych oraz warunki réwnolegtosci i prostopadtosci prostych i plaszczyzn. Zagadnienia
opisowe i miarowe (prostopadtos¢) wskazujg na duzg analogje z takimiz zagadnieniami
rozwigzywanymi za pomocag rzutéow srodkowych (koto parametryczne, przeciwbiegunowosc i t. p.).

W 8§ 3 zajmuje sie odwzorowaniem uktadu sit wzgl. skretnikow w uktadzie zerowym.

Nakoniec 8§88 4 i 5 podaje zastosowanie tego odwzorowania w elementarnych zagadnieniach
statyki i kinematyki oraz wyznaczanie napie¢ w kratownicach metodg Cremony¥*).

Natomiast nie poruszam wcale zagadniern bardziej skomplikowanych. Do tych nalezg
miedzy innymi: ruch Srubowy, ruch o dwéch lub wiekszej ilosci stopni swobody, klasyczne
zagadnienie roztozenia sity wzdtuz 6-ciu prostych skosnych i zwigzane z nim wyznaczanie
naprezen w kratownicach metodg Culmana, Dla tych zagadnien nalezatoby jeszcze wprowadzic
pojecie kongruencji i cylindroidu (konoidu Pliickera).

Zrodta, ktérymi sie positkowatem w tej pracy, sa nastepujace:

1) B. Mayor. Statique Graphique des Systemes de I'Espace. Lausanne 1910.

2) B. Mayor et M. Paschoud. Introduction a la statiqgue Graphique. Lausanne 1926.
3) Mises. Graphische Statik. Z. f. Math. u. Phys. 1916.

4) Prager, Beitrag z. Kinematik d. Raumfachwerkes. Z. f. ang. Math, u Mech, 1926.
5) Federhofer. Graphische Kinematik u. Kinetostatik. Wien. 1928.

6) Ball. Theory of Screws. Cambridge. 1900.

7)

Ini. Kruszewski. Recenzja pracy Mayora. Przeglad Techniczny. 1910.

.*) Dla zainteresowanych wyznaczeniem napie¢ w kratownicach przestrzennych (8 5) wystarczy znajomosé

wiasnosci uktadu zerowego podiug § 1 do rozdzialu E oraz metod odwzorowania elementéw geometrycznych podiug
§ 2 do rozdziatu H.






§ 1. PRZESTRZENNY UKLAD Sit ORAZ UKLAD ZEROWY Z NIM ZWIAZANY.

A) Wstep. Dwa ukiady sit nazywamy réwnowaznymi, jezeli kazdy z nich moze powstac
z drugiego: przez zastgpienie grupy sit, przechodzacych przez jeden punkt, lub lezacych w jednej
ptaszczyznie, ich wypadkowsg; przez wprowadzenie do ukitadu dwoéch réwnych sit na jednej
linii dziatania o zwrotach przeciwnych Ilub usuniecie takowej dwoéjki; przez zastgpienie pary
sit dwiema odpowiednimi sitami w plaszczyznie dziatania pary i t. p. Dwa uklady réwnowazne
z trzecim ukiadem sg miedzy sobg réwnowazne. Jezeli w jednym z dwéch réwnowaznych uktadow
zamienimy wszystkie sity rownymi lecz przeciwzwrotnymi sitami, to zesp6t tych dwéch uktadow
po tej zamianie bedzie w rownowadze.

B) Dwojka sit sprzezonych. Niech wiec bedzie dany ukiad n skosnych sit P1,P2.... Pn.
Uktad ten naogét, nie daje sie sprowadzi¢ do sity pojedynczej lub do pary sit (momentu).
Natomiast mozna go zastgpi¢ rdwnowazng z nim dwodjka skosnych sit lub sitg i momentem.
Chcac sprowadzi¢ ten ukilad do dwéch réwnowaznych z nim
skosnych sit, przyjmujemy dowolny punkt A oraz dowolna
ptaszczyzne a nie przechodzacg przez A (Rys. 1). W ptaszczyznie
(Pt A), przechodzacej przez jedng z sit Pii przez A, rozktadamy te
site na dwie skladowe: jedng P't wzdtuz prostej przeciecia BC
ptaszczyzn (PiA) z ptaszczyzng aidruga P " wzdtuz prostej taczacej
punkt A ze Sladem B sily Pt na a. Postepujagc w ten sposéb
z kazda silg Pt ukiadu, otrzymamy w ptaszczyZznie a ukiad
sit P/, oraz ukiad sit Pi" przechodzacych przez jeden punkt A .

Pierwszy”uktad na ptaszczyznie mozna sprowadzi¢ do wypadkowej
= EPt (w pewnych przypadkach do pary sit), drugi za$
uktad do sity Q= £ Pt" przechodzacej przez A . ZastgpiliSmy
wiec przestrzenny ukiad sit Px... Pnukiadem 2 skosnych sitR i Q, Rys. 1
z ktérych R lezy na ptaszczyznie a, a Q przechodzi przez punkt A.

Takie dwie sity R i Q bedziemy nazywac¢ dwojka sit sprzezonych uktadu.

Jezeli punkt A bedzie niewtasciwym o kierunku prostopadtym do ptaszczyzny a, to sity
R i Q bedg do siebie prostopadie.

W szczegélnym przypadku ukiad sprowadzitby sie do jednej pojedynczej sity, jezeli
a) jedna z sit (R lub Q) rownataby sie zeru b) sity R i Q przecinatyby sie c) sita Q bylaby
réwnolegtg do ptaszczyzny aa R = 1P't sprowadzitaby sie do pary. Dowolny ukiad sit sprowadzitby
sie do pary sit w przypadku a) sity R i Q bylyby rdéwne, rownolegte lecz o przeciwnych
zwrotach, b) sita Q rownataby sie zeru a ukitad R = [>Pt sprowadzitby sie do pary.

Z powodu dowolnosci wyboru zaréwno punktu A jak i ptaszczyzny a, dany ukiad sit daje
sie zastgpi¢ nieograniczong iloscig takich réwnowaznych dwadjek.
Postaramy sie wyznaczy¢ wspélne wilasnosci (niezmienniki) tych
dwojek.

Zastgpmy uktad dwéjki sit R i Q inng dwdjka Rt i QIlt
tak zeby jedna z sit Rx tej nowej dwdijki (Rys, 2) lezata na
ptaszczyznie a. Dla wyznaczenia drugiej sity Qx, rozkladamy R
na dwie skladowe: jednga Rx (w kierunku RX\ a drugg R\ w kie-
runku prostej A O, taczacej punkt A (Slad sity Q) z punktem
przeciecia sie sit R i /?,. Sity R\ i Q dadza wypadkowsg
Qi = R\ -f- Q przechodzaca przez punkt A. Dwodjka sit Rx i Qx
bedzie réwniez réwnoznaczna z ukladem sit Px ... Pn.

Przeksztat¢tmy dwoéjke sit R i Q tak, zeby jedna z sit Qy
nowej dwojki przechodzita przez punkt A. W tym celu wyzna-
czamy punkt D przeciecia ptaszczyzny zawierajacej sity Q i (Rys. 3) z sita R i rozkladamy
site Q nadkiadowe Qx (dang co do kierunku) oraz site Q\ w kierunku AD. Wypadkowa sit
mti= i?-f-przecinajgcych sie wyznaczy nam drugg site Ri nowej dwdjki.

Pomiedzy dwojkami R i Q oraz Ry zachodza nastepujgce zwigzki.

Twierdzenia 1) Sumy geometryczne sit R i Q oraz Rzi Qy (jako wektoréw swobod-
nych) sg réwne pomiedzy soba. (Rys. 2°).

Rys. 2



2) Czworosciany ORAQ i ORMAQi zbudowane na dwodjkach sit sprzezonych, jako
na odcinkach przeciwlegtych sa rownowazne (trojkaty ORA i ORVA sg réwnowazne a prosta
Q Qv jest réwnolegta do a). (Rys. 2).

Szesciokrotng objetos¢ takiego czworoscianu nazywamy momentem wilasnym
uktadu sit. Wartos¢ liczbowa tego momentu jest réwng

J=R Qd sin &

gdzie d jest najkrotszg odlegtoscig a & katem
pomiedzy R i Q.

3) Jezeli sita R przesuwa sie w ptaszczyz-
nie a, to sita Q z nig sprzezona przechodzi
przez staty punkt A tej plaszczyzny.

3a) Jezeli jedna z sit Q dwojki przechodzi
przez staly punkt A, to sita R z nig sprzezona
przesuwa sie w statej ptaszczyznie a, przecho-
dzacej przez ten punkt.

Zbudujmy teraz, majac dwie poprzednie
dwéjki R i QiRti trzecig dwédjke R2i Q2>
tak, zeby jedna z sit R2 przecinata sie z Rt
i byla skosng z R.

Rys. 2» Rys. 3 Nie trudno dostrzedz sie, ze sita Q2 prze-

tnie sie z i bedzie skosng z Q. W ten

sposob, z jednej dwojki sit mozemy otrzymac nieograniczong ilos¢ dwojek rownowaznych pomiedzy
sobg i z danym uktadem sit.

Zadanie 1) Dana jest dwéjka sit 72 i Q. Wyznaczy¢ réwnowazng dwojke sit i?k i
tak, zeby sita Rt byla skierowana wzdtuz danej prostej rx.

Przeprowadzamy dowolng prostag r2 przecinajgcg rx i site R. Zastepujemy dwojke sit
R i Q jednoznacznie sitami R2 (wzdtuz r2 i Q2 Nastepnie sity R2 i Q2 zamieniamy réwnowazng
dwéjkg Rx (wzdtuz rX i Qv

A wiec w przestrzennym ukladzie sit Pxe e+ ePn kazdej prostej r (wzdtuz ktérej dziata
sita R) odpowiada jednoznacznie prosta q, jako prosta dziatania sprzezonej sity Q. Takie dwie
proste bedziemy nazywac prostymi sprzezonymi ukladu, albo parg prostych sprzezonych.

Proste zerowe ukitadu. Momentem ukladu sit Px.......... Pn wzgledem dowolnej
prostej nazywamy algebraiczng sume momentéw dowolnej dwéjki sit uktadu wzgledem tej proste;j.
Proste, wzgledem ktérych ten moment réwna sie zeru, nazywamy prostymi zerowymi. Do takich
prostych nalezg wszystkie proste przecinajace obydwie sity dowolnej dwojki R i Q. Kazda pro-
sta lezgcaw ptaszczyznie a, zawierajacej site R przechodzaca przez punkt przeciecia A plasz-
czyzny a z sita Q bedzie prostg zerowa.

Twierdzenie 4) W kazdej ptaszczyznie proste zerowe tworzg pek prostych o wspdélnym
wierzchotku. Wierzchotek tego peku nazywamy ogniskiem ptaszczyzny.

4a) Proste zerowe, przechodzace przez jeden punkt, tworzg pek ptaski. Plaszczyzne
tego peku nazywamy ptaszczyzng ogniskowa tego punktu.

5) Piaszczyzna ogniskowa, punktu, lezgcego na dowolnej ptaszczyznie, przechodzi przez
ognisko tej ptaszczyzny.

6) Prostej lezgcej w dowolnej ptaszczyznie odpowiada prosta sprzezona, przechodzgca
przez ognisko tej ptaszczyzny i odwrotnie.

7) Ogniska ptaszczyzn, przechodzgcych przez dowolng prosta, lezg na prostej z nig
sprzezonej.

Niech bedzie dang dwodjka sit R i Q wzajemnie prostopaditych do siebie. Przeprowadzmy
przez jedng z sit np. R plaszczyzne prostopadig do Q.

Punkt przeciecia tej ptaszczyzny z Q bedzie jej ogniskiem. Prostg dziatania r sity R
nazywamy charakterystykag tej ptaszczyzny a prostg q wzdluz, ktorej jest skierowana sita Q,
biegunowg tej ptaszczyzny.

Uktad zerowy. Majgc wiec dany przestrzenny ukiad sit, podporzadkujemy kazdej
ptaszczyznie punkt, w niej lezacy (ognisko) i kazdemu punktowi ptaszczyzne, przezen przechodzaca
(pt. ogniskowa). To podprzadkowanie jest wzajemne. Ponadto w tym uktadzie odpowiadajg sobie
wzajemnie parami proste, wzdiuz ktorych dziata dwoéjka sit sprzezonych i proste zerowe, ktore
(jak to ponizej przekonamy sie) odpowiadajg samym sobie. To wzajemnie podporzgdkowanie
sie punktéw z ptaszczyznami i odwrotnie, oraz prostych z prostemi nazywamy ukitadem zerowym.
Kazdemu uktadowi sit, a w szczegdlnosci dwdjce sit skosnych, odpowiada jeden ukiad zerowy.
Natomiast jeden uklad zerowy jest podiozem wszystkich uktadéw sit réwnowaznych pomiedzy
sobg. Uktad zerowy pozostanie bez zmiany, jezeli kazdg site ukitadu sit powiekszy¢ w tym
samym stosunku, nie zmieniajac ich linii dziatania.

C) Sprowadzenie yktadu sit do sity pojedynczej i do pary sit (momentu). Niech bedzie
dany ukiad sit Pr e <P n- Wybieramy w przestrzeni dowolny punkt O, ktéry bedziemy nazywac



punktem redukcji, i przenosimy don réwnolegle wszystkie sity ukladu (Rys. i). W tym celu
przyktadamy w O dwie sity (P,— Pf) réwne, rownolegte do Pt, lecz
0 zwrotach przeciwnych. Postepujac w ten sposob z kazdg sitg Pt
uktadu otrzymamy pek sit P't w wierzchotku O, oraz ukiad par
(Pt— P’i), ktoérych ptaszczyzny dziatania przechodza przez punkt O
1 przez odpowiednig site Pt. Pary te jak zwykle, przedstawiamy sobie
w postaci momentu Gt, prostopadle do ptaszczyzny dziatania pary.

Uklad sit Pi' wyznaczy nam wypadkowg site R= ZP'i a ukiad mo-

mentow Gi moment wypadkowy G =ZGt. Jezeli, w szczeg6lnym
przypadku, G i R bedg do siebie prostopadte, to uktad sit sprowadzi Rys. 4
sie do sity pojedynczej.

Majac ukiad sit Pj----Pn zredukowany do sity R i pary G o punkcie redukcji O, przyj-
mujemy teraz nowy punkt redukcji Ov. Przesunmy przez ten ostatni dwie sity (R! — R')t rowne
i rownolegte sile R. Otrzymamy wtedy w (Rys. 5) site R, oraz momenty: G'= {R — Rf) spo-
wodowany réwnolegtym przesunieciem sity R i moment G, ktéry,
jako wektor swobodny, przechodzi z punktu O do Ov Te dwa ostatnie

momenty wyznaczajg moment wypadkowy Gr — G-\- G'. Jak widzimy

wielkos¢ i kierunek sity R nie zalezy od punktu O redukcji, nato- P
miast zmiennemi sg wielkos¢ i kierunek momentu G w zaleznosci od "G:P”

potozenia punktu O. Nie trudno jednak dostrzedz, ze rzut momentu

Gl= G-\-G' na kierunek sily jest wielkoscig stalg; skladowa O
powstata przez przesuniecia sity R jest do tej sity prostopadta. Wiel- ,
kos¢ tego rzutu na R réwna sie G

Rys. 5.
gdzie jest katem pomiedzy G i R.
Pare sit mozna rozpatrywaé, jako pole réwnolegtoboku, w ptaszczyznie dziatania tej pary,
utworzonego przez jej sity o odpowiedniem momencie. Pole to jest rbwne momentowi pary G
Potrojna objetos¢ ostrostupa, utworzonego przez ten réwnolegtobok, jako jego podstawy,
i jednej krawedzi réwnej sile R wyniesie

J= RGcos& = R GO

Te warto$¢ nazywamy momentem wiasnym ukiadu sit. Moznaby okazaé, ze ta potrdjna
objetos¢ ostrostupa odpowiada szeSciokrotnej objetoS$ci czworoscianu, zbudowanego na dwdjce sit
sprzezonych, jako na krawedziach.

Podobnie jak i we dwdjce sit sprzezonych mozemy i tutaj otrzymac proste zerowe,
ogniska i ptaszczyzny ogniskowe. Plaszczyzna dziatania pary, prostopadta do wektora momentu
G w punkcie redukcji O, bedzie ogniskowg punktu O a proste przez ten punkt przechodzace
bedg prostymi zerowymi: (rzut momentu G na te ptaszczyzne réwna sie zeru a sita R przecina
z kazdg prosta przechodzaca przez O).

Przesunmy punkt redukcji A wzdiuz wektora sity R do punktu B. Momenty G i Gy
w obydwéch punktach A i B beda réwne i réwnolegte, a wiec plaszczyzny ogniskowe tych
punktéw beda do siebie réwnolegte (Rys. 6).

Twierdzenie 8. Plaszczyzny ogniskowe wszy-
stkich punktéw wektora sity sg do siebie rownolegte.

Niech bedzie dana dla punktu redukcji O sita R
oraz moment G i niech kat pomiedzy nimi bedzie
réowny Rozt6zmy moment G na dwie skladowe:
jedng wzdtuz sity R i réwng GO= Gcos & i druga
G~N¢Ersinfr prostopadia do R (Rys. 7). Moment G'
przenosi site R réwnolegle w kierunku prostopadiym
do ptaszczyzny zawierajgcej R i G’ na prawo (przyj-
mujac prawoskretny ukitad wspétrzednych) na odle-
gtos¢ O Ox= d— Gsin &K Po tym przesunieciu otrzy-
mamy zespot sity R oraz momentu GO skierowanego
wzdtuz sity R. Zespédt sity i momentu, wzdtuz tej sity,
nazywamy skretnikiem uktadu a prostg, wzdiuz kto-
rej sita i moment sg skierowane osig centralng lub
osig uktadu. Plaszczyzny ogniskowe wszystkich punktéw osi sg do niej prostopadte.

Zespot sity R i momentu GO jako réwnowazny z ukladem sit Pj .... P,, bedzie réwniez
rownowazny z dwojkag sit sprzezonych R i Q. Pare sit mozna rozwazac¢ jako site nieskonczenie
mata, wzdtuz prostej niewtasciwej w plaszczyznie dziatania pary. Kazdej sile réwnolegtej do osi



odpowiada wiec w dwadjce sit sprzezonych prosta niewtasciwa a ogniska ptaszczyzn réwnolegtych
lezg na prostej réwnolegtej do osi. Bedziemy nazywac proste rownolegte do osi Srednicami,
uktadu a ptaszczyzny réwnolegte do osi ptaszczyznami Srednicowymi. Ogniska ptaszczyzn Sred-
nicowych beda punktami niewtasSciwymi, a proste zerowe tych ptaszczyzn tworzg pek prostych
réwnolegtych. Chcac to okazaé¢, zauwazmy, ze ogniskiem ptaszczyzny niewlasciwej bedzie punkt
niewtasciwy Q°° osi centralnej. Poniewaz ptaszczyzna $Srednicowa przechodzi przez ten punkt,
to jej ognisko lezy na ptaszczyznie ogniskowej tego punktu Q< (por. tw. 5 str. 6).

D) Rozktad skretnika na dwie sity skosne. Niech bedzie dany skretnik (/?, G) zapomocg
jego osi centralnej o oraz sity R i momentu O, skierowanych wzdtuz tej osi. Stosunek momentu

G do sity R skretnika nazywamy parametrem k — i skretnika. Parametr ma wymiar odcinka.

Parametr k bedziemy uwaza¢ za dodatni w przypadku, kiedy
sita i moment sg jednozwrotne, w przeciwnym razie za ujem-
ny, i odktadamy go na osi centralnej zgodnie ze zorientowa-
nym zwrotem osi.

Dla roztozenia skretnika na dwie sity (Rys. 8) skos-
ne pomiedzy sobg, przesuwamy przez 0o$ dowolng ptaszczy-
zne i rozktadamy w tej ptaszczyznie site R skretnika na dwie
sktadowe i R2(R— R™A-R2. Niech katy pomiedzy Rt
i R oraz R2i R bedg odpowiednio réwne 4i a2 W tej sa-
mej ptaszczyznie rozktadamy réwniez i moment G na skia-
dowe (?! i G2(G —  -j-¢r2 prostopadle do odpowiednich sit

i R2(flilffi i R2__G2. Skiadowe Gt i ¢r2przesung sity
Rt i R2 wzdtuz prostej prostopadiej do ptaszczyzny, zawiera-
jacej te skiadowe na odlegtosé:

a) dl= GJR1 i d2= GJR2
Sktadowe RItR2 i Gu G2 bedg rowne

i? sin a2 R sin 4 G cos a, G cos aj

b) A= sin(al-f a2 sin (04 -j- a2 G, sin(aj -f a2 G sin (ak-j- a2

skad
Cr . Qr
dx— h cotg a&2— k cotg a2 i d2— J[l cotg a®— k cotg a,

a wiec ostatecznie
C) tg a2— d2tgal — k

Otrzymamy nastepujgace twierdzenia.

9) Dwie sity dwédjki oraz o$ skretnika o posiadajg wsp6lng prostopadia.

10) loczyn odlegtosci jednej z sit dwdjki od osi przez tg kata drugiej sity z osia jest
staty i rowny parametrowi k skretnika.

11) Przez obro6t dokota osi lub przesuniecie réwnolegte wzdluz osi kazda dwodjka sit
skretnika przechodzi w inng dwdjke (lub ukiad zerowy pozostaje bez zmiany).

12) Dwie pary dwojek sit sprezonych skretnika lezg na jednym hyperboloidzie. Wynika
to stad, ze proste zerowe przecinajagce dwie sity jednej dwojki oraz jedng site z drugiej dwojki
przetng réwniez site z nig sprzezona.

Niech jedna z sit dwojki RIt nie zmieniajagc swej wielkosci, obraca sie w ptaszczyznie
Srednicowej dokota jej punktu przeciecia ze wspolng prostopadia tej sity i osi centralnej. Sita R2
z nig sprzezona przesuwac sie bedzie rownolegle, przecinajgc te wspdlng prostopadla. Ta réow-
nolegtos¢ wynika z twierdzenia 6, 9-go i 10-go i ze wzoru c) dytg a2= k gdzie d, = const. Sila,
obracajgc sie w ptaszczyznie Srednicowej, moze zajmowac poszczegbdlne potozenia 1°) bedzie réw-
nolegta do osi t.j. bedzie Srednica; ze wzoru c) d2\gax— k gdzie al=0 otrzymamy d2=<\>.
Sita R2 bedzie skierowana wzdtuz prostej niewtasciwej nachylonej do osi pod katem a2 gdzie

dxtga2— k. 2°) Sita Rt jest prostopadig do osi; 4= %_; ,awiec tg M= <pd2= O sita R2przecina

0o$ skretnika. 3°) Sita R schodzi sie z prostg zerowag skretnika. Prostg zerowa mozna rozwazac
jako prosta podwodjnag dwojki sit nieskonczenie wielkich o przeciwnych zwrotach. Dla tej prostej
otrzymamy

di—d i tg¥= tg«2
a wiec z c) przez przemnozenie otrzymamy

di d2tg M tg a2= k2 lub d£2tg2”™ = A2



skad
ca) d\.go.~+ k

We wzorze cg dla prawoskretnego ukitadu nalezy bra¢ znak ujemny..

Twierdzenie IB) Dla prostej zerowej iloczyn jej odlegtosci od osi przez tg kata nachylenia
z osig jest réwny parametrowi skretnika.

Niech bedzie dany skretnik (R, G) i rownowazna z nim dwodjka sit sprzezonych RiiR 2,
nachylonych do osi pod katami ajiaZ2* Przez wspdlng ich prostopadtg d przesuwamy ptaszczyzne
w prostopadta do osi i rozktadamy kazdg z sit w kierunku rzutéw na

ptaszczyzne w na sktadowe RX i R2 oraz na skiadowe R" i R2
prostopadte do w (rys. 9). Sita R skretnika jest prostopadta do w, P
przeto rzuty /?/ i R2 bedg réwne, rownolegte, lecz skierowane od- o~ ‘
wrotnie i wywotujg moment rowny momentowi O skretnika a wiec ¢ S
d) i?/= R2 Ilub R\sinax= R2sin a2 noe oz
e) RI(dI+ dJ= RM(d1l+ di)= G ar Ra
Natomiast algebraiczna suma skladowych R"-\-R2' bedzie réwng Rys. 9.

sile R skretnika.
f) Ri GBat-j-R2CBa2: R f) RI"'d1= R2d2

WyjdZmy ze wzoru c)
c) djtga2: .gotg

poniewaz /?/= R2= Rlsinaj = R2sin a2 to
Ri tfj= R2cotgak
g0 RSd~"Rfk i RZd2= RV’

wzor, z ktérego bedziemy czesto korzystali w dalszych rozwazaniach.

Zadanie 1). Wyznaczy¢ skretnik (R,GQ rownowazny
danej dwdjce sit Rt i R2. O$ skretnika szukanego przecina
wspoblng prostopadig AXxA2 wektoréw i?j ii72 w pewnym punk-
cie B, (rys. 10), ktory nalezy wyznaczy¢. Wielkos¢ sity R skret-
nika réwna sie geometrycznej sumie sit dwojki
Sprowadzamy wiec sity i i?72do jednego punktu np. At i wy-
znaczamy ich wypadkowg R. Site R mozna réwniez rozpa-
trywac¢ jako wypadkowg dwoch rownolegtych sit Rt cos at
i R2cos a2 (gdzie axi a2sg katy pomiedzy R} wzgl. R-,zR).
(Por. rys. 9).

Dla wyznaczenia punktu przytozenia B sily R skretnika
na Aj A2nalezy odcinek Ai A2 podzieli¢ w stosunku odwrotnie
proporcjonalnym do Rt cosa2 i A cos a2. Lgczymy wiec koniec

wektora R, przechodzacego przez AY z punktem A2i przez
i punkt A cos ™ = H przeprowadzamy réwnolegtg do Ai A2az

X do punktu!?na AxR. Przez spodek B prostopadiej EB na A" A2
o( [0 przechodzi o$ skretnika.
A Mozemy réwniez wyznaczy¢ o$ skretnika oraz jego pa-
' "1 rametr za pomocg nastepujacej konstrukcji.

Niech bedga dane sity Rt i Rt dwdjki oraz wspdlna ich

prostopadta AtA2 (rys. 11). Punkt C niech bedzie punktem

przytozenia sity R skretnika, a odcinek CB niech przedstawia nam wielko$¢ jego

parametru p . Polgczmy punkt B z punktami AtiA 2. Katy BA1A2\BA 1A2bedg

odpowiednio réwne katom a2 i aj pomiedzy sitami R2i R oraz Rt i R na zasadzie

wzoru di_tg a2= d2 tg at— k. Zbudujmy w dowolnym miejscu tréjkat sit

R =R I-\~-R 2 Trojkat ten bedzie podobny (z powodu réwnosci katéow aj i a2 do
A2BAI', jego boki beda proporcjonalne do sit, a mianowicie

R :Ri:R2— AxA2:A2B : A+B = sin(at-f-a2:sina2:sin aj.

Jezeli wiec na odcinku Ai A2zbudujemy tréjkat AxB A2podobny do tréjkata sit 7T= Ry+ Rz»

to wysokos¢ B C tego trojkgta wyznaczy :nam parametr, a przez spodek Cwysokosci przejdzie
0$ skretnika.
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Zadanie 2. Dane sg sita R2oraz skretnik (i?LGt) . Wyznaczy¢ os i parametr wypadkowego
skretnika (rys. 12).

Niech bedzie dany skretnik (A, GXY oraz sita pojedyncza i?2. Os wypadkowego skretnika
(R, G) przetnie najkroétsza odlegtos¢ Ai A2miedzy (Ru Gi) i R2w pewnym punkcie F i bedzie do niej
prostopadta. Wyznaczmy poczatkowo skretnik (R G') pomoc-
niczy dla sit Ri i R2, nie biorgc chwilowo pod uwage mo-
mentu Gt. W tym celu_budujemy”na AyA2tréjkat AtB A2 po-
dobny do tréjkata sit R =R X-f- R2 (rys. 12a). Wysokos¢ BC
oraz jej spodek C wyznaczg parametr py i potozenie osi po-
mocniczego skretnika (R,G'). Nalezy teraz doda¢ geometrycz-

nie pozostaly moment G do G' skretnika (R,Gr) (rys. 12b).
Moment Gt tworzy z osig skretnika (RG\) awiec i z je-
go sitg R kat al Skiladowa tego momentu GL wzdluz R razem
z poprzednio otrzymanym momentem Rp\ daje w sumie mo-

ment wypadkowego skretnika podtug wzoru

G= Rp\ -j-Gicosa

Gr Ripi f'
G, parametr jego bedzie réwny

. Rtpxcos a

" G - g! :
Rys. 12b o 2 Ryg. 12a P= jt=tPi+ cosa=p\ -
GjCosoC,

natomiast sktadowa Gxsina momentu GY, prostopadia do R,
przeniesie ja na odlegtos¢ CF=d podtug wzoru

G~ sina__ “"~sina
R ~ R

Te dwie wielkosci p i d, jako odcinki, mozna wyznaczy¢ wykresSlnie. Niech tréjkat
Ai BA2 obraca sie dokota A2 (Rys. 12), pozostajac do siebie podobnym, przyczem punkt At
niech porusza sie po prostej Rv Niech w tym obrocie trojkat A*BAi przyjmie koncowe potozenie
A2DE, gdzie D jest kohcowym punktem na parametrze Pi (liczac od Aj .

Trojkaty A2AtD i A2BE (jak tatwo okazac¢) beda réwniez podobne a kat pomiedzy pro-
stymi AtD i BE bedzie réwny ax, Z podobienstwa tych tréjkatow wynika

BE _ A2E
AiD A2D R

gdyz boki tréjkgta A2D E sa proporcjonalne do sit

skad BE= pi»

Obliczmy jeszcze rzedng punktu E oraz odcinek CF
EF=EH-\-HF=BEcos -fBC=RIP|™M8- + A"

>
i CF:BH:BEsina-i—pxJtJ sin 4.

Otrzymujemy wiec nastepujaca konstrukcje skretnika wypadkowego. taczymy punkt A2
z koncem D parametru py skretnika (A A). Na prostej A2D budujemy trojkat A2DE podobny
do trojkata sit R —Rt4-R2.

Odlegtos¢ punktu E od AyA2wyznaczy parametr p wypadkowego skretnika, a spodek F
prostopadtej z E na AtA2 punkt na osi.

Zadanie 3) Na o0o$ X dzialta ukiad n skosnych sit do niej prostopadtych,
Wyznaczy¢ reakcje w tozyskach. (Rys. 13).
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Przyjmijmy poczatkowo, ze na o$ o tozyskach w f i i dziataja w punktach A i B tylko
dwie sity skosne Pxi P2 Wyznaczg one skretnik, ktérego o0$ jest prostopadia do AB. Ten
skretnik nalezy nastepnie roztozy¢ na sity Pk i Pt dziatajgce w tozyskach. W tym celu na
samym odcinku AB (lub w skali) budujemy trojkat ABE podobny do tréjkata sit P = P 4- P9
(Rys. 14 i 14".
Wysokos¢ E F bedzie

parametrem p wypadko-

wego skretnika. taczagc

wierzchotek E z punkta-

mi K i L odpowiadajgcym

potozeniu tozysk, otrzy-

mamy tréjkat KEL kto- K A F \B L

rego boki EK i EL sg,

proporcjonalne do sit

Pk i Pi w tozyskach. Rys. 13 Rys. 14 Rys. 14a.
Kat pomiedzy pro-

stymi EL i EB bedzie réwny katowi pomiedzy sitami P1i PK

Jezeli na o$ dziatajg trzy sity Px,P2i P3, to nalezy poczagtkowo wyznaczy¢ parametr

skretnika pomocniczego i nastepnie parametr dla skretnika wypadkowego 3 sit.
_W tym celu budujemy wielobok sit

R_— Pt -f-Pi + P3i niech bedzie Ru — Pi -f-

P2a R12\-IP3= R. Na odcinku AB (Rys. 15

i 15a) budujemy trojkat ABE, podobny do

tréjkata sit RI2= Pi~\-P2, a na odcinku CE

tréojkat EHC podobny do trojkata sit R —

= Pt. taczac wierzchotek Hz punk-

tami tozysk otrzymamy tréjkat H KL, kto-

rego boki bedg proporcjonalne do sit Pl Rys. 15. Rys. 15a.

i Pk> dziatajagcych w tozyskach.

E) Przestrzenny uktad sit odniesiony do wspdétrzednych prostokgtnych. Niech bedzie dany
uktad sit Pl .. .P,,. Odniesmy go do prostokagtnego i prawoskretnego ukiadu wspédirzednych.
Przyjmujac poczatek ukiadu O za punkt redukcji, przenosimy kazdg site Pt ukiadu do tego
punktu. Niech wiec sita Pt bedzie przytozona w punkcie At, o wspétrzednych xtytzt, i niech katy
nachylenia tej sity z osiami beda odpowiednio rowne a/, P/,Y/- Skiadowe Xt, Yt, Zt tej sity i jej
momentéw Lt,Mt,Nt wzgledem osi bedg réwne

Xt= Ptcosot Yt= Ptcos ¥ Zt= Ptcos t
Lt=ytZi — ZtVYt, Mt = ZtXt— xtZt Nt= xiYt— ytXt
nietrudno okaza¢ prawdziwos¢ wzoru dla kazdej pojedynczej sity

XtLt+ YtMt+ LtNt~O

Postepujac w ten sam sposéb z kazdg sitg ukiadu, otrzymamy n skiadowych sit i n
momentoéw, wzdtuz kazdej osi ukiadu. Algebraiczne sumy tych skiadowych

X=ZXt Y=2Y, z2=27,
L= 2 Lt—2 (ytZt— ZtYt), M=S M= 2{z,X,—x.2), N=ZNt= Z{x,Y,-ytX,)

wyznaczajg nam sktadowe sit i momentow danego ukitadu wzgledem osi wspotrzednych. Te szesc
wielkosci X, Y, Z, L,M,N, nazywamy wspo6trzednymi uktadu sit. Trzy skiadowe sity
i trzy skladowe momenty wyznaczajg site wypadkowg R i moment G ukifadu dla punktu redukcji
w O, a mianowicie

= I/XT+ T2+ Zr i G=\/L2+ M2+ Ni
Niech katy, ktore tworzg R i G z osiami ukladu beda odpowiednio rowne a, p,yi X jt, v,

a kat pomiedzy sita i momentem niech bedzie rowny 0-. Rzut momentu na kierunek sity wyrazi sie
wzorem
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,/=:i1?0 cosft= .ff0 (cosacosX-f-cosPcosit-j-cosycosv)= R

a po przeksztatceniu
J=XL + YM-\-ZN

Zaréwno R jak i J sg niezmiennikami uktadu, niezaleznymi od punktu redukcji. Trzecim
niezmiennikiem ukiadu bedzie parametr p

GO _ GRcosft _XL-\-YM~\-ZN
P R R2 -~ R2

Majac wyznaczone sze$¢ wspotrzednych X,Y, Z i L,M, N skretnika mozemy wyznaczy¢
réwnanie jego osi centralnej. To réwnanie wyrazi sie wzorem

+ _ M-czZ+SZ _ N-ly + tiX
P~ X ~ Y 4 ~ z ~ ]

gdzie i,},e sa wspotrzednemi dowolnego punktu osi.

Parametr bedziemy uwaza¢ za dodatni, jezeli sita i?i moment GO, (w uktadzie prawoskretnym)
sa jednozwrotne. W przypadku kiedy J= 0, p— O uklad sprowadza sie do jednej sily
a w przypadku kiedy ukiad sprowadza sie do pary , to parametr p = cc

F) Moment wzajemny dwoch skretnikOw- Pojecie momentu sity wzgledem osi
rozszerzy¢ do a) momentu dwoch sit; b) momentu sity wzgledem pary sit; ¢) momentu pary sit
wzgledem drugiej pary; d) wzajemnego momentu dwodch skretnikow.

a) Moment wzajemny dwoch sit jest to iloczyn tych sit przez ich najkrotszg odlegtosc d
oraz sin kata pomiedzy nimi i wyrazi sie wzorem

J =P 1P2dsinft

Bedzie to szesciokrotna objetos¢ czworoscianu, zbudowanego na tych sitach jako na
krawedziach. W przypadku przecinajgcych sie lub réwnolegtych sit J = 0.

b) Moment sity P wzgledem pary (R —R), jest to algebraiczna suma monentéw sity P
wzgledem kazdej z sit pary. Jezeli sita jest réwnolegta do ptaszczyzny pary (lub co jest to samo)
moment pary jest prostopadty do sity, to moment sity wzgledem pary rowna sie zeru. Jezeli
zas$ sita jest prostopadita do ptaszczyzny pary, to ich moment wzajemny rdéwna sie iloczynowi
sity przez moment pary. W ogolnym wypadku moment sity wzgledem pary wyrazi sie wzorem

J=P G cosft

gdzie & jest katem pomiedzy sitg i momentem pary.

c) Moment wzajemny dwoéch par sit rowna sie zeru.

d) Momentem wzajemnym dwéch skretnikow (R G) i (RiGj) , nazywamy algebraiczng
sume momentéw sity i pary kazdego skretnika wzglednie sity i pary drugiego.

Niech wiec beda dane dwa skretniki (R,G) i i niech d bedzie najkrétszg odle-
gtosciag pomiedzy osiami. Przyjmijmy nastepujgcy prostokatny uklad wspoéirzednych. Osig Z-6w
niech bedzie o$ pierwszego skretnika, osig Z-6w wspoélna ich prostopadta d. Przyjmujac kat
pomiedzy osiami skretnikéw = 3 rozktadamy site A i moment Gt drugiego skretnika na skia-
dowe w Kkierunku osi Z-6w,

R1 = R1lcos* Gl'= Glcos*
i w Kierunku ich rzutu na ptaszczyzne yz
R1'=R 1sin* 0,"= #lsin&

Obliczmy teraz poszczeg6lne momenty.
1) Moment sity R wzgl. Rt réwna sie

—R A dsinft
2) Moment tejze sity Rt wzgledem pary G

Rt G cos ft

*)  Wyprowadzenie powyzszych wzoréw mozna znales¢ w wielu podrecznikach mechaniki, Poréwn. np.
Routh .Statyka teoretyczna” w ttlomaczeniu Straszewicza.

mozn
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3) i Moment sity R wzgledem @, réwna sie
R Gxcos ft

4) natomiast moment pary G wzgledem ~ = 0.
Sumujac te 3 momenty, otrzymamy wzor dla momentu wzajemnego dwéch skretnikéw

J = (Ri G~\-R GX cos&— RRisinft
. o G G .
oznaczajgc parametry tych skretnikdw przez />=_r7_! pt= i otrzymamy wz6r dla momentu

J = RRi [(/?-]-pj) cos ft— d sinfi]

Wyraz w nawiasie nie zalezy od sit skretnikow, a tylko od ich parametréw oraz od ich
wzajemnego potozenia. Dwa skretniki, dla ktérych wyraz w nawiasie

a) w= (j)-f-pi) cos ft— d sinft

réwna sie zeru, nazywamy skretnikami wzajemnymi lub znajdujgcymi sie w inwo-
lucji (Klein, Bali).
Jezeli wspo6trzedne tych skretnikoéw wzgl. dowolnych osi beda odpowiednio réwne
X, Y, Z, LLM,N i X» Yuz\, Lx,MUNt
to ich moment wzajemny bedzie
J=XLI-\-7MI+ Z N I -{-XIL-\-YIM + Z 1IN
Wzér dla J mozna roéwniez rozwaza¢ jako prace skretnika (R,G) na skrecie (Ru Gt)

w ktorym Rt odgrywa role kata obrotu (szybkosci katowej), a Gx role przesuniecia (szybkosci
linjowej).

G) Geometryczna interpretacja warunku wzajemnosci dwoch ukfadéw (znajdujgcych sie
w inwolucji).

Niech beda dane dwa uklady zerowe wyznaczone przez ich osie, ox i 02 i ich parametry
Ai i k2. Najkrotsza odlegtos¢ pomiedzy osiami niech sie rowna d, i niech ft bedzie kgt pomiedzy
nimi. W kazdym poszczegdlnym z tych ukiladéw mozna wyznaczy¢ ptaszczyzne Srednicowa,
w ktérej proste zerowe, tworzag pek prostych réwnolegtych, i réwnolegtych do osi drugiego ukfadu.
Odlegtos¢ d, takiej ptaszczyzny Srednicowej pierwszego ukiadu od jego osi  bedzie réwna

a) cAtgft= Al (réw. ca str. 7)

a odlegtos¢ ptaszczyzny sSrednicowej drugiego ukladu od osi 02 bedzie rowng

b) d2tgft= A2

Naogot te dwie ptaszczyzny beda rownolegte. W szczegélnym przypadku kiedy d= dl -{-d2,
beda one zjednoczone. Dodajgc stronami a) i b) otrzymamy

c) (dl+ d2tgft= A+ A2
lub dsinft=  -f-k2 cos ff)

a wiec wtedy obydwa ukiady bedg wzajemne, (réwn. a).

Dwa uktady zerowe beda wzajemne, jezeli proste zerowe pierwszego
uktadu i rownolegte do osi drugiego, przecinajg sie z prostymi zerowymi
drugiego uktadu, réownolegtymi do osi pierwszego.

§ 2. ODWZOROWANIE ELEMENTOW GEOMETRYCZNYCH W UKLADZIE
ZEROWYM.
A) Wstep. Z rozwazan poprzedniego rozdziatu nietrudno dostrzedz, ze jezeli w prze-

strzennym uktadzie sit, powiekszymy lub zmniejszymy wszystkie sity w tym samym stosunku,
to obydwa uktady sit beda posiadaty ten sam uklad zerowy. Dwie odpowiednie dwéjki sit sprze-
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zonych obydwoch uktadow beda dziataty wzdtuz tych samych prostych sprzezonych, Proste zerowe
i odpowiednio$¢ pomiedzy ogniskami i ptaszczyznami ogniskowymi dla obydwdch uktadéw sil
pozostanie bez zmiany. Oczywiscie toz samo sie tyczy osi centralnej i stosunku pomiedzy mo-
mentem i sitg w obydwéch skretnikach. Parametr bedzie ten sam dla obydwéch uktadéw sit. Mozna
wiec rozwaza¢ uklad zerowy, jako podioze wielu uktadéw sit i rozpatrywaé¢ go niezaleznie od
tych ukladéw. Wymaga on dla swego wyznaczenia 5-ciu warunkoéw, a mianowicie potozenia osi
oraz parametru k. Dopiero 6-ty warunek np. wielkos¢ sity R wzdtuz osi wyznacza nam skretnik.

Niech wiec bedzie dany ukiad wyznaczony przez jego 0$ centralng o i parametr k wzdtuz
0osi 0. Przez dowolny punkt O na osi przeprowadzamy ptaszczyzne w do niej prostopadig. Be-
dziemy nazywac¢ w ptaszczyzng odniesienia lub rzutnig, a punkt O Srodkiem. Taki uktad bedzie-
my oznacza¢ symbolem w (0,k). Analogicznie, jak i w rzutach $rodkowych, rysujemy Kkoto o
srodku O i promieniu rownym parametrowi k. Koto to bedziemy nazywa¢ kotem parametrycznym.
Dla ustalenia zwrotu parametru na osi nadajemy kotu obieg (wskazany za pomoca strzatki) pra-
woskretny, wzgledem koncowego punktu parametru k odtozonego na osi (Rys. 16).

B) Odwzorowanie prostej w uktadzie « (0,k). Potozenie prostej a w przestrzeni

wyznaczone, jezeli bedzie danym jej rzut prostokgtny a' na rzutnie w oraz $Slad S* prostej a*
z nig sprzezonej (Rys. 17). Prosta a bedzie przecieciem jej ptaszczyzny
rzucajgcej z ptaszczyzng ogniskowg punktu S*. Rzut a' oraz slad S* wy-
znaczajg rowniez potozenie prostej a* sprzezonej z a. Rzuty dwoch pro-
stych sprzezonych na plaszczyzne prostopadita do osi O sg réwnolegte.
(Por. rys. 9 str. 9) a wiec rzut a'* prostej a* bedzie rownolegty do rzu-
tu a'. Prosta tgczgaca $Slady S i S* prostych a i a* jest prosta zerowg
i, jako lezgca w plaszczyznie <;przechodzi przez (punkt O) Srodek ukiadu.
Bedziemy nazywac¢ rzut a'* oraz Slad S* prostej a* przeciwrzutem iprze-
ciwsladem prostej a; analogicznie a' i S' beda przeciwrzutem i przeciws$la-
dem prostej a*.

W szczegélnym przypadku prosta a moze byc¢ prostopadta lub row- cic RiR
nolegta do w. W przypadku prostopadtosci, Slad S schodzi sie z jej rzu-
tem; przeciwrzutem tej prostej bedzie prosta niewtasciwa a przeciwsladem
niewtasciwy punkt prostej SO. Jezeli prosta b jest rownolegtg do
ptaszczyzny w, to jej przeciwrzut b'* przechodzi przez punkt O. Przeciw-

Slad T* na b'* wyznacza odlegtos¢ h prostej b od w. Ta odlegtos¢ bedzie

rbwng h— gT——d . (Por. zad. nastepne). Wyjatkowe potozenie w tym
odwzorowaniu zajmujg proste zerowe, ktére mozna rozwazac, jako dwie

proste sprzezone zjednoczone. Rzuty i przeciwrzuty jak rowniez i Slady

i przeciwslady tych prostych schodzag sie. Ich potozenie w przestrzeni jest

wyznaczone przez ich rzut c¢'= c'*, przez ich $lad R~"R*. Ich kat nachy- Rys. 17.
lenia z osig otrzymamy ze wzoru

tg 8= % (réw. ca

Zadanie 1 Majgc rzut a' i przeciwslad S* pro-
stej a wyznaczy¢ jej drugi rzut a" w ukladzie dwu-
prostokgtnym (Rys. 18).

Niech beda dane rzut a', przeciwslad S* prostej a
oraz koto parametryczne k. Przeciwrzut a'* bedzie row-
nolegty do a'. Oznaczmy odlegtosci rzutu a' i przeciw-
rzutu a'* od srodka O kota przez h— OB i h*— OB*,
to, korzystajgc ze wzoru

/jtg8* = A*tgS= A (réwn. c)

otrzymamy katy 8 i 8¢ nachylenia prostych a i a*
z osig o.

Przez $rodek O przeprowadzamy promien O C
rownolegty do rzutu a' i budujemy tréjkat prostokatny
O B* C. Kat przy wierzchotku B* bedzie rébwny 8 a przy
wierzchotku C wyznaczy kat prostej a z rzutnig. Przez
Slad S (ktory lezy na prostej OS* i na a') prowadzimy réwnolegta (a) do B* C. Ta rownolegta
(a) bedzie kiladem prostej a na rzutnie. Majac wiec rzut a', Slad S oraz kiad (a) prostej, mo-
zemy wyznaczyC¢, przy danej osi rzutdw X, drugi rzut a" tej prostej.

Dwuznaczno$¢ wzniesienia rzutu a" (nad lub pod osig ;r-6w) mozna usung¢ nastepujgcym

rozumowaniem. Wyobrazmy sobie wzdtuz prostych a’ i a'* dwie sity Rx i R2, sprzezone wzgle-

bedzie
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dem ukitadu 9(0,k) tak, zeby rzuty tych sit X i— X = X* na w wywotywatyby dodatni”“mo-
ment wzgledem O. Wypadkowa skiadowych Z i Z* rdéwnolegltych do osi O bedzie sita R
skretnika {R, G) réwnowaznego dwdjce sit Rx i R2. Skladowe Z i Z* bedg jedno- lub przeciw-
zwrotne, w zaleznosci od tego, czy rzuty a' i a™* przegradzajg sie z punktem O czy tez nie.
W naszym konkretnym wypadku przyjmijmy odcinek S (A) na kiladzie jako site odcinek
SA' na rzucie bedzie rowny skiadowej X, a odcinek A' (A) skiadowej (Z) w kiladzie. Poniewaz
a’ i a'* przegradzajg sie z O, to sktadowa Z bedzie jednozwrotna z parametrem, a wiec A'(A),
rzedna punktu A bedzie skierowana do gory. Mozna wiec ustali¢ nastepujgce prawidio. Przy
przyjetym zawsze dodatnim momencie sit (X, — X — X*), skiadowa sit (Z lub Z*) blizsza do O
bedzie jednozwrotna z parametrem k. Skladowa Z dalsza od O bedzie jedno—Iub réznozwrotna
z k w zaleznosci czy rzuty a' i a™* przegradzajg sie z O czy tez nie. (Od zwrotu skiadowej Z
zalezy wzniesienie punktu)

Zadanie 2) Majgc dane rzuty a' i a" prostej a w uktadzie dwu prostokgtnym,
wyznaczyc jej przeciwrzut a'* w uktadzie w (o, k). (Rys. 19),

a) Przez srodek O przeprowadzamy promien O A réw-
noleglty do osi x-6w, a przez koricowy punkt A natym pro-
mieniu prostga A B rownolegta do rzutu a". Przez punkt
przeciecia B tej ostatniej z promieniem O C prostopadtym do
osi x-6w przechodzi przeciwrzut a™ (Federhofer).

Dowdd. Oznaczmy katy, ktére tworzg rzuty a' i a"
z osig X-Ow przez i przez X a odlegtos¢ O H* od przeciwrzutu
a'* od Oprzez h*. Kat & prostej a z osig Z-,0w bedzie, jak tatwo
sie przekona¢, w zaleznosci od katéow @i X, réwny.

coscp, /grX

a w zaleznosci od h*
tg»=p
z rysunku wida¢, ze

OH* — h*= k cos ftg X

b) Odlegtos¢ h* mozna otrzymaé¢ bezposrednio. Od-
kladamy na rzucie a' od $ladu S odcinek SA'= k réwny
parametrowi. Wzniesienie drugiego rzutu A" wyznaczy nam
odcinek h*, co tatwo jest sprawdzi¢ geometrycznie. (Mayor).

Uwaga. Sprawdzi¢ zgodnos¢ tej konstrukcji z po-
przednig.

b) Odwzorowanie punktu. Potozenie punktu P bedzie wyznaczone, jezeli bedzie dany

jego rzut P' na w oraz Slad jego ptaszczyzny ogniskowej na w. Slad ten bedziemy nazywaé
przeciwsladem punktu P i odwzorowanie oznacza¢ symbolem (P\ rc*). Rzut P' i przeciwslad «*
nie sg od siebie niezalezne. Jedna z prostych zerowych przechodzacych przez P przecina prosto-
padle o$ uktadu i jako taka bedzie réwnolegta do w. Przeciwslad rc* bedzie wiec réwnolegty do
OP'. ProstaPS w tej ptaszczyZznie, prostopadta do S$ladu «*, bedzie jednoczesnie prostg zerowg
punktu P i spadowag jego ptaszczyzny ogniskowej (Rys. 20). Kat nachylenia 8 tej ptaszczyzny
z rzutnig w wyrazi sie wzorem (z prostokatnego tréjkata)

Odlegtosé P'(P) punktu P od ptaszczyzny otrzymamy, budujac tréjkat F (P)S podobny do
trojkgta OA P' i bedzie réwng

P>PAh = SP't§s= SP'-

Dwuznaczno$¢ wzniesienia punktu P wzgledem < mozna réwniez usungé nastepujgcym
rozumowaniem. Przyjmijmy wzdtuz Sladu rct site X, tak zeby jej moment wzgledem O byt
dodatni Sita z nig sprzezona, wzgledem ukiadu <O(o, k) bedzie skierowana wzdtuz prostej OP.
Rzut tej sity na w bedzie rowny — |l a skladowa prostopadta Z* (w mysl poprzedniego rozwazania)
bedzie jednozwrotna z parametrem k. Na rys. 20 punkt P bedzie sie znajdowal nad ptaszczyzna.
Moznaby i tutaj, dla wzniesienia, ustali¢ nastepujace prawidto. Jezeli punkt ruchomy, przechodzac
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od O do P* porusza sie wzgledem dowolnego punktu na $ladzie zgodnie z ruchem obrotu
dodatniego, to punkt P znajduje sie pod ptaszczyzng, w przeciwnym wypadku znajdzie sie on
nad ptaszczyzna.

d) Odwzorowanie ptaszczyzny. Dzieki wzajemnym wlasnosciom punktu i ptaszczyzny
w przestrzeni, odwzorowanie ptaszczyzny uskutecznia sie zapomocg tych samych elementéw co
i punktu. Potozenie plaszczyzny bedzie wyznaczone, przez jej $lad % na w oraz przez rzut P'*
jej ogniska P. Rzut P'* bedziemy nazywac przeciwrzutem plaszczyzny; dfcng zas ptaszczyzne
oznacza¢ symbolem (rc,P'*). Plaszczyzny rOwnolegte posiadajg réwnolegte $lady oraz wspéiny
przeciwrzut, gdyz ogniska ptaszczyzn réwnolegtych lezg na $Srednicy ukiladu t. j. na prostej
rownolegtej do osi o. Plaszczyzny réwnolegte do w nie dajg sie bezposrednio odwzorowad.
Potozenie ich mozna wyznaczy¢, za pomocg odwzorowania punktéw lub prostych na niej lezacych.

e) Warunek réwnolegtosci prostych i ptaszczyzn.

1) Wigzka prostych rownolegtych posiada wspdélny punkt niewtasciwy. Plaszczyzna
ogniskowa tego punktu bedzie ptaszczyznag Srednicowg t. j prostopadia do w. W tej ostatniej
lezg proste sprzezone z wigzka prostych réwnolegtych.

Twierdzenie 1) Proste rownolegte posiadajg wspolny przeciwrzut.

2) Prosta réwnolegta do ptaszczyzny przecina sie z jej prostag niewlasciwg, dla ktorej
przeciwrzutem bedzie rzut Srednicy przechodzacej przez ognisko ptaszczyzny.

Twierdzenie 2) Przeciwrzut prostej rownolegtej do ptaszczyzny przechodzi przez
przeciwrzut ptaszczyzny i

Twierdzenie 3) Plaszczyzny rownolegte posiadajg wspoélny przeciwrzut,

F) Warunek prostopadtosci prostych i ptaszczyzn.

1) Niech bedzie dana ptaszczyzna (% ,P'*). W jej ognisku
P* przeprowadzamy prostg t, do niej prostopadtg. Rzut t' tej
prostopadtej bedzie prostopadly do $Sladu rci schodzi sie z rzutem
a' spadowej a, t. j. prostej zerowej ptaszczyzny. (Rys. 21).

Wykonajmy kiad prostych a i t dokota rzutu a'. W skia-
dzie tym otrzymamy tréjkat prostokatny S(P) T, w ktérym punkt
T bedzie Sladem prostej t. Prosta t* sprzezona z t lezy w plasz-
czyznie (rc/3*) Slad prostej t* lezy na $ladzie ic oraz na prostej
OT t j. w punkcie ich przeciecia T*. Prosta t* jest prostopadia
do $tadu w punkcie T*. Niech N* bedzie jej punktem przeciecia
z prostg OP'*.

Rys. 21 Z podobnych trojkatow ON*T* i OP'*T otrzymamy
OP'*-N*T* p/tt O
ON* pt* fi OR'™ *pfkJi = OP'* tg2&

ztad
ON* OP'* — OP'*2tg2" — k2

gdzie k jest promieniem kota parametrycznego. Prosta f* jest przeciwbiegunowa punktu P'*
wzgledem tego kota. Poniewaz wszystkie prosie prostopadie do plaszczyzny sg do siebie
rownolegte, i posiadajg wspdlny przeciwrzut, mozemy wiec powiedziec:

Twierdzenie 4) Przeciwrzutem prostej prostopadtej do ptaszczyzny jest przeciwbie-
gunowa przeciwrzutu ptaszczyzny wzgledem kota parametrycznego.

2) Prosta t prostopadta do ptaszczyzny jest prostopadita do wszystkich jej prostych.
Przeciwrzuty tych ostatnich przechodza przez przeciwrzut P'* ptaszczyzny, a wiec

Twierdzenie 5) Przeciwrzuty prostych prostopaditych sg przeciwbiegunowo sprzezone
wzgledem kota parametrycznego.

3) Jezeli dwie ptaszczyzny sg prostopadie, to kazda z nich przechodzi przez prostg
prostopadta do drugiej, mozemy wiec powiedziec:

Twierdzenie 6) Przeciwrzuty ptaszczyzn prostopadtych sa przeciwbiegunowo-sprzezone
wzgledem kota parametrycznego.

G) Wzajemna przynaleznos¢ punktéw prostych i ptaszczyzn.

a) Punkt lezy na prostej, jezeli jego rzut P' lezy na rzucie a' prostej, a jego przeciwslad
rct przechodzi przez przeciwslad S* tej prostej.

b) Prosta lezy na ptaszczyznie jezeli jej $Slad S lezy na S$ladzie ji tej ptaszczyzny
a przeciwrzut a'* prostej przechodzi przez przeciwrzut P f* ptaszczyzny.

c) Punkt (P'n*) lezy na ptaszczyznie ('/.Q%), jezeli prosta 1aczgca rzut P' punktu
z przeciwrzutem Qf* plaszczyzny przechodzi przez punkt przeciecia $Sladu x plaszczyzny
z przeeiwsladem rc* punktu. (Por. Rys. 24). Prosta (PfQ'*) rozwazana jako prosta zerowa posia
da swdj slad zaréwno na rc* jak i na v.

H) Zagadnienia na potozenie. Zadanie 1. Wyznaczy¢ prosta przeciecia 2 ptaszczyzn
(jcP'*) i (p,R'™). Prosta P*R'* lgczgca przeciwrzuty tych plaszczyzn jest przeciwrzutem ich
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prostej przeciecia. Rzut prostej a' przechodzi przez punkt przeciecia S ich Sladéw p i it réwno-
legle do P* i /?* Przeciwslad S* bedzie punktem przeciecia OS z P'*R'* (Rys. 22).
Zadanie 2) Przez dany punkt prze-
prowadzi¢ proste réwnolegtg do danej pro-
stej. Niech punkt bedzie dany przez (Pric¥)
a prosta tylko przez swoj przeciwrzut b'*.
Rzut a' szukanej prostej a bedzie przecho-
dzit przez P' bedzie rownolegly dob'*=aZ.
Przeciwslad S* prostej a lezy w punkcie
przeciecia przeciwrzutu a'* z przeciwsla-
dem jc* punktu (P'%*) (Rys. 23),
Zadanie 3) Przez dany punkt (P 'k¥)
przeprowadzi¢ ptaszczyzne rownolegtg do
danej plaszczyzny, wyznaczonej przez jej
przeciwrzut Q'*.
Prosta P’ Q'™ w plaszczyznie szukanej
bedzie prosta zerowa. Slad jej lezy na przeciw$ladzie %* oraz na $ladzie k szukanej ptaszczyzny.
Przedtuzmy wiec P’ Q'* do przeciecia sie z przeciwsladem % w S i przez S przeprowadZmy
réwnoiegtg x do OQ'*. Ta réwnolegta bedzie Sladem x szukanei ptasz-
czyzny. (Rys, 24).

Zadanie 4) Wyznaczy¢ warunek przecinania sie dwoch pro-
stych.

Niech bedg dane dwie proste a i b przecinajgce sie, zapomoca
ich rzutéw a'i b’ i ich przeciwrzutow a'* i b'*tsladéw Si T i przeciwsla-
déw S* i T*. Jezeli proste a i b przecinajg sie to i proste a* i b*
lezag w jednej plaszczyznie. Punkt przeciecia P prostych a i b jest
ogniskiem ptaszczyzny, przechodzacej przez P i zawierajgcej proste
sprzezone a* i b*. Toz samo mozemy powiedzie¢ o punkcie przeciecia
P* prostych a* i b*. Prosta PP* bedzie prosta zerowag i prosta przeciecia ptaszczyzn zawiera-
jacych proste (ab) i (a*b*). (Rys. 25),

Jak z tego wynika, warunkiem przeciecia sie dwéch prostych a i b bedzie réwnolegtosc
pomiedzy prosta P' O laczaca Srodek O z punktem P ', a prosta S* T* taczacg przeciwsladyS* i T*
prostych a* i b*. Analogicznie TS JJP r* O gdzie Pr* jest przecieciem prostych a'* i b™. Oprocz tego
rzut prostej zarowej P'P'* przejdzie przez punkt R przeciecia sit Sladow STiS*T* .

Zadanie 2a. Przez punkt P' dany na prostej (a', a'*, S, S*) przeprowadzi¢ prostg b
rownolegta do prostej, danej przez jej przeciwrzut b'* (rys. 26). Rzut b' szukanej prostej bedzie

Rys. 27.

rownoleglty do b'* i bedzie przechodzit przez punkt P . Proste a i b przecinajg sie, przeto P'0O
bedzie réwnolegta do prostej, taczacej S* z przeciwsladem?7 na 6*. Majgc przeciwslad T*
wyznaczymy Slad T na przecieciu sie prostych b'i OT* (rys. 26).

Zadanie 3a. Przez punkt P' na prostej (a\ a'*, S,S*) przeprowadzi¢ ptaszczyzne réwnole-
gta do ptaszczyzny danej przez jej przeciwrzut Q'.

Wyznaczamy przeciwslad punktu Pr, prowadzac prostg S*R réwnolegle do P'O.
Poniewaz prosta P 1Q'* jest prostg zerowg szukanej ptaszczyzny, przeto przez punkt przeciecia R
prostych rcti Q™ P' przejdzie $Slad x szukanej ptaszczyzny réwnolegle do O Q'™ (rys. 27).

Zadanie 3b. (do odrobienia) Przez dang prostg (a',a™, S, S*) przesung¢ ptaszczyzne
rownolegtg do prostej b, danej przez jej przeciwrzut b (rys. 28).

Zadanie 5. Wyznaczy¢ punkt przebicia prostej z ptaszczyzng. Niech bedzie dana
ptaszczyzna (rc,F *) oraz prosta (a',a'*, S,S*). Przez prostg a przeprowadzamy dowolng ptaszczyzne
>rQ'*) Niechjtrosta x przez S bedzie Sladem tej ptaszczyzny, a punkt Qrrna a™* i na OQ'* Jdo
biblioteka

vvvr \
ARCHi.a..K,L,'5y
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% bedzie jej przeciwrzutem. Przez punkt przeciecia sie R Sstadéw %i x przeprowadzamy roéwno-
legta do P'*Q'*, az do przeciecia sie z a' w A!. Punkt A! bedzie rzutem szukanego punktu
przebicia. (Rys. 29).

Zadanie 6. Przez trzy punkty A, B i C przesung¢ ptaszczyzne (rys. 30).

Niech te trzy punkty bedg dane przez ich rzuty A',B'i C'i przez ich przeciwslady a*, p*
i ?*. Slad S prostej A B otrzymamy na jej rzucie A' B' i na prostej taczacej $rodek O z punktem
przeciecia sie przeciwsladow a* i p*. W podobny sposéb wy-
znaczamy Slady R i T na rzutach B'C i C’Al . Trzy punkty
(S'i?7i Tbedg lezaly na jednej prostej wyznaczajgcej nam
Slad x szukanej ptaszczyzny. Przeciwrzut Q'* tej ptaszczyzny
otrzymamy, przeprowadzajac przez punkty przeciecia prze-

Rys. 28. Rys. 29. Rys. 30.

ciwsladéw a* p*, P*y* i T*a# proste odpowiednio réwnolegte do prostych A'B',B'C' i C'A'. Te trzy
rownolegte przetng sie w jednym punkcie Q™ w przeciwsladzie szukanej ptaszczyzny (rys. 30).

Zadanie 6a (wzajemne). Wyznaczy¢ punkt przeciecia trzech ptaszczyzn (do przerobienia)

Zagadnienia miarowe. W zagadnieniach na potozenie nie korzystaliSmy z kota parame
trycznego (t.j. z wielkosci parametru k). Dla zagadnien miarowych koto to okaze sie niezbedne
W tych ostatnich zagadnieniach zajmiemy sie gitdwnie prostopadtoscig prostych i ptaszczyzn
Zagadnienia tyczace wielkosci kgtowych pozostawiamy na stronie, gdyz majg one rzadko zasto
sowanie w statyce i kinematyce wykresinej.

Zadanie 7. Na danej prostej odtozy¢ odcinek danej diugosci.

Rozwigzanie wynika z rysunku 18, str. 14.

Zadanie 8, Z danego punktu (P\rcY) opusci¢ prostopadlg na ptaszczyzne (ft, Q'*)
i wyznaczy¢ spodek tej prostopaditej (rys. 31).

Rzut a' szukanej prostej bedzie przechodzit przez P' prostopadle do %

Przeciwrzut a™ bedzie réwnolegty do a' i przejdzie przez przeciwbiegun N* przeciwrzutu
Q'* ptaszczyzny wzgledem kota parametrycznego. Przeciwslad S* znajduje sie w punkcie przeciecia
a'* z przeciwsladem n* punktu. Szukana prosta bedzie wiec wyznaczona przez al!, a* i S*. Dla
wyznaczenia punktu przebicia poréwnaj zad. 5.

Zadanie 9. Przez dany punkt (Pfn*) przeprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadig do danej
prostej (a', a'*, S i S*) (rys. 32).

Przeciwrzut Q'* szukanej ptaszczyzny bedzie przeciwbiegunem N* przeciwrzutu a'* prostej.
taczymy N* = Q'™ z rzutem punktu P' do przeciecja sie z przeciw$ladem J*w punkcie R . Przez
ten punkt R przejdzie Slad x szukanej ptaszczyzny réwnolegle do OQ'*.

Rys. 3L

Zadanie 10. Przez dang prosta (a', a'*, S, S*) przesuna¢ ptaszczyzne (x, Q'*) prostopadig
do ptaszczyzny (it, P'*).

Przeciwrzut Q' szukanej ptaszczyzny jest przeciwbiegunowo sprzezonym z punktem P'*.
Znajduje si¢ on w punkcie przecigcia Q™ przeciwbiegunowej v punktu P'* z przeciwrzutem a™
prostej. Slad x szukanej ptaszczyzny przejdzie przez S rownolegle do OQ'(rys. 33).
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Zadanie 11. Przeprowadzi¢ wspélng prostopadtg dwoch skosnych prostych a i b (rys. 34)

Niech bedg dane dwie proste skosne (a',a'*,S i S¥*)
oraz (b',b'*, T i T*). Wpyznaczmy przeciwbieguny Nai Nb
przeciwrzutéw a'* i bf*. Prosta NaNb bedzie przeciwrzutem
¢* szukanej wspoOlnej prostopadtej. Proste a i b przecinajg
sie z szukang prostg c, przeto réwniez i a* i b* przecinaja
sie z c¢*. Niech punkty P* i Q'* bedg rzutami punktow
przeciecia przeciwrzutu prostej NaNb z przeciwrzutami b'* i a'*.
Rownolegte przez S i T do prostych OQ'* i OP* wyznaczg
Slady i rcr ptaszczyzn ogniskowych Q' punktéw R'™ i P*,
Przez punkt przeciecia V tych $ladéw przechodzi rzut c'
prostej szukanej i sprzezonej z NaNb= c'*.

§ 3) ODWZOROWANIE UKLADU SIit W UKLADZIE

ZEROWYM.
Niech bedzie dany ukiad sit P,....... Pu Przyjmijmy
dowolny uktad zerowy w(oA)o osi o, parametrze k i ptasz-
czyznie odniesienia w, prostopadiej do osi o0 w jednym z jej Ryst 34
punktéw. O ile nie zrobimy zastrzezenia, to naog6t o0$ o
przyjmujemy w potozeniu pionowym i, w tym zrozumieniu, bedziemy nazywa¢ rzut sity na

rzutnie, skiladowg poziomg, a sktadowa sity w kierunku osi, sktadowg pionowag. Punkt przyto-
zenia kazdej sity Pi wyobrazamy sobie w jej Sladzie St i rozkladamy jg na skladowe; poziomag
Xi i pionowa Zt. Wyznaczamy nadto dla kazdej sity Pt jej sprzezong Pt* wzgledem ukiadu
zerowego w(o,k) i rozktadamy ja, poczawszy od jej Sladu St* na sktadowag poziomg Xt*= — X
i pionowa Z*, przyczem skitadowe Zt i Zt* beda réwne

1) Z,—XI*h* i z*= A
R K

gdzie ht i hi* sg odlegtosciami rzutéw Xt, wzgl. X * od O (por. réwn. g. str. 9).
Postepujac w ten sam sposéb z pozostatymi sitami ukiadu, otrzymamy dwa zespoty sit

poziomych Xt ........ X, XX X na wi dwa zespoty pionowychj>it Zx  Zui_Zt* ... Zrt.
Pierwsze dwa zespoty dadzg nam dwie sity wypadkowe poziome F=2 Xt i F*= £Xt*, réwne
pomiedzy soba, o rownolegtych liniach dziatania fi f*, przyczem F*= —F.

Dwa zespoty sit pionowych dadza dwie sity wypadkowe Z i Z* podiug wzoru
2) Z=2zZt= "~ C hj* Z*= 7 7*= ZXfht
) q , Y

Wyraz pod znakiem sumy 2 Xtht i JEX*/?* jest momentem statycznym sit Xt i Xt*

wzgledem Srodka O. Mozemy te momenty zastgpi¢ momentem sity wypadkowej F it* wzgle-
dem O; otrzymamy wtedy

2a) i Zr= A~
k k

gdzie h i h* sg odlegtosciami prostych /i f* od O.

Niech te pionowe wypadkowe Z i Z* przetng nam ptaszczyzne w w punktach i cp*

Proste /7 i /* bedg charakterystykami ptaszczyzny w w ukladzie sit Pt ... . P,, wzgl.
w uktadzie sprzezonym Pt*, P2 ... P * Punkty tpi g bedg ogniskami tej ptaszczyzny wzgledem
tych samych ukladéw. Mozemy okazaé, ze te cztery elementy f i /* oraz @i q sg jednokiadne
wzgledem $rodka O oraz Zze wyznaczaja one wraz z przyjeta sita F, albo Z, (wzgl. F*, wzgl. Z*)
wielkos¢ i potozenie osi skretnikow, rownowaznych danemu lub sprzezonemu z nim uktadowi sit.

Oznaczmy odlegtosci punktow @i gr od O przez r i r* a odlegtosci poszczegdlnych Sla-
dow Sti St* sit Pti Pt* od tegoz punktu przez St i s*. Biorgc momenty statyczne wypadkowych
sit pionowych Z i Z* oraz ich skiadowych wzgledem O otrzymamy

3) Zr=2Z,s,= Ni:X,*h,*s, i Z*r*= Z*s*= 2

lub
q s Zr ~ ZXfhfst
’ Z* r* IXthtSt*
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Kazdy wyraz pod znakiem sumy licznika réwna sie ujemnej wartosci odpowiedniego wyrazu
sumy w mianowniku [Xi — — Xt*, Slady St i St* lezg na jednej prostej z punktem O. wiec ht:St=
= hi*:s* lub hist* — h*s/] skad

3b> =~1

podstawiajgc zamiast Z i Z* ich wartosci z rOwnania 2* otrzymamy

F* h*r
3 1 lub ostatecznie
©) Fhr*

3d) h*r=hrs i =

Warunek jednokiadnosci wymaga poza tym, by odpowiednie punkty i g lezaly na
jednej prostej z O. Jest to prawie oczywiste. Kazda dwodjka sit pionowych Zt i Zt> sprzezonych
wzgledem uktadu w (ok) posiada wypadkowg {Zt-\-Z*) przechodzacag przez O. Wiec i wypadkowe
Z i Z*, kazdego z tych dwoch zespotéw, beda lezaty w jednej ptaszczyznie przechodzacej przez O.

Rys. 35 przedstawia
nam potozenie czterech
elementow (/,/*, 9 1| 9

A wzgledem $érodka, oraz

71: wyznaczenie wykresine

jednego z tych elemen-

a/ ' tow, jezeli dane sg trzy
H /~i|’ I pozostate. (Zadanie 1)
Niech wiec bedg da-

ne proste / i /* oraz

punkt cp. Dla wyznaczenia

9+ przeprowadzamy przez

O dowolna prosta przeci-

najacga f i /7* w A i A*.

taczymy A z o, réwnole-

Rys. 35. gta do A @ przez A* prze-
tnieprosta Gpw punkcie g,

Zadanie 2. Majac dane 4 elementy (/,/7*, @i @) wyznaczy¢ potozenie osi i wielkos¢
parametru k odpowiedniego uktadu zerowego. (Rys. 36).

Niech wzdtuz prostej f dziala sita X (o dowolnie przyjetej wielkosci i skierowana na
prawo). Wzdtuz /* bedzie dziatata sita X* = — X. Pionowe sity Z i Z* przechodzace przez @i cp*
bedga odpowiednio réwne

gdzie k jest parametrem podioza w (o, k)
Sita pierwszego skretnika bedzie réwnag

4) R= [/X2+ 72

jej kat & nachylenia z osig o uktadu odniesienia wyznaczy sie ze wzoru

. .X Xk
48) 18y =7=-X A s= - p

moment wiasny J tegoz skretnika bedzie réwny
4b) J—X2zd

gdzie d jest odlegtosScig punktu @ od prostej /
wobec tego parametr p skretnika (X, Z) bedzie rowny:

J  Xzd

mdsin&cosO-
R 2 X2+ 722

5 p

X . tg ~ -f- ctg &

_ VA
z N X
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dkh*2

lub 5 p th-h*Z

analogicznie parametr drugiego skretnika (X*, Z*) bedzie rowny

d*kh
59 kK k2+ h2
O$ skretnika (X,Z) przecina prostopadle najkrétszg odlegtos¢ oG pomiedzy sitami X i Z
w punkcie M. Punkt ten dzieli odcinek G w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do tangensow
katéw, ktére tworzag sity X i Z z osig skretnika. W danym wypadku, poniewaz X i Z sg do
siebie prostopadte, wiec

GM:M<p = ctg&:tg& (pr. wzor, c str. 8)

albo
6) GM— Gycos*®" i Mcp= (r<psin2fr
Wyznaczmy potozenie osi skretnika (1Z) i wielko$¢ parametru p wykreslnie. W tym
celu okazemy, ze prosta /* jest prosta sprzezong osig skretnika (X,Z) wzgledem ukfadu

zasadniczego w(o/t). Kat nachylenia osi skretnika (X, Z) z osig o wyraza sie wzorem tg®= — -
Pod tym samym katem m>do osi o bedg nachylone proste, dla ktoérych prosta /* jest przeciw-
rzutem. Jest to widoczne z tréjkata prostokgtnego H* OK gdzie OK (promien kota k), jest
rownolegte do /7* a H* spodkiem prostopadtej z O na /*.

Prosta /* bedzie wiec przeciwrzutem nietylko osi, ale wszystkich Srednic skretnika (X,Z)
Dla otrzymania punktu przeciecia M osi skretnika z prostg c¢xp przeprowadzamy przez G prostg
GN réwnolegta do H* K, a przez punkt ¢ prosta <?N prostopadlg do H* K. Réwnolegta M N
do /, bedzie rzutem osi skretnika {XZ), a wysokos¢ M N tréjkata prostokgtnego GN<f jego
parametrem p (por. rys. 18). Analogicznie wyznaczymy parametr p* i rzut osi skretnika [X* Z*)
sprzezonego, budujac tréjkat G*y*N* w ktéorym G* N* bedzie réwnolegta do KH. (Rys. 36).
Prosta f jest przeciwrzutem wszystkich Srednic skretnika (X* Z*).

Zadanie 3 (pomocnicze). Dane sg dwa elementy f i f* skretnika oraz dwie proste
a i b* przechodzace przez punkty o i cp* Wyznaczy¢ te punkty.

taczymy punkt przeciecia A prostych a i f ze $Srodkiem O i wyznaczamy odpowiedni
mu, w jednoklad-
nosci, punkt A* na
f*. Przez A* prze-
prowadzamy pro-
stg a* rownolegig
do a az do prze-
ciecia sie z b*

w szukanym punk-
cie cp* (Rys. 37).
Zad. 338 (wza-
jemne) do prze-
robienia.
Zadanie 4)
Majgc dane 2 skos-
ne sity i R2wy- Rys. 37.
znaczyc¢ cztery ele-
menty (/,/*, o i cp¥) rownowaznego im skretnika. (Rys. 38).

Niech Xi i X2bedg rzutami a S i T S$ladami sit i?, i R2a Z¥ i X2 i S* i T* ich
przeciwrzutami i przeciw$ladami. Wypadkowe i X2 oraz X,* i X2 bedag réwne, rdéwnolegte
i przeciwzwrotne i beda skierowane wzdtuz prostych f i f* skretnikbw (XZ) i (X* Z*).
Sktadowe pionowe Z, i Z2 i Zt*Z2 beda posiadaly swe Slady odpowiednio w S i T i S* i T*,
a wiec na prostych ST i S* T* lezg punkty o i cp*. Wyznaczenie tych punktéw sprowadza sie do
zadania poprzedniego.

Rozwazmy teraz szczego6lne wypadki przy odwzorowaniu ukiadu sit w ukiadzie w (0,k)

a) Uklad sit sprowadza sie do sity pojedynczej. Wtedy zaréwno parametr p, jak
i moment wilasny J ukladu bedzie réwny zeru t. j.

p=o0 J=XZd= O, d= O

a wiec punkt ¢ lezy na prostej / (co jest oczywistem) a punkt cp* na /*.

b) Uklad sprowadza sie do sity pojedyniczej Z prostopadtej do w.

Prostej prostopadtej do w odpowiada w o (o,k) prosta niewiasciwa, a sile Z para sit,
a wiec sita nieskonczenie mata, wzdtuz prostej niewlasciwej.
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Prosta /* bedzie prostg niewtasciwg. Punkt 9* bedzie punktem niewtasciwym prostej
O<p. Natomiast prosta f jest niewyznaczong co do kierunku (przechodzi przez Slad 9 sity Z).

c) Uklad sit sprowadza sie do pary.

Sita nieskonczenie mata, réwnowazna tej parze, jest skierowana wzdituz prostej niewta-
sciwej ptaszczyzny dziatania pary. Wobec tego f jako rzut tej prostej na w, bedzie prostg
niewtasciwg ptaszczyzny w. Punkt 9 na jest niewtasciwym punktem prostej przeciecia
ptaszczyzny pary z w. Prosta f* jest niewyznaczong, natomiast punkt g bedzie $Sladem Srednicy
uktadu w(o, A) (prostopadiej do w', i odpowiadajgcej ptaszczyznie dziatania pary.

Zadanie 5) Dang jest dwdjka sit skretnika X i Z odniesionego do ukiadu w (0,k).
Wyznaczyé dwojke sit X* i 2* w skretniku sprzezonym.

Wyznaczmy kolejno sity sprzezone z sitami X i Z wzgledem m(o, K).

Sita P* sprzezona z X przechodzi przez O; jej rzut jest rownoleglty do X i réwny X *= — X
a jej kat nachylenia z osig o uktadu wyznaczy sie ze wzoru

gdzie d jest odlegtoscig f od O. Skiadowa sity P w kierunku osi o bedzie réwng
Z*=X*cotg™h = —X j

Sita sprzezona z sitg Z bedzie parg sit. Jej plaszczyzna dziatania odpowiada $rednicy
<»(0A), przechodzacej przez punkt 9. Sladem tej ptaszczyzny na <O bedzie prosta O@ a punkt 9
jej ogniskiem. Jej kat nachylenia X z osig bedzie zgodny z katem nachylenia prostej zerowej
przez 9 i prostopadtej do 09, a tangens tego kata wyrazi sie wzorem

, v Kk

gdzie r= 09.
Moment tej pary, prostopadty do ptaszczyzny, jej dziatania réwna sie

M, - Zk
T cos A
i tworzy kat z osig 0. Rozkitadamy go na dwie skiadowe Mf Zk ctg X w Kkierunku
rzutu nawi M,,"=Zk prostopadle do w! Skiadowa M/przenosi site Z* w kierunku 09 poczawszy
od O na odlegtos¢ O9* = r* réwnag
A MV Z cotgXk 2k Zkr
a) OV-=.r=-£ - = = ~d~~ xXd"

XT
Skiadowa M9' przenosi site — X réwnolegle na odlegtos¢ d* od O.

b) d* MJ Zk
X*
Uwaga. Prostg /* moznaby wyznaczy¢ bezposrednio z réwnania {Zk — X* h*) (poréwnaj
réwn. 2astr. 19) a nastepnie punkt 9*, korzystajgc z jednosktadnosci czterech elementéow (/,/7*, 9, 9%)
wzgledem O. ROwnanie a) i b) wskazujg nam, ze warunek jednoktadnosci

rid=r*:d*

pozostat zachowany.

Zadanie 6 (pomocnicze). Dany jest uktad (/,/7*, 9,9*) odniesiony do w(o, ft). Wyznaczy¢
oghisko ptaszczyzny prostopadtej do

Niech tx bedzie $ladem tej ptaszczyzny na <. Przez f przeprowadzmy ptaszczyzne %
prostopadtg do w i niech przetnie sie ona z dang ptaszczyzng wzdtuz 4. Prosta t2bedzie prosta
zerowg (przecina ona charakterystyke f i biegunowa ptaszczyzny w) (rys. 39). Dla wyznaczenia
drugiej prostej zerowej w ptaszczyznie tjt2, przeprowadzmy przez 9 ptaszczyzne SiSj, réwnolegig
do txt2. W tej ostatniej zaréwno prosta sy(przechodzaca przez 9) jak i S§beda prostymi zerowymi,
a wiec punkt S przeciecia sie Sladéw , 1 s2 na f bedzie ogniskiem ptaszczyzny sxs2.
Srednica przechodzaca przez S (lezy ona w ptaszczyznie *) przetnie $lad t3 w puukcie Q w ognisku
ptaszczyzny tx12.

Zadanie 7, Majgc dany rzut ¥ i Slad T prostej zerowej ukiladu (/...9*) wyznaczy¢
jej przeciwrzut t'* i przeciwslad T*.
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Przyjmujac dowolng site Z dziatajgcg wdtuz /, otrzymamy skretnik wyznaczony przez Z
i cztery elementy ukladu zerowego (/,/*m?.,?*). Moment tego skretnika wzgledem szukanej
prostej zerowej T, T*) jest réwny zeru.

Ognisko Q ptaszczyzny rzucajacej prostg (/' T) znajduje sie w punkcie przeciecia tej prostej
z pewna S$rednica (patrz zad. poprzednie), a rzut tego ogniska Q' schodzi sie z punktem prze-
ciecia t' z / (rys. 40).

Qii

Rys. 39. Rys. 40. Rys. 40e.

Zastgpmy uklad skretnika ukiadem réwnowaznym: sitg R skierowang wdtuz Srednicy,
przechodzgcej przez Q (ognisko ptaszczyzny rzucajgcej prosta zerowag) oraz przez odpowiedni
moment. Rzutem tej Srednicy bedzie prosta / jej przeciwrzutem /*. Jej Slad znajduje sie w punk-
cie przeciecia LT prostych /i @t/ rownolegtej do t'. (W poprzed. zadaniu prosta st). Przeciwslad U*
na /* otrzymamy tgczac O z U* lub prowadzac g U* réwnolegle do t'.

Pltaszczyzna dziatania pary odpowiedniego momentu (o ktéorym powyzej byta mowa)
zawiera prostg (E,t'* T, T*), jej przeciwrzutem jest punkt Q'. Jej Slad * przechodzi przez U*
rownolegle do prostej tgczacej Srodek O z przeciwrzutem Q'. Punkt przeciecia T* Sladu X z prostg
TO bedzie przeciwsladem T* szukanej prostej zerowej.

Zadanie 7a. (Do przerobienia). Dany jest ukiad zerowy (/,/,* @i ¢p oraz rzut t
i przeciwrzut t* prostej zerowej tego ukitadu. Wyznaczy¢ $Slad i przeciwslad tej proste;.

Zadanie 8. Dany jest ukiad zerowy (f... o) oraz punkt T lezgcy na rzutni «.
Wyznaczy¢ jego ptaszczyzne ogniskowag wzgledem (/...cp*).

Dwie dowolne proste zerowe przechodzace przez punkt T wyznaczajg ptaszczyzne
ogniskowag tego punktu. Jedng z takich prostych zerowych bedzie prosta T gtaczaca T z punktem cp.
Przecina ona dwie proste sprzezone ukitadu (/...cp*), a mianowicie charakterystyke 7/ i biegunowa
przez @ ptaszczyzny w.

Ta prosta iRp bedzie jednoczes$nie sladem pptaszczyzny ogniskowej punktu F(wzgl. rzutni w).

Druga prostg zerowg przez T bedzie prosta (t',f*, T', T*) (wyznaczona juz na poprzednim
rys. 40). Przeciwrzut R'* szukanej ptaszczyzny lezy na przeciwrzucie f* prostej zerowej t w punkcie
jej przeciecia z prostg OR'* réwnolegtg do sSladu Tcp= p.

Zadanie 8a. Dla dowolnego punktu A' wyznaczy¢ ptaszczyzne ogniskowa wzgledem
uktadu (/.. .cp*).

Wskazbéwka. Niech punkt A! bedzie wyznaczony przez swéj rzut A i przez przeciw$lad a *.

Przez A przeprowadzamy prostag roéwnolegta do Srednicy ukiadu (/..<?*) i wyznaczamy
Slad T tej prostej. Ptaszczyzny ogniskowe wszystkich punktéw Srednicy sa do siebie réwnolegte.
Wyznaczamy wiec ptaszczyzne ogniskowag dla $Sladu T a przez A przeprowadzamy ptaszczyzne
do niej réwnolegta. (Por. rys. 40).

Zadania 9do przerobienia. Wyznaczy¢ ognisko ptaszczyzny (it, P'*) wzgledem uktadu (/... cp¥.

Zadanie 10. Wyznaczy¢ pare prostych sprzezonych w uktadzie (/...cp*) jezeli dang jest
jedna prosta (/',t'™*, T i T*) tej pary.

Niech (s',sr*, Si S*) bedzie szukang prostg sprzezong z (V ... T*) wzgledem (f... 9. Punkty
przeciecia Q' i Q™ rzutow s'if wzgl. s™ tr* lezg na prostych / wzgl. /*. Proste prostopadte do
rzutni w w Q' wzgl. w Q'* sg prostymi zerowymi w uktadach (/, @ wzgl, (f* ¢ i jako takie
przecinajg sie zarowno z t'is' wzgl. t* i s* (rys. 40a).

W plaszczyZznie ogniskowej wzgl. ukiadu (/cp) dowolnhego punktu T prostej t lezy
prosta s. Wiec jej przeciwrzut przechodzi przez przeciwrzut tej ptaszczyzny.

Wyznaczmy dla $ladu T prostej t plaszczyzne ogniskowag i niech p bedzie jej Sladem
a R przeciwrzutem. (Poréw. zad. 8). Przez R'* przechodzi przeciwrzut s'* jako prosta R'*Q'*.
Rzut za$ s' przejdzie przez Q' réwnolegle do s'*. Slad i przeciwélad tej prostej leza odpowie-
dnio na Tewzgl. T* g~ (Uwaga. O, S i S* lezg na jednej prostej). (Porownaj rys. 38).
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Wzajemne uklady zerowe, a) Nazywamy dwa skretniki wzajemnymi albo znajdujgcymi
sie w inwolucji, jezeli suma trzech momentéw: moment wzajemny ich sit oraz moment sity
pierwszego wzgledem pary drugiego i moment sity drugiego wzgledem pary sit pierwszego
rbwna sie zeru. (Patrz 8 1 str. 12 i 13). Poniewaz w przypadku wzajemnosci skretnikéw
wielkos¢ sit nie wchodzi w rachube, przeto mozna réwniez moéwi¢ o dwédch wzajemnych
uktadach zerowych. Dla tatwiejszego wystowienia sie, méwigc o momentach, mozemy przy-
ja¢, ze wzdtuz osi obydwdch ukitadéw zerowych dzialajg dwie sity o dowolnie przyjetej wiel-
kosci np. dwie roéwne sity jednostkowe. Niech wiec beda dane ukiady zerowe (/,/7% @i @
i (/9% 7>7*) w odniesieniu do ukladu zasadniczego « (o, k). Wyznaczmy warunek ich wza-
jemnosci. Dopeilnijmy obydwa uklady zerowe przez wprowadzenie dwoéch réwnych sit jednost-
kowych do skretnikow (R,f ... cp) i (R,g ... 7*). Zastgpmy pierwszy skretnik réwno-
waznym uktadem: sitg R wzdtuz jednej z jego Srednic oraz odpowiednig parg sit (momentem).
Te Srednice wybieramy tak, zeby ptaszczyzna dziatania pary byta rownolegtg do sity drugiego skret-
nika. Wtedy moment tej pierwszej pary, wzgledem sity drugiego skretnika, bedzie rowny zeru. W tym
celu rzucamy punkty @i cp* w kierunku prostej g na proste f if* i przyjmujemy rzuty U'i U'* za
$lad i przeciwsélad wybranej $rednicy. Srednica ta przechodzi przez U'. Plaszczyzna ogniskowa
tego punku U a wiec ptaszczyzna dziatania pary, przechodzi przez prostg U' @i jest prostopadta do w.

Moment tej pary wzgledem sity drugiego skretnika wzdtuz jego
osi lub ktorejkolwiek z jego Srednic réwna sie zeru. (Rys. 41).

Analogicznie postepujemy z drugim skretnikiem. Rzu-
camy punkty y i 7* rownolegle w kierunku prostej /, odpowie-
dnio, na g i g*. Przyjmujac rzuty W i W'* na g i g* jako $lad
i przeciwslad $rednicy drugiego ukiladu zerowego, otrzymamy
ptaszczyzne dziatania pary przechodzgcg przez W' 7 prostopadle
do w a wiec réwnolegtg do sity pierwszego skretnika.

Przez wybor Srednic (/,/*, V', U'™*) i (7,7*, W\ W'*) dwa wa-
runki wzajemnos$ci (momenty pary sit jednego skretnika, wzgledem
sity drugiego réwnajq sie zeru) zostaty zachowane. Jezeli te Sre-
dnice przecinajg sie, to i trzeci warunek, (moment wzajemny dwoch
sit bedzie rowny zeru) bedzie uwzgledniony, a wiec wtedy catkowity
moment wzajemny tych dwoéch ukiadéw bedzie rowny zeru.

Wzajemne potozenie tych ukiadéw w przypadku wza-
jemnosci powinno by¢ wiec nastepujace: Jezeli prosta 0OQ' ig-
czaca punkt przeciecia prostych f i g ze srodkiem O jest réwno-
legta do prostej U'* W'* lgczacej przeciwslady U™ i W"* Srednic,
to te dwie Srednice przecinajg sie. (Rys. 41).

b) Rozpatrzmy szczegélny przypadek ukladu zerowego, w ktérym proste /i /*
dnoczone awiec i punkty @i g* sg zjednoczone.

Mozliwos¢ takiego przypadku widzimy, biorgc pod uwage zad. 4, str. 21; rys. 38. Przy
pewnym doborze sit, wypadkowe R — Xx-)- X2 i R* — X * -)- X2 mogg by¢ skierowane wzdtuz
wspolnej linji dziatania f=f*. Obydwa uktady zerowe sprzezone pomiedzy soba bedg zjednoczone.

Ten szczegllny wypadek daje sie interpretowa¢ w sposdb nastepujacy: Prosta /* jest
przeciwrzutem kazdej Srednicy ukiadu (/,/*, @op?). W przypadku zjednoczenia / i/* Sred-

nice ukiadu (/,.... @) w ptaszczyznie prostopadiej do w bedg prostymi zerowymi ukiadu w (o, k).
Ptaszczyzny ogniskowe odpowiadajgce punktom dowolnej jednej z takich Srednic bedg prosto-
padle do rzutni 9. Okazmy, ze moment wzajemny skretnika (R ,f... . g oraz skretnika (R, 0, K)

bedzie réwny zeru. Moment skretnika O(R, o, k) wzgledem tej Srednicy, jako swojej prostej zerowej
bedzie rowny zeru. Ptaszczyzna zas pary sit, odpowiadajgcej tej Srednicy jest prostopadta do w a wiec
jest rownolegta do osi 0. Moment tej pary wzgledem sity R skretnika bedzie réwny zeru.

A wiec, jezeli ukiad sit wzgl. odpowiadajacy mu ukiad zerowy znajduje sie w inwolucji
z ukladem odniesienia, to schodzi sie on z ukladem sprzezonym. Z wyznaczajgcych go czte-
rech elementéw zaréwno proste jak i punkty sg zjednoczone.

8§ 4. ZAGADNIENIA ELEMENTARNE ZE STATYKI | KINEMATYKI. PRZYKLADY.

We wszystkich tych zagadnieniach niech bedzie nam dany ukiad zerowy <»(o,k) zapo-
mocg poziomej rzutni «, $srodka O i kota parametrycznego k.

A) Zagadnienie ze statyki.

Zadanie 1) Site R roztozy¢ na dwie sity, z ktérych jedna Pt jest rownolegta do danej
prostej b a druga P2 jest prostopadia do sity R. (Rys. 42).

Niech bedzie dana prosta (a', a*, S, S*) jako linja dziatania sity R, przeciwrzut bf* wyzna-
czajacy kierunek pierwszej skitadowej oraz rzut sity R na rzutnie QO réwny Rr.

W tym zagadnieniu wygodniej nam bedzie korzysta¢ z przeciwrzutu R'™* sity R. Sily
R Pi i P2 leza w jednej ptaszczyznie i przechodzg przez jeden punkt; ich przeciwrzuty
przejdg rowniez przez jeden punkt. Przeciwrzut P ” sity P2, prostopadiej do R, przejdzie przez

sa zje-
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przeciwbiegun N przeciwrzutu a'* wzgledem kota parametrycznego, oraz przez punkt przeciecia
Q'™ przeciwrzutéw a™ i b Rozkiladajgc przeciwrzut R'* — — R' w kierunkach b™ i NQ'*, otrzy-
mamy przeciwrzuty P\* i P'2 szukanych skladowych. Same za$ skiadowe np. Pt znajdziemy
ze wzoru

P1= —P/*/ cos - P /*]/1+d*

gdzie d* jest odlegtoscig przeciwrzutu P\* od srodka O

Zadanie 2) Site R roztozy¢é
na dwie skiadowe; jedng Rt lezgcg na
rzutni w a drugg R2 przechodzaca
przez punkt (P'n*). (Rys. 43).

Niech bedzie dana sita R za
pomoca jej rzutu X na w wzdluz
prostej (o/ a'*, S, S*) oraz punkt P,
dany przez rzut P' i przeciwslad u*.
Zgodnie z warunkami zadania rozkta-
damy site R na dwa kierunki: R2
wzdtuz prostej S P =1 taczgcej Slad
S sity R z P i Ry wzdtuz $ladu pta-

szczyzny zawierajgcej prostg a Rys. 43. Rys. 42
i punkt P.

W tym zagadnieniu rowniez bedzie wygodniej korzysta¢ z przeciwrzutéw sit, nizeli z sa-
mych rzutéw. Przeciwrzut |I'* prostej P S = | bedzie przecieciem ptaszczyzn ogniskowych punk-

tow P i S. Punkt S lezy na <0 przeto przeciwslad a* jego ptaszczyzny ogniskowej przechodzi
przez O i S. Przez punkt przegieeia H* przeciwsladow u* i a* przechodzi przeciwrzut Z™*."Prze-
ciwrzut Sladu ptaszczyzny przez R i P przechodzi przez Srodek O i punkt przeciecia a’
taczac wiec punkt przeciecia prostych a'™* i Z* z O otrzymamy kierunek przeciwrzutu drugiej
sktadowej R\*. Pozostaje nam tylko roztozy¢ przeciwrzut X’'* sity w kierunkach V* i s'\

Zadanie 3. Wyznaczy¢ moment sity R wzdtuz prostej S, S*) wzgledem dowol-
nego punktu.

Momenty sity R, wzgledem punktéw prostej réwnolegtej do sity, sa réwne pomiedzy
sobg. Mozemy wiec zamiast momentu sity wzgledem dowolnego punktu, wyznaczy¢ moment
wzgl. $Sladu prostej réwnolegtej do R, przez ten punkt przechodzacej.

a) Niech wiec bedzie dany rzut X' sity R wzdtuz prostej (a, a*, S, S*). Wyznaczy¢ mo-
ment M tej sity wzgledem $rodka O.

Moment sity R jest do niej prostopadty, przeto
jego przeciwrzut M’* przejdzie przez przeciwbiegun N pro-
stej a'* wzgledem kola parametrycznego i bedzie pro-
stopadtym do prostej OS, jako do S$ladu ptaszczyzny
zawierajacej punkt O i site R. Rzut M'x wektora mo-
mentu przejdzie przez punkt O. (Rys. 44).

Wyznaczmy wykre$inie wielko$¢ tego momentu

. . M .
w postaci odcinka m = —. Ten stosunek bedziemy na-

zywa¢ momentem zredukowanym lub wprost momentem.

M
Niech skiadowe tego momentu m= -~ rzutnie w oraz
. L . M X
w kierunku prostopadtym do niej beda rowne: m'x— — -

i mz= MKrZ Pierwsza z nich bedzie wywotana przez mo-

ment skladowej Z, sity R, prostopadtej do rzutni, adruga
przez moment rzutu X sity wzgledem punktu O. Kazda
z nich bedzie réwng

M'x Z-0OS X*0S‘0oD* X,*-OS
a) mXx= ——— [ — - ri——-~""gN

Z- OD
b) mz Mz o

gdzie OD i OD* sg odlegtosciami prostych a' i a™ od srodka O.

Odcinek m'x= 2(%‘08 mozemy otrzymaé¢ w nastepujacy sposob. Na rownolegtej do a'
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przez O odktadamy odcinek OX'0— X' i {gczymy $Slad S z przeciwbiegunem N. Przez punkt X Or
prowadzimy prostopadtag XOm!x do SN (X'Omx J_SN). Ta ostatnia odetnie nam na Mx odci-
nek Om'x réwny momentowi m'x. Prawidtowos$¢ tej konstrukcji wynika z podobienstwa troj-
katow OXOm x o0iO N S (Federhofer).

Skiadowg otrzymamy, budujgc wzér mz= ~ e N e

Mozna réwniez wyznaczy¢ kierunek drugiego rzutu momentu zredukowanego m" (oraz
jego wielkos¢ z m'x) i kolejno wyznaczy¢ skiladowg pionowg mz. Przeprowadzamy promien
OF kota k réwnolegle do osi rzutéw i znajdujemy punkt przeciecia E przeciwrzutu mx* z pro-
mieniem prostopadtym do OF. Prosta FE bedzie rownolegta do m" (por. rys. 19 str. 15).

b) Wyznaczy¢ moment sity R wzgledem dowolnego punktu T na rzutni «.

Analogicznie jak i przypadku a) przeciwrzut m '\ T przejdzie przez przeciwbiegun N
prostej a i bedzie prostopadty do S T, jako do Sladu ptaszczyzny zawierajgca] site R i punkt T.
m'XT przejdzie przez T (rys. 45a). Wielkos¢ momentu m'xt wyznaczy sie ze wzoru

wqo Z-ST  X'*OD*ST  X'*ST
M= Tk k* ON

Rzut m X7 mozna rdéwniez wyznaczy¢ w nastepujacy sposéb. (Federhofer) (rys. 45)
Skorzystajmy z nastepujacego wzoru

¢c) mMmT—TS-R—OS'R—OT-R

gdzie nir jest iloczynem wektorowym promienia wodzacego przez site.

Wz6r ten wyraza, ze moment sity wzgledem dowolnego punktu T, réwna sie rdznicy
geometrycznej momentéw tejze sity, wzgledem punktu odniesienia O i momentem sity przytozonej
w pierwszym punkcie T, wzgledem punktu odniesienia. Wyznaczamy wiec moment sity (rys. 45)
wzgledem S$rodka O, poditug poprzedniego rysunku, i przez konnicowy punt m'x0 przeprowadzamy
prostopadta do OT oraz prostopadtg przez O do ST. Odcinek zawarty pomiedzy O z punktem
przeciecia mxt tych dwdch prostopadtych wyznaczy nam wielko$¢ momentu m'xr. Oczywiscie
rzut i przeciwrzut tego momentu przechodzg przez T i N.

Rys. 45a. Rys. 46.
Zadanie 4. Wyznaczy¢ moment sity R wzgledem dowolnej osi.
Niech bedzie dana sita R jej rzut R', na prostej S,S') oraz prosta b',b" prze-

chodzaca przez srodek O ukiadu <(o, k). Korzystajgc z konstrukcji zad. 3 mozemy przyjaé, ze
rzut momentu sity R i jego przeciwrzut wzgledem punktu O zostal juz wyznaczony. Niech wiec
te rzuty bedg réwne m'Oi m'0O*. Dla wyznaczenia momentu wzgledem osi nalezy z konca wektora
mO opusci¢ prostopadig na b (rys. 46). W tym celu przez ma przeprowadzamy ptaszczyzne prosto-
padia do prostej b. Przeciwrzut N tej ptaszczyzny bedzie przeciwbiegunem prostej 6'*, a sSlad tej
ptaszczyzny v przejdzie przez punkt przeciecia Q prostej mON z prostg wO0* prostopadle do b.
Punkt przebicia prostej b'b™, z plaszczyzng wyznaczy, jako odcinek OK', rzut szukanego mo-
mentu Mn. Otrzymamy ten punkt if', {gczac punkt R z N, na rzucie b’.

Zadanie 5. Majgc dane 4 elementy skrenika (/,/*,?,?*) oraz wielkos¢ sity X wdtuz/,
przyja¢ srodek O ukiadu & (0,k) jako Srodek redukcji i wyznaczy¢ site i moment wywotane
przez skretnik w tym punkcie.

Skiadowa Z prostopadia do w przez punkt < otrzymamy ze wzoru

X *'0 H*

K (wzdér 2a str. 19)
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Prosta /* jest przeciwrzutem $rednicy skretnika; sita, przechodzgaca przez O, bedzie

rowna R — X-\-Z i wykres$tnie wyznaczalna przez rzut X (przez O) i przeciwrzut wzdtuz /*.
Moment tego skretnika w punkcie redukcji powstat przez przesuniecie réwnolegte sit X i Z
do punktu O.

Sktadowa mx spowodowana przez przesuniecie Z @do O' bedzie prostopadia do O @
i rowna

zOp_ -XOH*-0 @ _ —XO0@
k2 ~ ON

Dla wykresinego wyznaczenia odcinka mx por. zad. 3.

Sktadowa mz prostopadta do rzutni powstata przez rownolegte przesuniecia sity X do
punktu O bedzie wiec réwna.

M X «OH
nh~~ k k

Majac te dwie sktadowe m'xi mz, i wiedzac, ze m przechodzi przez O, mozemy z tatwosciag

wyznaczy¢ potozenie przeciwrzutu m'*x wzgl. kat, ktéry tworzy moment wypadkowy m = mx-f-mz
z prostg prostopadtg do w.

B. SzybkosSci i przys$pieszenia uktadu w ruchu kulistym.

a) Szybkosci punktéw uktadu sztywnego. W t. zw. ruchu kulistym jeden punkt Q uktadu
pozostaje w spoczynku. Wszystkie za$ inne punkty uktadu obracajg sie w chwili t okoto pewnej

osi chwilowej q z szybkoscig katowg w, ktérg przedstawiamy sobie jako wektor zwigzany z pro-
sta q. W nastepnej chwili (f dt) uklad obraca sie dokota nieskoriczenie bliskiej osi qu two-
rzacej z pierwsza kat da, z szybkoscig w -j- dw. Szybkos¢ linjowg Va dowolnego punktu A ukila-
du mozna rozwazaé, jako moment szybkosci katowej wzgledem tegoz punktu. Mozemy to
wyrazi¢ wzorem w postaci iloczynu geometrycznego.

1) vA= w X IA
gdzie rA jest wektorem tgczacym dowolny punkt na osi z A .

Niech Q bedzie wartoscig liczbowag szybkosci katowej w. Stosunek = ubedzie wekto-

rem jednostkowym szybkosci katowej. Ten stosunek bedziemy nazywac¢ zredukowang szybkoscig

katowa. Analogicznie nazwiemy stosunek”- =/” zredukowang szybkoscig liniowa punktu A.

Otrzymamy wiec, dzielgc obydwie strony réwnania przez Q

2) fA—uXrA

Przyjmujac parametr k ukiadu w (o0, A) za jednostke diugosci szybkosci katowej, mozemy
wykresli¢ jej rzut majgc dany jej przeciwrzut w™* w nastepujacy sposob.
Przez Srodek O kota k przeprowadzamy wO réwnolegle do w* (rys. 47). W jego punkcie
przeciecia A z kotem, prowadzimy styczng AB az do przeciwrzutu w'*. Prosta OB posiada
z kotem wspdlny punkt C. Rzut
promienia O C na wOr wyznaczy
nam rzut u0 wektora jedno-

stkowego szybkosci katowej. K
(Dowod, Kat AOB jest katem s.z'' \/ K
pomiedzy wektorem w i rzut- A
e ) AN
{l\/lajqc dany rzut u',, zreduko- w-u

wanej szybkosci katowej, mo-

zemy teraz wyznaczy¢ zredu-

kowang szybko$¢ liniowa do-

wolnego punktu A ukiadu.

Niech wiec bedzie dany $rodek ukiadu O, jako

srodek ruchu kulistego, a u' i u'* niech beda rzutem Ry§ 48,
i przeciwrzutem zredukowanej szybkosci kgtowej. Szybkosci
liniowe wszystkich punktéw lezagcych na prostej rownolegtej do osi obrotu sg réwne pomiedzy
sobg. Wyznaczamy wiec szybkos¢ liniowg Sladu S prostej przechodzacej przez A i réwnolegtej
do osi obrotu. Moment wektora (— u) przytozonego w S wzgledem punktu O wyznaczy nam, co
do wielkosci, szybkos¢ zredukowang punktu S. Oczywiscie jednozwrotny wektor zredukowany
szybkosci liniowej fA wzgl. fs tych punktéw bedzie przytozony w A wzgl. w S (rys. 48; por,
rys. 45 przy wyznaczaniu momentu).



Wielkos¢ f's wyznaczamy ze wzoru
o\ f, _ a'os
3) fs~~~ON

gdzie N jest przeciwbiegunem przeciwrzutu u'* wzgledem Kkota.
Analogicznie dla S$ladu T (wzgl. dla wszystkich punktow prostej przez T rdéwnolegtej
do osi) wartos¢ dla f T bedzie

g,a} f'T= -=~" 2 skad

f 0S: OT

Pomiedzy (Sladami) rzutami ukosnymi punktow ukladu w kierunku osi a koncami ich
wektorow szybkosci liniowych, sprowadzonymi do jednego punktu, zachodzi pewna geometryczna
zaleznos¢. Nazywajac zespot tych sSladow S, T ....... figura punktow, a zesp6t korncowych punktow
rzutéw szybkosci sprowadzonych do jednego punktu figura albo planem szybkosci, otrzymamy naste-
pujace twierdzenie (analogia z ruchem ptaskim). Figura punktéw i plan szybkosci tworza figury
podobne, obrécone do siebie o 900 (Federhofer).

Majgc wiec dang szybkos¢ linjowg Sladu S, wyznaczamy z tatwoscig zredukowang szybkos¢
liniowg dowolnego Sladu T . W szczegdlnosci, uwazajgc przeciwbiegun N, jako $lad, otrzymamy
fMN= —u (ze wzoru 3; ON= 0S).

b) PrzySpieszenie w ruchu kulistym. Niech ukfad sztywny o nieruchomym punkcie (
obraca sie w czasie t, dokota osi q z szybkoscig katowg w, a w nastepnej chwili t-\-dt dokota
sgsiedniej nieskonczenie bliskiej osi 41 z szybkosciag ww= w-)-dw. Kat pomiedzy temi osiami
niech bedzie da. Oznaczmy wartos¢ liczbowg tych szybkosci katowych w czasie t przez fi,
a w czasie t-\-dt przez fi-|]-dfi. Geometryczny przyrost szybkosci katowych bedzie réwny

dw=wi —w
Ten przyrost mozna roztozy¢ na dwie skladowe: jedng w kierunku osi i réwng liczbowo
d fi i drugg prostopadle do osi i réwng fida; liczbowa wartos¢ wypadkowego przyrostu szyb-
kosci bedzie rowna j/ficran-j-dfi2 i bedzie skierowana wzdtuz dw (rys. 49).
Rozktadajgc wektor wl szybkosci katowej naw i dw, mozemy przyjac, ze obrét w obydwoch

chwilach t. j. w czasie t i t-\-dt odbywa sie naokoto osi q z tg sama
szybkoscig katowg fi, do czego dochodzi jeszcze obrot wjjzasie dokota

Qds os* przechodzacej przez O, rownolegtej do wektora dw, z nieskoriczenie
Iny Q +dQ malg szybkoscig katowa ]/dfi2-f- fi2da. Obrét dokota q w tych obydwdch
chwilach, z jednakowa szybkoscig katowa fi, wywotuje t. zw. przysSpieszenie
normalne uva punktu A réwne _
4) nA= Qr2A
gdzie rA jest odlegtoscia punktu A do osi g. Natomiast obrot w chwili
t-\-dt wywotuje t. zw. przys$pieszenie kgtowe do kota osi | réwne

5)

skierowane prostopadle do ptaszczyzny, zawierajgcej o$ | i punkt A, przyczem r'Ajest odlegtoscig
punktu A od osi I.

Catkowite przyspieszenie pA bedzie sumg geometryczng tych dwoch przyspieszenn. Dla
wykreslnego wyznaczenia pa skorzystamy ze wzoru

— dvA d(wXrA wXdrA, dw w —
6) PA~ Ifr~ — di— = —5772+'dTXr'l
lub

6a) pA— WA X [w X rA\+ X rA

Pierwszy wyraz po prawej stronie jest przyspieszeniem normalnym ua, a drugi przyspieszeniem

kgtowym | am
W celu przedstawienia przyspieszen jako odcinkéw, wprowadzamy analogicznie, jak i dla
szybkosci, pojecie przyspieszenia zredukowanego. Bedg to wektory jednostkowe przyspieszen.

Bedziemy nazywa¢ stosunki — prA”™ = Uai 2 = nTA odpowiednio zredukowanym przyspie-

szeniem catkowitem, katowym i normalnym.
Dzielgc wiec wszystkie wyrazy wzoru 6a) przez fi2 otrzymamy
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w — 1. 1l dw —
g XrAj-fQ2dt Xr a

lub
6b) PrA= u X [« XA+ lraX r'a

Zadanie. Wyznaczy¢ wykreslnie przyspieszenie dowolnego punktu A ukladu, jezeli
dane sag: szybkos¢ i przyspieszenie katowe ukiadu w danej chwili.
Niech Srodek O bedzie srodkiem ruchu kulistego. Za jednostke diugosci przyjmujemy pa-

rametr Kk, i wyznaczamy rzutyu' i/

zredukowanej szybkosci i przyspie-

szenia katowego. (Por. rys. 47). Niech

bedg u* i I*ich przeciwrzutami.

Chcac wyznaczy¢ dla dowolnego

punktu A ukiadu skladowe trA i nrA

przys$pieszenia catkowitegoprA, prze-

prowadzamy przezen proste aui a,

rownolegle do osi szybkosci kgtowej

i do osi przyspieszenia kgtowego i wy-

znaczamy ich $Slady. Niech Sui Si be-

dg sladami tych dwdoch prostych na w.

Wyznaczamy dla tych dwodch sSladéw

odpowiednio zredukowane przyspie-

szeniatira= nsuitrA= t,u Calkowi-

te przyspieszenie pTA punktu A bedzie

réwne

Pra=- Rsu~|]~tsl «

Prosta tgczaca Slady Su i Stbe-
dzie sladem ptaszczyzny réwnolegtej
do wektoréw u i /, bedzie ona wiec
rownolegta do prostej przechodzacej
przez O przez punkt przeciecia/?' *
przeciwrzutow u'* i V*. Punkt i?"™ jest
przeciwrzutem ptaszczyzny zawiera-
jacej wektory u i I. _

Sktadowa normalua nSu— nrA
przyspieszenia jest réwng

nrA= u X [u X r?]

poniewaz u jest wektorem jednostko-
wym, przeto przyspieszenie nrA be-
dzie réwne odlegtosci Ta punktu A
(wzgl. SU od osi u, i skierowane do
tej osi. Niech wiec r’ bedzie rzutem
prostej A S,;r* = u* jej przeciwrzu-
tem, S * przeciwsladem i wreszcie
Nn jej przeciwbiegunem wzgledem kota k. Dla otrzymania tej odlegtosci tgczymy Nu z S*
i przeprowadzamy SuR 1.S* NU Odcinek tej réwnolegtej pomiedzy Sui u' wyznaczy nam zre-
dukowane przyspieszenie ns

Przyspieszenie katowe trA — td — IrhX r’Awyznaczamy analogicznie jak i szybkos$¢ liniowg
fa==u-j- fa= Niech Ni bedize przeciwbiegunem przeciwrzutu IA*. Prowadzimy prostopadtg OQ
do Si O, oraz tagczymy Si z Ni. Przez koniec wektora — 1\ przeprowadzamy prostopaditg do SiNi.
Punkt przeciecia Q, tej prostopadiej z OQ wyznaczy namj)dcinek réwny t'rA= IA X r'Ae Geome-
tryczna suma trA-\-nrA da nam catkowite przysSpieszenie pA punktu A.

Na rys. 50 przyjeto druga ptaszczyzne rzutéw i dla lepszej orjentacji wyznaczono drugie
rzuty u" i I" obydwdch osi oraz drugi rzut A" punktu A.

§ 5) ZASTOSOWANIE POPRZEDNICH METOD PRZY WYZNACZENIU WYSILKOW
W KRATOWNICACH.

a) Wstep. Twierdzenie Mayor'a. Uklad sit posiadajgcy wspolny punkt przytozenia,

dzie w réwnowadze, jezeli przeciwrzuty tych sit wzgledem dowolnego ukiadu zerowego bedag
réwniez w rownowadze.

be-
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Niech bedzie dany ukiad sit Pt .. .. Pn, przechodzacych przez jeden punkt i znaj-
dujacych sie w rownowadze. Przyjmijmy dowolny ukitad zerowy to (0,k) z rzutnig jako
ptaszczyzng pozioma. Kazdg z sit Pt rozktadamy w Kierunku jej rzutu P/ oraz w Kkie-
runku pionowym Zt. Uklad sit bedzie oczywiscie w réwnowadze, jezeli zaréwno suma rzu-
tow poziomych 2Pt tych sit, jak i skftadowych pionowych 2Zt, (kazde wziete oddzielnie) beda
w réwnowadze. Przeciwrzuty P'* tych sit wzgledem ukfadu < (o,k) sa, jak wiadomo, réwne
sitom P'i i przeciwzwrotnie réwnolegle. Jezeli wiec przeciwrzuty 2P/* sie rOGwnowazg, to i rzuty
2 Pt beda rowniez w réwnowadze. Okazmy, ze wtedy i algebraiczna suma sit pionowych 2 7
przechodzacych jeden punkt bedzie réwna zeru.

Niech odlegto$¢ przeciwrzutu P’* od $rodka O réwna sie h*t\ skiladowa Zt wyrazi sie
wtedy wzorem

a suma algebraiczna Z= 2 7t= 2 P*'t h~*,

Wyraz pod znakiem sumy 2 P*, h*t przedstawia nam moment ukitadu przeciwrzutow sit
Pt ... , Pt* wzgledem O. Momant ten réwna sie zeru w przypadku, jezeli przeciwrzuty sie
réwnowazg. Wypadkowa sit pionowych bedzie wiec wtedy réwna zeru.

Przyktad 1 Wyznaczy¢ naprezenia sztab w tréjnogu, opartym na ptaszczyznie po-
ziomej, w wierzchotku ktérego przylozona zostata sita P. (Paschoud).

Niech beda dane w rzutach dwuprostokatnych (rys. 51) trzy sztaby (1, 2) (1, 3) i (1, 4)

Rys 51.

tréjnoga oraz sita P przytlozona w wierzchotku 1. Przyjmujemy dowolny ukitad zerowy w (o,/9,
w ktéorym w schodzi sie z plaszczyznag podstawy. WykresSlamy przeciwrzuty (1* 2*) (1* 3*) (1*4")
sztab (1 2) (1 3) (1 4) oraz przeciwrzut P* sity P. W tym celu wyznaczamy kat &12, ktéry tworzy
sztaba (1 2) z wi na promieniu OA = k iréwnolegltym do pierwszego rzutu (12) budujemy tréojkat
OAB<yoY (1)2'. Przez B przechodzi przeciwrzut (1* 2*). Pozostate przeciwrzuty budujemy
w podobny sposéb, lub tez za pomocg t. zw. figury odwrotnej. Przez O przeprowadzamy prze-
ciwrzuty (2*3* (3*4) (4*2*) roéwnolegle do prostych (23), (34) i (42) i pomiedzy tymi prze-
ciwrzutami pomieszczamy pozostate przeciwrzuty (1* 3*) i (1*4*). Wyznaczamy nadto prze-
ciwrzut P* sity P. (Dobrze jest sprawdzi¢ dokltadnos¢ wykresSlenia przeciwrzutéw metodg Feder-
hofera rys. 19 str. 15). *)

Majagc wyznaczone 3 przeciwrzuty sztab, oraz przeciwrzut sily, rozkladamy ten ostatni
w kierunkach (1*2%*), (1*3%*) i (1*4*). Otrzymamy wtedy przeciwrzuty napie¢ T*ui T*Vi T*, 4
Wielkos¢ samych napie¢ np. TV2 otrzymamy ze wzoru

*) Przez koncowy punkt M poziomej Srednicy kota parametrycznego przeprowadzamy prostg réwnolegla
do drugiego rzutu jednej ze sztab lub sit npd. P ", az do punktu przeciecia N ze Srednicg pionowg. Przez ten
ostatni przejdzie przeciwrzut P'* sity réwnolegle do P'.
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Pe'vhng trudno$¢ moga stanowi¢ przypadki, w ktoérych jedna ze sztab lub z sit, jest
prostopadta do rzutni.
Przyktad la. W wierz-
chotku 1 tréjnoga 1 (2, 3, 4)
w ktorym jedna sztaba 1 2
jest prostopadia do rzutni w,
dziata sita P. Wyznaczyc¢
napiecia sztab (rys. 52-gi).
Niech tréjn6g wraz z dzia-
tajaca w wierzchotku sitg,
bedzie nam dany za pomoca
rzutéw  dwuprostokgtnych.
Wyznaczmy przeciwrzuty
sztab i sity w ukiadzie w (0 k).
Przeciwrzuty (2%, 3%*), (3%, 4%)
i (4*,2*) beda przechodzi¢
przez srodek O, réwnolegle do
odpowiednich ich pierwszych
rzutéw. Przeciwrzuty (1* 3%)
i (1* 4*) wyznaczamy za po-
moca jednej ze znanych nam
metod. Punkt przeciecia tych
przeciwrzutow lezy na prze-
ciwrzucie (3* 4*). Natomiast Rys. 52.
przeciwrzut (l1* 2*) bedzie
prosta niewlasciwag. Figura odwrotna rzutu poziomego, posiada jeden bok niewtasciwy. Wyzna-
czamy ponadto przeciwrzut P* sity P. Ten ostatni nalezy roztozy¢ na 3 skiadowe, z ktdérych
jedna bedzie skierowana wzdtuz prostej niewtasciwej. W tym celu przenosimy P* rownolegle do
punktu przeciecia (1* 4*) i (1* 3*) i rozkladamy jg w tych dwoéch kierunkach.
Sktadowg w kierunku (1,2), prostopadtym do rzutni otrzymamy z momentu M = Ph,
wywotanego przez rownolegte przesuniecie sity P. Wielkos¢ sktadowej TII2 otrzymamy ze wzoru

TI9= Ph
Tk k

Przyktad 2. Wyznaczy¢ naprezenie sztab w trapezie (rys. 53 i53a). Sity nan dziatajgce
sg prostopadte do rzutni o> (Paschoud).

Wyznaczmy przeciwrzuty (figure odwrotnag) rzutu poziomego. W tym celu w kole
parametrycznym o promieniu Kk przeprowadzamy $rednice poziomg A B (rownolegle do osi
rzutéw *). Z tg Srednicg zejdzie sie przeciwrzut (1*2*). Punkt przeciecia C przeciwrzutow
(1* 5% i (1* 6*) bedzie lezat na prostej O C rownolegtej do 5 6 (z rzutu poziomego).

W podobny sposéb otrzymamy przeciwrzuty (4* 2%, (3* 2*) i (2* 7*¥) sztab schodzacych
sie w wierzchotku 2 (rys. 53 i 53a).

Przeciwrzuty A* i P* sit Pxi P2. prostopadtych do rzutni w, bedg skierowane wzdtuz
prostej niewtasciwej. Wywotujg one momenty odpowiednio réwne.
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Rozwazmy napiecia sztab w wierzchotku 1-szym. W figurze odwrotnej A B C, odpo-
wiadajgcej temu wierzchotkowi, napiecia bedg wywotane momentem MI = P 1k i bedg proporcjo-
nalne do bokéw tego tréjkata. Dla wyznaczenia tych napieé, bierzemy kolejno momenty,
wzgledem wierzchotkéw trojkata ABC. Otrzymamy wtedy

Pyk
CB CB s

Z wierzchotka 2-go wychodzg 4 sztaby. Napiecie jednej z nich T*l2 jest nam znane.
Napiecie pozostatych trzech otrzymamy z czworoboku (1* 2*), (2*7%), (2* 3*) i (2* 4*) przeciw-
rzutéw, biorac momenty napie¢ wzgledem jego wierzchotkéw. Poszczegélne réwnania dla
tych momentéw bedg

7, EF—M,—T\,2BE=0 u3
gdzie M2— P2k a Tu2* zostato juz poprzednio wyznaczone.

Przyktad 3. Wyznaczy¢ napiecie w stupie kratowym (rys. 54t— 547). Niech bedzie dany
stup kratowy w rzutach dwu-

| prostokgtnych oraz obydwa

rzuty sit , P2, P3. A dzia-

/I\ x' tajacych w wierzchotkach (1),

/' \ \ / (2), (3) 4.

/i \ A ---3K Przyjmujac koto parame-

2 I3 \/ 4 2 AT\ tryczne o promieniu k wy-
Apr— J'\ * kreslamy figure odwrotng

p / >/ \ S ' / i \Y rzutu poziomego stupa oraz
Y// X [/ X \ /k 11\ przeciwrzuty Pt*, P2, P 3,
/>4/ / \ u\ /' 7/ ! \  Pi* sit (rys. 54«).
/7 i// \ \ 7/ i W wierzchotku (1) prze-
174 X cinaia sie 3 sztaby (1,2). (1,3)

5 6 * ' 47 i (1,4) i dziata nam sita A .
1 / Na fig. 4-ej wyznaczamy na-

[ N~ Rl
v M gzta?k')a (Por. F)I/sg* 510 str. %8;1
/ P'vX \ \ vv Przejdzmy do wierzchot-
/ 1/rs\ T~ NN\ 3-go, w ktorym napiecie
/ 1/ \ b''N sztaby (1,3) zostato juz po-
/ r y-~— N\ p r z e d n i 0 wyznaczone. Za po-
* moca linii tamanej (P*3,6 i ¢)

// "7 /I 0 N 7 opierajacejsiena(l,3*)i(3*,64)
" rri/ \ ZI11 i przechodzacej przez punkt

1 \% przeciecia (3*,4*) i (2*,3%)

wyznaczamy napiecia

\\ N32%. N34 i ~NBBF (rys. 545.

\ Analogicznie w wierz-

\ chotku 2-gim korzystamy

\ / 4 z linii tamanej (P2,d,e,f)

\\ \\ \ WKJi N o pier aijacej sie na (2%31),

\ A\ (i*<2*)» (2*,5%) i przechodza-

\ ced Przez punkt przeciecia

\ \ - ~ P \ (2*6%) i (2*,4*), za pomocag

N\ X \j\\f (rys. 549 otrzymamy wtedy

36\ napiecie T2*, 724 i Tu*.

\ \/r@# sct W wierzchotku 4-tym linia

\ \/<7,/**S' tamana (P4, g,h,k \[) opiera-

A o Y ok n \r ot \s

\\ WrY X / J’\Ca’\SI'*(pr)rélg h£)3dz%’c)a (%)rg’e)z

37 / punkt przeciecia sie (4* 5%

\ 7/ / i (4* 6*) pozwala nam (rys.

N/ f 547 wyznaczy¢ napiecia

Hys, 54.
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Przyktad 4 Koputa Schwedlera (Rys. 55a—d).

Koputa ta jest przedstawiona za pomocg dwoéch rzutéw prostokgatnych. W szesciu weztach
goérnego pierscienia dziatajg sity F1 F6, wyznaczone przez podanie ich linii dziatania w oby-
dwéch rzutach.

Rys. 55a.

Rys. 55b.

Za uklad odniesienia przyjmu-
jemy uklad zerowy w (0,A), gdzie
w jest rzutnig pozioma a k promie-
niem kota parametrycznego. Dla wy-

znaczenia napie¢ w sztabach bu- Rys, 55 ¢
dujemy figure odwrotng rzutu poziomego
koputy

Przeciwrzuty sztab rownolegtych do rzutni
jak npk. (1,2), (2,3)...(7,8)...(11,12) itd. prze-
chodza przez Srodek O. Przeciwrzuty pozosta-
tych sztab oraz sit Ft,F2 FiiFs najwygodniej
bedzie wyznaczy¢ metodg Federhofera (por.
rys. 19 str. 15).

Ta metoda nie nadaje sie dla wyznacze-
nia przeciwrzutéw sit Fsi Ft. Dla nich ko-
rzystamy z konstrukcji Mayora (por. rys.
18 i 19).

Majagc wykreslong figure odwrotng mo-
zemy przystgpi¢ do wyznaczania napie¢ w po-
szczegllnych sztabach. Rozwazmy w tym celu
np. wezet l-szy. W tym wezle schodza sie
cztery sztaby (1,2), (1,6), (1,12) i (1,7),
z ktérych trzy ostatnie lezg w jednej ptaszczy-
znie. Site Fx nalezy wiec roztozy¢ na dwie
sktadowe, z ktérych jedna jest skierowana
wzdtuz (1,2), adruga lezy w ptaszczyznie trzech
pozostatych sztab. W tym celu tgczymy na
figurze odwrotnej (53c), za pomoca prostej a, Rys. 55 d
punkt przeciecia przeciwrzutu sity F*t z prze-
ciwrzutem (1*,2*) z punktem, w ktéorym sie schodzg przeciwrzuty (1% 7%), (1* 6% i (1* 12%).
Analogicznie rozktadamy F2* w kierunkach (2*, 3*) i prostej b i t d. az do sity F\ roztozonej
w kierunkach (6* 1*) i prostej f.

W planie sit (rys. 55d) wykreslamy przeciwrzuty sit FA™-F~* w postaci ciggtej linii

tamanej. Na F*xdo F*6 budujemy tréjkaty sit (F*xa, T*u2), (F*2b, T23)\- «'(F*6,f, W ten
spos6b otrzymamy napiecia T*x T*d gbérnego pierscienia.

*) W figurze odwrotnej (rys. 55c) opuszczone zostaly gwiazdki, ktérymi zwykle oznaczatem przeciwrzuty
Bztab i sit, a w planie sit (fig. 55d) dla napie¢ Tik* pozostawione zostaly tylko ich dolne wskazniki.
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Dla wyznaczenia napie¢ w sztabach przekgtnych gornego pietra przenosimy napiecie
IF*i,6 z koncowego punktu sity F*6 rownolegle do punktu poczatkowego sity F*x i za pomoca
czworoboku sit (1* 6%, a, (1*12% i (1*7*) otrzymamy napiecia T*xi i T*xil2] czworobok
(1*,2%), b, (2% 7%, (2*,8% pozwala wyznaczy¢ napiecia T*2: i T*28i t d az do czworo-
boku (5% 6%), f, (6% 11% i (6* 12%), za pomoca ktérego otrzymamy 2r6(ll i T*6, 12

PrzejdZzmy teraz z kolei do wezta 7-go. Napiecia 2 sztab (1,7) i (2,7) zostaly juz wyzna-
czone. Z pozostatych 4 ch sztab trzy (7,12), (7,13), (7,18) lezg w jednej ptaszczyZnie. Za pomoca
czworoboku sit m, (1*,7*), (2*,7*) i (7*,8*)*) mozemy otrzyma¢ wykresinie T*ItS. Analogicznie
z czworoboku 1, (2*,8%), (3*,8%) i (8% 9*) otrzymamy T*8,9i t. d., az do czworoboku sit g, ((i*, 12%),
(a*, 12% i (7*, 12¥) z ktérego wyznaczymy T*7,12.

Pozostaje nam jeszcze wyznaczenie napie¢ w sztabach dolnego pietra. Przenosimy
znane nam TF¥F?,~ rownolegle do punktu przeciecia m z (1*, 7*) i za pomocg czworoboku sit
m, (7%, 12%), (7*13*) i (7*18*) otrzymamy r 7)13 i 2",18 Czworobok /, (7*,8%), (8% 13* (8*,14%)
wyznaczy T*,13 i T*s,,u i t. d. Ostatnim czworobokiem bedzie g, (11* 12%), (12*,18%) i (12*, 17%),
z ktérego otrzymamy T*n ,I7 i T*n,18.

Majgc przeciwrzuty TIk* napie¢, mozemy wyznaczy¢ same napiecia Ttk ze wzoru

ro- o THK AT A+ &
"k cosO' lik htk

gdzie jest katem nachylenia sztaby (z, A) z ptaszczyzng odniesienia, a htk* odlegtos¢ przeciw-
rzutu tej sztaby od S$rodka o kota parametrycznego. (Por. przk. 1-szy). Catkowite naprezenia
Tii, sztab mozna réwniez wyznaczy¢ wykresinie. Budujemy trojkat prostokatny, w ktérym jedna
przyprostokatna, rowna sie promieniowi k kota parametrycznego, a druga rowna sie odlegtosci h*/
przeciwrzutu (z*k*) od Srodka. Na tej drugiej przyprostokatnej (poczawszy od kata ostrego) od-
ktadamy Ttk*. Dtugosc¢ przeciwprostokatnej, odpowiadajgcej TIk* w trojkacie podobnym odpo-
wiada catkowitemu napieciu Ttk.

Przyktad 5 Koputa gwiazdzista. (Rys. 56a — d).

Ta koputa skiada sie z trzech foremnych siedmiokatéow, gornego, Sredniego i dolnego,
przyczem Sredni jest symetrycznie przekrecony wzgledem dwuch pozostatych. Wierzchotki gér-
nego siedmiokata sg potaczone z wierzchotkami najblizszego boku $redniego i, analogicznie,
wierzchotki Sredniego tgcza sie zapomocg sztab z wierzchotkami najblizszego boku dolnego sie-
dmiokata. W weztach gérnego pierscienia dziata siedem sit Px... P7 o dowolnej wielkosci
i kierunku.

Przyjmujemy ptaszczyzne poziomag za plaszczyzne odniesienia ukladu zerowego i wzgle-
dem dowolnego kota parametrycznego wykre$lamy przeciwrzuty sztab i sit Px., .P7(rys. 56c).
Z kazdego wezta gornego pierscienia wychodzg 4 sztaby, a z wezta Sredniego pierscienia 6 sztab,
przyczym, w jednym i drugiem przypadku, zadne 2z trzech sztab nie lezg w jednej ptaszczyznie.
Weztowi gornego pierscienia np. pierwszemu odpowiada w figurze odwrotnej czworobok
(1*,2%) (1*,7*) (1*,8%) i (1*, 9*) a weztowi Sredniego npk. 8-memu szesciobok (1*, 8*) (7*, 8*) (8% 9%)
(8* 14%) (8* 15%) i (8%, 16%).

Dla wyznaczenia napie¢ sztab wychodzacych z weztéw goérnego pierScienia, rozwazmy
wezet np. 1-y. W tym wezZle sita Ft i naprezenia 4-ch sztab réwnowazg sie. Na zasadzie twier-
dzenia Mayora (§ 5 str. 30) przeciwrzuty sity F* oraz naprezen T*U2, T\,i, T*j,8, i T*V9 (potoze-
nia tych ostatnich wziete z figury odwrotnej) beda w réwnowadze- Biorgc wiec momenty prze-
ciwrzutow tej sity i napie¢ wzgledem punktu przeciecia sie sztab (1*, 8% i (1*. 9*) otrzymamy

a) +

gdzie A x bedzie odlegtoscig przeciwrzutéw (1*, 2*) i (1*, 7*) od tegoz punktu przeciecia a Mx mo-
mentem F* wzgledem tegoz punktu.

Oznaczajgc przez stosunek 7™ = t*i mozemy napisac
b) T\,t-T\, 7= -~
i przez analogie otrzymujemy dla pozostatych weztéw

*:
bl) 7T<1,2 — T*1,7-- X1» ~A1¥2»3 N34 T s>2- 14» ~4)5 T4.5- 174

— M54 ——tw ~NB5=  YE</MT7,1 ~N¥7,G== 6.

‘) Prosta m otrzymamy (rys. 55c) taczac punkt przeciecia przeciwrzutéw (1*, 7*) i (2*, 7*) z punktem
przeciecia (7%, 12%) i (7%, 13*) wzglednie (7%, 18%. W ten sam spos6b otrzymamy, konieczne, dla pozostatych czwo-
robokow sit, proste |, k... ff



Rys. 55 a.

A*

Rys. 56 d.
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Mnozac kolejno pierwsze réwnanie przez -)-1, drugie przez — 1, trzecie przez -)-1 i t. d.
i dodajac stronami, otrzymamy (T*t,/,=— T*kt)

C) T*in— - (—[J-I+ ‘]Q—[t3-j-o-o_1k7).

Poszczegblne wartosci [ mozna otrzymaé z réwnania [/= M;. Podstawiajgc te war-
tosci w réwnanie c) otrzymamy T*~,x. Majagc to ostatnie mozemy kolejno z rownan &,) wyzna-
czy¢ pozostate napiecia T*x,2 T*2,s... . T*G. sztab gérnego pierscienia.

Wielkos¢ [Jj mozna réwniez wyznaczy¢ wykreslnie. Wz6r T*1>2— T*j,7= — h przedstawia
nam (po pomnozeniu przez Aj) réwnanie momentéw sity F*t i napie¢ czworoboku wzgledem
jednego z jego wierzchotkéw. Przyjgwszy dowolng warto$¢ dla (T*x,§ otrzymamy z tego wzoru

wartosé i zapomocg jeszcze 2 innych rownan réwnowagi, mozemy wyznaczy¢ wartosci
dla (Tus) i Zatézmy wiec, ze (T*Vi)= O to (T*u2)= —[*. Wtedy sita F* wraz z silg
(Tm*)= — ij i (Tm) i (TXS) bedg w réwnowadze. Dla otrzymania wykresSlnie (*i= — (7\2) roz-

ktadamy site Fi w kierunku sztaby (1* 2*) oraz wzdluz prostej a taczacej punkt przeciecia sie
sztab (1% 8% i (1*, 9*) z punktem przeciecia sie sity Ft* ze sztabg (1* 2*). (Rys. 56¢). *)

W tym celu (rys. 56d) wykreslamy wielobok sit Ft*, F* . . . Fs* réwnolegle do ich
pierwszych rzutéw Fi ... FA Na przeciwrzucie Ft* budujemy trojkat sit (F*u a, gdzie ™~ 1L
(1*, 2*); na F2 trojkat (F*2 b, ~) gdzie [12112* 3* i t. d. az do trojkata (F*7 h, [I) gdzie I (1%, 7%).
Nastepnie w mys$l réwnania c), odejmujemy ~ od odcinka (@, réznice [@2— m od odcinka (i,;

od \4 odejmujemy ps— "2+ ~ i t. d. az do odcinka |i7, od ktorego odejmujemy — {i5+
-f-. . . — [}H. Ta ostatnia réznica bedzie réwng podwdjnemu napieciu Tn*.

Napiecia pozostatych sztab goérnego pierscienia otrzymamy z rownan by (T 12— = — tN)*
Odejmujgc od odcinka ™ napiecie Tx* otrzymamy T~ *. Przez odjecie Tu2* od ¥ otrzymamy
T2,¢g* i t d. (Sprawdzian doktadnosci T*,7= —  -j- TPo,7.

Napiecia sztab przekatnych gérnego pietra otrzymamy zapomocg pieciokgtow sit Ft*
(a*x, 2% (a*x, 7% (1* 8*) (1*9%; F\ (2*1*) (2* 3% (2% 9% (2*,10% i t. d.

Przejdzmy teraz do weztdw Sredniego pierscienia. W kazdym takim wezle np. 8-mym
schodzi sie szes¢ sztab. Napiecia dwoch sztab (1* 8*) i (7*, 8*) sa juz wyznaczone i dajg wypad-
kowg F8& = T*v8-\- T*t,s. Natomiast nieznanymi sa napiecia w pozostatych czterech sztabach
Analogicznie w weztach 9-tym do 14-go otrzymamy ze znanych napie¢ dwoch sztab wypad!
kowe E* = T1+T29% i t. d. don 4= r 8,14+ n 41t . /0. "~ t O .

Rozwazmy szesSciobok sit (1*. 8% (8*,7*) (8*,9*) (8*,14*) (8% 15* (8* 16*) weda 8-go 1 na-
piszmy rownanie momentoéw wzgledem punktu przeciecia sie sztab (8* 15%), (8% 16*). Podobnie
jak powyzej (row. bi) otrzymamy 7 réwnan

b) Tz, u— c8 it p

gdzie c8 bedzie réwnaniem momentu sity Fs— Ti,s* T H7 wzgledem tegoz punktu (po pomno-
zeniu momentu przez ramie napiecia Ti,s* wzgl. Tv *).
Mnozac te réwnanie kolejno przez -fi i przez — 1 i dodajgc stronami, otrzymamy

c) T*u,s= y (—c8+ c9— cl04—--—-—cH)

Dla wyznaczenia poszczeg6lnych wartosci ct, budujemy wielobok tamany sit Fs* eee Tu*-
(Rys. 56e.). Site Fs* rozktadamy w kierunku (8% 9*) 1.c8 i wzdtuz prostej |B, przechodzacej przez
punkt przeciecia sie sity Fs* ze sztabg (8% 9*) z punktem przeciecia sie sztab (8* 15*% i (8% 16%*)
(rys. 56d). Pierwsza skladowa w kierunku (8% 9* bedzie réwna c8= (T*89, (przy zatozeniu

= 0), a druga (B bedzie réwna sumie geometrycznej (T*9 15 ig- W podobny sposo6b
wyznaczamy c9*** cll7.

Majac wykreslone c8eeecH, odejmujemy odcinek c8 od c9, réznice ¢c9— c8 od c10; od cu
odejmujemy cl0 — c9-]-c8it. d. Potlowa wyrazenia (— c8+ c9— cl0-{-» e=— c14) bedzie réwna na-
prezeniu T*u,s.

Pozostate naprezenie sztab Sredniego pierscienia otrzymamy stosujac rownanie T*89= —
— 2\~ T*8i4" ~BI0= —c9 |jT%8 i t. d.

Za pomoca pieciobokow jak F*s, T*9 T*8 14, T*su, T*Mt;F 9, T T*910, T*916 T*9l7
i t. d. wyznaczymy naprezenia w sztabach przekatnych dolnego pietra.

*) Dla odréznienia rzeczywistych napie¢ w sztabach (1* 2*) (1*, 7*) (1*, 8% i (1*,9*) oznaczam mozliwe
napiecia, czynigce zados¢ warunkom réwnowag li tylko w tym wezle, przez (f*,,,) i t. d. w nawiasie.
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RESUME.

L'auteur avait l'intentions de representer la transformation, dite de prof. Mayor, en
vue de ses application a statique, cinematique et systemes articules de I'espace.

Cette transformation consiste en representation des vecteurs, qui jouent une role pre-
ponderant en mecanique, dans un systeme focale. (Complex de Chasles ou complex d’'action
d'un systeme de forces).

Vue, que la notion du systeme focale n’est pas assez repandue, je commence par |'ex-
pose de ses proprietes (§ 1), en me basant sur un systeme de forces gauches et de dynames.

Puis (8 2) je demontre la possibilite de representer des elements geometriques (point,
droite et plan) dans un systeme focale.

Le 8 3 est consacre a la representation des systemes des forces et dynames dans un
systeme focale, dit fondamentale ou directeur.

Enfin dans les 88 4 et 5 je resous quelques problemes de la statique et cinematique

et je calcule, grace a cette transformation, les tensions dans les barres de divers systemes articules
de I'espace.
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