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Dr. LUDOMIR WOLFKE

TEORJA HOMOLOGJI LINJOWEJ | PLASKIEJ.

»Let none ignorant of the fundamentals of synthetic projec-
tive geometry presume to the title of geometer™. J. L. Coolidge.
Address delivered before the Mathematical Association of America
at the meeting in Cambridge, Mass., December 29, 1933.

Praca niniejsza zawiera systematyczny wyktad teorji homologji ptaskiej i powinowactwa
osiowego. Podstawg wyktadu jest odwzorowanie dwusrodkowe i ,homologja linjowa”, okre$lona,
jako wynikowa odpowiednio$¢ dwoch rzutéw szeregu, wspdiptaszczyznowego z tacznicg Srodkow
rzutow. Pierwszg probel) w tym kierunku podjgtem w r. 1927 i gtowne wyniki zreferowatem we
wrzes$niu tegoz roku na | Zjezdzie matematykéw polskich we Lwowie.2

Badanie dwusrodkowego odwzorowania prostej, zajmujacej wzgledem #tgcznicy Srodkdw
potozenie ogdlne, prowadzi do twierdzen o wynikowej odpowiedniosci perspektywicznej dwoch
rzutow szeregu punktowego (XI i XVIII). Klasyczne twierdzenia Desargues’a o perspektywicznej
odpowiedniosci dwéch trojkatéw stajg sie woéwczas prostemi wnioskami z wymienionych twierdzen.

Wprowadzone pojecie ,homologji linjowej” (wzglednie: ,elacji linjowej”) jest rowno-
znaczne z pojeciem rzutowosci szeregéw punktowych ,0 podtozu wspdlnem, posiadajgcej rzeczy-
wiste (rézne, albo zjednoczone) punkty podwodjne. Jest ono istotng podstawg logiczng nie tylko
dla homologji ptaskiej, lecz i dla homologji uktaddéw przestrzennych.

Do szczego6towych rozwazan, dotyczgcych linjowej i ptaskiej odpowiedniosci homologicznej,
dotgczytem proste wnioski, formutujgce analityczne okreSlenia: witasciwej hon ologji ptaskiej
i powinowactwa osiowego. Na okreSleniach takich oparte sg twierdzenia o zachowaniu stopnia
rownania krzywej algebraicznej ptaskiej, podlegajgcej witasciwemu, bgdz tez niewtasciwemu
przeksztatceniu homologicznemu.

Paragraf koncowy, traktujagcy o niewtasciwych homologicznych odpowiednio$ciach ptas-
kich, uzupetnitem badaniem og6lnie pojetego powinowactwa dwoch uktadéw ptaskich i bada-
niem rekonstrukcji osiowego powinowactwa takich uktadéw. Oprécz wiasnego rozwigzania, zata-
czytem rowniez nader interesujace rozwigzanie, podane przez mego Asystenta, inz. Zygmunta
PieSlaka. To ostatnie—podobnie jak i znane rozwigzania Miillera3) i Scheffersad—nie jest wyni-
kiem zupeinego badania istotnych witasnosci dwéch danych uktadéw powinowatych i polega
jedynie na poszukiwaniu odpowiednich szeregow réwnych; wyrdznia sie ono jednak niewatpliwie
dzieki tatwosci swej koncepcji i prostocie realizacji technicznej.

§ 1. Dwusrodkowe odwzorowanie punktu.

Zaktadamy, ze dana jest stata ptaszczyzna rzutéw U (rys. 1) oraz dwa rdézne
Srodki rzutow: O i 02 nie lezace na ptaszczyznie H.

Z zestawienia trzech powyzszych elementéw przestrzennych wynikajag dwa elementy
pochodne, jednoznacznie okre$lone: prosta O, poprowadzona przez $rodki rzutéw o, i 02 oraz
punkt o, wspolny dla prostej O i dla ptaszczyzny rzutéw Il. Prosta O nazywamy tgcznicg
Srodkdw rzutéw, a punkt o—S$ladem +tacznicy Srodkow.

Gdy nastepnie wybrany jest w przestrzeni dowolny punkt a, nie schodzacy sie z zadhnym
z wymienionych $rodkéw rzutéw, to okres$lony jest jednoznacznie kazdy z promieni rzucajacych:
Ri i R2 tgczacych odpowiednio punkty ot i 02 z punktem a. Dla dowolnego punktu a istniejg
woéwczas, na ptaszczyznie rzutéw, dwa rzuty srodkowe: a' i a", jako punkty przebicia, wyzna-
czone odpowiednio przez promienie Rx i R2 na ptaszczyznie II.

rf
* Wyktady geometrji wykre$lnej. Tom I: Zasady teorji perspektywy. Warszawa, 1928.

2) Ksiega pamigtkowa pierwszego polskiego zjazdu matematycznego. Krakéw, 1929.
3) Lehrouch der darstellenden Geometrie. Tom I. Wydanie trzecie. Lipsk, 1920, str. 76.
49 Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Tom |. Wydanie drugie. Berlin, 1922, str. 168.



Dwojke punktowg (a', a"), utworzong na jednej ptaszczyznie rzutow przez dwa rozne,
lub zjednoczone rzuty $rodkowe dowolnego punktu a, nazywamy dwusrodkowem odwzo-
rowaniem punktu a.

Rozwazajac og6lny wypadek dwusrodkowego odwzorowania punktu a, wylgczamy
szczegblne wypadki: przynalezno$ci punktu a do tacznicy $rodkoéw rzutéw i przynaleznos$ci tegoz
punktu do ptaszczyzny rzutdw. Promienie Rl i R2sg przeto wtedy dwiema prostemi réznemi,
nie pokrywajacemi sie z prostg O, i przecinajag sie w punkcie, nie nalezagcym do plaszczyzny
rzutéw. Rzuty punktu a sg wowczas dwoma punktami roznemi, przyczem zaden z nich nie
schodzi sie ze S$ladem tgcznicy s$rodkow. Okres$lone jest jednoznacznie potozenie ptaszczyzny p,
przesunietej przez punkty ou 02, a i przez proste O, R,, /?,; jednoznacznie okre$lona jest réw-
niez nowa prosta R, stanowigca przeciecie ptaszczyzn pin. Do tej proslej nalezg trzy punkty
a', a", o. Otrzymujemy przeto nastepujace twierdzenie.

l. Jezeli dany punkt nie lezy na tacznicy $Srodkow rzutéw i nie nalezy do ptaszczyz
rzutow, to jego odwzorowanie dwusrodkowe i $§lad tacznicy Srodkdw sg trzema roznemi punk
tami wspoHinjowemi.

Gdy punkt a lezy na tgcznicy Srodkoéw rzutéw i nie schodzi sie z zadnym ze srodkdéw
rzutébw (rys. 2), to oba promienie R1i R2 pokrywajg sie z prostg O. Dwusrodkowe odwzoro-
wanie punktu a redukuje sie wdéwczas do jednego punktu o, stanowigcego $lad tacznicy Srodkdw
rzutow.

W drugim wypadku szczeg6lnym (rys. 3), gdy punkt a nalezy do ptaszczyzny rzutéw,
jest on sam jednoczes$nie swym pierwszym i drugim rzutem. Mamy zatem nastepujgce twierdzenie.

Il. Zjednoczone odwzorowanie dwusrodkowe —zredukowane do jednego punktu—po-
siada: kazdy punkt, nalezgcy do tgcznicy Srodkow, lecz nie schodzacy sie z zadnym ze $rod-
kow rzutéw, oraz kazdy punkt, lezgcy na ptaszczyznie rzutow.

Rozwazania powyzsze uzupetniamy wnioskami odwrotneini, dotyczacemi rekonstrukcji
punktu podiug danego odwzorowania dwusrodkowego. Whnioski te streszczamy w nastepujgcem
twierdzeniu.

I11. Jezeli sg okreslone potozenia: ptaszczyzny rzutéw i dwoch réznych — nie nalezg-
cych do niej — Srodkéw rzutéw, to jednoznaczna rekonstrukcja punktu mozliwa jest wtedy
i tylko wtedy, gdy zaden z rzutow rekonstruowanego punktu nie schodzi sie ze Sladem tgcznicy
srodkow, przyczem oba rzuty leza na jednej prostej, przechodzacej przez $lad tgcznicy $rod-
kéw. (Warunek kohAcowy jest oczywiscie zbyteczny w wypadku zjednoczonego odwzorowania
dwusrodkowego).

Dla kazdego witasciwego $rodka rzutow, okresSlamy odpowiednig ptaszczyzne zniknie-
nia, przesunietg przez dany S$rodek, rdwnolegle do ptaszczyzny rzutéw. W wypadku niewtasci-
wego S$rodka rzutéw, odpowiednia ptaszczyzna zniknienia jest okresSlona jako ptaszczyzna nie-
wiasciwa, czyli zbiér wszystkich niewtasciwych punktéw przestrzeni trojwymiarowej.

Dwém réznym S$rodkom rzutow ox i 02 odpowiadaja dwie r6zne, albo zjednoczone pta-
szczyzny zniknienia: i fiz Sa one ptaszczyznami réznemi, gdy Srodkami rzutéw sg dwa
punkty witasciwe, nie nalezace do jednej ptaszczyzny czotowej, albo wtedy, gdy jeden ze $rod-
kéw rzutow jest punktem wihasciwym, a pozostaly — punktem niewtasciwym. W obu wypadkach
tacznica Srodkdéw jest prosta wiasciwg, nierownolegta do ptaszczyzny rzutéw, a wiec $Slad tej
tacznicy jest wtedy punktem wiasciwym.

Dwie ptaszczyzny i sq ptaszczyznami zjednoczonemi, stanowigc jedng, wspolng
ptaszczyzne zniknienia, gdy S$rodki rzutow sg dwoma punktami wiasciwemi, nalezgcemi do jednej
ptaszczyzny czotowej, albo dwoma punktami niewtasciwemi. W tych dwdch wypadkach, tgcznica



Srodkow rzutow jest wilasciwg prostg czotowa, a wiec $lad tacznicy jest w obu wypadkach
punktem niewtasciwym. Stwierdzamy przeto, ze:

IV. Dwoém réznym Srodkom rzutdw odpowiadajg rdzne ptaszczyzny zniknienia, wtedy
i tylko wtedy, gdy $lad tacznicy $Srodkéw jest punktem wiasciwym.

V. Dwoém roéznym Srodkom rzutéw odpowiada jedna, wsp6lna ptaszczyzna zniknienia
wtedy i tylko wtedy, gdy $lad tgcznicy Srodkéw jest punktem niewtasciwym.

Kazda z ptaszczyzn zniknienia, rozwazana, jako zbiér punktow, podlegajgcych odwzoro-
waniu— z wytgczeniem odpowiedniego $rodka rzutow — jest miejscem geometrycznem tych punk-
tow przestrzeni, ktore posiadajg niewtasciwe rzuty pierwsze, wzglednie drugie.

Uwzgledniajagc wszelkie mozliwe wypadki potozenia dowolnego punktu wzgledem ptasz-
czyzn zniknienia, dochodzimy do nastepujacych twierdzen.

VI. Dwusrodkowe odwzorowanie punktu, nie lezgcego na zadnej z ptaszczyzn zniknienia,
jest parg réznych, albo zjednoczonych punktow witasciwych.

VII. Jezeli punkt, podlegajacy odwzorowaniu, nalezy do dwodch rdéznych ptaszczyzn
zniknienia, to oba jego rzuty schodzg sie z rozwazanym punktem. (Punkt, podlegajgcy odwzo-
rowaniu, jest bowiem wowczas punktem niewtasciwym, nalezagcym réwniez do ptaszczyzny rzutow).

VIIl. Jezeli punkt, podlegajgcy odwzorowaniu, nalezy tylko dojednej ptaszczyzny znik-
nienia (lecz nie schodzi sie z odpowiednim S$rodkiem rzutow), to odpowiedni rzut jego jest
punktem niewtasciwym, a rzut pozostaty jest punktem wiasciwym.

IX. Jezeli punkt, podlegajgcy odwzorowaniu, nalezy do wspdélnej ptaszczyzny zniknienia
(lecz nie schodzi sie z zadnym ze Srodkéw rzutéw), to jego odwzorowanie dwusrodkowe jest
parg réznych, albo zjednoczonych punktéw niewtasciwych.

§ 2. Dwusrodkowe odwzorowanie szeregu punktowego w wypadku ogdélnym.

OkresSlamy ogo6lny wypadek potozenia prostej L wzgledem prostej O i wzgledem ptasz-
czyzny Il, zaktadajac, ze prosta L nie nalezy do zadnej z ptaszczyzn, przesunietych przez tacz-
nice $rodkéw rzutow i nie lezy na ptaszczyznie rzutow.

Prosta L, rozwazana w wypadku ogolnym, jako poditoze szeregu punktowego, podlegaja-
cego odwzorowaniu dwusrodkowemu, nie posiada przeto zadnego elementu wspélnego z prostg O,
a z ptaszczyzng Il posiada jeden tylko wspolny punkt wiasciwy, albo niewtasciwy: Slad Z

Wytgczajagc wypadek istnienia ptaszczyzny, przesunietej przez proste O i L, wnioskujemy
0 istnieniu dwoch rdéznych ptaszczyzn rzucajgcych: \1= olL i \ = o2L. Krawedzig tych ptasz-
czyzn jest prosta L, nie nalezgca do ptaszczyzny rzutéw, a wiec rzuty srodkowe prostej L, czyli

proste: U= XUIT i L"= XIl — sg dwiema prostemi réznemi. Na podstawie dwodch pierwszych
twierdzen paragrafu poprzedniego, wnioskujemy dalej, ze jedynym punktem prostej L, posiada-
jacym zjednoczone odwzorowanie dwusrodkowe, jest jej Slad |, dla kazdego za$ z pozostatych

punktow prostej L, odwzorowanie dwusSrodkowe jest parg punktow roznych, wspdtlinjowych
ze Sladem #acznicy $rodkéw. Dochodzimy w ten spos6b do nastepujgcych twierdzen (rys. 4).

X. Jezeli prosta, podlegajaca odwzorowaniu, nie jest wspotpunktowa z tgcznicg Srodkow
rzutéw i nie lezy na ptaszczyznie rzutow, to dwusrodkowe odwzorowanie rozwazanej prostej
jest para prostych roznych, nie przechodzacych przez $lad tgcznicy srodkow i wspdétpunktowych
Z rozwazang prostg.

XI. Jezeli prosta, rozwazana jako podtoze szeregu punktowego, podlegajacego odwzoro-
waniu dwusrodkowemu, nie jest wspdtpunktowa z tgcznicg $Srodkéw rzutéw i nie lezy na ptasz-
czyznie rzutdéw, to pomiedzy dwoma rzutami rozwazanego szeregu punktowego istnieje zupetna
1 wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ perspektywiczna, przyczem S$rodek tej wynikowej od-
powiednio$ci perspektywicznej jest Sladem tacznicy Srodkéw rzutéw.

Gdy rozwazamy kazdg z danych odpowiednio$ci perspektywicznych, istniejgcych pomiedzy
szeregami: L i L' oraz: L i L" — jak réwniez i wynikowg odpowiednio$¢ perspektywiczng sze-
regbw L' i I", to o rodzaju badanej odpowiednio$ci i o jej wiasnosciach miarowych decyduja
dwa zasadnicze punkty:

Srodek peku promieni, a wiec punkt o,, wzgl. 02, albo o

i wspllny punkt podtozy szeregéw, czyli punkt Z

Kazdy z punktéw zasadniczych moze by¢ punktem wiasciwym, albo niewtasciwym. Mamy
przeto cztery rodzaje perspektywicznej odpowiedniosci szeregéw punktowych.

Rodzaj I. Oba punkty zasadnicze sg punktami witasciwemi.
Podtoza szeregow posiadajg wowczas rézne punkty niewtasciwe i promienie, odpowiada-
jace tym punktom niewtasciwym, sa dwiema roznemi prostemi wiasciwemi. Istnieje wtedy taki

rownolegtobok, ktory posiada jedng pare wierzchotkdéw przeciwlegtych w wymienionych punktach
zasadniczych, przyczem jedng parg bokow przylegtych sg odcinki rozwazanych podtozy. Kazdy
z pozostatych wierzchotkéw, noszacych nazwe punktdw granicznych, jest whasSciwym
punktem jednego z szeregéw, a jego perspektywiczny odpowiednik jest punktem niewtasciwym,
nalezagcym do szeregu pozostatego.



W kazdej z danych odpowiednio$ci perspektywicznych (Lal' i LalL") jednym z punk-
tow granicznych jest punkt zniknienia prostej L, a mianowicie /1= .£Q1 wzgl. *— L ~2; drugim
punktem granicznym jest punkt zbiegu: , wzgl. .

W wynikowej odpowiednioSci perspektywicznej (L'7\L") pierwszym punktem granicz-
nym, nalezagcym do szeregu L', jest 12, czyli pierwszy rzut drugiego punktu zniknienia prostej L
(rys. 5); drugim punktem granicznym, nalezagcym do szeregu L", jest 1", czyli drugi rzut pierw-
szego punktu zniknienia prostej L.

Na podiozach perspektywicznej odpowiedniosci pierwszego rodzaju lezg dwa zmienne
odcinki wzgledne, mierzone od punktéow granicznych do dwoch dowolnych, whasciwych punktow
odpowiednich. Stata warto$¢ iloczynu takich odcinkéw, uwarunkowana podobieAstwem dwdch
trojkatow (posiadajacych wspolny wierzchotek w $rodku peku) jest podstawowg wiasnoscig mia-
rowg perspektywicznej odpowiednio$ci szeregéw, posiadajgcych wtasciwe punkty graniczne.

Rodzaj Il. Srodek peku promieni jest punktem wiasciwym, a przeciecie podtozy —
punktem niewtasciwym. Wspolnemu niewlaSciwemu punktowi szeregéw odpowiada wtedy jeden
(wspdlny), wiasciwy promien peku. Oba punkty graniczne schodzg sie wowczas z wymienionym
punktem niewtasciwym. Jezeli przytem oba podtoza sa prostemi wiasciwemi, to z ich réwnole-
gtosci, uwarunkowanej istnieniem wspolnego punktu niewtaSciwego, wynika proporcjonalnos¢
dwoéch dowolnych odcinkow jednego szeregu do odpowiednich odcink6éw szeregu pozostatego.

Rodzaj Ill. Srodek peku promieni jest punktem niewtasciwym, a przeciecie podtozy
punktem witasciwym. Podtoza szeregébw, posiadajgcych jedyny wspolny punkt wiasciwy, sa
dwiema roznemi prostemi wiasciwemi i nierownolegtemi. Wszystkie wtasciwe promienie peku
sg obecnie prostemi rownolegtemi, a kazdy z dawnych promieni peku, wyznaczajgcych punkty
graniczne, schodzi sie z prosta niewtasciwg, nalezacg do ptaszczyzny rozwazanych szeregow
punktowych; kazdy z punktéw granicznych jest przeto niewtasciwym punktem odpowiedniego
szeregu. Proporcjonalne sg wowczas dwa dowolne odcinki jednego szeregu do odpowiednich
odcinkow szeregu pozostatego.

Rodzaj IV. Oba punkty zasadnicze sa punktami niewtasciwemi. Wspolny, niewtasciwy
punkt podtozy jest jednocze$nie wspdlnym punktem granicznym. Kazda para odcinkéw odpowiednich,
nalezagcych do wiasciwych podtozy dwdch szeregéw punktowych, jest wtedy parg odcinkéw
rownych i posiadajacych zwroty zgodne.

Perspektywiczng odpowiednio$¢ | rodzaju nazywamy wtasciwg odpowiednioscig
perspektywiczng, a kazdej z trzech pozostalych odpowiednio$ci (Rodz. II, Ill, IV) nadajemy
nazwe niewtasciwej perspektywicznej odpowiedniosci szeregow punktowych.

Zestawiajagc rozwazania powyzsze z twierdzeniami, dotyczgcemi ptaszczyzn zniknienia
(VI — IX), uzupetniamy ogo6lne twierdzenie XI przez dotgczenie nastepujacych wnioskéw.

XI11. Jezeli tacznica Srodkéw rzutéow i podioze szeregu, podlegajagcego odwzorowan
dwusrodkowemu, sg prostemi, ni¢ lezacemi na jednej ptaszczyznie, a $lady ich sg punktami
wiasciwemi, to w wynikowej, perspektywicznej odpowiedniosci dwoch rzutdw szeregu istniejg
dwa witasciwe punkty graniczne. Punkty takie sg wiasciwemi rzutami dla punktow zniknienia
prostej, podlegajacej odwzorowaniu dwusrodkowemu.



Dla jednej pary witasciwych punktow odpowiednich: a', a" istnieje zwigzek podstawowy:
12a «I"a"— 112 -U”— k2 (1)

Wprowadzajac kolejno: druga, trzecig i czwartg pare odpowiednich punktow witasciwych,
otrzymujemy zwigzki pochodne:

—k2a'b'

a"b"=W *rTr»' (2)
-, _arc ~ ,0X
b"c" b’¢ 'U a’ "

c" oCcf . S .

. - I L}
(skarl: DC” :f:.D,C, , gdy al,b',¢ sg punktami rdéznemi),

a"c" a"d" _ a'c’ dd
bll CII 1 bll dll " bl C’ L} bl d! W
X1,  Jezeli $lad tgcznicy srodkdw rzutow jest punktem wiasciwym, a prosta podlegajaca

dwusrodkowemu odwzorowaniu jest wichrowata wzgledem #gcznicy $rodkéw i posiada $lad
niewtasciwy, lecz nie nalezy do zadnej z ptaszczyzn zniknienia, to rzuty prostej sg prostemi
rownolegtemi i wynikowa odpowiednio$¢ perspektywiczna redukuje sie do podobieAstwa
Srodkowego. Gdy, natomiast, rozwazana prosta lezy na pierwszej, albo na drugiej ptaszczyzinie
zniknienia, to jej rzut drugi, wzglednie pierwszy, jest prostag wiasciwg, a rzut pozostaty —
prostag niewtasciwg.

XIV. Jezeli $lad tgcznicy S$rodkdw rzutow jest punktem niewtaSciwym, a prosta,
podlegajaca dwusrodkowemu odwzorowaniu, jest wichrowata wzgledem ‘tgcznicy S$rodkéw
i posiada $lad witasciwy, to rzuty prostej sg wtasciwemi prostemi nierdwnolegtemi, a wynikowa
odpowiednio$¢ perspektywiczna posiada dwa rozne niewtasciwe punkty graniczne. Rzuty szeregu
punktowego sa szeregami podobnemi.

XV. Jezeli tgcznica srodkéw rzutéw i prosta, podlegajaca odwzorowaniu dwusrodkowemu>
nie lezg na jednej ptaszczyznie i posiadajg $lady niewtasciwe, to rzuty prostej sa wtasciwemi
prostemirownolegtemi, awynikowa odpowiednio$¢ dwdch rzutéw szeregu punktowego, posiadajgcych
wspolny niewtasciwy punkt graniczny, redukuje sie do rownos$ci szeregow.

§ 3. Twierdzenia Desargues’a.

W perspektywicznej odpowiedniosci: LAL', otrzymujemy dwie rézne pary niezjednoczonych
punktéow odpowiednich: (a,a') i (b,b’), gdy w peku O[ wybieramy dwa rdézne promienie:
RI i Sj, nie przechodzace przez punkt /. Gdy odwrotnie, na dwoch wspotptaszczyznowych
podtozach L i V , wybrane sg dwie pary punktéw réznych: (a,b) i (a',b'), przyczem zaden
z czterech wybranych punktow nie schodzi sie® z punktem Z to mozliwa jest jednoznaczna
rekonstrukcja perspektywicznej odpowiedniosci: L7\L’. Rekonstrukcja taka polega na wyznaczeniu
szO6stego wierzchotka w czworoboku zupetnym, utworzonym przez proste: L,L’,RIfSt.

W perspektywicznych odpowiedniosciach: LA Z/, Lf\L" ,L'7\L" (rys. 6) otrzymujemy
dwie rozne trojki niezjednoczonych punktow: (a,a’,a") i (b,b', b"), gdy w peku ptaszczyzn,
przes unietych przez tgcznice O, wybieramy dwie rézne ptaszczyzny: pi a, nie przechodzace przez
punkt I. Gdy odwrotnie, na trzech wspdtpunktowych, lecz niewspo6tptaszczyznowych poditozach:
L,L'\L" —wybrane sg trzy pary punktow réznych: (a,b), (a',b"), [a",b") — przyczem zaden
z szesciu wybranych punktéw nie schodzi sie z punktem Z to mozliwa jest jednoznaczna
rekonstrukcja kazdej z trzech odpowiednio$Sci perspektywicznych: ZAZ/, L7\L", L'7\L".
Rekonstrukcja taka polega na wyznaczeniu trzech pozostatych wierzchotkéw o, o?, 02
w piecio$cianie zupeltnym, utworzonym przez plaszczyzny: , X, 11, p,a. Nazwe
»piecioscianu zupetnego” stosujemy do zbioru pieciu ptaszczyzn, uzupetnionego zbiorem:

dziesieciu krawedzi, czyli prostych przeciecia wymienionych ptaszczyzn

i zbiorem dziesieciu wierzchotkow, czyli punktéw przeciecia krawedzi piecio$cianu

zupeinego. — Zaktadamy przytem, ze w piecioscianie zupeinym niema czterech ptaszczyzn,
posiadajgcych jeden punkt wspdlny; wytgczone jest przeto jednoczes$nie istnienie dwdch ptaszczyzn
pokrywajacych sie wzajemnie i istnienie trzech ptaszczyzn, posiadajacych wsp6lng prosta
przeciecia.

W rozwazanej rekonstrukcji, elementami danemi, okres$lajgcemi jednoznacznie piecioscian
zupetny, sg trzy krawedzie: L,L',L" i siedem wierzchotkéw: l,a, a',a",b,bf,b".

Wymieniony piecio$cian zupeiny jest rowniez jednoznacznie okreslony, gdy dane sg trzy
wierzchotki: o,0lto2 i siedem krawedzi: O,R,Rt,R2,S,SIt S2. Mamy przeto dwa twierdzenia
nastepujace.



XVI. Jezeli dwa trojkaty Srodkowo-perspektywiczne nie posiadajg pary zjednoczonych
elementéw odpowiednich i nie neleza do jednej ptaszczyzny, to kazda para bokéw odpowiednich
jest parg prostych wspdtpunktowych i punkty przeciecia trzech par bokéw odpowiednich sg
trzema ré6znemi punktami wspotlinjowemi. (Dwa rozwazane trojkaty $rodkowo-perspektywiczne
sg jednocze$nie trojbokami osiowo.perspektywicznemi).

XVIIl. Jezeli dwa tréjboki osiowo-perspektywiczne nie posiadajg parij zjednoczonych
elementéw odpowiednich i nie nalezg dojednejptaszczyzny, to trzy pary wierzchotkéw odpowiednich
naleza do trzech prostych wspdtpunktowych, nie lezacych najednej ptaszczyzinie. (Dwa rozwazane
trojboki osiowo-perspektywiczne sg jednocze$nie trojkatami S$rodkowo-perspektywicznemi).

Przechodzimy do rozwazania trzech prostych: L', L", L™, zaktadajac, ze sg one prostemi
roznemi, lezagcemi na jednej ptaszczyznie Il i poprowadzonemi przez jeden punkt I (rys. 7). Za
pomocg dwdch rdéznych pekdw: ol2 i 023, okreslamy dwie perspektywiczne odpowiedniosci
szeregdw punktowych: L'7\L" i L" AL"'. Srodek pierwszego peku jest punktem, nie nalezagcym
do podtozy V i L"; wytgczona jest rowniez przynalezno$¢ srodka drugiego peku do podtozyi/' iL"™.

L

Rys. 6. Rys. 7.

Dla zbadania wynikowej odpowiedniosci szeregéw punktowych V i L' wprowadzamy
nastepujace elementy pomocnicze: dowolng prostg L, poprowadzong przez punkt | i nie lezaca
na ptaszczyznie IlI, oraz dowolny punkt olt wspoétptaszczyznowy z prostemi L i Z/, lecz nie
nalezacy do zadnej z tych dwdch prostych.

Na ptaszczyznie H— L L' pek ol okreSla pewng odpowiednio$¢ perspektywiczng szeregow
L\L'. Zestawiajac ja z pierwsza odpowiednioscig dang: L'7\L"™ i stosujgc twierdzenie XI,
wnioskujemy o istnieniu perspektywicznej odpowiedniosci szeregow L\L "\ $rodek jej jest sladem
02, wyznaczonym na piaszczyznie \==LL", przez tgcznice OI2— 01201.

Otrzymang odpowiednio$é: LAL"™ zestawiamy nastepnie z drugg dang odpowiednioscig
perspektywiczng: L"7\L'", wnioskujagc o istnieniu perspektywicznej odpowiednio$ci szeregow
L iL"". Jej Srodkiem jest slad 03, wyznaczony na ptaszczyznie \ — L L', przez l3cznice
003 ==023 <2 ¢
! Gdy zestawiamy wreszcie ostatnia odpowiednio$é: Lr\L"' z pierwsza pomocniczg
odpowiednio$cig: La L', to dochodzimy do wniosku, ze badana odpowiednio$¢ szeregéw L i Z/"
jest takze odpowiednio$cig perspektywiczng. Srodkiem peku jest $lad ou, wyznaczony na
ptaszczyznie Il przez tgcznice Ou = olo3.

Srodki trzech pekéw pomocniczych ok, 02,08, sa trzema punktami réznemi, leza bowiem
na trzech ptaszczyznach réznych: X2,X3, przyczem zaden z nich nie nalezy do prostej L,
stanowigcej wsp6lng krawedz dla trzech wymienionych ptaszczyzn.

Zgodnie z zalozeniem, S$lady prostych Ow i 028 sg dwoma réznemi $rodkami danych
odpowiedniosci perspektywicznych. Wytgczony jest przeto wypadek wspd6tinjowosci trzech
réznych punktéw o0l1,02,03 i okreslone jest potozenie ptaszczyzny p~o”o;,.

Zaden z wierzchotkéw tréjkata 0x0203 nie nalezy do ptaszczyzny Il, a wiec $lady trzech
jego bokow, wyznaczone na ptaszczyznie Il, sa trzema roznemi punktami wspétlinjowemi. W ten
spos6b otrzymujemy nastepujgce twierdzenie.

XVIII. Jezeli podtoza, trzech szeregéw punktowych sg trzema roznemi pro¢
wspoOtpunktowemi, lezgcemi na jednej ptaszczyznie, i zapomocg dwdch pekdw réznych okreslone



sg dwie odpowiedniosci perspektywiczne dla szeregéw: pierwszego i drugiego oraz drugiego
i trzeciego — to wynikowa odpowiednio$¢ pozostatej pary szeregéw punktowych (pierwszego
i trzeciego) jest rowniez odpowiednio$cig perspektywiczng, przyczem S$rodki wszystkich trzech
odpowiedniosci sg trzema r6znemi punktami wspétlinjowemi.

Opierajac sie na powyzszem twierdzeniu, otrzymujemy $rodek wynikowej odpowiednioSci
perspektywicznej, kreslac tacznice Srodkéw dwoch odpowiedniosci danych (prostg o0l202)
i znajdujac jej punkt przeciecia ols z trzecim bokiem tréjkata a'a" al!". Dwoma pierwszemi
bokami takiego tréjkata sg dwa odpowiednie promienie pekoéw danych, nie pokrywajace sie
z tacznicg Srodkéw tychze pekow i nie przechodzgce przez zjednoczony punkt I.

Z dwukrotnego zastosowania powyzszej konstrukcji, polegajacego na rozwazaniu dwdch
trojkatow: a'a"a"' i b’b"b™, wynika pierwsze twierdzenie Desargues’a.

XIX. Jezeli dwa trojkaty srodkowo-perspektywiczne nie posiadajg pary zjednoczonych
elementéw odpowiednich i lezg na jednej ptaszczyznie, to punkty przeciecia trzech par bokéw
odpowiednich sg trzema rd6znemi punktami wspoétlinjowemi.

Gdy zaktadamy odwrotnie, ze dwa trdjboki, lezagce na jednej ptaszczyznie, nie posiadaja
elementu wspdlnego, przyczem pary bokéw odpowiednich posiadajg trzy r6zne, wspotlinjowe
punkty przeciecia: 0i2.023, 013, to pierwsze twierdzenie Desargues’a zastosowa¢ mozemy do
dwoéch Srodkowo-perspektywicznych trojkatow: ol2a'b' i ona"'b™. Whnioskujemy wowczas
o wspotinjowosci punktu przeciecia prostych a'b'"iab'" z punktami a!' i b". Dochodzimy
wtedy do drugiego twierdzenia Desargues’a.

XX. Jezeli dwa tréjboki osiowo-perspektywiczne nie posiadajg pary zjednoczonych
elementéw odpowiednich i lezg na jednej ptaszczyznie, to tacznice trzech par wierzchotkow
odpowiednich sg trzema rdéznemi prostemi wspotpunktowemi.

§ 4. Wilasciwa homologja linjowa.

Rozwazajagc dwusrodkowe odwzorowanie szeregu punktowego w wypadku ogolnym (8 2),
wytgczylisSmy wypadki przynaleznosci prostej L: do ptaszczyzny rzutow i do plaszczyzny,
przesunietej przez tacznice Srodkdéw.

W pierwszym z dwoéch powyzszych wypadkoéw szczeg6lnych otrzymujemy natychmiastowy
wniosek:

XXI. Jezeli szereg punktowy, podlegajagcy odwzorowaniu dwusrodkowemu, nalezy do

ptaszczyzny rzutdéw, to kazdy punkt rozwazanego szeregu jest jednoczesnie swem wiasnem,
zjednoczonem odwzorowaniem dwusrodkowem

Przystepujac do badania drugiego wypadku szczeg6lnego, zaktadamy, ze prosta L, nie
nalezagca do ptaszczyzny rzutéw, jest wspoOiptaszczyznowa z tacznicg Srodkdw, nie przechodzi
jednak przez zaden ze Srodkoéw rzutow. Na prostej L istniejg woéwczas dwa jednoznacznie
okres$lone punkty: $lad I— L Il i punkt 10= LO, przyczem punkt 10 nie schodzi sie z zadnym
ze $SrodkOw rzutow.

Dwie ptaszczyzny rzucajgce: \ = oyL i X= o2L pokrywajg sie wtedy wzajemnie, tworzgac
jedna, wspolng ptaszczyzne rzucajgca, przesunietg przez tgcznice O i przez prostg L. Zapomocy
wspoélnej ptaszczyzny rzucajacej wyznaczone sg dwa pokrywajace sie wzajemnie rzuty prostej L:
L' i L", przyczem wspdlny rzut prostej L przechodzi przez $lady obu prostych O i L (rys. 8).
Mamy przeto nastepujace twierdzenie.

XXIIl. Jezeli prosta, podlegajaca dwusSrodkowemu odwzorowaniu, jest wspdtptaszczy-
znowa z tgcznicg Srodkéw, lecz nie lezy na ptaszczyznie rzutéw i nie przechodzi przez zaden
ze Srodkéw rzutéw, tojej odwzorowaniem dwusSrodkowem jest jedna prosta, przechodzaca przez
Slad tgcznicy Srodkéw i przez $lad prostej, podlegajgcej odwzorowaniu.

W dwusrodkowem odwzorowaniu szeregu L, rozwazanego w 8 2 i posiadajacego podtoze
wichrowate wzgledem #gcznicy S$rodkdw, stwierdziliSmy istnienie perspektywicznej odpowiedniosci
wynikowej; na dwdch roznych rzutach prostej L otrzymaliSmy dwa odpowiadajace sobie rzuty
dowolnego punktu prostej w przecieciu ze zmiennym promieniem R, poprowadzonym przez
$lad tacznicy srodkéw. W rozwazanym obecnie wypadku, przeciecia takie nie istniejg, albowiem
dwa rzuty prostej L stanowig wtedy jedng prostg, pokrywajgcg sie ze statym promieniem R.
Do nowej odpowiednio$ci wynikowej stosujemy nazwe homologji linjowej, wprowadzajac
nastepujace okreslenie.

Homologjg linjowa nazywamy zwigzek, istniejacy pomiedzy dwoma rzutami szeregu
punktowego, wyznaczonemi na jednej ptaszczyznie, gdy podloze tego szeregu jest wspOGiptasz-
czyznowe z tgcznicg Srodkdéw rzutéw, lecz nie przechodzi przez zaden ze SrodkOw rzutdow i nie
lezy na ptaszczyinie rzutdw.

Kazda perspektywiczna odpowiednio$¢ dwdch szeregéw punktowych jest odpowiednioscig
zupeing i wzajemnie jednoznaczng. Zupelnemi przeto i wzajemnie jednoznacznemi sg réwniez

wszelkie wynikowe odpowiedniosci szeregow, powstajagce z dwukrotnego przeksztatcenia perspek-
tywicznego. Mamy przeto nastepujgce twierdzenie.



XXIIl. Homologja linjowa jest zupeilng i wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$cig sze-
regébw punktowych, posiadajagcych podtoze wspélne. Kazdemu punktowi, nalezgcemu do wspol-
nego rzutu prostej i rozwazanemu jako rzut pierwszy, odpowiada jednoznacznie okreSlony
rzut drugi, a kazdemu punktowi, rozwazanemu jako rzut drugi, odpowiada jednoznacznie okre-
Slony rzut pierwszy.

Cztery wzory, wyprowadzone w § 2 dla wynikowej odpowiednio$ci perspektywicznej
pierwszego rodzaju, odnoszg sie do kazdej odpowiedniosci perspektywicznej, posiadajacej wia-
Sciwe punkty graniczne. Ostatni wzor (4) posiada przytem znaczenie ogoélne; speiniony jest bo-
wiem oczywiscie i dla kazdej perspektywicznej odpowiednio$ci szeregow punktowych, nie posia-

dajacej wiasciwych punktéw granicznych (Rodzaje: II, 11, V).
Gdy przechodzimy przeto do homologji linjowej, wynikajacej z perspektywicznych odpo-
witedniosci: LalL' i L7\L" — to niezaleznie od rodzaju kazdej z dwoch odpowiedniosci danych,

mamy zawsze:
{o'b'¢ d") = {a" b"c"d"), 4
jako wynik dwoch rownosci:
{o'b'c'd") = (ab cd)
i (" b"c"d") = (abcd).

Stwierdzamy przeto, ze:

XXIV. W kazdem homologicznem przeksztatceniu linjowem zachowana zostaje wartos¢
dwustosunku dowolnej czworki punktowej.

W perspektywicznej odpowiedniosci szeregéw, jedynym punktem podwéjnym, czyli
takim punktem, ktory schodzi sie ze swym odpowiednikiem — jest punkt przeciecia poditozy sze-

regébw. Gdy rozwazamy natomiast homolo”je linjowa, to opierajac sie na twierdzeniu Il, wnio-
skujemy, ze kazdy z dwéch punktéow 1=1'=1" i o= Z/= 10" — jest punktem podwojnym;
zgodnie za$ z twierdzeniem |, mamy: a‘'*a"™, jezeli a jest dowolnym punktem prostej L, nie

schodzacym sie z Z ani z I0- Otrzymujemy przeto nastepujgce twierdzenie.

XXV. W kazdej homologji linjowej istniejg dwa i tylko dwa punkty podwdjne (rézne
albo zjednoczone). Jeden z nich jest $ladem #tgcznicy $rodkéw rzutéw, a drugi — Sladem prostej,
podlegajgcej dwusrodkowemu odwzorowaniu.

Dwa punkty podwdjne homologji linjowej sg dwoma punktami r6znemi, gdy /, — prze-
ciecie prostych L i O — jest punktem, nie nalezagcym do ptaszczyzny rzutéw (rys. 8). Dwa zje-
dnoczone punkty podwdjne, a wiec jeden punkt podwdjny homologji linjowej istnieje w tym
wypadku, kiedy proste L i O przecinajg sie w punkcie, lezacym na ptaszczyznie rzutéw. Mamy
wowczas: 10= I=o0 (rys. 9). Homologje linjowa nazywamy wtedy elacjg linjowg.

Gdy zaktadamy, ze oba punkty podwojne homologji, wzglednie elacji linjowej, sa punk-
tami witasciwemi, to wnioskujemy najprzéd, ze prosta L jest prostg witasciwg, nieréwnolegtg do
ptaszczyzny rzutéw, a odwotujgc sie do twierdzenia IV, znajdujemy dwa rédzne punkty zniknie-

nia: i 12,Jako przeciecia prostej L z dwiema r6znemi ptaszczyznami zniknienia: i Q2. Oba
promienie oxl2 i 02Ix sg wtedy prostemi whasciwemi, nieréwnolegtemi do ptaszczyzny rzutow.
Dla pierwszego rodzaju homologji linjowej — dla homologji wtasciwej — mamy przeto

nastepujace twierdzenie.
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XXVI. Jezeli oba punktu podwdjne homologji linjowej sg punktami wtasciwemi, to wita-
Sciwemi sg réwniez i oba punkty graniczne.

Kazdy witasciwy punkt graniczny: U' i Z" — jest odpowiednikiem punktu niewtasciwego,
rozwazanego na wspélnem podtozu w szeregu L ", wzglednie V . Stad wnioskujemy, ze:
XXVII. W linjowej homologji wtasciwej, zaden z punktéw granicznych nie schodzi sie

z zadnym punktem podwdjnym.

W wypadku wasciwej homologji linjowej, wzér (4) zastosowaé mozemy do odpowiadaja-
cych sobie czwoérek punktowych ola’b' i ola' b”, zakladajagc przytem, ze a', b', a", b" sg czte-
rema punktami réznemi. Otrzymujemy wdwczas:

oa'" ob’ oa" ob” , oa’ oa" ob’ ob"
Ta’ :Th" “ ToP : Ib"» g la! 1Ta” * W : Ib"
a wiec: {ola'a") = (olb'b™). (5)

Dochodzimy w ten sposéb, do nastepujgcego twierdzenia.

XXVII. W linjowej homologji wtasciwej, dwustosunek czwdrki, utworzonej przez punkty
podwdjne i przez dowolng pare punktéw odpowiednich, posiada wartos$¢ stalg.

Dwustosunek (ola'a") = c, posiadajgcy warto$¢ stalg i nierdwng zeru, nazywamy cecha
homologji linjowej oraz cecha przeksztatcenia homologicznego, polega-
jacego na przejsciu od zmiennego punktu a' do odpowiadajgcego mu punktu a".

Zaktadamy nastepnie, ze a'a" i b’b" sg dwiema rd6znemi parami punktéw wiasciwych,
odpowiadajacych sobie w linjowej homologji wtasciwej i stosujemy wz6r (4) do dwoch czwoérek:
a'b'nNIV i al'b"Imlm.

Otrzymujemy wdwczas kolejno:

a'// .a'k'" a’z" alle alz _ a’k" a'ze.a’z/'_
b*// > b 12 b™ 1™  hTI2* bV < b"k™ * * b l/-b"//
2a'-Z1" a”’=12b'-1" b”, (6)

dochodzac w ten sposdb do twierdzenia:

XXIX. W linjowej homologji wtasciwej, dwa zmienne odcinki wzgledne, wyrazajgce
odlegtosci dwdéch dowolnych, odpowiadajgcych sobie punktow witasciwych od odpowiednich
punktéw granicznych, posiadajg staty iloczyn.

W wypadku homologji linjowej, posiadajgcej dwa rozne punkty podwodjne, istnieje prosta
interpretacja cechy, wynikajgca z rozwazania dwustosunku dla kazdej z dwéch czworek punk-
towych: ol | 2" i o//,'/]".

Znajdujemy bowiem:

(oIW W' = ‘1= c i (oll’k™)y=1:
k
skad it
<tJl= “iL =c¢ (7
11/ ol,"

Cecha homologji linjowej jest przeto réwna stosunkowi podziatu odcinka ol przez punkt
graniczny /./, nalezacy do szeregu L', i rowna sie stosunkowi podziatu odcinka Lo przez punkt
graniczny nalezacy do szeregu L". Otrzymujemy zatem nastepujace twierdzenia.

XXX. W linjowej homologji witasciwej, punkty graniczne sg symetrycznie potozone
wzgledem S$rodka odcinka, tgczacego punkty podwdjne. (Odcinek ograniczony przez punkty gra-
niczne jest wpotsrodkowy z odcinkiem ograniczonym przez punkty podwdjne).

XXXI. W linjowej homologji wtasciwej, dwa odcinki wzgledne, wyrazajgce odlegtosci’,
pierwszego punktu granicznego od jednego z punktéw podwojnych i drugiego punktu granicz-
nego od pozostalego punktu podwdjnego, posiadaja zwroty rozne i wspolng diugosc.

Dla dwéch ostatnich twierdzen istnieje oczywiscie rowniez dowo6d niezalezny od pojecia
cechy homologji linjowej, a oparty na rozwazaniu dwdch par trojkatéw podobnych:

(0]012, 0,0f12) i (~11\ , \ 282 >albo (020 1* , 020, 1,) 1 @212, 123

Dowdd ten nie wyklucza wypadku elacji linjowej.

Gdy zaktadamy, ze w danej homologji linjowej wybrane sg trzy rozne punkty stale:
a' b',c' oraz trzy odpowiednie punkty: a",b",c" —to, opierajagc sie na wzorze (4), wnioskujemy
0 zupeinej i wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci zmiennych punktéw d' i d". Mamy zatem
nastepujace twierdzenie ogolne.
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XXXIIl. Kazda dana homologja linjowa jest okreslona przez trzy rézne punkty odpo-
wiednie.

Przypominajac twierdzenie XXVII, mozemy dwie odpowiadajgce sobie trojki punktowe:
alb'¢ i a"b"c"t wymienione w twierdzeniu XXXII, zastgpi¢ jedng z czterech par tréjek punk-
towych:

ollNVioil” oil/ ioil™, oflll ioll'2', 2ZIZ2 i 2Z]'Z,".

Poprzednie twierdzenie ogblne (XXXII) prowadzi wtedy do nastepujgcego wniosku.

XXXIIl. Kazda dana, wtasciwa homologja linjowa, jest okreSlona przez pare punktow
podwéjnych i jeden z punktéw granicznych, albo —przez pare punktow granicznych i jeden
z punktow podwdjnych.

Gdy dane sg trzy sposrdd czterech punktéw: o, I, I/, 1,", to punkt pozostaty jest okre-
$lony na zasadzie twierdzenia XXX przez warunek wspoétsrodkowosci dwdch réznych odcinkdw:
0Zi UW?’-

Postugujgc sie wreszcie pojeciem cechy homologji linjowej i odwotujgc sie do wzoru (7),
wnioskujemy, ze:

XXXIV. Jezeli dana jest wartos¢ cechy, to wtasciwa homologja linjowa jest okresSlona
przez dwa punkty rdézne, nalezace do zbioru, ztozonego z punktéw podwdjnych i punktow gra-
nicznych.

Na podtozu wiasciwej homologji linjowej odnosimy dwa zmienne, odpowiadajgce s"bie
punkty: a', a" do pierwszego punktu podwoOjnego o; rozwazamy przeto dwa odcinki wzgledne:

oa'—x"'ioa" = x".
Okreslamy przytem homologje linjowa zapomocg dwdch parametrow:
Z2= 7/'0=8i lll"=120= e.

Zgodnie ze wzorem (1), jest wtedy:

Ogolny wzdér (6), zastosowany do pary punktéow: a',a" i do jednego z punktéw podwoj-
nych, posiada posta¢:
Wa'-//"a" = 8s.

Podstawiajac: 2 al—s-f-x' i |~ a" = 8—{jc , otrzymujemy ogdlne réwnanie wiasciwej
homologji linjowej:
[l -f 6jc’+ £/ = o. (8)
Wypadki szczegdlne:
) c=1
Mamy wowczas: s= —8, czyli: 11" — —ZZ, a wiec
R g (2 =) = 0. ©

Punkt Zjest Srodkiem odcinka U 'l'\ i zgodnie z twierdzeniem XXX schodzi sie z pozo-
statym punktem podwoéjnym. Homologja linjowa jest wiec wtedy elacjg linjowg.

2) ¢c= —1.

Mamy: e= 8, czyli: ZZI' = ZZ i otrzymujemy réwnanie symetryczne:

+8 (*'+ *")= o, (10)

Schodzg sie wowczas punkty graniczne: Z i | ” i —zgodnie z twierdzeniem XXX — sta-
nowig $rodek odcinka oZ Dzigki symetrji réwnania (10), wnioskujemy wtedy, ze rozwazane
obecnie przeksztatcenie homologiczne, polegajace na przejsciu od zmiennego punktu a! do odpo-
wiedniego punktu a”, jest przeksztatceniem przemiennem (inwolucyjnem): jest
ono bowiem réwnoznaczne z przeksztalceniem odwrotnem, polegajgcem na przejsciu od zmien-
nego punktu aldo odpowiedniego punktu al. Para punktéw podwdjnych, wraz z dowolng parg
punktdw odpowiednich, tworzy harmoniczng czwdrke punktowa.

Dochodzimy jednoczes$nie do nastepujgcego twierdzenia.

XXXV. Witasciwe homologiczne przeksztatcenie linjowe jest przemienne wtedy it
wtedy, gdy jego cecha jest rowna jednos$ci ujemnej.
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Wytaczajac wypadek elacji, rozwazamy w dalszym ciggu homologje linjowg o dwédch r6z-
nych punktach podwdjnych i na prostej L wybieramy dowolny punkt a, nie schodzacy sie
z punktem Z ani z punktem /,. Zapomoca peku promieni, poprowadzonych na ptaszczyznie LO
przez punkt a, okresSlona jest perspektywiczna odpowiednio$s¢ dwoch czworek punktowych:
Ola'a” i 0l0o{Oi. Roéwne sg przeto dwustosunki wymienionych czwdrek, a wiec:

(0Z00l02)= (0Za'a") = c. (11)

W wytgczonym za$ wypadku elacji, kazdy z powyzszych dwustosunkéw posiada wartosé
rowng jednosci dodatniej. Otrzymujemy wobec tego nastepujgce twierdzenie ogdine.

XXXVI. Gdy na tgcznicy Srodkéw rzutéw rozwazamy jej punkty przeciecia z ptasz-
czyzng rzutéw i z prostg, podlegajagcg dwusrodkowemu odwzorowaniu, to dotgczajgc do nich
pierwszy i drugi S$rodek rzutow, otrzymujemy czwdrke punktowg, posiadajgcg dwustosunek
rowny cesze homologji linjowej.

Pomiedzy dwiema czwdrkami punktowemi: o/oo” i //0 /2 istnieje niewtasciwa odpo-
wiednio$¢ perspektywiczna, wynikajaca z rdwnolegtosci promieni G Z i 022 do podtoza homo-
logji linjowej, Ze wzoru (11) wynika przeto wz6r nowy:

20z = ¢ (12)

Mamy zatem nastepujacy wniosek.

XXXVII. Gdy rozwazamy na prostej, podlegajacej odwzorowaniu dwusSrodkowemu, jej
punkty przeciecia z ptaszczyzng rzutéw i z tacznicg Srodkdw, to dotgczajgc do nich pierwszy
1drugi punkt zniknienia, otrzymujemy czwdrke punktowg, posiadajagcg dwustosunek rowny
cesze homologji linjowej.

Wtasciwa homologja linjowa jest uwarunkowana istnieniem dwéch witasciwych —
réznych albo zjednoczonych — punktéw podwdjnych.

W warunkach, dotyczacych obu $rodkéw, wylaczona jest wéwczas jedynie réwnolegtosé
prostej G o2 do ptaszczyzny Il, jak réwniez i istnienie dwoch niewtasciwych $rodkow rzutéw.
Nie wykluczone jest natomiast istnienie jednego witasciwego $rodka ox, tgcznie z niewtasciwym
Srodkiem 02. Druga ptaszczyzna zniknienia jest wtedy ptaszczyzng niewtasSciwg i niewtasciwym
jest drugi punkt zniknienia: 2, wyznaczony przez nig na prostej L. Punkt graniczny 2 scho-
dzi sie wtedy z punktem zbiegu Z,, otrzymanym dla prostej L podiug pierwszego, wtasciwego
Srodka rzutow. Dwa ostatnie wzory (11 i 12) przybierajg jednoczes$nie nastepujgcg postac:

hi= k= C- 13)

Rownolegty jest wtedy promied I{Z/' do tgcznicy O oraz promien oxZ/ do prostej L
mamy przeto:

No\= II'2— 1"\ o= S. (14)
Niewtasciwy Srodek 02 moze by¢ wreszcie wybrany w ten sposéb, ze réwnolegte pro-

mienie drugiego peku sg prostopadie do jednej z prostych, potowigcych Kkaty, utworzone przez
prostg L z podtozem homologji linjowej (rys. 10 i 11). Szereg punktowy L i jego rzut ukosny

Rys. 10. Rys. 11.
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L'r sg wtedy dwoma szeregami réwnemi; symetryczne sg bowiem wzgledem wymienionej prostej
dwusiecznej. Do ostatniego wzoru (14) dotgczony jest przeto woéwczas wzor:

/| = 1I''— o= b. (15)

Dowiedzione jest w ten sposO6b nastepujace twierdzenie.

XXXVII. Z kazdej wiasciwej odpowiednio$ci perspektywicznej dwdch szeregébw punk-
towych, powstajg dwie wiasciwe odpowiedniosci homologiczne o cechach rdéznigcych sie tylko
znakami, gdy poditoza szeregow doprowadzane sg do przystania, przez obrot jednego z tych
podtozy dokota ich punktu przecieciam Dla obu wynikowych odpowiednio$ci homologicznych,
jednym z punktéw podwdjnych jest punkt przeciecia szeregéw perspektywicznych, a jednym
z punktow granicznych jest punkt graniczny szeregu nieruchomego. Pozostaty punkt graniczny,
w kazdej z odpowiedniosci homologicznych, jest wynikiem obrotu ruchomego punktu gra-
nicznego.

Twierdzenie XXXVIII moze by¢ zastosowane do takiego wypadku, kiedy $rodek o{ jest
wybrany na jednej z prostych, potlowigcych katy, utworzone przez podfoza L i L' Jedng z wy-
nikowych odpowiedniosci homologicznych, rozwazanych w ostatniem twierdzeniu, jest wtedy
przemienna (inwolucyjna) homologja linjowa, a drugg — elacja linjowa.

Gdy na jednej prostej dane sg dwa rozne, wspdtsrodkowe odcinki o/i//okresélajgce

witasciwg homologje Jjnjowg dwdch szeregow L' i L", to rekonstrukcja odpowiednioSci
perspektywicznych: LaU iL 7\L" sprowadza sie do wyznaczenia czterech wspOiptaszczyznowych
punktow: Oj, 02, ,12, przyczem trzy pary bokéw w czworokacie zupeitnym Go,” 2 podlegajg

jedynie nastepujagcym warunkom:

1) Oo2i ItZ przechodzag odpowiednio przez punkty o i Z,

2) Gil2 i o2li ” ” ” . 217,

3) Oli i 022 posiadajg z podtozem homologji wspdlny punkt niewtasciwy.

Na specjalng uwage zastuguje ten szczegdélny wypadek rekonstrukcji powyzszej, kiedy
bok 0212 jest prostg niewtasciwg i rowne sg odcinki /Zi/Zj". Otrzymujemy wtedy nastepujace
twierdzenie.

XXXIX. Kazda wtasciwa homologja linjowa, okreSlona przez jej punkty podwdjne.
(o,l) i punkty graniczne: (I2,1") — zamienia sie na wtasciwg perspektywiczng odpowiednios¢
szeregow punktowych, gdy na dowolnej ptaszczyznie, przesunietejprzez wspdlne podtoze szeregdw
homologicznych, wykonywamy obrét podtoza jednego szeregu dokota podwdjnego punktu (1),
przyczem kat obrotu nie stanowi wielokrotnosci kata poOtpetnego.

§ 5. Niewtasciwe homologje linjowe.

Jako pierwszy rodzaj homologicznej odpowiedniosci linjowej, zbadana zostata (w § 4)
witasciwa homologja linjowa. posiadajgca dwa witasciwe punkty podwdjne, rézne, albo zjednoczone.
Przypominajagc og6lne witasnosci homologji linjowej, wyrazone w twierdzeniach XXII — XXV,
przechodzimy obecnie do rozwazania trzech rodzajow pozostatych i do kazdego z nich stosujemy
nazwe niewtasciwej homologji linjowej.

Rodzaj Il. Niewtasciwym punktem jest $lad | prostej L; tacznica O posiada wiasciwy
$lad: o.

tacznica O (rys. 12) jest prostg wilasciwg, nier6wnolegtg do ptaszczyzny II, a prosta L,
posiadajgca z tg tacznicg wspdlny punkt 2D, jest prosta czotowa, albo prostg niewtasciwg, nie
nalezacg do zadnej z ptaszczyzn zniknienia. Oba punkty zniknienia: Ix i 2 oraz oba punkty
graniczne: Z/ i Z/' schodzg sie z niewtasciwym punkiem Z Czwdrka punktowa: o Zio, o, ztozona
jest natomiast z czterech punktdw rdéznych, przyczem dla kazdego punktu a prostej L, nie
schodzacego sie z punktami D i Z istnieje perspektywiczna odpowiednio$é:

ola'a" %o Ao, 02.

Mamy przeto: c= — %j-— (o100x02 (1b)

i otrzymujemy nastepujgce twierdzenia:

XL. Jezeli homologja linjowa jest wynikiem dwusrodkouego odwzorowania prostej
w tym wypadku szczeg6lnym, kiedy $lad tacznicy srodkéw jest punktem wiasciwym, a prosta,
podlegajaca odwzorowaniu, posiada $lad niewtasSciwy, to szeregi homologiczne sg szeregami
$rodkowo-podobnemi. Srodkiem podobieAstwa jest $lad tacznicy $rodkéw rzutéw, a cecha homologji
linjowej — réwna dwustosunkowi czwérki vunktowej: 0Z0o,02— jest statg wartoscia stosunku
oa'
oa"

XLI.  Przemienne linjowe przeksztatcenie homologiczne rodzaju drugiego jest
przeksztatceniem $rodkowo-symetrycznem. Srodkiem symetrji jest wiasciwy punkt pcdudjry
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$lad tacznicy $rodkéw rzutow. Dwa S$rodki rzutéw sg wtedy harmonicznie podzielone przez
podtoze homologji linjowej i przez prosta, podlegajacg odwzorowaniu dwusrodkowemu.
Rodzaj lll. Niewtasciwym punktem jest $slad (o) tgcznicy O. Prosta L posiada witasciwy
$lad 1. ¢
Prosta L (rys. 13) jest prostg witasciwg, nierownolegtg do ptaszczyzny 11, a tgcznica O,
posiadajgca z tg prostg wspdlny punkt /,, jest prostag czotowag albo prostg niewtasciwg. Oba
punkty zniknienia: Z i /2 schodzg sie z punktem 10, a oba punkty graniczne z niewtasciwym

punktem o. Jak poprzednio, czwérka punktowa //,,/x/2 redukuje sie do dwo6ch punktéw réznych;
cztery natomiast punkty rézne wystepujg w czwérce ol*o”o*. Dla kazdego punktu a prostej L,
nie schodzacego sie z punktami 10 i /, istnieje przytem perspektywiczna odpowiednio$¢:

ola'"a" aolno, 02.
Mamy przeto:

C= -jjjr = (0100, 02 (a7)
i dochodzimy do twierdzen:

XLIIl. Jezeli homologja linjowa jest wynikiem dwu$rodkowego odwzorowania prostej,
w tym wypadku szczegdlnym, kiedy $lad tgcznicy srodkéw jest punktem niewtasciwym, a prosta,
podlegajaca odwzorowaniu, posiada $lad witasciwy, to szeregi homologiczne sg szeregami
$rodkowo-podobnemi. Srodkiem podobieristwa jest $lad prostej, podlegajacej odwzoiowaniu,
a cecha homologji — réwna stosunkowi podziatu odcinka: o,ot przez prostg L —jest stalg

. la
wartoscig stosunku: —4——-

XLI.  Przemienne linjowe przeksztatcenie homologiczne rodzaju trzeciego jesi
przeksztatlceniem $rodkowo-symetrycznem. Srodkiem symeirji jest wiaéciwy punkt podwdjny.
$lad prostej, podlegajgcej odwzorowaniu. Odcinek, tgczgcy Srodki rzutéw jest wtedy przepotowiony
prostg, podlegajgca dwusrodkowemu odwzorowaniu.

Gdy rozwazamy kontstrukcje homologji linjowej rodzaju trzeciego, to na specjalng uwage
zastuguje ten wypadek szczegdlny, kiedy oba $rodki rzutéw: O i 02 sg punktami niewtasciwemi,
przyczem $rodek 02 nalezy do jednej z prostych, potowiacych katy, utworzone przez prostg L
i podioze homologji- Wytaczajac rownoczesng przynalezno$é S$rodka rzutow ol do pozostatej
dwusiecznej wymienionych katow, otrzymujemy nastepujgce twierdzenie.

XL1Y. Jezeli niewtasciwy Srodek peku, wystepujgcy w trzecim rodzaju perspektywicznej
odpowiednioSci szeregdw punktowych, nie nalezy do Zzadnej z dwoch prostych, potowigcych
katy, utworzone przez podtoza szeregoéw, to z danej odpowiednioSci perspektywicznej powstaja
dwie homologje linjowe rodzaju trzeciego, o cechach, réznigcych sie tylko znakami, gdy podtoza
szeregobw doprowadzane sg do przystania, przez obrot jednego z nich dokota ich punktu
przeciecia.

W wytgczonym wypadku rownoczesnej przynaleznosci srodkdw rzutéw do obu dwusiecznych
wymienionych katow, wynikowa homologja linjowa jest symetrjg Srodkowsg.

Gdy zaktadamy, ze dowolna homologja linjowa rodzaju trzeciego jest okreSlona przez
witasciwy punkt podwdjny | oraz pare r6znych odpowiednich punktéow witasciwych: a’,a" , to
rekonstruujgc perspektywiczne odpowiedniosci: LalL’iL7\L", mozemy postugiwa¢ sie dowolng
prostag L, przecinajacg podtoze homologji w punkcie I, i jako drugi $rodek rzutow wybraé punkt
niewtasciwy, nalezacy do jednej z rozwazanych wyzej prostych dwusiecznych. Koncowemu
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twierdzeniu (XXXIX), dotyczagcemu wiasciwej homologji linjowej, odpowiada wtedy nastepujacy

wniosek. <v m

XLV. Linjowa homologja rodzaju trzeciego, okre$lona przez wtasciwy punktpodwdjny (1)
i przez ceche tej homologji — albo przez punkt | i pare réznych, odpowiednich punktéw wta-
Sciwych — zamienia sie na perspektywiczng odpowiednio$¢ rodzaju trzeciego, gdy na dowolnej

ptaszczyznie, przesunietej przez wspdlne podtoze szeregéw homologicznych, wykonywamy obrét
podtoza jednego szeregu dokota podwojnego punktu (I), przyczem kat obrotu nie stanowi wielo-
krotno$ci kata potpetnego.

Elacje linjowg okreslilismy jako homologje linjowa, posiadajgcg jeden tylko punkt po-
dwojny, czyli dwa schodzace sie ze sobg punkly podwoéjne. W kazdej homologji linjowej rodzaju
drugiego i trzeciego istnieje jeden witasciwy i jeden niewtasciwy punkt podwojny. Punkty takie
sg zawsze dwoma punktami réznemi, a wiec zadna z homologicznych odpowiedniosci linjowych
rodzaju drugiego i trzeciego nie jest elacja linjowa.

Rodzaj IV- Slady obu prostych O i L sg punktami niewta$ciwemu

Wytagczamy najprzod wypadek elacji i zaktadamy, ze dwa niewtasciwe punkty podwdjne:
o, | sg punktami réznemi; podtozem rozwazanej homologji linjowej jest wtedy niewtasciwa pro-
sta Pn, nalezgca do piaszczyzny rzutow IlI. Wspoélna ptaszczyzna rzucajgca: X= X = X pokrywa
sie ze wspdlng ptaszczyzng zniknienia (Ql= Q2); jest ona wowczas pewng wtasciwg ptaszczyzng
czotowg, albo ptaszczyzng niewtasciwg.

W wypadku wtasciwej czolowej ptaszczyzny X, punkty: |1, olt 02 sg trzema roznemi
punktami wtasciwemi; wytgczona jest bowiem przynalezno$¢ srodkow rzutéw do ptaszczyzny
rzutow i wykluczona jest pozatem rownolegto$¢ prostych O i L, pociggajagca za sobg istnienie
wspolnego niewtasciwego punktu podwodjnego. W wypadku niewtasciwej plaszczyzny X,

punkty 10, Oj, 02 sg trzema roznemi punktami niewtasciwemi, przyczem zaden z nich
rowniez nie lezy na niewtasciwej prostej Pn.

W obu wypadkach, dla punktéw: 1,,, ol} 02 — i dla prostych: O, L — rozwaza¢ mo-
zemy, na ptaszczyznie Il (rys. 14), ich rzuty $rodkowe: I, ok, o.,, O, L — otrzymane zapomocg
dodatkowego wiasciwego Srodka rzutéw, nie lezagcego na ptaszczyznach II i X. Kazda z pro-
stych O i L oraz kazdy ze zmiennych promieni rzucajgcych: R1— ola i R2— 02a — posiada

wspdlny punkt niewtasciwy: o,l,a',a" z okreSlonym w ten sposéb rzutem: O, L, RIyR2. Bada-
nie homologicznej odpowiednio$ci linjowej, na niewtasciwem podtozu Pn, sprowadza sie przeto
woéwczas do rozwazania zmiennej pary promieni: RIt R2, w dwoch pekach: o,, 02 — perspek-
tywicznie podporzadkowanych szeregowi L .



Dla czworki niewtasciwych punktéow: ola'a"™, warto$¢ dwustosunku, stanowigca ceche
homologji, jest okreSlona posrednio: na podstawie perspektywicznej odpowiednio$ci z czworkg

punktowag ol0ono2 wzgledem $rodka a. Mamy przeto:

c= (olaa") = ~ (18)
loGi

Dwa punkty niewtasciwe, nalezace, odpowiednio, do dwoch prostych wzajemnie prosto-
padtych, nazywamy prostokagtng dwdjkag punktdw, albo punktami wzajemnie
prostopadtemi. W linjowej odpowiedniosci homologicznej, rozwazanej na podiozu niewta-
$ciwem, na specjalng uwage zastugujg dwie, odpowiadajace sobie wzajemnie, prostokatne dwaojki
punktow niewtasciwych: (//, q') i (p", q"). Poszukiwanie takich dwojek sprowadza sie do zata-
czania okregu, przechodzgcego przez $rodki pekéw: 01,02 i posiadajgcego Srednice pg na pro-
stej L. Srodek wymienionego okregu powinien byé punktem witaéciwym, nalezacym jednocze-
$nie: do prostej L i do symetralnej, wyznaczonej dla odcinka ot 02; jest on przeto jednoznacznie
okreslonym punktem wiasciwym, gdy proste O i L nie sg prostemi wzajemnie prostopadtemi.

Gdy punkty oy i 02 lezg na prostopadtej do prostej L, lecz nie sg symetryczne wzgle-
dem prostej L, to konstrukcja wymienionego okregu staje sie niewykonalng; dwie odpowiada-
jace sobie, prostokatne dwdéjki punktéow niewtasciwych schodzg sie wdwczas z parg punktow
podwdjnych: o, I.

Gdy punkty: oit 02 sg symetrycznie potozone wzgledem prostej L, to kazdy wiasciwy
punkt prostej L jest $rodkiem okregu, przechodzgcego przez punkty: o, i 02. Otrzymujemy
przeto trzy twierdzenia nastepujace.

XLVI. Jezeli podtoze homologji linjowej jest prosig niewtasciwg, a punkty podwdjne
nie sg punktami wzajemnie prostopadiemi, to homologja linjowa posiada jedng — i tylko je-
dng — pare odpowiednich, prostokgtnych dwdjek punktowych.

XLV1Il. Jezeli podtoze homologji linjowej jest prosta niewtasciwg, apunkty podwojne sg
wzajemnie prostopadte i cecha nie jest réwna jednosci ujemnej, to homologja linjowa posiada
jedng — i tylko jedng — pare odpowiednich, prostokgtnych dwéjek punktowych. Kazda z tych
dwdjek jest utworzona przez punkty podwojne rozwazanej homologji linjowej.

XLV1Il. Jezeli podtoze przemiennej homologji linjowej jest prostg niewtasciwg i punkty
podwdjne sg punktami wzajemnie prostopadiemi, to kazdej prostokatnej dwdjce punktowej,
nalezacej do jednego z szeregéw homologicznych, odpowiada prostokgtna réwniez dwojka punk-
towa w szeregu pozostatym.

W rozwazaniach, dotyczacych czwartego rodzaju homologji linjowej, wytgczyliSmy wy-
padek elacji; zaktadaliSmy bowiem, ze niewtasciwe punkty podwodjne sg dwoma punktami roz-
nemi. Przechodzimy obecnie do badania niewtasciwej elacji linjowej, zaktadajgc, ze
proste O i L posiadajg wspdlny $lad niewtasciwy. Podtozem elacji niewtasciwej moze by¢ nie-
wiasciwa prosta Pn, albo prosta witasciwa.

W pierwszym wypadku, ptaszczyzna X jest — jak poprzednio — ptaszczyzng czotows,
albo ptaszczyzng niewtasciwg, przyczem proste Oi L, rozwazane na rys. 14, sg prostemi rowno-
legtemi: punkt I,, schodzi sie z jedynym, niewtasciwym punktem podwdjnym ize swym rzutem I0-
Ze wzoru (18), wyrazajgcego ceche homologji, otrzymujemy jedno$¢ dodatnig, jako graniczng
warto$¢ stosunku odcinkow: IBo, i /co,. Do odpowiednich dwojek prostokatnych stosuje sie
dowiedzione wyzej twierdzenie XLVI.

W wypadku drugim, ptaszczyzna X jest ptaszczyzng wilasciwg, nie zajmujgca potozenia
czotowego, przyczem jedna conajmniej sposréd prostych O i L jest prostg wiasciwg, rownolegia
do witasciwego podtoza homologji. Opierajac sie na podobienstwie dwdch par tréjkatow (rys. 15)
i uwzgledniajgc réwnos¢ bokow przeciwlegtych w odpowiednich réwnolegtobokach (rys. 16 i 17)
dochodzimy do nastepujgcego wniosku ogolnego:
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XLIX. Jezeli podtoze elacji niewtasciwej jest prostg wtasciwg, to dwa dowolne odcinki
odpowiednie sa odcinkami réwnemi i posiadajacemi zwroty zgodne.

§ 6. Wilasciwa homologja ptaska

Rozwazamy uktad ptaski, czyli zbidr wszystkich punktdw i wszystkich prostych, nale-
zacych do jednej ptaszczyzny, i wprowadzamy nastepujgce okre$lenie homologji ptaskiej.

Homologjg ptaska nazywamy zwigzek, istniejacy pomiedzy dwoma rzutami uktadu ptas-
kiego, wyznaczonemi na jednej ptaszczyznie, gdy ptaszczyzna tego uktadu nie przechodzi przez
zaden ze Srodkow rzutéw i nie pokrywa sie z ptaszczyzng rzutdw.

Zgodnie z okresleniem powyzszem, opieramy badanie homologji ptaskiej na znanych,
podstawowych wtasnosciach perspektywicznej odpowiednio$ci dwéch uktadoéw ptaskich i na
twierdzeniach, dotyczacych odwzorowania dwusrodkowego.

Wigzka zupetna, stanowigca petny zbior prostych i ptaszczyzn, poprowadzonych przez
dany $rodek olt wzglednie 02, okre$la zupeing, wzajemnie jednoznaczng i kolineacyjng odpo-
wiednio$¢ elementdw jednoimiennych: punktow i prostych —w dwdch uktadach ptaskich: w da-
nym uktadzie a, nalezacym do ptaszczyzny, podlegajacej dwusrodkowemu odwzorowaniu i w ukta-
dzie a', wzglednie a", nalezacym do ptaszczyzny rzutow n. Wymienione wilasnosci sg wias-
nosciami przechodniemi; zachowane sg wiec rdwniez w wynikowej odpowiedniosci uktadow
i a". Wnioskujemy przeto, ze:

L. Homologja ptaska jest zupeing, wzajemnie jednoznaczng i kolineacyjng odpowied-
nioscig elementow jednoimiennych.

W kazdej z danych odpowiedniosci perspektywicznych: aa a' i aa a"™, zbior elementow
podwdjnych (zjednoczonych) skitada sie: z prostej j4= «H, stanowigcej $lad plaszczyzny a, i ze
wszystkich punktéw prostej A. Opierajac sie na twierdzeniu Il, wnioskujemy nastepnie, ze
w homologji ptaskiej, do wymienionych elementow podwdéjnych nalezy dotgczyé: Slad tacznicy
Srodkow, czyli punkt o, jako wspoélny rzut punktu: a0= aO, oraz kazdag prosta, poprowadzong
na plaszczyznie rzutdw przez punkt o i stanowigcg zjednoczone odwzorowanie odpowiedniej
prostej, przechodzacej przez punkt a0 na ptaszczyznie a.

Slad A ptaszczyzny a i $lad o prostej O nazywamy, odpowiednio, osig i $rodkiem
homologji ptaskiej; kazda za$ prosta, poprowadzona na ptaszczyznie rzutéw przez Srodek
homologji, nosi nazwe promienia homologji ptaskiej.

Uwzgledniajgc jednoczes$nie dwa podstawowe twierdzenia (I i Il), dotyczace odwzorowania
dwusrodkowego, dochodzimy do nastepujgcych wnioskéw og6lnych.

LI. W homologji ptaskiej, zbidr punktéw podwdéjnych sktada sie ze Srcdka homologji
i ze wszystkich punktéw, nalezacych do osi homologji, a zbior prostych podwdjnych skiada sie
z osi i ze wszystkich promieni homologji.

LIl. Dwa homologiczne uktady ptaskie sa uktadami srodkowo perspektywicznemi wzgle-
dem S$rodka homologji i osiowo perspektywicznemi wzgledem osi homologji. Dwie niezjedno-
czone proste odpowiednie sg wspoOtpunktowe z osig homologji i stanowig podioza szeregow
odpowiednich, perspektywicznych wzgledem $rodka homologji. Dwa niezjednoczone punkty od-
powiednie sa wspdtlinjowe ze Srodkiem homologji i stanowiag $rodki pekéw odpowiednich, pers-
pektywicznych wzgledem osi homologji.

W wypadku przynaleznosci $rodka homologji do osi homologji, ptaska odpowiednios¢
homologiczna nosi nazwe elacji ptaskiej {,planar elation"pordownaj: Veblen and Young,
Projective geometry, Vol I, p. 72).

W kazdej z danych odpowiedniosci perspektywicznych: aaa' i aAa"™ —elementy gra-
niczne stanowig dwie proste wraz z nalezgcemi do nich szeregami punktowemi, a mianowicie:
prostg zniknienia: At=«!!u wzglednie A2= clQ2, i prostg zbiegu A,, , wzglednie A" — przyczem
kazda z tych prostych posiada z prosta A wspolny punkt niewlasciwy.

W wynikowej homologji ptaskiej, elementami granicznemi, nalezgcemi odpowiednio do
uktadéw a' i a", sg proste i szeregi punktowe A2 i A'\, czyli: pierwszy rzut szeregu A, idrugi
rzut szeregu At. Dla prostych granicznych homologji ptaskiej istnieje réwniez wspolny punkt
niewtasciwy, nalezacy do osi homologji.

Na ptaszczyznie a, podlegajacej odwzorowaniu dwusrodkowemu, znajduje sie zawsze
oznaczony (witasciwy, albo niewtasciwy) punkt: flo= «O; wytgczona jest bowiem przynaleznos$¢
Srodkdw rzutéw i ich tacznicy do ptaszczyzny a.

Plaszczyzna a moze by¢é przeto zawsze rozpatrywana jako podtoze petnego peku prostych,
poprowadzonych przez punkt a0. Zmienna prosta L, nalezgca do wymienionego peku, jest pod-
tozem szeregu wspoOtpunktowego z tgcznicg Srodkdw rzutdéw, a wiec rzuty szeregu L sg szere-
gami homologicznemi. Dochodzimy wobec tego do nastepujacych twierdzen.

LIIl. Kazda homologja ptaska jest zbiorem linjowych odpowiednio$ci homologicznych,
posiadajgcych jeden wspélny punkt podwéjny w srodku homologji ptaskiej.

LIV. Jezeli homologja ptaska nie jest elacjg ptaska, to stanowi ona zbior takich linjo-
wych odpowiedniosci homologicznych, dla ktdrych jednym, wsp6lnym punktem podwdjnym jest



Srodek homologji ptaskiej, a miejscem geometrycznem pozostatego, zmiennego punktu podwdj-
nego jest o$ homologji.

LV. Homologiczne odpowiedniosci linjowe, wystepujgce w homologji ptaskiej, posiadajg
ceche wsp6lng, rowng dwustosunkowi czwdrki punktowej: oanol o2m W wypadku elacji, wspolna
cecha jest jednoscig dodatnig.

Dwustosunkowi (ofln0i 02) nadajemy nazwe cechy homologji ptaskiej.

Od rozwazan ogolnych, dotyczacych dowolnej homologji ptaskiej, przechodzimy do bada-
nia wtasciwej homologicznej odpowiednio$ci ptaskiej (Rodzaj I), zaktadajgc, ze
Srodek i oS homologji sg elementami wtasciwemi. Wykluczamy zatem wypadek czotowego poto-
zenia ptaszczyzny a i jednocze$nie zaktadamy, ze tgcznica O jest prostg wiasciwg, nierdwnolegta
do plaszczyzny rzutéw. Zapomocag dwoch réznych ptaszczyzn zniknienia, wyznaczone sg wtedy,
na ptaszczyznie a, dwie rézne proste zniknienia: Avi A2, dwiema r6znemi prostemi witasciwemi,
réwnolegteini do osi homologji sg woéwczas obie proste graniczne homologji ptaskiej: A2 i A '\.

Zestawiajac wreszcie twierdzenie LV z twierdzeniem XXX, dochodzimy do wniosku, ze:

LVI. Wiasciwa homologja ptaska posiada witasciwe proste graniczne, rownolegte do osi
homologji, przyczem dwa odcinki wzgledne, wyrazajgce odlegtosci: jednej prostej granicznej od
Srodka homologji i pozostatej prostej granicznej od osi homologji — posiadajg dtugosci rowne
i zwroty przeciwne. (0O$ witasciwej elacji ptaskiej jest symetralng dla pary prostych granicznych,
a w przemiennej, wtasciwej homologji ptaskiej, istnieje wspolna prosta graniczna, rdwnooddalona
od $rodka i od osi homologji).

Ogélne twierdzenie LIl mozemy uzupeini¢c dodatkowym wnioskiem, wynikajgcym
z rozwazania wilasciwej perspektywicznej odpowiedniosci szeregéw punktowych (8 2, Rodzaj 1),
w ptaskiej homologji witasciwej.

LVII. Jezeli w ptaskiej homologji wtasciwej, dmie odpowiednie proste nie pokrywaja
sie wzajemnie i nie sg do siebie réwnolegte, to réwnolegtobok, utworzony przez dane proste
i przez rownolegte do nich promienie homologji posiada jedng pare wierzchotkow w Srodku
homologji i w punkcie podwdjnym, nalezagcym do osi homologji, a pozostata pare wierzchotkow
stanowig punkty graniczne, lezagce na odpowiednich prostych granicznych.

W kazdej witasciwej homologji ptaskiej, istnieje okreslona prosta X, poprowadzona przez
Srodek homologji, prostopadle do osi homologji. Linjowg odpowiednio$¢ homologiczng na podiozu

X nazywamy gtoéwng homologjag linjowga dla danej, wiasciwej homologji ptaskiej.
Opierajgc sie na twierdzeniu LV, wnioskujemy, zZe:
LV1Il. Wiasciwa homologja ptaska jest dostatecznie okreslona przez jej gtdwnag

homologje linjowa.
Do prostej X, stanowigcej podioze gtownej homologji linjowej i przyjetej za pierwsza
0$ prostokatnego uktadu wspétrzednych, dotgczamy o$ Y, poprowadzong przez $rodek o,
Odwotujagc sie do ogo6lnego réwnania wiasciwej homologji linjowej (8), otrzymujemy
uktad dwdch réwnan:
x'x" -}8x"-\-ex"= 0

19
X'y" —x"y'=0 (19)
stanowigcy ogoOlne analityczne okreSlenie wtasciwej homologji ptaskiej
odniesionej do prostokatnego uktadu wspotrzednych.
Z okreslenia tego wynika, ze w plaskiej homologji wiasciwej krzywa algebraiczna:
Ki(x',/l")y = O przeksztatca sie na krzywg:

dowolnej za$ krzywej algebraicznej: K2(x”,y")~ 0 odpowiada krzywa:

-5/ — By'

Kv
*'4 @ *' 4 @

j= 0. 1)

Mamy przeto nastepujace twierdzenie.

LIX. W homologicznem wtasciwem przeksztatceniu piaskiem, zachowany zostaje stopien
rownania krzywej algebraicznej, podlegajgcej temu przeksztatceniu.

Kazde z rownan uktadu (19) jest jednorodnem réwnaniem linjowem wzgledem zmiennych
x',y'iparametru e, albo zmiennych x",y ", rozwazanych tgcznie z parametrem 8. Proporcjonalna
zmiana obu wartosci ,y', albo x", y" jest jednoktadnem przeksztatceniem jednego
z homologicznych uktadéw ptaskich wzgledem $rodka homologji. Zmiana taka jest potaczona
z rownoczesng proporcjonalng zmiang wartosci e, albo 8. Otrzymujemy przeto nastepujace
twierdzenie.

LX. Jezeli uktad ptaski podlega kolejno: wtasciwemu przeksztatceniu homologicznemu
i przeksztatceniu jednoktadnemu wzgledem S$rodka przeksztalcenia homologicznego, to
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przeksztatcenie wynikowe jest] réwniez wtasciwem przeksztatceniem homologicznem. W obu
homologicznych przeksztatceniach: w danem i w wynikowem — istnieje wspdlny $rodek i wspdlny
kierunek osi.

Sprowadzajac okreSlenie wiasciwej homologji ptaskiej do okreSlenia odpowiedniej linjowej
homologji gtéwnej na podioza X i ustawiajgc ptaszczyzne O X prostopadle do ptaszczyzny
rzutbw, mozemy powtOrzy¢ rozwazania, dotyczgce twierdzen XXXVIII i XXXIX. Dochodzimy
wtedy do nastepujgcych wynikéw.

LXIl. Z kazdej wtasciwej odpowiedniosci perspektywicznej dwoch uktadéw ptaskich,
powstaja dwie witasciwe homologiczne odpowiedniosci ptaskie, o cechach réznigcych sie tylko
znakami, gdy podtoza uktadow ptaskich doprowadzane sg do przystania, przez obrét jednego
z tych podtozy dokota ich krawedzi. Osig obu wynikowych odpowiednio$ci homologicznych jest
krawedz podtozy, a jedng z prostych granicznych jest prosta graniczna podtoza nieruchomego.
Pozostata prosta graniczna, w kazdej z otrzymanych odpowiedniosci homologicznych jest
wynikiem obrotu prostej granicznej, nalezacej do obracanego uktadu ptaskiego.

LXIl. Kazda wtasciwa homologja ptaska, okreSlona przez jej S$rodek, oS i proste
graniczne, zamienia sie na witasSciwg perspektywiczng odpowiednio$¢ uktadéw ptaskich, gdy
wykonywamy obrdt jednego z homologicznych uktadoéw ptaskich dokota osi homologji, przyczem
kat obrotu nie stanowi wielokrotnosci kata pétpetnego.

Przez zestawienie twierdzenia LXI z twierdzeniem LIX, dochodzimy do wniosku, Ze:

LXIJl. W perspektywicznem, witasciwem przeksztatceniu uktadu ptaskiego zachowany
zostaje stopien rownania krzywej algebraicznej, podlegajgcej temu przeksztatceniu.

8§ 7. Niewtasciwe homologje ptaskie.

W paragrafie poprzednim badaliSmy pierwszy rodzaj homologicznej odpowiedniosci
ptaskiej: wiasciwg homologje ptaska. Przypominajac sze$¢ twierdzen ogoélnych (L — LV),
dotyczgcych kazdej homologji ptaskiej, przechodzimy obecnie do rozwazania trzech pozostatych
rodzajow, noszgcych wspolng nazwe niewtasciwych homologicznych odpowiednios$ci
ptaskich.

Rodzaj Il. Srodek homologji jest punktem wiasciwym, a 0§ homologji—prosta niewtasciwa.

tacznica O jest wtedy prostg wiasciwg, nieré6wnolegtg do ptaszczyzny Il, a ptaszczyzna a
jest wiasciwg ptaszczyzna, réwnolegty do ptaszczyzny rzutéw, albo ptaszczyzng niewtasciwa.

O$ homologji oraz obie proste zniknienia (<41, -A2 i obie proste graniczne (A2r,A/")
schodzg sie wtedy z niewtasciwg prostg P,,, nalezagcg do ptaszczyzny Il. Wszystkie homologje
linjowe, wystepujgce w rozwazanej homologicznej odpowiedniosci ptaskiej, sg niewtasciwemi
homologjami linjowemi (Rodzaj Il). Posiadajg one jeden wspélny punkt podwojny o. Zgodnie
ze wzorem (16), dla dowolnej pary witasciwych, odpowiednich punktéow réznych, mamy woéwczas:

-~~n = (O«n 0x02 = C. (22)

Whnioskujemy przeto, ze:

LXIV. jezeli srodek homologji ptaskiej jest punktem wiasciwym, a 0§ — prostg niewta-
$ciwg, to homologiczna odpowiednio$¢ ptaska jest odpowiednio$c.ig jednokitadng (podobienstwem
Srodkowem) dwoch uktadow ptaskich, posiadajacych podtoze wspolne.

Kazda para odpowiednich prostych rdznych, wspéipunktowa z niewtasciwg osig homologji,
jest parg prostych réwnolegtych. W wypadku przemiennej homologji ptaskiej drugiego rodzaju
(c= —1), homologiczne uktady ptaskie sg uktadami Srodkowo symetrycznemi.

Rodzaj Ill. Srodek homologji jest punktem niewtasciwym, a 0§ — prosta wiasciwg. Do
niewtasciwej homologji ptaskiej stosujemy woOwczas nazwe powinowactwa osiowego,
przyczem prostag A i promienie niewlasciwego peku nazywamy odpowiednio: osig i pro-
mieniami powinowactwa. Niewtasciwemu S$rodkowi o nadajemy nazwe kierunku
powinowactwa.

tacznica O jest wtedy wiasciwg prostag czolowa, albo prostg niewlasciwg, nie nalezaca
do ptaszczyzny rzutéw, a ptaszczyzna a jest ptaszczyzng wiasciwg, nie zajmujgcg potozenia czo-
towego. Wspdblna ptaszczyzna zniknienia (Ql= A2> wyznacza na ptaszczyznie d wspdlng prostg
zniknienia: Ax— A2 Kazda z prostych granicznych: A./, A " schodzi sie z niewtasciwg prostg P,,,
nalezacg do ptaszczyzny rzutow.

Kazdy punkt ptaszczyzny a, nie lezacy na wspdlnej prostej zniknienia, posiada odwzoro-
wanie dwusrodkowe, ztozone z dwoch punktow wiasciwych (Twierdz. VI), a dwusrodkowe odwzo-
rowanie kazdego punktu, lezagcego na wspdlnej prostej zniknienia, jest parg punktéw niewta-
sciwych (Twierdz. IX). Wynikajg stad dwie zasadnicze wtasnos$ci powinowactwa
osiowego, wyrazone w nastepujacych twierdzeniach.

LXV. W powinowactwie osiowem, kazdemu punktowi witasciwemu, nalezagcemu do
jednego z dwoch uktadow ptaskich — odpowiada, w uktadzie pozostatym, punkt witasciwy,
a kazdemu punktowi niewtasciwemu — punkt niewtasciwy.



LXVI. Kazdej parze prostych nalezacych do jednego z dwdéch powinowatych uktadéw
ptaskich, i posiadajacych witasciwy punkt wspdlny, odpowiada, w ukladzie pozostatym, para
prostych, posiadajgcych witasciwy rowniez punkt wspdlny; kazdej za$ parze prostych rownole-
gtych odpowiada para prostych takze rownolegtych.

(Twierdzenia powyzsze, uwarunkowane jedynie brakiem wiasciwych prostych granicz-
nych, stosujg sie réwniez do kazdej z pozostatych, niewtasciwych homologicznych odpowiedniosci
ptaskich).

W rozwazanym poprzednio, drugim rodzaju homologji ptaskiej, niewtasciwa prosta P,
byta osig homologji. W powinowactwie osiowem, $rodek o nalezy do niewtasciwej prostej Pn;
prosta P,, jest przeto jednym z promieni powinowactwa.

Gdy badamy powinowactwo osiowe i wytgczamy wypadek elacji ptaskiej, to na kazdym
wilasciwym promieniu powinowactwa znajdujemy linjowg odpowiednio$¢ homologiczng rodzaju
trzeciego, posiadajacg wiasciwy punkt podwdéjny w punkcie przeciecia z osig powinowactwa; na
niewtasciwym za$ promieniu P,,, istnieje linjowa odpowiednio$¢ homologiczna o dwdch réznych,
niewtasciwych punktach podwojnych. Opierajac sie na wzorze (17), otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

LXV1l. Jezeli powinowactwo osiowe nie jest elacja ptaskg, to na kazdym witasciwym
promieniu powinowactwa, odpowiednie szeregi punktowe sg szeregami $rodkowo-podobnemi,
posiadajgcemi Srodek na osi powinowactwa. Kazda para odpowiadajgcych sobie —w powinowac-
twie osiowem — ré6znych punktow witasciwych (a', a") jest podzielona w statym stosunku przez
0o$ powinowactwa, przyczem stosunek podziatu odcinka a" a' jest réwny cesze powinowactwa
osiowego.

W wytgczonym wypadku elacji ptaskiej, kazdy promien powinowactwa jest podiozem
linjowej odpowiedniosci homologicznej, posiadajacej jeden wspolny, niewtasciwy punkt podwdjny.
Stosujemy wowczas twierdzenie XLIX i dochodzimy do nastepujgcego wniosku

LXVIII. Jezeli powinowactwo osiowe jest elacjg ptaska, to na kazdym witasciwym pro-
mieniu powinowactwa, odpowiednie szeregi punktowe sg szeregami rdwnemi. Cecha powino-
wactwa jest wtedy réwna jednosci dodatniej.

Rodzaj IV. Srodek i 0§ homologji sa elementami niewtasciwemi. Wspdlna ptaszczyzna
zniknienia, przesunieta przez tgcznice O, i ptaszczyzna a sg dwiema roznemi ptaszczyznami
czotowemi, badz tez jedna z tych piaszczyzn jest ptaszczyzng niewtasciwg, a pozostata — wia-
Sciwg ptaszczyzng czotowa.

Jak w homologji ptaskiej rodzaju drugiego, z niewtasciwg prostag P,, schodzg sie: $'ad
ptaszczyzny a, jej dwie proste zniknienia i obie proste graniczne rozwazanej homologji ptaskiej.
Niewtasciwy Srodek o nalezy obecnie do niewtasciwej rowniez osi A; badana homologja ptaska
stanowi przeto szczegdlny rodzaj elacji ptaskiej.

Na kazdym z réwnolegtych promieni homologji ptaskiej, znajdujemy obecnie linjowa od-
powiednio$¢ homologiczng o jednym, wspdlnym, n:ewlasciwym punkcie podwdjnym; zgodnie
z twierdzeniem XLIX, szeregi homologiczne sa wtedy szeregami rownemi. Dwie rézne proste
odpowiednie, posiadajgce punkt wspoélny na prostej P,,, sg prostemi réwnolegtemi; stanowig one
takze podtoza szeregow réwnych, zwigzanych perspektywiczng odpowiednio$cig czwartego ro-
dzaju. Mamy przeto nastepujgce twierdzenie.

LXIX Jezeli $rodek i o$ homologji sa elementami niewtasciwemi, to homologiczne
uktady ptaskie sg uktadami réwnemi. Kazdy z nich, przez wykonanie odpowiedniego przesu-
niecia réwnolegteqo, przeksztatca sie na uktad pozostaty.

Rozwazania powyzsze, dotyczace trzech rodzajow niewtasciwej homologji ptaskiej, uzu-
peiniamy dalszem, szczegétowem badaniem powinowactwa osiowego.

Okreslenie danej, witasciwej homologji ptaskiej — zgodnie z twierdzeniem LVIII — moze
by¢ sprowadzone do okres$lenia odpowiedniej linjowej homologji gtéwnej. Jezeli bowiem punkt o
i prosta A sg elementami wiasciwemi, to w peku o istnieje jednoznacznie okreslony promien X,
prostopadty do prostej A. W analogicznem zagadnieniu, dotyczacem powinowactwa osiowego,
zmuszeni jesteSmy rozrdéznia¢: prostokatne powinowactwo osiowe, czyli wypadek
wzajemnej prostopadtosci niewtasciwego srodka o i niewtasciwego punktu osi A, oraz ukosne
powinowactwo osiowe, istniejgce w kazdym z wypadkoéw pozostatych; nie wylgczamy
przytem wypadku elacji ptaskiej, kiedy $rodek o jest niewtasciwym punktem osi A.

W prostokgtnem powinowactwie osiowem, kazda homologja linjowa o podiozu
wtasciwem moze spetniaé role homologji gtéwnej, a wiec okreslenie prostokgtnego powinowactwa
osiowego moze by¢ sprowadzone do okre$lenia linjowej odpowiedniosci homologicznej rodzaju
trzeciego. W uko$nem powinowactwie osiowem, zadna z homologicznych odpowiedniosci
linjowych nie jest homologjg gtéwng Opierajac sie na twierdzeniu LIlI, wnioskujemy jednak, ze
w kazdym wypadku:

LXX. Powinowactwo osiowe jest okre$lone przez o$ i pare roznych odpowiednich punk-
tow wiasciwych.

Gdy rozwazamy przestrzenng konstrukcje powinowactwa osiowego, to na specjalng uwage
zastuguje ten wypadek szczeg6lny, kiedy S$rodki rzutow: ok i 02 sg punktami niewtasciwemi,



przyczem promienie drugiej wigzki sa prostopadte do jednej z ptaszczyzn, potowigcych katy
dwuscienne, utworzone przez ptaszczyzny a i Il. Wylaczajac rdwnoczesng prostopadto$é promieni
pierwszej wigzki do pozostatej ptaszczyzny dwusiecznej, otrzymujemy nastepujgce twierdzenie.

LXXI. Jezeli promienie wigzki niewtasciwej, okreslajgcej perspektywiczng odpowiednio$é
dwoéch nier6wnolegtych uktadow ptaskich, nie sg prostopadte do zadnej z ptaszczyzn, potowigcych
katy dwuscienne, utworzone przez podfoza uktadoéw ptaskich, to z danej odpowiedniosci per-
spektywicznej powstajag dwa powinowactwa osiowe, o cechach, roéznigcych sie tylko znakami,
gdy podtoza uktadoéw doprowadzane sa do przystania, przez obrot jednego z nich, dokota ich
prostej przeciecia.

W wytgczonym wypadku réwnoczesnej prostopadtosci promieni dwdch wigzek do dwéch
odpowiednich ptaszczyzn dwusiecznych, wynikowe powinowactwo osiowe jest symetrjg osiowa.

Gdy powinowactwo osiowe— zgodnie z twierdzeniem LXX — jest okre$lone przez o$ A
i przez pare roznych, whasciwych punktow odpowiednich, to przesuwajgc dowolng ptaszczyzne a,
przecinajacg sie z plaszczyzng n wedlug prostej A, mozemy wykona¢ rekonstrukcje niewtasci-
wych $rodkéw rzutéw w ten sposéb, azeby srodek 02 byt punktem wspolnym dla tych prostych,
ktére sg prostopadte do jednej z wymienionych wyzej ptaszczyzn dwusiecznych. Mamy zatem
nastepujace twierdzenie.

LXXIl. Powinowactwo osiowe, okreslone przez jego 0$ i przez pare réznych witasciwych
punktéw odpowiednich, zamienia sie na niewtasciwg perspektywiczng odpowiednio$s¢ dwoch
uktadow ptaskich, gdy jeden z uktadéw powinowatych obracamy dokota osi powinowactwa,
przyczem kat obrotu nie stanowi wielokrotnosci kata pdipetnego.

Jezeli figurg, nalezgcg do jednego z dwoch ukiadéw osiowo-powinowatych, jest dowolny
rownolegtobok, to na zasadzie twierdzenia LXVI wnioskujemy, ze figura odpowiednia, nalezgca
do uktadu pozostatego, jest rdwniez pewnym rdéwnolegtobokiem. Rownolegte przesuniecie dowol-
nego odcinka, w jednym z ukfadéw osiowo-powinowatych, pocigga za sobg réwnolegte przesu-
niecie odcinka odpowiedniego, w ukladzie pozostatym. Mamy przeto nastepujace twierdzenie
ogélne.

LXXIIl. Réwnolegtemu przesunieciu jednej z dwoéch figur powinowatych—wykonanemu
na podtozu danego powinowactwa osiowego—odpowiada rdwnolegte przesuniecie figury pozo-
statej. Wektory dwéch wymienionych przesunie¢ sg odcinkami, odpowiadafgcemi sobie w roz-
wazanem powinowactwie osiowem.

Jezeli punkty: a', a" —sg dwoma rd6znemi, wiasciwemi punktami odpowiedniemi, nale-
zagcemi do figur, wymienionych w ostatniem twierdzeniu, a x jest dowolnym punktem wtasci-
wym, nalezagcym do osi powinowactwa, to odcinki: a'x i a"x moga by¢ przyjete za wektory
odpowiednich przesunie¢. Punkty: a' i a", po wykonaniu takich przesunie¢, schodzg sie ze soba.
Gdy powinowactwo osiowe nie jest elacjg ptaskg, to punktem x moze by¢ punkt przeciecia promie-
nia a’a" z osig powinowactwa. Oprocz punktéow: a', a" schodzag sie ze sobg kazde dwa punkty
odpowiednie tych szeregow, ktorych podtoza poprowadzone sg przez a' i a", réwnolegle do osi
powinowactwa.

Gdy okre$lamy dowolne powinowactwo osiowe, zapomocg osi A i pary réznych wiasci-
wych punktéw odpowiednich: a', a", to biorgc zmienny punkt / osi A i fgczac z nim oba state
punkty: a'a”, otrzymujemy dwa zmienne promienie pekéw, odpowiadajgce sobie w danem po-
winowactwie osiowem: L'= la' i L" — la!'. Badanie zwigzku, istniejgcego pomiedzy zmiennemi
kierunkami prostych: V i L™ jest rdGwnoznaczne z badaniem linjowej, niewtasciwej odpowied-
niosci homologicznej na podtozu P,,; odpowiednio$¢ takg rozwazaliSmy w § 5, jako jeden z wy-
padkéw homologji linjowej rodzaju czwartego.

Zamiast dawnej prostej L, podlegajacej odwzorowaniu dwusrodkowemu i lezacej na
wspllnej plaszczyznie zniknienia, wystepuje obecnie wspdlna prosta zniknienia ptaszczyzny a,
a punkt, wprowadzony wowczas, jako dodatkowy, witasciwy $rodek rzutéw, nie nalezgcy do
wspolnej ptaszczyzny zniknienia, jest zastgpiony teraz punktem a, lezacym na plaszczyznie a
lecz nie nalezagcym do wspolnej prostej zniknienia. Prosta L Wykreslona na dawnym rys. 14,
jest przeto obecnie $ladem A dla ptaszczyzny a (rys. 18), a dawne, dodatkowe rzuty $rodkow ol
i 02, czyli punkty: i 02 stanowig: rzut pierwszy i rzut drugi dla punktu a, lezgcego na pta-
szczyznie a.

Z poprzednich rozwazan, podanych w 8 5 i dotyczacych homologji linjowej na podiozu
niewtasciwem, wynikajg nastepujgce twierdzenia.

LXXIV. W uko$nem powinowactwie osiowem, homologiczna odpowiednio$¢ linjowg, na
podtozu niewtasciwem, posiada jednag i tylko jedng pare odpowiednich, prostokatnych dwdjek
punktowych. Zaden z punktéw, wystepujagcych w wymienionych dwdjkach, nie schodzi sig
z niewtasciwym Srodkiem powinowactwa i nie nalezy do osi powinowactwa.

LXXV. W prostokatnem, nieprzemiennem powinowactwie osiowem (¢ — 1) homolo-
giczna odpowiednio$¢ linjowg, na podiozu niewtasciwem, posiada jedng i tylko jedng parg
odpowiednich, prostokatnych dwojek punktowych. Kazda z tych dwojek ztozona jest z niewta-
Sciwego $rodka powinowactwa iz punktu niewtasciwego, nalezacego do osi powinowactwa.
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LXXVT. Jezeli powinowactwo osiowe jest przemienng odpowiedniosciag dwdch uktaddow
ptaskich, czyli prostokatng symetrjg osiowg (c = —V, to w homologicznej odpowiednio$ci
linjowej, na podtozu niewtasciwem, kazdej prostokatnej dwojce punktowej odpowiada pro-
stokgtna rowniez dwojka punktowa.

Gdy badamy w dalszym ciggu dwie zmienne proste odpowiednie: L'— la" i L" — la™,
jako promienie pekow, poprowadzone, odpowiednio, przez state punkty: a'ia",to stwierdzamy
najprzéd, ze w wypadku niewtasciwego punktu Z rozwazane proste sg podiozami szeregow
rownych (8 2, IV rodzaj perspektywicznej odpowiednio$ci szeregéw). W wypadku witasciwego
punktu / (Rodzaj IIl), szeregi: L' i L" sg wogdle szeregami podobnemi; sg one szeregami
rownemi, gdy punkt | jest punktem wiasciwym, réwnooddalonym od punktéw: al!,al', a wiec
punktem, nalezgcym do symetralnej odcinka a' a" . Jak poprzednio, przy poszukiwaniu odpowiednich,
prostokatnych dwojek punktowych, rozrézniamy trzy wypadki i dochodzimy do nastepujacych
twierdzen.

LXXVII. W uko$nem powinowactwie osiowem, przez dwa rozne witasciwe punkty
odpowiednie przechodzg podtoza dwoch par odpowiednich szeregéw rdwnych. Jedng pare
stanowig proste rownolegte do osi powinowactwa, a druga para zlozona jest z prostych,
przecinajacych sie w punkcie wtasciwym, réwnooddalonym od wymienionych punktéw odpowiednich.

LXXVIII W prostokgtnem, nieprzemiennem powinowactwie osiowem (c” —1), przez
dwa wtasciwe punkty odpowiednie przechodzg podtoza jednej i tylko jednej pary odpowiednich
szeregow roéwnych. Podtoza te sg réwnolegte do osi powinowactwa.

LXXiX. W przemiennem powinowactwie osionem, czyli wprostokatnej symetrji osiowej
(c — —1), kazda para prostych odpowiednich stanowi podtoza dwoch szeregéw rownych.

Otrzymujemy proste analityczne okreslenie osiowego powinowactwa
prostokagtnego, gdy o$ tego powinowactwa przyjmujemy za jedng z osi uktadu wspétrzednych
(X =A), a dowolnie wybrany, wtasciwy promien powinowactwa — za pozostatg 0§ wspotrzednych
(1). Przypominajac okreslenie cechy powinowactwa osiowego, znajdujemy nastepujace wzory:

X=X cy'=y" (23)
gdzie: x',y" i x", y" sg, odpowiednio, wspdtrzednemi dwoch dowolnych, odpowiadajgcych
sobie punktéw: a' i a" .

Opierajac sie na rozwazaniach poprzednich, dotyczacych rownolegtego przesuniecia
w powinowactwie osiowem, wnioskujemy pozatem, ze wzory (23) zostajg zachowane i w tym
wypadku, kiedy dwa uktady ptaskie, zwigzane prostokatnem powinowactwem osiowem, s3
odniesione, odpowiednio, do dwoch roznych ukladéw wspdtrzednych: X' Y’ i X" Y", przyczem
osie: Y' i Y" pokrywajg sie wzajemnie, a osie: X' i X" sg dwiema prostemi rownolegtemi do
osi A i odpowiadajgcemi sobie w danem powinowactwie.

Przechodzimy nastepnie do uko$nego powinowactwa osiowego, posiadajgcego ceche
dodatnig i okreslonego: przez 0§ A oraz pare roznych, wiasciwych punktéw odpowiednich:
m!, m", zajmujgcych jednostronne potozenie wzgledem osi A (rys. 19). Zapomocg symetralnej,
wykres$lonej dla odcinka m'm ", znajdujemy, na osi powinowactwa, witasciwy S$rodek okregu,
przechodzacego przez oba punkty dane i posiadajgcego Srednice xy na osi A. Dane punkty:
m' i m" sg wtedy poczatkami dwéch odpowiednich, prostokatnych uktadow osi wspoétrzednych,
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przyczem osiami pierwszego ukladu sg proste: xm'= X’ iym'=Y"' a osiami drugiego sg

odpowiednie proste: xm”= X" iym"=Y". Dla okreslenia dodatnich i ujemnych zwrotéw,

na wymienionych osiach wspotrzednych, zaktadamy, ze wzgledne odcinki: xm ', xm ", ym', ym"

posiadaja zwroty dodatnie. Okre$lone sg wtedy dwie dodatnie liczby:

. . iim"

Ciz - i c2= -—- (24)
Xxm ym

kazda z nich jest rdwna stosunkowi dowolnego odcinka osi X", albo Y", do odpowiedniego
odcinka osi X', wzglednie Y'. Spetniona jest przytem jedna z dwo6ch nieréwnosci podwdéjnych:

Ci> 1> c2, albo: ct< 1< c2e (25)

Odnosimy wowczas dwa dowolne, odpowiednie punkty: a', a" do odpowiednich uktadow :
X" Y" i X" Y", okreSlajgc ich wspdtrzedne:
x'"=m'al ,y' = mfa2
(26)

X" —m"a" ,y"=m"a
Proste: a/ a",a-'a2',a'a" sg promieniami powinowactwa, rownolegtemi do promienia

m " . Postugujac sie liczbami, okreslonemi we wzorach (24) znajdujemy:
= , Ly =y (27)

Otrzymujemy przeto analityczne okres$lenie uko$nego powinowactwa
osiowego dwdch uktadéw pilaskich, odniesionych do dwodch réznych prostokatnych uktadow
osi. Osie wspoétrzednych sg prostemi, odpowiadajgcemi sobie w danem powinowactwie uko$nem.

W wypadku ujemnej cechy uko$nego powinowactwa osiowego, powotujemy sie na
twierdzenia: LXXIlI i LXXI, zamieniajac jeden z powinowatych uktaddéw ptaskich na ukitad
z nim symetryczny wzgledem osi A. Otrzymujemy wodwczas osiowe powinowactwo ukosne
0 cesze dodatniej, a wiec takie, do ktérego stosujg sie rozwazania powyzsze.

Z uktadu w/.orow (27) wynika nastepujgce twierdzenie.

LXXX. Kazdaz dwoch figur odpowiednich, wystepujacych w danem uko$nem powinowactwie
osiowem, moze by¢ zamieniona na figure, rowna figurze pozostatej, przez wykonanie dwoch
prostokatnych, powinowatych przeksztatceh osiowych. Osiami tych przeksztatcen prostokagtnych
sg takie proste wzajemnie prostopadie, ktdre w danem powinowactwie uko$nem przeksztatcaja
sie na proste wzajemnie prostopadte. W wypadku dodatniej cechy danego powinowactwa
ukosnego, otrzymane figury rowne posiadaja zwroty zgodne, a w wypadku ujemnej cechy —sg
figurami przeciwzwrotnemi,

W prostokgtnem powinowactwie osiowem, posiadajacem znane okreslenie analityczne (23),
krzywa algebraiczna: K{(xr,y') — 0 przeksztatca sie na krzywg:

KI(x",9)=0, (28)

a krzywa K, (x",y")= 0 zamienia sie na krzywa:
K2(y,cy')= 0. (29)

W uko$nem powinowactwie osiowem, rownania krzywych algebraicznych, wynikajgcych
z przeksztatcenia, posiadajg odpowiednio nastepujacag postac:

\CGi @' <3°)
Z2(c, x' , c2y') = 0. (31)

Dochodzimy przeto do nastepujgcego twierdzenia.
LXXXI. W powinowatem przeksztatceniu osiowem, zachowany zostaje stopien rownania
krzywej algebraicznej, podlegajacej temu przeksztatceniu.
Ze wzgledu na dalsze wywody teoretyczne, na szczeg6lng uwage zastuguje koto: x'2-f-
| y'2= , przeksztatcajace sie na elipse:
X "2 w2

EMrdp + T(caryT= 1- 32>



Twierdzenie LXXX daje mozno$¢ zbadania ogdélnie pojetego powinowactwa
dwoéch uktadoéw ptaskich, okreslonego jedynie, jako odpowiednio$¢ kolineacyjna, nie
posiadajgca wtasciwych elementow granicznych. W okreSleniu takiem usuniety
jest warunek Srodkowej i osiowej odpowiednio$ci perspsktywicznej dwoch uktadéw ptaskich.

Zaktadamy wdwczas, ze dane sg, w potozeniu dowolnem, dwa tréjkqty: alb'¢ i a"b"c"
nalezagce odpowiednio do uktadéw ptaskich: a', a”. Na podtozu uktadu a' budujemy tréjkat

a"b"™¢" —nalezacy do pomocniczego uktadu 0. — podobny do trOquta a" b"c" i posiadajacy
dwie pary odpowiednich wierzchotkéw wspdinych z trolkqtem a'b'c', a mianowicie: b"™ — b’
i¢" —¢. Okreslone jest wtedy podobienstwo uktadéw: a" i 0™ i 05|owe powinowactwo ukta-
déw: a'i a" —przyczem osig tego powinowactwa jest prosta: b’c'= b™c'" a punkty: a', a''

stanowig pare punktow odpowiednich, nie nalezacych do osi powmowactwa.

Gdy wytaczony jest wypadek podobienstwa uktadow: a' i a", totrojkaty a'b'c'ial"b™c"
nie sg trojkatami rdwnemi; istniejg wowczas dwa okreslone, odpowiednie i prostokatne uktady
osi wspOtrzednych: X '1', X' Y". Uwzgledniajgc podobieAstwo uktadow: o." i a'", znajdujemy
rowniez jednoznacznie okre$lone, odpowiadajgce sobie i prostokatne uktady osi wspotrzednych:

Do ogdlnie pojetych powinowatych, lecz nie perspektywicznych uktaddw ptaskich: a' i a"
stosuje sie przeto réwniez dowiedzione poprzednio twierdzenie LXXX.

Koto K', zatoczone dowolnym promieniem, w ukladzie a', ze $rodka a', przeksztalca
sie na elipse K"', nalezagcg do pomocniczego uktadu ptaskiego i na podobng do niej elipse K"
w uktadzie a".

Zagadnienie rekonstrukcji perspektywicznego potozenia takich roztgczonych uktadéw
ptaskich, ktore znajdowaty sie poprzednio w powinowactwie osiowem (jak rowniez i zagadnienie
mozliwosci powinowactwa osiowego dwoch ogolnie okreslonych, nie perspektywicznych uktaddw
ptaskich) sprowadza sie do poszukiwania réwnych szeregdw odpowiednich w rozwazanych ukta-
dach ptaskich. Szeregami takiemi sg dwie Srednice réwne, nalezagce odpowiednio do wymienio-
nego kota K' i do odpowiadajgcej mu elipsy K".

Przechodzac do poszukiwania réwnych S$rednic elipsy i kota, doprowadzamy do przy-
stania ptaszczyzny i srodki tych dwdch krzywych. Szukamy woéwczas wspolnych punktow dla
elipsy (rys. 20), posiadajacej dane wierzchotki n, nif p, pIf i dla kota K, wspdétsrodkowego z ta
elipsag. Analize takiego zadania konstrukcyjnego opieramy na parametrycznem okre$leniu elipsy:

*=:acoscp, y —bsin?, (33)

gdzie a i b oznaczajg, odpowiednio, potowe wielkiej i potowe matej osi elipsy. Geometryczng
interpretacjag wzordw (33) jest prostokatny trojkat d e f, w ktdrym przeciwprostokatna df sta-
nowi roznice promieni kot wielkiego i matego, a przyprostokatne de i ef sg, odpowiednio, row-
nolegte do wielkiej i matej osi elipsy i przecinajg sie w punkcie e, lezagcym na danej elipsie.
Parametr 9 jest katem, utworzonym przez promienie: on i of. Punkt e, stanowigcy jedno z prze-
cie¢ danej elipsy i wspotsrodkowego z nig kota, jest jednocze$nie przecieciem tegoz kota z pot-
okregiem, zatoczonym na $rednicy df. Przy dowolnym obrocie tréjkata def, dokota Srodka o,
punkty d i/ posuwajg sie, odpowiednio, po kole matem i po kole wielkiem, a punkt e po kole K.
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Opierajac sie na powyzszej analizie, zataczamy najprzod pdtokrag na Srednicy ph (rys. 21),
i, w przecieciu z kotem K, znajdujemy punkt g. Wykresliwszy nastepnie, w kole wielkiem,
promien ok, réwnolegty do odcinka pg i posiadajacy zwrot zgodny ze zwrotem tego odcinka,

znajdujemy warto$¢ parametru: 9— koh —nof, dla poszukiwanego punktu e. Obrot trapezu
opgk, dokota punktu o, mozemy oczywiscie zastgpi¢ zataczaniem tuku okregu ze srodka n,
promieniem, rownym odcinkowi kg. tuk taki, w przecieciu z kotem K, wyznacza dwa potozenia
poszukiwanego punktu, wspolnego dla danej elipsy i dla kota K. Odcinki, tgczgce znalezione
punkty ze S$rodkiem o, sg potéwkami dwoéch wspdinych Srednic elipsy i kota.

Rozwigzanie zagadnienia rekonstrukcyjnego, znalezione przez inz. Pieslaka, oparte jest
na prostem spostrzezeniu, dotyczagcem dwdch odpowiednich szeregdw: L'= b'c' i L" = b"c".
Tréojkaty: a'b'¢ i a"b"c" wykreSlamy poczatkowo w ten sposob, ze proste: L',L" (rys. 22) sg
prostemi réwnolegtemi, a wierzchotki: a', a" schodzg sie w jednym punkcie a. Szeregi: U, L"
sg woOwczas szeregami S$rodkowo-podobnemi (drugi rodzaj odpowiedniosci perspektywicznej),
przyczem Srodek peku jest wiasciwym, wspdélnym punktem m dla prostych b'b" i ¢ c".

Poszukiwanie rownych szeregow odpowiednich: K', K", przechodzacych przez punkt o,
sprowadza sie przeto do wyznaczania dwdch odpowiadajgcych sobie punktéw: x'— K’L' i
x" = K" L", na podstawie dwoch warunkéw: wspotinjowosci tréjki punktowej: x'x" m i row-
nosci odcinkéw: ax', ax".

Punkt z, stanowigcy S$rodek podstawy, w réwnoramiennym trojkacie ax' x", jest wiec

punktem przeciecia okregu, zbudowanego na S$rednicy am, z symetralng S, wykre$long dla
rownolegtych: L', L" .
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Resume.

Cet ouvrage comprend I’expose systematique de la theorie de T'homologie piane et
de l’affinite axiale. L’expose est fonde sur la representation bicentrale et ,,1'homologie lineaire”,
qui est definie coinme correspondance resultante de deux projections d'une ponctuelle copla-
naire avec la droite des centres. Les premieres recherches que j’ai faites en 1927 ont fait le
sujet de mon rapport au Congres des mathematiciens de Pologne a Lwdéw en septeinbre de la
meme annee.

Dans le cas general les considerations analogues conduisent aux theoremes classiques
de Desargues sur les triangles homologiques.

La notion de ,lI’homologie lineaire” (resp. de ,l’elation lineaire”) est equivalente a la
projectivite de deux ponctuelles portees sur une meme droite qui possedent des points dou-
bles reels (differents ou confondus). C’est la base logique la plus naturelle aussi bien pour
I’hnomologie plane que pour I’homologie dans I’espace.

Aux considerations sur I’homologie lineaire et plane j’ai ajoute comine corollaires les
definitions analytiques de I’homologie plane et de I’affinite axiale. Ces definitions conduisent
aux theoremes sur I'invariance du degre d’une courbe algebrique plane.

Au dernier chapitre qui traite des correspondances homologiques impropres j’ai
ajoute les resultats de mes recherches sur l'affinite generale de deux systemes plans et sur la
restitution de [Iaffinite axiale. A cote de ma solution complete j’ai rapporte celle de mon
Assistant M. Sigismond Pieslak. Cette solution ne consiste qu’en la determination de deux
ponctuelles egales, mais en comparaison avec les solutions analogues de E. Muller et de
G. Scheffers elle se distingue par sa simplicite.












