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2. ZARYS ORGANIZACJI MASZYNY TYPOWE]

[2.1. Arytmetyka uzupehlnieniowa, 2.2, Krotki
opis maszyny typowej, 2.3. Kod rozkazowy]

2.1, ARYTMETYKA UZUPELNIENIOWA

2.1.0. Zajmiemy si¢ obecnie oméwieniem podstawowych zasad binarnej arytmetyki
uzupelnieniowej, w ktérej (z -+ 1)-bitowe liczby dwoéjkowowymierne nalezg do prze-
dzialu <—1, 1—2""> (punkt 1.2). Liczba dodatnia x, jak wiemy, jest przedstawiona
W tej arytmetyce nastepujaco:

OQ.otyogorg o ouot,qor, 5

gdzie o, s3 to kolejne cyfry dwoéjkowe (binarne) rozwinigcia liczby x.
Natomiast gdy x jest liczbg ujemny, wéwczas w arytmetyce uzupelnieniowej za-
stepujemy ja liczbg 2 + x, ktéra z kolei ma postac

1 A el I '
WO OOy oy O g 0L s

gdzie o/ (=1, ...,n) s to cyfry rozwiniecia liczby 1 - x.
Rozpatrzmy kilka przykladéw przedstawiania liczb ujemnych:

liczba ey ma postac

0.010110... 0;
- ; 11 )
natomiast liczba — 35 e postac
I 55
2 ——=— 101010 ... 0
35— 32° 1.101010 ... 0,

15
liczba _}ﬁ ma postac:
0.11100110... 0,

natomiast liczba — %ma postac

5 115 141
128 128°

2.1.1. Algorytm uzupeknienia. JeZeli mamy liczb¢ dodatnig x, to dla otrzymania
w arytmetyce uzupelnieniowej liczby —x wykonujemy operacje 2—x. Podobnie jesli
mamy liczbe —x, reprezentowang jako 2—zx, a chcemy otrzymagé liczbe x, to musimy
wykona¢ operacje 2—(2—x) = x. Dla  praktycznego obliczania uzupelnienia liczb
podamy obecnie algorytm.

Niech liczba x begdzie postaci

1.00011010 ... 0.

Olg = CqOlg o 0o O, 00,5
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wprowadzimy pomocnicza liczbe binarng
g« Wiy o o o Oy 1O

ktorej cyfry sa okre$lone przez nastepujace zwigzki:

wi = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy o; = @,y = ... = «, = O(gdzie 7=mn, ..1,0),
w;=1

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wskaznik catkowity nieujemny 7, spelniajacy warunek.
i<j<n, dla ktérego o, = 1.
Kolejne cyfry uzupelnienia liczby x wyznaczamy korzystajgc ze zwigzku

o = ; — o @y, (gdzie i=0,1,...,n).
Dla udowodnienia powyzszego algorytmu wystarczy zauwazyc¢, ze
0, gdy =awy =0
o t+ou= 11 gy o=w,y=1,
2, gdy ow=1,0,=0,
oraz skorzysta¢ ze zwigzku
2= )kj 2714 27k,
i=l)
Przekroczenie zakresu przy uzupelnianiu nastgpuje wtedy i tylko wtedy, gdy x = — 1.

Przyklad 2-1. Obliczamy uzupehienie liczby

25
2 —0.1100100;
32 ?

korzystajac z przedstawionego wyzej algorytmu otrzymamy
1.0011100 ;
25

39 ; T
tatwo sprawdzi¢, ze otrzymaliSmy liczbg 33° ktéra jest uzupelnieniem liczby 5"

2.1.2. Algorytm sumowania szeregowego. Niech bgdg dane dwie dodatnie liczby
binarne (dwoéjkowe), o skoriczonych rozwinigciach. Zalézmy, ze obie te liczby s3 tej

samej dhugosci

X = 3 oy(%)27,
i=0

Xy = j a(xa) 2",
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Dodawanie szeregowe polega na dodawaniu do siebie kolejnych wspélczynnikow,
poczawszy od wspélczynnika przy najnizszych potegach dwdjki.

Jesli oznaczymy cyfry wyniku przez o,(y), a przeniesienia z dodawania przez p;,
to algorytm dodawania mozemy opisa¢ za pomocg tabl. 2-1, realizujgcej wzér

o (%1) + (%) + Ppa = () + 2o
gdzie o, p, € [0,1, daz=nn-—1,..., 1,0.

Tablica 2-1
CHEN) o (x2) Pig1 EHEY) bi
0 0 0 0 0
(4] 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 b | 0 1
1 0 0 1 | 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Przy dodaniu do siebie wspélczynnikéw przy 27" kladziemy p,., = 0. Niech bgdg
dane dwie liczby x,, x, z przedziatu <—1, 1—2">. Oznaczmy dalej przez y,
przedstawienie liczby x; w arytmetyce uzupelnieniowej, przez y, za$§ przedstawienie
liczby x, w arytmetyce uzupelnieniowej. Musimy rozpatrzyé cztery przypadki:

1) =0, x=0, wbéwczas y; = xy, Y = Hpy
2) %, =0, x,<0, wbwczas y, = %y, Vo= 2+ %,
3) %, <0, x=0, wowczas y;, =2+ Xy, Y= Xo,
4) %, <0, %<0, woéwczas 3y, =2-4+%, yo=2+ %
Rozpatrzmy pierwszy przypadek

Y1+ Yo= %, + Xy,

czyli dodawanie w tym przypadku dw6ch liczb w arytmetyce uzupelnieniowej spro-
wadza si¢ do zwyklego dodawania liczb w rozwinigciu binarnym.
Przypadek drugi i trzeci rozpatrzmy lgcznie

M+ YVe=24 % + x =2 4 (%, + %)
Z kolei musimy rozwazy¢ dwa podprzypadki:

1) ng xl + x?. = 0:
2) gdy x; + x, = 0.

W pierwszym z wymienionych podprzypadkéw wynik dodawania daje poprawne
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przedstawienie liczby w arytmetyce uzupelnieniowej, w drugim nalezy zmniejszy¢ o 2;
jest to rownowazne nieuwzglednianiu pozycji «_; wyniku.
Rozpatrzmy czwarty przypadek:

Nt=4+x+x=24+24%+x,

poniewaz x, 4 x, << 0, aby otrzymac prawidlowg posta¢, wynik nalezy zmniejszy¢ o 2,
jest to réwnowazne nieuwzglednianiu pozycji «._, wyniku.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, dodawanie liczb z przedzialu < —1, 1—27">
w arytmetyce uzupelnieniowej sprowadza si¢ do szeregowego dodawania liczb binar-
nych i zaniedbywania pozycji «_,, odpowiadajgcej pierwszej potedze dwajki 2.

Przekroczenie zakresu., Przy dodawaniu (odejmowaniu) liczb z przedzialu
< —1, 1—-2""> moze nastgpi¢ przekroczenie zakresu. Przy dodawaniu przekroczenie
zakresu moze nastapi¢ w dwoch przypadkach:

1) gdy , >0, x,>0 oraz y=2x +x, =1,
2) gdy x, <0, x<0 oraz  y =% + %, << —1.

Oznaczymy zerowy bit liczby x przez o,(x); bit przekroczenie zakresu oznaczymy przez
o (jesli nastapito przekroczenie zakresu, to o = 1, je$li za§ nie nastgpilo, to o = 0).
Korzystajac z powyzszych oznaczeri w tabl. 2-2 przedstawiliémy przekroczenie zakresu
w zalezno$ci od zerowych bitéw argumentéw i wyniku dodawania.

Tablica 2-2

]
ot (%1) ot (%) oy () 4
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 ‘0 1 0
1 1 Y 1
1 1 1 0

W przyjetym przez nas systemie przedstawiania liczb ujemnych operacje odejmo-
wania sprowadzamy do operacji dodawania odjemnej z uzupeinieniem odjemnika.
2.1.3. Algorytm mnoZenia przez . Je§li mamy liczb¢ dodatnig
0.0'._1_052 R &n,

to mnozac ja przez i otrzymujemy w wyniku liczbg

0.001 65 0 o o &
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Podobnie jesli mamy liczbe ujemng
; I.OCIGC.a PP ocn_, 1
to w wyniku otrzymamy liczbg
Lleyag ... o,

Ogélnie algorytm mnozenia przez  dla liczb binarnych w arytmetyce uzupelnienio-
wej ma postac:
3 (org e 0ty g 4 4 01) == OLg e Og 0Ly Ol o = o Ly

2.1.4. Algorytm mnozenia przez 2, Mnozenie dowolnej liczby binarnej w aryt-
metyce uzupelnieniowej
Og + Gy lhy o oy Opy

przez 2 jest wykonalne (bez przekroczenia zakresu) tylko w przypadku, gdy

Uy = Oy
wowczas
2 (otgettyo v oo 0,) == 0Ly OOk « o o By
w przypadku za$, gdy
oy 7 Oy

mnoZenie wyprowadza poza przedzial << —1, 1—27*1>, czyli nastgpuje przekroczenie
zakresu.

2.1.5. Algorytm mmozenia. Niech begdzie dana para liczb zwana dalej mnozng
i mnoznikiem. Dalej bgdziemy oznaczali mnozng literg M, mnoznik za$ literg F

M — mn -mlmz . mnml,(l)
F=f, 'f!f:‘. 24 fn—-l-
Dopisujemy do F na n-tej pozycji 0, otrzymamy
F=f, -fifz i 'fn—-l 0.
Rozwazmy dalej ciag par _
0, foas JazoSoad o Jews fis wvis o fuo
Bedziemy tworzyli ciag iloczynéw czastkowych
Au: A!: reny Ans

gdzie pierwszy wyraz ciggu priyjmujcmy réwny 0:
Ay=0;
dalsze za$ wyrazy tego ciagu tworzymy korzystajgc z regut podanych w tabl. 2-3, roz-

() Przy czym zakladamy, e M 5= —1, w przypadku gdy M = —1, zamiast omawianego dalej
algorytmu nalezy zastosowac¢ algorytm uzupelnienia, omawiany w punkcie 2.1.1, do liczby F, aby otrzy-
maé poprawny wynik,
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wazajgc kolejne pary f, fi_;. Iloczyn A4 jest réwny podwojonemu n-temu iloczynowi

czgstkowemu A4 ,,:
A=24,

Dowéd powyzszego algorytmu, podanego przez Bootha, nie nastrgcza trudnosci.

Tablica 2-3
T fr Ap-ks
= " R
0 0 "Z'An—k I FeL
1 L
1 =
1 0 = A, — M| &
1
1 1 = Apre |

Wystarczy zauwazy¢, ze w przypadku, gdy F ma na k-tej pozycji jedynke, pozostale za$
bity s3 zerami, to dwa kroki algorytmu majgce istotny wplyw na wynik, odpowiadajace
dwém parom f, ., fi i fisfi; Sa réwnowazne pomnozeniu przez 27,

—M-2k + M- 2kl — M- (2—k+l — 2—.&:) =M 2%

Dalej dowdd przebiega indukcyjnie.

Uwaga: W przypadku gdy M i F sg liczbami #-bitowymi, wynik mnozenia jest
liczba 2n-1 bitowa.

5 B A

Przyktad 2-2. Niech M = % za§ F = ol W arytmetyce uzupelnieniowej maja

postac: =
M = 0.110, F =0.101.

Rozwazmy kolejne pary i skonstruujemy kolejne iloczyny czastkowe:

fs=1, fi=0, A4,=1(—M) =1.1010,
=0, fa=1, A;=3%(4,+ M)=0.00110,
fi=l, fi=0, A4,=13(4,— M=1.101110,
fo=0, fA=1, A,=3%4,+ M)=0.0011110,

15
A= 24, = 0011110 = —.
* 32

' 11 11 S i G
Przyklad 2-3. Niech M = — 5 za§ F = o W arytmetyce uzupelnieniowe]
majg one postac: :
M =1.10101, F = 0.01011.
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Rozwazmy kolejne pary i skonstruujemy kolejne iloczyny czastkowe:

fi=1 fli =0, 4= ¥ (_M) =0.001011,
fo=1, fo=1, Ay=34,  =0.0001011,
£.=0, fo=1 Ay=3(4:+ My=0101111],
fo=1, fo=0, A, =1(d,— M)=0000110111,

Il

f,=0, fo=1 dy=1(d,+ M)=1.1110000111,
f,=0, f=0, d,=34, =1.11110000111,
: 121
A =24, = 11110000111 = — =

2.1.6. Algorytm zaokraglenia. Niech bedzie dana liczba binarna w arytmetyce
uzupelnieniowej o 7 -+ s bitach. Przypu$émy, Ze potrzebne nam jest zaokraglenie tej
liczby do n bitéw, w tym celu musimy sprawdzi¢ znak liczby ; jesli liczba jest dodatnia,
to musimy dodaé do niej jedynke na n + 1 pozycji, czyli doda¢ 274

0ut30tg + v+ 0y 40y e o v Opg + 0.00...010 ... 0.
N— —
n -+ 1 bitéw
W przypadku za$, gdy liczba jest ujemna, musimy doda¢ do niej ciag jedynek poczawszy
od pierwszej pozycji,a skonczywszy nan - 1 pozycji, czyli odja¢ 27"*; uprzednio kladac
o = I3

-1

L&ty tacy Farets s Bare e 105 100
———
n -+ 1 bitdw
wz6r algebraiczny opisujacy algorytm zaokraglenia liczby x ma postac:
2(x)=x+2"M[2 — 20, +a_, , (s — 1)]-
Przekroczenie zakresu moze nastapi€ tylko w dwu przypadkach: w pierwszym, jesli
liczba jest dodatnia (czyli ¢y = 0) i bity oy, ¢tey o . 5 &2, 53 jedynkami, w drugim przy-
padku, jesli liczba jest ujemna (czyli ay = 1) i bity oy, ¢, « . ., %, $3 Zerami.

2.1.7. Algorytm dzielenia. Niech bedzie dana para liczb: dzielna i clz1eln1k
Oznaczmy dzielnik litera M, dzielng za$ litera 4,

A=ay.a10;...a,,,

Mﬂmu-mlmz...mn__l.

Nasz algorytm musi zapewnia¢ wykonanie dzielenia, tylko w przypadku gdy
| 4| < | M|, : (2-1)

poniewaz w przeciwnym razie nastapiloby przekroczenie zakresu. Algorytm nasz bedzie
konstruowatl nam dwa ciagi: ciag pomocniczy i ciag ilorazéw czg$ciowych.
Sprawdzenie warunku (2-1). Bedziemy rozrézniali dwa przypadki:

jeé].i Qg = My, to Al—_—A__M)
jeSli ay = m,, to A, = A+ M.



2.1. Arytmetyka uzupelnieniowa 31

Tablica 2-4
ag m, |4] < |M]| wtedy i tylko weedy,
gdy
0 0 at
0
0 1 al =
o
1 0 al =
o
1 1 at=10
0

Oznaczajac bit uzupelnienia A4, (czyli bit o wskazniku zero) przez ¢j mozemy scharak-
teryzowad za pomoc tabl. 2-4 wszystkie przypadki spelniania nieréwnosci (2-1).
W przypadku gdy nie jest spelniona nieréwno$¢ (2-1); nalezy:
jcélia(;:mu, t0A1+M=A"—M—1—M:A,
jesi ag=my, toAy—M=A+M— M= A4,
po czym musi by¢ generowany sygnal nadmiaru.
W przypadku spelnienia nieréwnoéci (2-1) wykonujemy kolejne kroki algorytmu.
Pierwszy krok algorytmu:

jeSli ay =m,, to Ay=24,—M orazl, =1,

k-ty krok algorytmu (gdzie k& = 2,3,..., n):

jesli ok =my, to Ay =24, —M oraz I, =1, + 27,
jesli ak == my, to Ay, =24, +M oraz I, =1,

Przez af oznaczyliémy bit uzupelnienia (czyli bit o wskazniku zero) liczby 4,. Iloraz

I = I, za$ reszta z dzielenia R wyraza si¢ wzorem :

jeé].i aaﬂ-l = My, to R= 2.-'1 (A,H.l - M)!
jesli af*' £m,, to R=2" (4,4 + M)
Przez aj*! oznaczyliémy bit uzupeinienia (czyli bit o wskazniku zero) liczby 4,,,;.
Przyktad 2-4. ‘
3 1

e ] o 0,300
A S =110, M=

Sprawdzenie nieréwnosci (2-1):
1+0, A,=0.001,

jak wida¢ z tabl. 2-4, nier6wno$¢ jest spelniona, wobec czego mozemy przystapi¢ do
dzielenia.
pierwszy krok: 0 =0, A4, = 1.110, I, = 1.000,
drugi krok: 120, A;=0.000, I,=1.000,
trzeci krok: 0=0, A,= 1100, I;=1.000,
czwarty krok: 10, A= 1100, I, = 1.010,
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R = 27* (1.100 -+ 0.100) = 0.0000.
Przyklad 2-5.

9 3
= — — = 1110111, M =-— = 0.01l.
A 7 1.11011 8

Sprawdzenie nieréwnosci (2-1):
1#0, A4,=0,001111,

jak wida¢ z tabl. 2-4, nieréwno$¢ jest spelniona, wobec czego mozemy przystapi¢ do
dzielenia.

pierwszy krok: 0 =0, A,= 0.00011, I, = 1.00000,

drugi krok: 0=0, A,=11101, I, = 1.10000,

trzeci krok: 1+#0, A= 0,000, I, = 1.10000,

czwarty krok: 0= 0, A;= 1.101, I, = 1.10100,

piaty krok: 1,0, A;=1.101, I; = 1.10100,

szosty krok: 120, A,= 1,101, I, = 1.10100,

3
I=1I;=1.10100 = — 8’

R = 276 (1.101 + 0.011) = 0.00000.

2,2, KROTKI OPIS MASZYNY TYPOWE]

2.2.0. Obecnie oméwimy zasady organizacji malej UPMC. Maszyna taka mimo
niskich parametréw i prostoty organizacji, wystarczy do wylozenia zasadniczych ele-
mentéw programowania w calej rozciaglosci. Przedstawiona nizej typowa mata UPMC
bedzie maszyng szeregowa staloprzecinkows, pracujaca w binarnej arytmetyce uzu-
pelnieniowej. Maszyna wykonuje operacje na liczbach dwéjkowo wymiernych z prze-
dzialu <—1, 1—2"%>,

W maszynie wyrézniamy dwa rodzaje stéw:

1) stowa krétkie o dlugosci 17 pozycji binarnych — w skrécie 17 B(Y),

2) stowa diugie o dtugo$ci 34 pozycji binarnych — w skrécie 34 B,

Rozkazy (instrukcje) dla maszyny sa kodowane binarnie i przedstawione za
pomocy stéw krétkich.

Maszyna moze wykonywaé wszystkie operacje arytmetyczne, logiczne zaréwno na
stowach krétkich, jak i na stowach dlugich. Zasadniczo stowa 17 bitowe stuzg do przed-
stawiania rozkazéw, a stowa 34 bitowe — liczb. Gdy uzywamy stowa 17 bitowe jako

(*) Liter¢ B bgdziemy czytali bit, 17B czytamy 17 bitéw.



