| | <\ Ny X men;:

EE__. G ¢m

OSRODEK POSTEPU TECHNICZNEGO

Katedra Automatyki i Telemechaniki
Politechniki Warszawskie)

W tad

WSTEP DO TECH

Kurst Identyfikacja i Optymalizacja Proceséw

MATERIALY SZKOLENIOWE






1. METODYKA OGOLNA

1,1. Postepowanie od zadania do struktury 1 parametrow ukdadu

Tok postepowania prowadzacy do projektu uk#adu sterowania
okreslonym obiektem /procesem/ mozna przedstawi¢ jako zd4ozony
z wielu etapow:

/1/ Sformutowanie zadania

/2/ Ustalenie matematycznego modelu obiektu

/?/ Wyznaczenie sterowania optymalnego

/4/ Wybor struktury ukdadu sterowania

/5/ Optymalizacja uktadu sterowania.

W pierwszym przyblizeniu mozna te etapy zilustrowac na-
stepujaco. Zato6zmy, ze obiekt jest scharakteryzowany przez
zbidér wielkosci wejsciowych u 1 zbidr wspédrzednych stanu x, a
przedziatem czasu, w ktorym rozpatrujemy dziatanie obiektu jest
™ < t”™ t2. Wéwczas:

Zadanie sterowania moze brzmiecC

max Q [x, u, t, t2, x (t2)J /1/

gdzie Q jest wynikajacym z zadania ekonomicznego TfTunkcjonatem
albo funkcja. Przy nieustalonym z géry czasie koncowym t2 1lub
stanie koncowym x(t2) wielkosci te mogg wchodzi¢ do wskaznika
Jjakosci obok przebiegéw wejsciowych u oraz stanu x, co zazna-
czono w zapisie /1/. Zadaniu ekstremalizacji wskaznika ™ towa-
rzysza z regudy ograniczenia

na wielkosci wejsciowe, u € U /2/
na wspotrzedne stanu, X 6 X /3/

Model matematyczny obiektu jest to na przykdtad opis jego
wdasnosci w postaci réwnania stanu

A/

wraz z warunkami poczatkowymi x (Y = x*. WSréd warunkéw po-
czatkowych czes¢ moze byC¢ narzucona z gory /np. skdad surowca

przerébce w reaktorze/, a czesC¢ moze odgrywaC ro-
le sterowan /np. dozowane ilosci domieszek dodawanych na  po-
czatku reakcji/. Przy opisie obiektu okreslone by¢ moga ogra-

niczenia na wielkosci wejsciowe 1 wspétrzedne stanu, ktdre
wzbogacg zbior 72/, /J/.



Wyznaczenie sterowania optymalnego polega na rozwigzaniu Bada-
nia*
max Q /5/

u

z uwzglednieniem 72/, /3/, /V. W zapisie przyjelismy,ze wsrod
wielkosci wejsciowych u tylko czes¢ g, moze wohodzi¢ w gre
jako wielkosci sterujgce* Pozostata czes¢ u',stanowi zak#oce-
nia badz ma wartosci narzucone z gory* Poniewaz zakd#ocenia be-
dg przypadkowe, ekstrematizowac wzgledem u® mozna tylko wybra-
ng ocene statystyczng Q, co zaznaczono wezykiem. Rozwigzanie
zadania /5/ dostarcza nam istotnej Informaojii obliczone max Q
stanowi najwieksza wartos¢ wskaznika jakosoi,jaka mozna otrzy-
ma¢ w danym obiekoie. Jest to optymalizacja sterowania - nie
bierzemy tu pod uwage ograniczen w realizacji sterowania opty-
malnego. Ograniczenia takie, wynikajace np. z okresowego dzia-
+ania optymalizatora, jego skonczonych mozliwosci obllczenio-
wych itd. obnizajg osiggang wartosc¢ Q.

Wybdér struktury uk#adu sterowania polega na podjeciu decyzji,
Jjakie wielkosci majg by¢ mierzone 1 weddug jakich powigzan wy-
niki tych pomiaréw majg wptywa¢ na obiekt. Jest tu bardzo duzo
mozliwosci wyboru. Na przykdad, sterowanie w ukdadzie otwartym
mogtoby polega¢ na pomiarze zakddécen u” 1 oddziatywaniu na.
wejscia u". Ale moznaby rowniez mierzyC nie wszystkie elementy
u”, lub mierzy¢ je okresowo - co sprowadza sie do wyboru re-
prezentacji zakdocen.Mozna tez zrezygnowa¢ z czesci wejs¢ u-,
obnizajac w ten sposob koszty realizacji sterowania, z jedno-
czesnym by¢ moze pogorszeniem wskaznika jakosci. Mozna réwniez
proponowa¢ ukdady zamkniete sterowania, uktady mieszane Itd.
Na przyktad,mozemy dla naszego obiektu przyja¢ strukture ukta-
du sterowania jak na rys.l1.Przyjeto tu rezygnacje z czesci po-
tencjalnych wielkosci sterujacych,zachowujgc u"*™ u* Na rys.1
wybrane wielkosci sterujace stuzg, w uktadzie zamknietym, do
otrzymania zadanej trajektorii stanu xs stan obiektu Jest
mierzony 1 porownywany z wartoscig zadang, jak zwykle w ukda-
dach regulacji. Natomiast wartos¢ zadana stanu jest wyznaczona
jako wartosc¢ optymalna x, w oparciu o zmierzone badz wyliczo-
ne cechy zaktdécen u"j nie wszystkie zakdd6cenia sg obserwowane
badZz nie sg obserwowane w pedni, cCcO zaznaczono wprowadzajac
symbol u"*.Ukd#ad z rys.1l jest przyk#adem uktadu dwuwarstwowe-
go, czesto stosowanego w praktyce.



Optymalizacja ukdadu sterowania sprowadza sie,po wyborze stru-
ktury, do odpowiedniego doboru algorytméw i1 wspotczynnikow,we-
ddug ktorych wykonywane beda dziatania wyznaczajgce  wszelkie
sterowania. Problem ten jest zblizony do znanego 2z  praktyki
konwencjonalnej doboru typu regulatora /P, PI, PID/ 1 doboru
nastaw. Zaznaczajac symbolicznie na rys.l, ze chodzi o dobor
parametrow et oraz parametrow J3 , zadanie optymalizacji fozmu—
tuje sie jako

max Q /6/

gdzie ¢, B podlegaja zwykle pewnym ograniczeniom TFfizycznym,
d. ¢ A, PG B. Zadanie /6/ jest zadaniem optymalizacji ukdadu
sterowania, w odréznieniu od poprzedniego zadania /5/» ktoére
by4o zadaniem optymalizacji sterowania.
tatwo zauwazyC, ze zawsze bedzie

max Q ~ max Q /7/
N Q u'
a roznica miedzy tymi liczbami jest stratgjakosci, wywotang
ograniczonoscig struktury i algorytmow sterowania. | Zadanie??,
projektanta jest oczywiscie znalezienie wkasciwego kompromisu
miedzy stratg jakosci dziatania obiektu, a kosztem realizacji”
uktadu sterowania.

1.2. Dekompozycja zadan z4ozonych

Rzeczywisty obiekt automatyzacji jJest zazwyczaj zbyt zio-
zony na to, by mozna byto bezposrednio rozwigzywa¢ zadanie ty-
pu /1/. \Wyobrazmy sobie cigg technologiczny jak pokazano sche-
matycznie na rys.2. Zadanie optymalizacji moze tu polega¢, na
przyk#ad, na zapewnieniu minimum kosztéw przy zadanej wielkos-
ci produkcji, albo na maximum wydajnosci przy zadanej ilosci
surowcow itd. Jesli oznaczy¢ taki wskaznik przez Q oraz przy-
jac¢, ze u jest zbiorem wszystkich wielkosci sterujacych /nie
zwracajac uwagi na to, na ktéry z obiektéw z rys.2 maja one
wpdyw bezposredni/, to zadanie optymalnego sterowania mozna
zapisac¢ jako

max Q (W) /8/
& u

gdzie zaznaczono, ze wybdér u jest ograniczony /przez roOwnania
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obiektow 1 ograniczenia nierownosciowe/. Gdy liczba wielkos-
ci sterujacych Jest duza oraz duza jest liczba rownan ograni-
czajacych,co zwigzane jest z liczbg 1 rzedem obiektéw w ukda-
dzie z rys.1l, to rozwigzanie zadania /&/ jest niemozliwe ze
wzgleddéw obliczeniowych. Skorzystac¢ trzeba z mozliwosci dekom-
pozycji zadania /8/. Gkowne zasady dekompozycji sg nastepujaca

Zatozmy, ze globalny wskaznik jakosci Q udato sie przed-
stawi¢ w postaci sumy

Q W =" (ui,v) + Q2 (u2, + ...+ (u\ v) /9/

gdzie kazdy wskaznik zalezy od zmiennych koordynacyjnych v
oraz od takiego zbioru u' wielkosci sterujacych, ktory nie ma
elementow wspolnych z zadnym innym zbiorem U\, j / i. Q na-
zwiemy wskaznikami lokalnymi# Jezeli suma zbioréw u'a’ sl t
v zawiera wszystkie elementy u, to mozna napisaC rownowaznosSc

max Q fu) = max Q (u, v) /10/
u ul

u2

un

%

[ o
a z kolei, przy rozdgcznosci zbiorow u postulowanej wyzej,ma-
my mozno$S¢ dwustopniowej /dwupoziomowej/ optymalizacji

max Q(u,y) =max max  (u\v) +max Q2fu2,v)+..,+max
ul v ul u? uN yixv/

u2

uN

W optymalizacjach "lokalnych™ lub "pierwszego poziomu",
tj. w zadaniach typu

max Qx (ul, v) /12/

uI

wielkos¢ y odgrywa role parametru, zatem optymalizacje te od-
bywa¢ sie majag przy pewnych wartosciach narzuconych z goéry.Ze
sformutowan nie wynika, czy bedg to z géry narzucone wartosci



wielkosci wejsciowych, ozy tai wspodrzednych  stanu obiektow
skdadowych procesu z4ozonego, przedstawionego na rys.2, Mozli-
we jJest jedno 1 drugie.

Istotg trudnosci wielopoziomowej optymalizacji jest nie
podziat wskaznika jakosci na czesci QV, Q2»*** ~ecz odpo-
wiednie odseparowanie zwigzkow ograniczajacych, by mozna byd4o
mozliwie wiele elementéw u pomiesci¢ w zbiorach u*. Problemem
tym zajmiemy sie pozniej szczegdétowo; teraz zwroécimy tylko uwa™
ge, ze zaznaczone we wzorze /8/ ogx“aniczenie globalne ueU mu-
si zosta¢ rozdzielone tak, by powstaty ograniczenia lokalne
zalezne co najwyzej od zmiennych koordynacyjnych:

ule U1(V), u2 € U2 (y),.-- N6 UN (), vev. /l5/

W pedniejszy zatem sposoéb zapiszemy zaleznosci /10/, /11/ jako

max Q fu) a max Q (u, Vv) /10%/
u u\u1l()
u2 6 U2 (y)
uN 6 UK (v)
V. 6 V

max QCu,v) =maxJmax (“(u"jvj+max Q2 (u2,v)+...+ max QN (uN ,y)j
vgV ul6Ul(v) u26U2(v) HNEUN(v) /11 *

W odniesieniu do uk#adu z rys.2 mozemy w pierwszym przy-
blizeniu przyja¢, ze zmiennymi koordynacyjnymi bedg te  wszy-
stkie wielkosci, za posrednictwem ktérych obiekty sktadowe
ukdadu wptywaja na siebie wzajemnie. Bedg to wiec,na przyktad,
natezenia przeptywu materiatoéw, wielkosci charakteryzujgce ich
sk#ad chemiczny, ich temperatury i tak dalej. Nie uscislajac
tego bardziej w obecnej chwili stwierdzamy, ze po dokonaniu
dekompozycji zadania globalnego mamy przed sobg N zadan stero-
wania poszczegolnymi obiektami. Zadania te bedziemy nastepnie
rozpatrywaC¢ tak jak to pokazano w punkcie poprzednim. Pojawia
sie oczywiscie zadanie dodatkowe, mianowicie koordynacja zadan
lokalnych przez wybdor y zapewniajgcy extremum globalne, pati’z
/11/. Jest to jednak, w zasadzie, ten sam typ zadania - opty-
malizacja funkcjonatu w obecnosci ograniczen.
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2. FORMULOWANIE ZADANIA OPTYMALIZACJI

2.1. Uwagi ogolne

Ustalony dla obiektu wskaznik jakosci, ktéry ma podlegac
ekstremalizacji, musi mieC¢ okreslony sens ekonomiczny 1 tech-
niczny. WynikaC on zatem powinien z rzeczywistej oceny znacze-
nia ekonomicznego poszczegdlnych cech 1 efektéw procesu. Przy-
k+adem wskaznikéw mogg byc¢: zysk z prowadzenia procesu, koszt,
wydajnosc¢ itd. Mozna przyjac¢ jako regute, ze wyboru tego wska-
znika nie moze dokona¢ samodzielnie projektant ukdtadu sterowa-
nia. Zwrécimy tu tylko uwage na to, ze w wiekszosci p"Obypadkéw
sformutowaniu wskaznika jakosci towarzyszy¢ musi sprecyzowanie
dodatkowych zwigzkdéw ograniczajacych. Na przykdad, minimaliza-
cja kosztow produkcji, przeprowadzana bez dodatkowego ograni-
czenia:

wielkos¢ produkcji ™ wartosci zadanej
doprowadzitaby oczywiscie do rozwigzania, przy ktorym koszty
bedg minimalne, ale produkcja rowna zeru. Podobnie, maksymali-
zacja wielkosci produkcji bez ograniczenia zuzycia  surowcow
czy energii moze da¢ w wyniku matematycznym zd#e wykorzystanie
surowcow, itd.

Z punktu widzenia sformutowania zadania optymalizacji
bardzo istotne jest,czy rozpatrujemy sytuacje deterministyczng
czy tez stochastyczng, to znaczy czy uwzgledniamy fakt istnie-
nia przypadkowych zak#6cenn. W zwigzku z tym mozemy rozroznic:
a/ Zadanie sterowania optymalnego. gdy zadamy

max Q /14/
badz tez maxinum pewnej cechy statystycznej, na przyktad

max E /15/
albo, co stanowi przypadek wazny dla niektdérych zastosowan
/16/

Zapis /16/ oznacza, ze chodzi o sterowanie zapewniajace maxi-
mum minimalnej wartosci Q /maximum wzgledem sterowania, mini-
mum wzgledem zak¥écen/.

b/ Zadanie sterowania optymalno-wystarczajgcego. gdy zadamy

max Q, lub tez max B [q] /17/
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pray jednoczesnym warunku, by

min M N o~d /18/

Zapis /17/, /18/ oznacza, ze mamy maksymalizowa¢ Q Hlub E
ale ze przy najmniej sprzyjajacym zakddceniu wartos¢ Q nie
ma spasC ponizej pewnej granicy.

Czytelnik zauwazy, ze np. sformutowanie /15/ wymagaC be-
dzie przy rozwigzywaniu zadania znajomosci rozktadéw prawdopo-
dobienstwa zaktécen, a sformutowanie /16/ oraz /18/ - wymagac
bedzie znajomosci przedziatu zmiennosci zakdocen,natomiast nie
koniecznie ich rozk¥adéw.

Zadania optymalizacji mozna dalej klasyfikowaC na staty-
czne 1 dynamiczne. Rozroznienie to jest nader wazne z  punktu
widzenia metod rozwigzywania. Nie bedziemy tego rozwija¢ sze-
rzej w tym miejscu. Zwrocémy tylko uwage, ze w zadaniach staty-
cznych poszukuje sie rozwigzan w postaci pewnych liczb  /np.
najlepszych parametrow prowadzenia procesu ustalonego - cis-
nien, temperatur itp./, a w zadaniach dynamicznych rozwigza-
niami sg funkcje czasu - na przyktad przebieg w czasie pradu
+uku w elektrycznym piecu stalowniczym. Zadania dynamiczne 3g
znacznie bardziej pracochtonne w rozwigzywaniu, to znaczy ab-
sorbuja znacznie wieksze Srodki obliczeniowe.

2.2. Przyktad formutowania zadania dla obiektu

Rozpatrzmy jako obiekt sterowania reaktor chemiczny o
idealnym zmieszaniu, przedstawiony na rys.5* Do reaktora do-
ptywa materiat A z natezeniem FN kg/s o temperaturze TA °K,ma-
teriat B z natezeniem Ffi kg/s o temperaturze Tg °K, odptywa
za$ strumien materiatu o natezeniu FD kg/s. W reaktorze odbywa
sie reakcja A— »B z predkoscig r s k () s-'% gdzie T tem-
peratura w reaktorze, k (i) stata predkos¢ reakcji, steze-
nie sktadnika A. Reakcja jest endotermiczna, ciepto reakcji
wynosi h J/kg, do reaktora doprowadzany jest strumien energil
cieplnej o natezeniu H J/s*

Jezeli reaktor z rys.3 pracuje sposobem ciggtym, to zada-
nie optymalizacji bedzie sformutowane w odniesieniu do stanu
ustalonego odbywajgcego sie w reaktorze procesu. Moze to byc
np. zadanie nastepujace:

osiggng¢ w stanie ustalonym max (1 - F~  kg/s /19/

przy ograniczeniach
/20/



CA ~ CAm /21/
Wielkos¢ (i - ga”™fd nat?ieniem wyptywu sktadnika B w
kg/s, czyli ma charakter natezenia produkcji. Ograniczenie
Fh Fgm ma sens oczywisty, a ograniczenie jest

warunkiem na JakosC, czy 'czystos¢" strumienia  wypdywajgcego
/nie ma on zawiera¢ zbyt duzo nleprzereagowanego sktadnika A/.

Przy istnieniu przypadkowych zakdécen, wskaznik jakosci
nalezatoby sformutowa¢ w postaci wartosci Sredniej

max E [0 - CA)PD ] kg/s /19%/

To oczywiste sprecyzowanie mozna czesto, w Tazie pilerwszego
formutowania zadania, pomijac¢. Mniej oczywiste bytoby nato-
miast uwzglednienie przypadkowego charakteru zjawiska w ogra-
niczeniach. Na przyk#ad ograniczenie nierownosciowe /20/ moze
by¢ w istocie warunkiem

E [*B] * PB» /20,/
albo tez
max [FB] S FBjb /20V

Czytelnik datwo zinterpretuje techniczny sens "obu tych
sformutowan oraz zauwazy, ze to ktére z nich bedzie whasciwe
zalezy np. od istnienia zbiornika buforowego materiatu B przed
reaktorem.

Dla tego samego reaktora, gdyby pracowat on sposobem cyk-
licznym, aktualne byd#oby postawienie zadania optymalizacji dy-
namicznej . Na przykdad, moznaby zadaC takiego wyboru poczagtko-
wego zatadowania reaktora oraz przebiegu czasowego dop4ywu
ciepta H, aby osiagnaC zadany koncowy produkt w reaktorze,przy
jednoczesnej ekstremalizacji wybranego wskaznika jakosci. Na
przyktad, mogtoby to byC zadanie, azeby w catkowicie zatadowa-
nym reaktorze

r*2
minimalizowa¢ czas trwania procesu tg - t™ a V dt 722/
*i
z ograniczeniem na skdad koncowy CA(t2) " caz /23/
oraz na sktad poczatkowy 7"~A(N) > > CA2 /24/

W ujeciu statystycznym, mozemy zadanie /22/ sformuto-
wacC jako

min E £ datj /22°/
H(D) t1
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Minimalieacja wartosci Srednie;}, wskazana przez /22°/, ma sens
oczywisty. Gdy jednak rozpatrywany reaktor stanowi jedno z
ogniw z4ozonego procesu technologicznego, moze by¢ na przyktad
niedopuszczalne by czas tg - t przekroczy+ kiedykolwiek pewnag
wartos¢ graniczng tu, ustalonajz warunkow koordynacji catosci
procesu. Wéwczas wymaganie /22 / uzupeini¢ trzeba  dodatkowym
ograniczeniem nierownosciowym

max /25/

gdzie symbol max odnosi sie oczywiscie do wartosci maksymalnej
ze wzgledu na zak#dcenia.

Czytelnik zwroci uwage, ze w ustaleniach typu /19/ czy
/22/ nie zastanawiamy sie nad tym, czy wchodzgce w te wzory
wielkosci sg wejsciami (u), wspodrzednymi stanu (X) czy innymi
jeszcze zmiennymi charakteryzujacymi obiekt. Sga to po prostu
te zmienne, ktore maja okreslony charakter techniczno-ekonomi-
czny.

2.3. Przyktad dekompozycji zadania w uktadzie z4ozonym

W pracy [3] przedstawiono m.inn. sformudowanie zadania
optymalizacji stanu ustalonego dla surowni cukrowni. Uk+ad
sktada sie z trzech obiektéw: stacja dyfuzji, stacja oczyszcza-
nia soku i1 stacja wyparna. Przy zadanej wielkosci przerobu bu-
rakow, optymalizacja ekonomiczna sprowadza sie do minimaliza-

cji kosztéow /whkaczajac w koszty roéwniez straty cukru/. Zada-
nie sformudowano 4gcznie jako minimalizacje natezenia strat
w z4/h:

=1 1I=1

W wyrazeniu tym ujeto najwazniejsze sk#adniki kosztow i
strat. FwCjfw oznacza strate cukru przez przejscie do wysdod-

kéw /patrz rys.4/, - F2ck2 s™anow™ strate cukru w sta-
cji oczyszczania T wyraza koszt pary grzejnej.Skdadnik za-
wierajacy sume oznacza strate cukru przez przejscie do

melasu - przejscie to jest zwigzane z zawartosciami dziewiet-
nastu roéznych niecukrow melasotwérczych ¢ w soku za stacjg



- 14 -

oczyszczania oraz wspodczynnikami absorpcji cukru przez i-ty
niecukier KMi« Wreszcie, ostatni sktadnik wyraza strate war-
tosci cukru /strate jJakosci/ przez przebywanie w zbyt wysokiej
temperaturze Ti w i-tym dziale wyparki. Zwroémy uwage na nie-
ktére wspotczynniki F ktére sa cenami: jest ceng cukru
liczong za stacja dyfuzji /zatem bez kosztow  oczyszczania/
~*2 *“ cene cukru w soku za stacjg oczyszczania, X 3 ~ cen% me*
lasu.

Dla rozwigzywania zadan optymalizacji i1 sterowania,wskaz-
nik /726/ roztozono tak, by otrzymaC¢ wskaznik oddzielny dla
kazdej ze stacji, ale by ich suma stanowi4a nadal wartos¢ Qt

0, + G + =Q /27/
Wskazniki fy, Q2, ustalono jak nastepuje:
19
S m Ti °k»+ U & - ti) Hl CMiKMi 728/
1=
19
i=1
19
o % i /29/
i=1

i=1l

Zwrocémy specjalng uwage na budowe  wskaznika dla stacji
dyfuzji, wzér /28/. Straty cukru przez przejscie do melasu,
jak ujeto we wzorze /26/, zalezg od zawartosci niecukréw w so-
ku oczyszczonym. Pojawienie sie jednak niecukrow zalezy od pra-
cy stacji dyfuzji /gtéwnie od rozktadu temperatury/. W zwigzku
z tym konieczne by4o uwzglednienie niecukréw w ocenie procesu
dyfuzji, stad odpowiedni sktadnik we wzorze /28/, zawierajacy

udziaty niecukrow melasotwérczych Straty stad pochodzace
ulegaja jednak zmniejszeniu przez akcje oczyszczania soku, co
z koleil uwzgledniono w ocenie pracy stacji oczyszczania - we

wzorze /29/ wystepuje sktadnik ze znakiem przeciwnym do znaku
strat. Dzieki takiej budowie wskaznikéw /28/, /29/ udaje sie
uzyska¢ zaleznos¢ kazdego z nich od tych wszystkich 1istotnych
wielkosci sterujacych kazdej ze stacji, ktére maja wpdyw na
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wskaznik globalny /26/. Czytelnik *atwo sprawdzi, ze spedniony
jest rowniez zwigzek /2?/. Zdajemy sobie oczywiscie sprawe z
tego, ze niektdore wielkosci sterujgce wphtywa¢ moga sprzecznie
na wskazniki czesciowe /28/ - /JO/. Na przyktad, zwiekszenie
ilosci wody dodawanej do krajanki w stacji dyfuzji poprawi

prace tej stacji /zmniejszy straty al« réwnoczesnie
zwiekszy i1loS¢ pary potrzebnej w stacji wyparnej do zageszcze-
nia soku, czyli zwiekszy sktadnik y- W schemacie optymali-r

zacji dwupoziomowej, Jjaka zastosowalibysmy do rozpatrywanego
przykdadu, i1los¢ wody dodawanej do krajanki bedzie zatem  mu-
siata by¢ zmienng koordynacyjng, ktorej wartosSC zostanie zade-
cydowana na wyzszym poziomie.

3. MODEL MATEMATYCZNY OBIEKTU

3.1. Metodyka postepowania

Skoncentrujemy uwage na opisie wkasciwosci obiektu dyna-
micznego przez rownania stanu

X af (x, U, © /y\]j

wraz z rownaniami wyjsc

| = £ (Xx» £+ 1) /32/
Dodatkowo do rownan /J1/ podac¢ nalezy  warunki poczatkowe
x(t"™), a do obu réwnan - ewentualne ograniczenia nierownoscio-
we na X oraz u.

Opis typu /31/, /?2/ wydaje sie na pierwszy rzut oka nie-
dogodny o tyle, ze wymaga znajomosci badz ustalenia rzedu obie-
ktu, czyli liczby réownan w uktadzie /31/» to jest liczby
wspotrzednych stanu. Okaze sie jednak, ze przy ustalaniu opisu
obiektu z danych fizycznych, czyli przy modelu "analitycznym",
operowanie pojeciem wspodrzednych stanu jJest wkasnie bardzo
dogodne i przejrzyste od strony zjawiskowej. Natomiast przy
identyfikacji modelu obiektu catkowicie doswiadczalnej, tylko
pozornie mozna oming¢ sprawe ustalenia rzedu obiektu. Mianowi-
cie, gdy opisywaC obiekt przy pomocy operatora “‘wejscie -wyjsS-
cie”

i(t) = A [u(®] /33/

pamieta¢ nalezy, ze przebieg na wyjsciu i(t) zalezy réwniez
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od warunkéw poczgtkowych, ktdéro nie sga niczym innym jak stanem
poczatkowym obiektu. Napisac¢ zatem nalezy
N/

a tu juz identyfikacja wektora liczbowego xfr-~ wymaga stwier-
dzenia, i1le on zawiera elementdéw. Dodatkowo, fakt ze w seril

doswiadczen identyfikacyjnych niektére elementy (") okazg
sie zerowe nie przesadza sprawy na sytuacje przyszte 1 wgtebic
sie tu nalezy w zagadnienie obserwowalnosci obiektu - a to

znowu sprowadza nas na grunt zdefiniowania wspodrzednyoh sta-

nu.

tatwo zauwazy¢, ze pochodne w stosunku do rownan /J1/f
/32/ formy opisu wkasnosoi obiektu otrzymamy przez odpowied-
nie przerébki. 1 taki

Charakterystyki statyczne otrzymamy zak#adajgc stan ustalony,
to jest /mowa tu o obiekoie niezaleznym od czasu/

0S f fx, u /?5/
1 =£ & uw /56/

oraz, jesli zachodzi potrzeba, rugujac zmienng x ze - zwigzkdéw
/35/F /36/.

Transmitancje macierzowa, obiektu otrzymamy po linearyzacji
zwigzkow /51/» /?2/, to jest wychodzgc z rownan /dla przyros-
tow/

X =AX+ Bu /37/
/387

gdzie A, B, C, D macierze niezalezne od czasu.Dokonujgc trans-
formacji roéwnan /J7/, /J8/ przy zerowych warunkach  poczatko-
-wych, otrzymamy rugujac x(s) wzor na transmitancje macierzowg

/39/

Postepowanie zmierzajgce do ustalenia opisu /51/, /?2/ na
drodze analitycznej, to jest na podstawie danych o obiekcie,
mozna przedstawi¢ jako ztozone z kilku etapow:

a/ Okreslenie wspodrzednych stanu /oraz ewent. ograniczen

na te wspotrzedne/

b/ utozenie rownan stanu

c/ okreslenie wielkosci wejsciowych /oraz ewent. ograni-

czen na te wielkosci/

d/ okreslenie wielkosci wyjsciowych
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e/ utozenie roéwnan wyjscia*

Podkresli¢ nalezy, ze etapy a/, b/, o/ wyczerpuja opia
dynamiki obiektu. Mozna je wykonywaC bez znajomosci zadania
optymalizacji, a tym bardziej przed okresSleniem struktury udar-
du sterowania. Natomiast wybor wielkosci wyjsciowych, etap d/,
zalezy od tego, czy zmienne takie wystepuja w zadaniu, to zna-
czy w sformutowaniu wskaznika jakosci 1 towarzyszacych temu
sformutowaniu ograniczeniach. Wybor wielkosci wyjsciowych za-
lezy réwniez od struktury ukdadu sterowania czyli od. decyzji,
Jjakie zmienne bedg w obiekcie mierzone. To samo dotyczy oczy-
wiscie etapu e/.

Okreslenie wspotrzednych stanu rozumieC nalezy, zgodnie
z ich definicja, jJako znalezienie takiego zestawu zmiennych,
ktorych wartosci w dowolnejy chwili t “podsumowatyby"” catg
przesz4oSC procesu; interesuje nas przy tym zestaw zawierajacy u
minimalng liczbe zmiennych. W praktyce moze sie okazacC,ze nie-
ktoére ze wspodrzednych stanu nie sg istotne dla rozpatrywanych
aspektow procesu w obiekcie 1 mozna zrezygnowa¢ z ich uwzgled-
nienia w opisie.Zalezy to od zadania sterowania; nie bedziemy
tego analizowa¢ obecnie, lecz dopiero w punkcie 4.

Utozenie rownan stanu polega na sformudowaniu, dla n

wspotrzednych stanu , X2 ,...,xn uktadu n réwnan pierwsze-
go rzedu o postaci
dx1 /
dtT = (XI* X2»** xn* Ul* u2**** ur* x10
.......... /40/
dxQ
<tT = fn (X1» X2»ee*Xn» ul» u2»*** ur» t),xn(ti™= ™no

Wypisany przykdad rownan odnosi sie do obiektu o sta-
+ych skupionych. Jesli nie zaznaczono inaczej, symbole
X1» x2*%*** /P> u2»*** rozumiane sg jako wartosci odpowied-
nich zmiennych w tej samej chwili t.

W odroznieniu od tego, obiekt z opdéznieniami stanu bedzie
opisany rownaniami typu

dxn
3t “ N3 0~ x2(t-hg) .. »uj(b), WRFt),..., 8 /41
gdzie h” odpowiednie opoéznienia. Warunkami poczatkowymi dla

takiego obiektu nie sg juz tylko wartosci x (), jak w przy-
padku 740/, lecz "stan poczatkowy zupedny', to znaczy przebie-

gl kazdej ze wspoédrzednych z™u-okrss t,, - h, 1
1

( f .A8H5M y
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Obiekt o statych rozdozonych, jakim bedzie np.reaktor ru-
rowy, opisany bedzie czesto rownaniami czgastkowymi typu

We wszystkich tych opisach Jest rzeczag istotng,ze po pra-
wej stronie réwnan stanu nie wystepujg pochodne wspodrzednych
stanu wzgledem czasu, pochodne wielkosci wejsciowych wzgledem
czasu oraz wielkosci wyjsciowe. Jezeli zatem w réwnaniu stanu
wystgpi np. strumien produktu wyjsciowego z reaktora 1 nie da
sie go wyeliminowa¢ zaleznoscia funkcyjng od wspodrzednych sta-
nu oraz od innych wielkosci wejsciowych,to ten strumien jest z
punktu widzenia matematycznego modelu obiektu wielkoscig
wejsciowg. Ma to np. miejsce gdy strumien wypdywajacy jest wy-
muszany pompa, gdyz nie zalezy on wéwczas od poziomu cieczy Ww
zbiorniku*

Okreslenie wielkosci wejsciowych polega na  przegladzie
prawych stron réwnan stanu. Te wielkosci, ktdére tam wystepuja
a nie sg wspotrzednymi stanu, mogag by¢ zmiennymi wejSciowymi,
lub parametrami.Decyzja co do tego lezy przynajmniej czesciowo
w rekach projektanta uktadu,ktory moze na przyktad zdecydowac,
ze temperatura czynnika doptywajgcego do reaktora bedzie stata
/stanie sie wtedy parametrem w réwnaniach/, lub tez bedzie ste-
rowana /stanie sie wielkoscig wejsc¢iowg sterujgca/, albo pozo-
stanie zmienna w sposob przypadkowy /bedzie wielkoscig wejs-
ciowg zaktoécajaca/. Decyzje tego rodzaju nalezg do wyboru
struktury ukd#adu sterowania - w stadium ustalania modelu obie-
ktu nalezy sobie tylko zda¢ sprawe z tego, jak wptywaja na
proces poszczegolne wielkosci wejsciowe, czyli jak one wyste-
puja w rownaniach stanu. Nalezy réwniez ustali¢, jakim ogra-
niczeniom /technologicznym/ podlega kazda z wielkosci wejscio-
wych.

Okreslenie wielkosci wy.jscloy/ych jest stosunkowo proste;
wspomnielismy juz,ze bedg to w pierwszym rzedzie te zmienne wy-
stepujgce we wskazniku jakosci 1 ograniczeniach zewnetrznych,
ktére nie sg wspoétrzednymi stanu ani wielkosciami wejSciowymi,
czyli nie wystgpity w réwnaniach stanu.W catosci modelu sg bo-
wiem tylko trzy rodzaje zmiennych: wielkosci wejsciowe, wspot-
rzedne stanu i1 wielkosci wyjsciowe,zgodnie ze schematem rys*5*

Utozenie roéwnan wyjs¢ polega na sformutowaniu zaleznosci



- 19 -

wielkosci wyjsciowych y», y2,,,ym od wsPO4rzednyoh stanu i
wielkosci wejsciowych. Zaleznosci te nie sg Juz rownaniami roz-
niczkowymi, gdyz catos¢ dynamiki obiektu zawarta Jest w rowna-
niach stanu. Poniewaz roéwnania wyjsS¢ moga uzalezniaC y” wprost
od wielkosci wejsciowych u /patrz /32/ moze sie okazac,ze trze-
ba na tym etapie uzupednic liste wielkosci wejsSciowych /moze
Istnie¢ zmienna nie wchodzgca w réwnania stanu, a wystepujgca
np. wprost we wskazniku Jakosci/.

3.2. Przyktad obiektu o statych skupionych

Rozpatrzmy udozenie modelu matematycznego dla reaktora
przedstawionego Juz poprzednio na rys.3* Postepowa¢ bedziemy
wed+ug metodyki oméwionej w punkcie 3.1., to znaczy wykonamy*
okreslenie wspotrzednych stanu
utozenie réwnan stanu
okreslenie wielkosci wejsciowych

Wspodrzedne stanu wybieramy wychodzac ze stwierdzenia, ze
przesz4os¢ procesu w reaktorze zostanie podsumowana Jednoznacz-
nie trzema liczbami:

W~ - 1los¢ nagromadzonego skfadnika A, kg

Wg - 1los¢ nagromadzonego sktadnika B, kg /44/

E - 1los¢ nagromadzonego ciepta, J

Dogodniej Jednak bedzie utozy¢ rdéwnania stanu, gdy Jako
trzy wspodrzedne stanu przyjmiemy wielkosci nieco iInne:

W - 1los¢ materiatu w reaktorze, kg
CA - stezenie wagowe sktadnika A, bez wymiaru A5/
T - temperatura migszaniny, °K

WielkosSci te sg oczywiscie w prosty sposéb zwigzane z
poprzednimi. Podkreslamy tu, ze wybor wspodrzednych stanu nie
Jest Jednoznaczny, natomiast dla danego obiektu liczba wspot-
rzednych stanu Jest okreslona Jednoznacznie.Czynniki decyduja-
ce o wyborze tego czy innego zestawu zmiennych Jako wspodrzed-
nych stanu, mogg byC¢ rozne. W naszym przyktadzie zwrocmy np.-
uwage na to, ze w zestawie A5/ wystepuje zmienna CA, ktora
wchodzi rowniez do wskaznika Jakosci procesu /19/ i ogranicze-
nia /21/, oraz zmienna T, na ktdora spodziewaC sie mozemy ogra-
niczenia, ktora wchodzi w statlg predkos¢ reakcji k (t) i1 ktora
Jest zarazem istotng charakterystyka strumienia materiatu
opuszczajgcego reaktor.
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Wystgpia nastepujgce ograniczenia wspotrzednych stanut
O <W ~W , gdzie Wm pojemnos¢ reaktora A6/
T < Tm, gdzie Tm maksymalna dopuszczalna temperatura A7/

Utozenie réwnan stanu opiera sie z regudy na bilansie masy
oraz bilansie energii. W naszym przypadku, z ogdélnego bilansu
masy mamy

= FA ¢ - fd ks/8 /W

Z bilansu masy dla sk#adnika A

d (w ¢ a) .\

- =FA *CAFD -WCA kK@) /49/
Z bilansu energii cieplnej

d@EW Tl=c ta+cFpth .cFdt+H-hWCAKC)  /50/

W réwnaniu /50/ ¢ oznacza ciepto whkasciwe J/kg»deg,
dla uproszczenia przyjete jako jednakowe dla wszystkich sub-
stancji. Réwnania 749/, /50/ nie sg jeszcze roéwnaniami stanu,
gdyz jako wspodrzedne stanu przyjelismy CA, T, a nie i1losc¢
skdadnika A oraz ilos¢ energii. Poniewaz jednak

diw C.) d C,
r +0A égk
a wielkosc jest okreslona przez /48/, znajac /49/ oraz
/51/ +atwo napiszemy réwnanie na_ﬂEA . Podobnie postgpimy z za-

dt

leznoscig /50/ 1 ostatecznie otrzymamy zestaw réwnan stanu w

koncowej postac

dw
dt = fa + PB « FD  K9/S 752/

1 —_
AA CA
dt = W PA " ir W @) /s /557

th ~ ¥ kQa K
OFF = 1 Fapt - Fp * figr=——v E‘“E? deg/s dad

Warunkami poczatkowymi w chwili t = t8 dla tego uk#adu
réownan beda oczywiscie wartosci zatadowania w(t?), udziatu
sktadnika A,CA (t.,) , oraz temperatury T

Okreslenie wielkosci wejsciowych odbywa sie przez przeglad row-
nan stanu /52/, /53/, /54/. Oprocz wspodrzednych stanu wyste-
puja tam zmienne



/55/

Jest to zestaw wielkosci wejsciowych, gdyz zadnej z nich
nie mozna wyrugowaé¢ przy pomocy zmiennych pozostatych i wspot-
rzednych stanu. W szczegélnosci, natezenie odpdywu produktu Ip
nie zalezy od zasobu W w schemacie procesu jak na rys.3*

Nie decydujemy na razie, Kktdore z szesciu wielkosci wej-
Sciowych bedg wielkosciami sterujacymi, a ktdére pozostawimy
Jjako dopuszczalne zakdécenia.

Zwrocmy tylko uwage na niewgtpliwe ograniczenia wielkos-
ci wejsciowych:

FA> °, FB”™ o, fd >0, o /56/

W szczegolnosci, H ~ 0 oznacza, ze reaktor nie moze
by¢ chtodzony, a zatem jego temperatura T jest posSrednio ogra-
niczona od dotu, a nie tylko od goéry jak podaje /47/.

Przykdad obiektu o statych roztozonych

Rozpatrzmy teraz, w podobny sposéb, obiekt przedstawiony
schematycznie na rys.6* W podfuznym reaktorze przesuwany jest
materiat B z predkoscig v2 m/s, a w przeciwpradzie porusza
sie materiat A z predkoscig m/s. %edzy tymi skdadnikami
zachodzi reakcja A— »B z predkoscig r = k () 1/s. Reak-
cja jest endotermiczna, reaktor jest ogrzewany z zewngtrz w
sposob wymuszajacy profil temperatury T (1, t).

Jako wspoOtrzedne stanu elementu ddugosci reaktora, zazna-
czonego na rys.6, mozna przyjac
ilos¢ materiatu A: dwn = dl /57/

gdzie x» (I, t) gestos¢ zapednienia substancjg A w  kg/m
materiatu B: dwfi a x2 dl /58/

O

ilos
gdzie x2 (I, t) gestosSC zapednienia substancjg B w kg/m
11oS¢ nagromadzonego ciepta: (¢ d WA + c2 d T /59/

Przy zrobionym wyzej zatozeniu, ze temperatura T (I, ©
bedzie narzucona z zewngtrz, wspodrzedna stanu /59/ jest nie-
istotna. Jako pozostate dwie wspodrzedne stanu dogodnie bedzie
przyja¢ x» (It ©) oraz x2 (I, t) . Jako niewgtpliwe ogranicze-
nie stanu przyjmiemy
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gdzie maksymalna gestos¢ zapednienia reaktora w kg/m.

Roéwnania stanu dla elementu reaktora wypiszemy w zaleznosci bi-

lansowych.
Dla sktadnika A otrzymamy

h (@WA) “ vix1l il + dI» t) ” vixl (x» “
-k @)X d, v dl kg/s /61/

gdzie ostatni wyraz oznacza ubytek A skutkiem reakcji, zacho -
dzacej w elemencie reaktora o dfugosci dl.
Po wprowadzeniu d dl oraz wykorzystaniu rozwinie-

Q x
a+d, © = a, o + dl /62/
uzyskujemy rownanie stanu

X N X
75TT =~ 7TRH-- k (t) x1 (I, ©) kg/m.s /63/

Dla sktadnika B napiszemy

SE (dWB) " v2 x2 (IF ©) “ v2 x2 il + dI» 0 + -
+k @) x1 d, © d kg/s /64/

I w konsekwencji podobnego przekisztatcenia jak wyzej otrzyma-

my rownanie stanu
~NX Q X
7$-8 = - v2 +k () ¥ (A, v kg/m.s /65/

Réwnaniom /63/, /65/ towarzyszyC¢ musza cztery  warunki
brzegowe, na przykd#ad dotyczace:

stanu poczatkowego reaktora: x* (l,0), x2 (I»0) /66/

wartosci x”, x2 na krancach: x (L,t), x2 (o,t) /67/

Latwo zauwazyé, ze warunki /67/ sg dane przez natezenia dopty-
wu 1 odptywu materiatu:

%L 1 PA (L* %1
» ¥ * - /68/

/ \ FB (°» %
*2 (* t) = - ~---= /69/

Wielkosci we.lsciowe wynikng z przegladu réwnan stanu.

Rozpatrujgc prawe strony /63/» /65/ widzimy, ze na proces mo-
zemy wptywacC przez:
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predkosci przesuwu materiatu (v, v2 (© /70/
temperature T (I, © /71/

Temperatura T (I, t) Jest w istocie wspétrzedng  stanu,
ale poniewaz zatozylismy, Zze bedzie ona wymuszona, spednia ona
dla rownan stanu /63/»/65/ role wielkosci wejsciowej /nie Jest
zalezna od stanu , X2 oraz pozostatych wejs¢ v, v2/.

Zwrocmy uwage, ze wielkosci wejsciowe /70/, /7Y nie wy-
czerpujg mozliwosci sterowania obiektem - Jak zawsze, mozna na
proces wpdywaC przez warunki brzegowe.W rozpatrywanym przypad-
ku,dos¢ oczywiste bytoby uzycie Jako wielkosci sterujgcych wa-
runkow /68/, /69/.

Ograniczenia na wielkosci wejsciowe /70/# /71/ beda za-
pewne

vl > O, v2 > 0, T "™ Tm /72/

4. ANALIZA ROZWIAZANIA ZADANIA OPTYMALIZACJI

4.1. UwaRl ogdlne

Majac sformutowany wskaznik Jakosci Q, dane ograniczenia
oraz model matematyczny obiektu mozemy mysleC o rozwigzaniu
zadania optymalizacji,czyli w zasadzie o0 rozwigzaniu zadania

max Q /73/
u

Poniewaz zadanie /73/ rozwigzywane Jest z uwzglednieniem
réwnan obiektu

2 =1 ¢ u, © /7V

otrzymamy wynik w postaci sterowania optymalnego u (t) okresla
zarazem przebieg optymalny stanu obiektu, czyli w interpreta-
cji przestrzennej - tak zwang optymalng trajektorie stanu x(t).
W sumie otrzymamy wyniki w postaci:

h W i (O, Q=0Q(, X 775/

Metody rozwigzania zadan typu /73/ sa przedmiotem teorii opty-
malizacji. W tym miejscu zastanowimy sie nad tym, Jakie wnios-
ki z dostarczanych przez teorie rozwigzan mozna wyciggna¢ dla
struktury uk#adu sterowania obiektem. Najwazniejsze problemy
J8kie wypada tu poruszy¢ sa nastepujace:
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Istotne i nieistotne wielkosci wejsciowe

Rozwigzanie u () opiewa w zasadzie na wszystkie wielkos-
ci wejsSciowe wystepujgce w rownaniach stanu obiektu. Zaznaczy-
lismy, co prawda, juz w punkcie 1.1, ze czes¢ u™ sposrod u
trzeba niekiedy z gory przyjaC za zakddcenia. Woéwczas oczywisS-
cie rozwigzanie optymalne okresla tylko wu Ale w kazdym przy-
padku moze sie okazaC, ze czesc u2 wielkosci wejsciowych u jest
dla sterowania optymalnego nieistotna - inaczej méwiagc, roz-
wigzanie optymalne dopuszcza dowolnos¢ wartosci niektdrych wiet-
kos.ci wejsSciowych. Ma to oczywiscie duze znaczenie praktyczne,
gdyz pozwala - bez utraty optymalnosci - zredukowac liczbe
wielkosci wejsciowych podlegajacych sterowaniu. Fakt nieisto-
tnosci wielkosci wejsciowych u™ oraz istotnosci pozostatych u
mozemy zapisa¢ jako réwnoscé

max Q = max Q /76/

czyli - -
Q (ul, u2)= Kk /76%/

_ 0 . _ . L -
gdzie u moze przyjmowac wartosci dowolne.

Istotne 1 nieistotne wspoétrzedne stanu

Podobnie jak to ma miejsce z wielkosciami wejsciowymi mo-
ze sie zdarzy¢, ze rozwigzanie okreslajgce optymalng  trajek-
torie x(t) pozostawia dowolnos¢ przebiegu niektdrych wspot-
rzednych stanu. Beda to "nieistotne" wspodrzedne stanu /nie-
istotne nie dla obiektu w ogéle, lecz dla danego zadania opty-
malizacji w tym obiekcie/. Prostym przyktadem takiej sytuacji
jest, ze temperatura cieczy w zbiorniku jest nieistotna dla
procesow regulacji poziomuj jest ona natomiast istotng wspot-
rzedng stanu, gdy np. zadaniem zbiornika jest mieszanie cie-
czy cieptej z zimna.

Fakt nieistotnosci czesci wspoédrzednych stanu x oraz is-
totnosci wspoétrzednych pozostatych x™ mozna zapisa¢ jako row-
nosc¢

Q (11.22.ul, u2) =Q /77/

_ 2 . _ . L - .
gdzie x moze przyjmowa¢ wartosci dowolne, podobnie jak u .
Znaczenie praktyczne istotnosci wspodrzednych stanu  wy-

stepuje w tych licznych przypadkach, gdy struktura ukfadu ste-
rowania zawiera sprzezenia zwrotne. Jest bowiem oczywiste, ze
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nieistotnych wspétrzednych stanu nie potrzeba mierzy¢. Jezeli
sprzezenia zwrotne nie opieraja sie na wspétrzednych stanu,
lecz na wielkosciach wyjsciowych to mozna analogicznie mo-

Nieistotnos¢ czesci wspodrzednych stanu stanowi tez  wazne
uproszczenie obliczeniowe - mozna dane zadanie optymalizacji
rozwigzywaC¢ w przysz4osci przyjmujac rzad obiektu odpowiednio
nizszy.

Wrazliwos¢ sterowania optymalnego

Obok "nieistotnych”™ wielkosci wejsciowych, mozna rowniez
mowi¢ o "mato istotnych™ elementach zbioru u — bedg to te ele-
menty, ktorych pominiecie w sterowaniu nieznacznie tylko po-
garsza osiggang wartos¢ Q« Chodzi tu o wrazliwosc sterowania
optymalnego na pominieoie elementu u™ wsrod wielkosci wejscio-
wych sterujacych. Efekt Ilosciowy wyrazi sie réznicag

AQrI = max Q - max Q /79/

gdzie ul jest zbiorem u bez elementu ui. Wartosc¢ /79/ mozna
konfrontowa¢ z obnizkg kosztu sterowania, wywodang pominie-
ciem elementu u”

Bada¢ mozna wiele innych rodzajow wrazliwosci. Miedzy in-
nymi rozpatrywa¢ mozemy wrazliwos¢ sterowania optymalnego na
pomijanie wspodrzednych stanu w wyznaczonej trajektorii opty-
malnej x (). Odniesiemy to do ukdadu sterowania podanego na
rys.1l, gdzie wyznacza sie trajektorie stanu x, za ktdra na-
dgza stan obiektu. Gdy x jest pednym wektorem stanu,badamy czy
mozna opuscic¢ element x™ w tym wektorze. Interesuje nas zatem
réznica

AQl = max Q - max Q /80/

gdzie x1 - zbidr x bez elementu xi, a Q jest wartoscig wskaz-
nika jakosci osigganego w uktadzie z rys.1l. Strata /80/ moze
by¢ konfrontowana z odpowiednig obnizka kosztu realizacji ste-
rowania.
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4.2. Przyktad reaktora o idealnym zmieszaniu

Rozpatrzymy zadanie optymalizacji stanu ustalonego, sfor-
mudowane dla opisywanego juz reaktora zaleznosciami /19/,/20/,

/21/:
max (i - CA) Fd kg/s /19/
PB < PBm /2°/
°A < 7Am /2V

dla obiektu o modelu matematycznym, opisanym przez /52/, /53/,
/5V

ff = PA + PA - Fd /52/

dOA 1-CA CA / \

CPT - w fa - TT fb - CA k W /53/

M TA-T_ ,TB-1_ , H N(*1 . .

at --——- 7T~ fa + ——Ffb + CW ————— 5—— /54/
z ograniczeniami W < Wm, T <T T , H ~ O.

Zadanie stanu ustalonego sprowadza sie do wymagania

dw n dCA n dT n

"dt = °» =° dt =0
i w rezultacie mozemy nasze zadanie optymalizacji przepisac
jako zadanie programowania nieliniowego*

max (1 - CA) PD /81/

fa »Fb *fd »h >ta ,tb

przy Fb < FBm, CA< C~, W< WB, T< Tm, H~™O /82/
oraz
FA + PB ~FD =0 /85/
1 —c Cc
— r-4 FA-T FB-°Ak (T)m O /»/
TA “ T ™ “T ~h h ca k (I)
W-—-fa + ““W-——-Ffb + CW ———— 5--—"0 /837

Rozwigzanie tego problemu jest datwe i1 brzwi

FA » °Am 0 “ CAm) [Wm k (Tm) + FBm] /86/

FB s FBm /87/
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*D -0 -cadJ”1l pPp»CAmkOJ *VI /887

°Va +clb A n + ch ** w "

Zwrocmy uwage na nastepujgce cechy rozwigzan /86/-/09/*

a/ Wartosci PA» PD wymagaja do ich wyznaczenia znajomosci
statej predkosci reakcji k (t ~, co oznacza potrzebe wiernego
OpisSu procesu. A A A

b/ Wartosci TA» Tg, H nie sg wyznaczane oddzielnie, lecz
W postaci jednego waanku /89/s oznacza to, ze dla danych TA,
Tg mozna poda¢ takie H, ktore zapewni pedng optymalnos¢ pro-
cesu. Sposrod zatem trzech wielkosci wejsciowych T, Tg, H je-
dna tylko jest istotna, to znaczy wystarczy jedng sterowaC - w
zasadzie dowolng, praktycznie oczywiscie dopdywem ciepta H.
Zwrocmy uwage, ze ograniczenie H ~ 0 wprowadza pewne ograni-
czenie zakresu dowolnosci T/, Tg, nie zmieniajac istoty spra-

wy.

4-.2. Przykdtad reaktora rurowego

Rozpatrzmy zadanie optymalizacji stanu ustalonego,sformu-
+owane dla hipotetycznego reaktora opisanego w  punkcie 3¥*3*
Przyjmijmy, ze zadanie optymalizacji brzmi /patrz rys.6/

max Fg () /90/

przy ograniczeniu

FB (°) * FBm /9V
fa (o)
" <« Y% /92/
A (L

gdzie Fa, Fg sa natezeniami przeptywu w kg/s.

Model matematyczny reaktora byt juz okreslony — mamy roéw-
nania stanu

QXl « . \"
W =VIW kW x A, © /65/
N X2 N X2 f\ / \
= ~\V2 73T “ + XL (I»t) /65/

oraz warunki brzegowe

x™ (1, o), X2 (1» 0) - stan poczatkowy
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(n © fb (0. o

T r
2 Vo» t/ = ————————_

L A FA L> %)
1 iL» t) ° Vv~ *

- warunki zalezne od wielkosci wejsSciowych

Rozwigzanie zadania optymallzac.1l stanu ustalonego prze-
biega jak nastepuje* Dla stanu ustalonego mamy z réwnan stanu

rownania rozniczkowe zwyczajne:

VI ST- "kM X, () =0 793/

N2 T o+ A xj CY *0 1941

ktére nalezy rozwigzac¢ przy ograniczeniach

X1+ x2 N *m /95/
T < Tm /96/
oraz warunkach brzegowych danych przez sterowanie
f,\ fa /
*1 Q) - 1 /97/
N fr C
x2 for, ' © 1981

tatwo przewidzie¢, ze rozwigzanie zadania max Fb (L) przy
ograniczonym doptywie Fg(o) N Fgm wypadnie na brzegu ograni-
czen

T - Tm

*B (°) = rEm
Przy T = Tm = const rdéwnania stanu ustalonego /95 /97/ daja sie
+atwo rozwigza¢, dajac

XI M = “Nv~ exp [- @ “ ™1 799/
oraz
, F. r k(a ), 4 Fa (D -k (t }
x2 (1)=-73- ep[—yf~ (4-1)]-——-- &P - rp L+
o I8 /1007
Przy tych rozwigzaniach, wielkosc¢ 7 v2 X2

ktérg maksymalizujemy, zalezy od wielkosci wejsciowych weddug
wzoru
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fL) “ rA (L) [1* BR (~ ““S2 Dj +*B (°) /101/

Maksymalizacji /101/ maja towarzyszyC¢ ograniczenia /91/ /92/t
ktére przy uwzglednieniu rozwigzan /99/ /100/ przyjmujg postac

/ kK \
eP (- —~~ 1) < /102/
x, () *x2 = TaM _,fo A7 o A 7103/
bowiem Jdatwo stwierdzié¢, ze maximum x» (1) oraz max imum

x2 () przypada na koncu reaktora, 1 = L. Poniewaz celem jest

max Fb(l), ograniczenie /103/ bedzie w rozwigzaniu spednione
réwnosciowo, dajac wzor

fp (D =vVv2 [~ - ~ ~ ] /W

Zaleznos¢ ta pokazuje, ze F* (1) rosnie gdy rosnie predkosc¢ vr
Ale predkos¢ V* jest ograniczona przez nierownos¢ /102/« Roz-
wiazujac te nieréwnos¢ wzgledem , otrzymamy

kW L
Vi « =-rr /1057

czylil rozwigzanie na predkos¢ optymalng

*
vV = __ﬁﬂg——tL /106/
cc m/\
Uzywajac +acznie /101/ oraz /104/ otrzymamy rozwigzanie na
fa d) =

AW/B ~———-- rz————T /1°7/
v2+ VI I1-V

Przy 3 oraz F~ (1) = F~ (1) otrzymamy rezultat optymali-
zacji

FB () =:;A ) @@ -aj +
czyli

iB(1). % -Hh (L-5s) /108/

1 + A (1 - %)

WielkosS¢ ta rostaby z waitoscia v2. Przyjmiemy, ze predkos¢ v2
nie podlega sterowaniu /jest narzucona z gory/.
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5. STRUKTURA OGOLNA UKLADU STEROWANIA

5.1. Kontynuacja przyktadéw

Rozpatrujmy dalej przykdtad z reaktorem, omawiany ostatnio
w punkcie 4.2. Zadanie optymalizacji stanu ustalonego w obiek-
cie opisanym rownaniami /52/ /53/ /5~/ mozemy przedstawi¢ Ja-
ko ztozone z dwdéch czesci:
a/ nalezy zapewni¢ statos¢ wspétrzednych stanu, tj. W = const,

a const, T = const,
b/ ustalone wartosci W, C*, T oraz wartosci wielkosci sterujg-
cych powinny byC¢ optymalne.

Punkt a/ mozna okresli¢ Jako stabilizacje procesu w reak-
torze, a punkt b/ - Jako optymallzacJe.

Ukd#ad sterowania, ktory zapewnitby statosS¢ np. wspoétrzed-
nej stanu W musi zapewnic A~ 0. Mozna to zrobi¢, w oparciu o
rownanie /83/, przez takie sterowanie wielkoscig np. FD aby
otrzymac 4

fa + fb - fd 8§ °* czyll fd = fa + fb
Sterowanie to wymagatoby ustalenia Ffi w oparciu _o pomiar
FA + Ft,? bytoby to sterowanie w uktadzie otwartym. Bdad w po-—
miarze FA + Fg spowoduje F» + Fg - Fg ™ 0, zatem wywota Jjto
I w konsekwencji zmiane stanu zapednienia reaktora.

Statos¢ wspotrzednej stanu W znacznie skuteczniej zapew-
ni¢ mozna w zamknietym ukdadzie sterowania, spedniajacym bez-
posrednio y/ymaganie stabilizacji W = const. Pokazano to na rys.
7, podajac zarazem dwa pozostate ukdtady stabilizacji,dla wspot-
rzednych stanu oraz T. Do ustalenia struktury uk#adu ste-
rowania nalezy rowniez wybor, Jakga z wielkosci wejsciowych po-
wigzaC¢ z regulatorem danej wspodrzednej stanu. Przyjelismy na
rys.7 przyktadowo, ze regulator zape#nienia W wpdywa na od-
ptyw Fg, regulator stezenia CA wptywa na doptyw F*, regula-
tor temperatury - na doptyw ciepta H. Nie by#a to Jedyna mo-
zliwoS¢ wyboru. Ksztattowanie ukdadéw stabilizacji omawiamy
blizej w podrozdziale 6; tu zwrdéémy tylko uwage, ze dla reali-
zacji stabilizacji stanu potrzeba przynajmniej tyle wielkosci
sterujacych, 1ile Jest wspodrzednych stanu. Muszg to ponadto
by¢ wielkosCi ,spetniajace warunki sterowalnoscl obiektu - w tym
przypadku, sterowalnosci odniesionej do utrzymania zadanego
stanu. Problem sterowalnosci omawiamy nieco szerzej w punkcie
6.1.
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Z punktu widzenia optymalizacji stanu ustalonego, mamy -
po wprowadzeniu trzech regulatoréow stabilizujacych - nastepu-
Jjace zadanie*

max (i - CA)Fd /109/

Wo»To*CAo»FB»TA»TB
to znaczy to samo zadanie co /81/, lecz wzgledem innych zmien-
nych decyzyjnych: wWQ, Tc, CAo, Fg, TB. Zadanie /109/ be-
dzie rozwigzywane z uwzglednieniem tych samych ograniczen co
poprzednio, tj. /82/, /83/, /84/, /85/. Rozwigzania zadania
/109/ brzmig /przy zatozeniu, ze k (t) rosnie z temperaturg/:

w0 = wm /110/
Ko = /1-1V
TO m Tm /[t

‘;FBm /115/
TA» TB = ~ow®°Ine /114/

Pierwsze trzy z tych liczb okreslaja optymalne wartosci
zadane, jakie nalezy ustawi¢ w regulatorach stabilizujgcych”™
Czwarta liczba podaje optymalng wartos¢ doptywu Fg /Zdoptyw ten
by4by w praktyce stabilizowany regulatorem przeptywu,co uwzgle-
dniono w rys.7/¢ Wartosci T, TE£ sg dowolne, gdyz T = const%
gwarantuje statos¢ bilansu cieplnego, a T = const = Tm zapew-
nia optymalnos¢ tego stanu ustalonego.

Gdy sobie wyobrazimy, ze wartosci zadane obliczone jako
/110/ /111/ /112/ sa wyznaczane biezgco w czasie trwania pro-
cesu, uktad sterowania reaktorem staje sie ukfadem dwuwarstwo-
wym /rys.7/. Warstwa pierwsza zawlera regulatory stabilizujg-
ce, wptywajace bezposSrednio na proces, warstwa druga zawiera
urzadzenie wyznaczajace optymalne wartosci zadane dla regula-
torow.

Wréémy teraz na chwile do rozwigzan tego samego zadania,
danych przez /86/ - /89/. Bezposrednia realizacja tych rozwig-
zan databy ukdad otwarty sterowania optymalnego. Ukdad z rys.7
ma w porownaniu z nim szereg istotnych zalet:

- stabilizacja stanu reaktora jest osiaggnieta niezaleznie od
doktadnej znajomosci jego rownan;

- stan optymalny wyznaczony jest niezaleznie od stabilizacji,
zatem biedy optymalizatora nie wywodujg wytracenia reaktora
z rownowagi ;
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-do wyznaczenia stanu optymalnego, w tym przyktadzie, mozna

nie znaC¢ wartosci statej predkosoi reakcji k (Tm) - wystar-
czyta Informacja, ze rosnie ona z temperatura;
- w przypadku niewielkich, a szybkozmiennych zak4éoen, mozna

zrezygnowaC z interwencji optymalizatora* uktady stabiliza-
cji zapewnig dostrojenie wielkosci sterujgcych do stanu sta-
+osci wspétrzednych stanu, przy niewielkiej utracie optymal-
nosci. Optymalizator moze zatem dziata¢ okresowo.

Wymienione wyzej 1 inne jeszcze cechy powodujg, ze struk-
tury wielowarstwowe znajdujg powszechne zastosowanie w  ukda-
dach sterowania z4#ozonymi procesami.

Rozpatrzmy jeszcze przyk#ad wyboru struktury ukdadu ste-
rowania dla reaktora o statych roztozonych z rys.6, ktdrego mo-
del by+ oméwiony w punkcie 3.5, a rozwigzanie zadania optyma-
lizacji - w punkcie 4-.3*

Jesli, podobnie jak w poprzednim przykdadzie, przedstawic
zadanie optymalizacji stanu ustalonego jako:

a/ zadanie stabilizacji stanu,

b/ zadanie optymalizacji
to rozpatrujac punkt a/ zauwazymy od razu pewng roznice. Stan
ustalony reaktora nie Jjest teraz okreslony przez liczby
XN, lecz przez funkcje zmiennej przestrzennej, x~ (1)
oraz x2 (). Scista stabilizacja tego stanu przez ukdady regu-
lacji nie jest mozliwa - trzeba by np. mierzy¢ x» w kazdym
punkcie 1 1 uzyC wielkiej liczby regulatoréw. Jest to tym bar-
dziej abstrakcyjne, ze nie mamy dla reaktora z rys.6 odpowied-
niej liczby wielkosci wejsciowych: nie mamy mozliwosci wpdywac
na wspotrzedng x* () lub x~ (1) inaczej, jak tylko przez
doptywy na krancach reaktora, badZz przez predkosc¢ transportu

- rowniez scharakteryzowang jedng liczbg, a nie rozktadem
VvV, (X).

Musimy wiec zrezygnowaC ze Scistej stabilizacji stanu
wzd¥uz dHugosci reaktora.

Rozpatrzmy zatem sprawe wyboru struktury ukdadu stabili-
zacji od innego koncat dla reaktora z rys.6 mamy trzy wielkos$-
ci sterujgce, mianowicie doptyw materiatu FA (L)tdoptyw m
oraz predkos¢ v~. Pominelismy predkos¢ v2, ktérag traktujemy
jJjako narzucong z goéry, oraz doptyw ciepta, o Ktdrym uwazamy,
ze jest taki by zapewni¢ na catej dtugosci optymalng tempera-
ture T (I s T . Przy uzyciu tych trzech wielkosci sterujacych
mozemy stabilizowa¢ trzy wartosci wspodrzednych stanu reakto-
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raf na przyk#ad x» (Ili), x2 (1), x2 (0). Wytyczne wyboru tych
czy innych wartosci wezmiemy z rozwigzania zadania optymaliza-
cji, punkt 4.3. Mianowicie dogodnie jest przyja¢ za wielkosci
regulowane te zmienne, ktdre w rozwigzaniu zadania optymaliza-
cji lezg na ograniczeniach. Wowczas bowiem wartosci zadane dla
odpowiednich regulatoréw wynikajg wprost z ustalen ogranicza-
jacych. Przypomnijmy, ze w rozwigzaniu opisanym w punkcie 4.3.
aktywne okazaty sie ograniczenia:

FB (°) <FBm
L) e *2 (L)< Km

tACHY /o,
P7TXd < %

Sugeruje to by przyjac¢ za wielkosci regulowane, czyli za wiel-
kosSci wyjsSciowe obiektu:

yl =Xl QL)+ x2 L 7115/

FA (°) V1l X1 (°)
2% Fa O ~ Ea QO /116/

oraz za trzecig wielko$¢ regulowang natezenie doptywu Fg (0).

Pozostaje ustalenie wielkosci sterujacych, ktore by+yby
powigzane z regulatorami wielkosci yl , y2. Przyjmiemy:

ul = Fa (1) dla regulatora wielkosci wyjsciowej y®

u2 s dla regulatora wielkosci wyjsciowej y2

CatosC struktury ukdadu stabilizacji przedstawia schema-
tycznie rys.8.

Druga warstwg ukdfadu sterowania bytaby warstwa optymali-
zacji. Jej zadanie polega na ustaleniu optymalnych wartosci

zadanych dla regulatoréw. Zgodnie z rozwigzaniem zadania opty-
malizacji /punkt 4.3./, wartosci optymalne sg rowne:

?21d =
?2d = am

[PB (»)] d = FBm

5.2. Wielowarstwowe uktady sterowania

Rysunek 7 sugerowat bardzo praktyczny i majacy wiele za-
let dwuwarstwowy™ uk#ad sterowania reaktorem, ktérego istotg
byto rozdzielenie funkcji stabilizacji procesu od funkcji je-
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go optymalizacji.Rozdzielenie funkcji mozna prowadzi¢ i1 dalej
- jenli przyja¢, ze czynnosci optymalizacji wymagajg znajomos-
ci modelu procesu, oraz ze model ten trzeba aktualizowac, to
nazywajac te aktualizacje modelu adaptacja mozemy jej wykony-
wanie przypisaC nastepnej "warstwie" uk#adu sterowania, jak to
pokazuje rys.9. Istotne jest teraz zwrocic¢ uwage, ze o 1ile
uktad stabilizacji musi wpdywaC na obiekt /na przyktad rozpa-
trywany reaktor/ w sposéb ciggty w czasie, lub bardzo czesto,
to juz wyznaczenie wartosci zadanych /funkcje warstwy optyma-
lizacji/ moze sie odbywa¢ stosunkowo rzadziej - np. co okres
Tg > T~ /patrz rys.9/. Jeszcze rzadziej moga sie okazaC  po-
trzebne interwencje adaptacji, czyli zmiany modelu uzytego w
optymalizacji: otrzymamy uporzgdkowanie czestosci wykonywania
swych funkcji przez poszczegélne warstwy sterowania

TJ > *2 > 11t lub 2- < < 1. = /1177

Czestosci te maja bezposrednie znaczenie ekonomiczne je-
Shli przyjac¢, ze wszystkie funkcje, lub tez co najmniej funkcje
optymalizacji 1 adaptacji, beda wykonywane przez cyfrowg ma-
szyne sterujacqa: koszt realizacji kazdej z funkcji bedzie ma-
lat z czestotliwoscig powtarzania danego obliczenia.

Rzecz jJasnha, zwiekszanie kazdego z okresow T, Tg, TN w.
uktadzie z rys.9 musi wywotaC obnizenie osigganej wartosci

wskaznika jakosci, w stosunku do wartosci jaka bytaby osig-
gnieta przy catkowicie optymalnym, ciagdym sterowaniu danym
obiektem:
max Q ~ max Q /118/
u Z

gdzie ™ jest wektorem parametréw, zadanych warstwie adaptacji
- zwré¢émy uwage, ze na caty ukdad z rys.9 mozna patrzec jak
na obiekt sterowania, dla ktorego wielkoscig sterujgcg zewne-
trzng jest wkhasnie wektor parametrow F e

Oczywiscie, roznica wskazana nieréwnoscig /118/  zalezy
nie tylko od okreséw T, Tg, T~, ale takze od nieidealnosci
czy uproszczen w algorytmach stabilizacji, optymalizacji i
adaptacji. Nazwijmy wybor wartosci okresow T, Tg, T oraz wy-
bér struktur algorytméw stabilizacji, algorytméw optymalizacji
i algorytmow adaptacji - decyzjami strukturalnymi. Mozemy wow-
czas sformutowac¢ nastepujace zadanie optymalizacji ukdadu ste-
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rowanla. w odréznieniu od optymalizacji sterowania*

max [q - c] /119/
decyzje
strukturalne

We wzorze /119/ Q oznacza wskaznik jakosci obiektu stero-
wania, osiggany w ukfadzie z rys.9, natomiast C oznacza sSpro-
wadzony do tych samych jednostek /np. z#/godz./ koszt realiza-
cji ukdadu sterowania - na przyktad maszyny cyfrowej wraz z
urzadzeniami powigzania z obiektem. Maksymalizacja roznicy
Q - C odbywa sie wzgledem "decyzji strukturalnych" - to znaczy
trzeba tak wybracC poszczegélne algorytmy i1 okresy ich powta-
rzania, aby Q - C osiggneto maximum.

Problem postawiony w postaci /119/ jest trudny do bezpo-
Sredniego rozwigzywania, gdyz trudno znalez¢ potrzebne do jego
rozwigzania zaleznosci Q = f /decyzje strukturalne oraz C = F
/decyzje strukturalne/. Istnieja natomiast mozliwosci ustale-
nia pewnej metodyki postepowania, ktdéra przedstawiamy w  pun-
kcie

Istnieje wiele réznych mozliwosci i1 przykdadow tworzenia
wielowarstwowego ukdadu sterowania, W tym miejscu omowimy jesz-
cze przypadek charakterystyczny przez to, ze w warstwie naj-
wyzszej pojawi sie problem optymalizacji dynamicznej - w sche-
matach z rys.7 1 rys.9 sugerowano, ze w warstwach powyzej
pierwszej wystepuje optymalizacja statyczna.

Rozpatrzmy nastepujacy hipotetyczny przyktad automatyza-
cji kompleksowej procesu produkcyjnego. Dana jest elektrownia
cieplna, sprzezona z urzadzeniem odsalania wody morskiej._Nale-
zy osiagna¢ minimum Kkosztu produkcji energii elektrycznej i
wody za okres t2 - t», przy spednieniu ograniczen okreslonych

MW; oraz zapotrzebowania na wode
strumienia kosztéw oznaczyC¢ przez Q
/sktadajg sie na to koszty paliwa, energii elektrycznej, po-
trzeb wkasnych itd./, zadanie brzmi
n2
min \ Q dt /120

przy ograniezeniachi
moc produkowana rowna obcigzeniu W * WA /121/

11oS¢C wody rowna zapotrzebowaniu mniej dopuaeosalna *aiana za-
sobu
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12 t2
J Fdt = \ FDdt-h(t1)+h(t2) /122/

Zmiennymi decyzyjnymi sg w zasadzie potozenia wszystkich
zaworow regulacyjnych w obu czesciach instalacji, u.

Zmienne te, wraz z zak#éceniami z, wptywajg na wspotczed-
ne stanu obiektu X, co mozemy wyrazi¢ zapisem zadania w posta-

ci)

min dt /120%/

przy

Pojawienie sie argumentu t w natezeniu kosztow Q zwigza-
ne jest z tym, ze niektdére ceny /np. na energie elektryczna/
moga by¢ zmienne w czasie. Zwréémy uwage, ze
- posta¢ funkcji Q (u, x, z, © wynika z danych "ekonomicz-
nych™ 1 jest z reguty jawna

- postacie funkcji W (u, x, 2z) oraz F (u, X, z) wynikaja z réw-
nan procesuj uzyskanie tych zaleznosci w postaci jawnej zwy-
kle nie jest mozliwe.

Teoretycznie rzecz biorgc, mozna wykona¢ /120/, znajdujac
u (). Przy duzej wymiarowosci u, X oraz zdozonych roéwnaniach
obiektu rozwigzania takiego uzyska¢ jednak nie mozna. Jedng
z koncepcji uproszczenia zadania, zarazem koncepcja dogodng w
realizacji technicznej sterowania, jest zastosowanie struktury
wielowarstwowej .

W wielowarstwowym ukdadzie sterowania elektrownia oraz
instalacja odsalania wody miatyby szereg ukdaddédw regulacji sta-
towartosciowej, wptywajgcych na odpowiednie zawory 1 utrzymu-
jJjacych stan obu proceséw x *, X zadanych wartosciach xf,l %A
/rys.10/. Z kolei, urzadzenia nastepnej "warstwy" okreslatyby
optymalne wartosci xA', x~. W warstwie tej optymalizator elek-
trowni minimalizuje odpowiednie natezenie obiektu uwzgled-
niajgc zadanie WL, a optymalizator odsalania wody minimalizuje
Q2, spedniajac zadane natezenie produkcji F. Natezenie prze-
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ptywu oiepta H od elektrowni do instalacji odsalania nie moze
by¢ ustalone optymalnie przez ktérykolwiek z tych optymaliza-
torow. Potrzebna jest dodatkowa optymalizacja, min + Q2)
wzgledem H; daje to #acznie dwupoziomowy ukdad optymalizacji
Dla uktadu tego zadane sg WL oraz F, rozwigzaniami sas sg
oraz - Przyjmiemy, ze zmiennoSC w czasie tych wszystkich
zmiennych jest na tyle powolna, by catos¢ omoéwionego zadania
optymalizacji miata charakter optymalizacji statycznej.

Pozostaje ustalenie wartosci natezenia produkcji wody F.
Poniewaz w systemie istnieje zbiornik wody, mozliwe sa rozwig-
zania F(t) / Fp(t); powstaje tu zadanie optymalizacji dynami-
cznej typu planowania produlcc.1l.

'1

min ne (™ + Q2) dt /123/

F(O
przy danych Wj(t), FD(t) oraz poczatkowym i koncowym stanie za-
sobu h(t, D, h(t2).

Otrzymuje sie rozwigzanie F(t) /wymaga ono w ogolnym
przypadku predykcji FD(@®" oraz WL (t) na okres(t2 - t)] chwi-
lowa wartos¢ F stanowi zadanie /typu ograniczenia rownosciowe-
go/ dla omoéwionej wyzej optymalizacji statycznej.

Wszystkie uzyte przy optymalizacji modele obiektu musia-
+yby zapewne by¢ adaptacyjne, co nie zostato zaznaczone na ry-
sunku. Zauwazmy, ze problem dynamiczny przypisany najwyzszej
warstwie ukdadu sterowania moze wymaga¢ innych jeszcze rodza-
Jow adaptacji; na przykdad, mozna zmienia¢ stan docelowy zaso-
bu h(t2) czy tez roéznice h(t2) - h(t,j), w kolejnych okresach,
wedtug pewnej taktyki ddugofalowej. Gdyby, na przyk#ad t2 - t™
wynosi4o 24 godziny, moznaby stopniowo obniza¢ wymagane h(t2)
od poniedziatku do piagtku, a nastepnie uzupedni¢ bilans  wody
zwiekszong produkcjg w sobote 1 niedziele.

W przedstawionym przyktadzie wystgpido kilka zagadnien
bardzo charakterystycznych dla automatyzacji z4ozonych proce-
sow:

- niemoznos¢ rozwigzania zadania optymalizacji "wprost",

- koncepcja uproszczenia zadania optymalizacji
dzenia struktury warstwowej,

- koniecznos¢ uzywania uproszczonych modeli, np. modeli sta-
tycznych dla obiektow w istocie dynamiezijyoh,

- mozliwos¢ wielopoziomowego rozwigzania zadan optymalizacji,

drogag wprowa-
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- potrzeba opanowania praktycznych algorytmow wyznaczania roz-
wigzan zadan optymalizacji.

5.3. Metodyka projektowania uktadu wielowarstwowego

Rozpatrujemy przypadek, gdy sterowanie obiektu o wekto-
rze stanu x» wejsciu zakddcajacym z 1 wejsSciu nastawiajgacym u
jest dokonywane w uktadzie wielowarstwowym, jak to przedstawia
schematycznie rys.9«

W warstwie pierwszej /warstwa ''sterowania bezposredniego™
lub "stabilizacji'/ odbywa sie ustalanie wejSC¢ nastawiajacych
u tak, by stan. x byt zgodny z trajektorig zadang x*. Na rysun-
ku 9 przedstawiono to jako prosty ukdfad sprzezenia zwrotnego;
mozliwe sg oczywiscie struktury bardziej zdozone. Uktad stero-
wania plierwszej warstwy ma stalg strukture oraz nastawialny
wektor parametrow et . Wektor ten moze byC¢ zmieniany w trakcie
dziatania adaptacyjnego /w zasadzie dokonywanego w  warstwie
trzeciej/, w pewnych rsgularnych lub nieregularnych odstepach
T§ -

Warstwa druga /warstwa "‘optymalizacji’™ dokonuje wyzna-
czenia trajektorii zadanej Xq - Przyjmujeosie, ze jest' to doko-
nywane w oparciu O pewng reprezentacje z zakdoOcenia 2z, oraz
przy uzyciu algorytmu o statej strukturze 1 wektorze nasta-
wialnych parametrow £ . Wyznaczanie zadanej trajektorii xN
odbywa sie w regularnych lub nieregularnych odstepach Tg.

Warstwa trzecia /warstwa "adaptacji’/ zmienia wektor pa-
rametrow fi w regularnych lub nieregularnych odstepach
oraz wektor et w odstepach . Adaptacje te sg oparte na re-
prezentacjach z™ wzglednie z 1 zakd6cenia z. Dziatania adapta -
cyjne odbywaja sie weddug algorytméw o statej strukturze, z
nastawialnym wektorem parametrow y*

Zaktada sie, ze wektor y pozostaje staly px“zez caty czas
dziatania ukdadu. Zauwazylismy juz, ze jesSli potraktowac obiekt
1 uk#ad sterowania jako jedng catosS¢, to jest tu tylko  jedna
wielkosS¢ sterujgca; wektor f . Osiggnieta w wyniku optymali-
zacji wzgledem y wartos¢ wskaznika jakosci zalezy jednak bar-
dzo znacznie od podjetych decyzji strukturalnych; struktur al-
gorytméw sterowania, budowy reprezentacji zak#écen z\ 2z, z",
odstepow optymalizacji i1 adaptacji Tg» * "W ten sposob,
"decyzje strukturalne” stanowia rowniez wielkosé wejsciowg
ukdadu, Jak pokazano symbolicznie na rys.9«
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Uwaga nasza bedzie skupiona na projektowaniu i optymali-
zacji tego ukdadu sterowania /w odrdéznieniu od optymalizacji
sterowania u/. Istotng ceohg naszych rozwaza*1l bedzie rozpatry-
wanie kompromisu pomiedzy kosztem wykonywania sterowania a
stratg na optymalnosci. Poniewaz bezposSrednia optymalizacja
wskaznika jakosci

max E [q x,u, z, x2, t2’\] /124/

wzgledem decyzji strukturalnych nie jest, jak juz podkresla-
lismy, mozliwa, musimy dla oeldow praktycznych znalez¢  metode
okreslania tych decyzji. Nawigzujgac do opisu uktadu z rys.9 de-
cyzje strukturalne obejmuja:

Budowe reprezentacji zakdocen

zl , % , z—'3
Strukture algorytmu sterowania bezposSredniego
u=u &, Xp %)

Strukture algorytmu optymalizacji

2
2d “5¢ (6 . %)
Struktury algorytméw adaptacji

* x * (ft z1)

E=H (fF» z?)
Odstepy probkowania

-II-Z » T%k* 3

Warto w tym miejscu zrobi¢ dwie uwagi. Po pierwsze, de-
cyzje odnosnie wartosci Tg, Tﬁ , ng mozna zastgpi¢ specyfika-
cja liczby przedziatéw optymalizacji wzglednie adaptacji w
catkowitym przedziale sterowania (t», t2), tym samym pozwala-
jac na zmiennos¢ T2, T~ , TN . Zmienne Tg, T~ , T~ bydyby pra-
ktycznie dopuszczalne np. w sytuacji, gdy maszyna sterujaca
jest uzywana "'part-time', a obliczenia sterowania majg w niej
priorytet. Po drugie, catos¢ decyzji "'strukturalnych”™ moznaby
uwaza¢ za jeszcze jedno wejsScie do ukdadu, nazwaé¢ je ‘'organi-
zacja'", a ewentualng automatyczng realizacje przypisaC nastep-
nej warstwie* warstwie ''samoorganizacji'.

Jednym z mozliwych sposobdéw kolejnego podjecia decyzji
strukturalnych jest rozpoczecie projektowania ukdadu od decy-

zji1 dotyczacych najbardziej bezposrednio tylko warstwy pierw-
szej:
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struktura algorytmu sterowania bezposredniego
it=H (I . ?) /125/

budowa reprezentacji zak#décen z% zIO
odstep probkowania adaptacji

Dazymy zatem do okreslenia optymalnego d. /jako funkcji
ozasu ® oraz zakk6cenia z'/ oraz optymalnego x” /jako fun-
kcji czasu t oraz zakdocenia z2/, nie ograniczajgc jednak stru-
ktur tych zaleznosci.

Mamy zatem rozwigza¢ problem /124/ wzgledem ,» XM

max E £e £2 1t2)] /126/

z uwzglednieniem rownania obiektu, ograniczen obiektu,algoryt-
mu sterowania bezposredniego /125/ oraz decyzji ograniczaéq—

cych strukture zl, Z 1 odstep adaptgcji -
Rozwigzanie zadania /126/ daje
d« o (kI5) = d (z1) /127/
£%= |d® = Xj (z2) /128/
E Ca] opt = E M N o/

Zg f&d

W tym stadium mozna sprawdzi¢ wrazliwos¢ rezultatu /12%)/

na decyzje /125/, 22, T? . ZauwazyC przy tym mozna, ze /125/

. tworza jedng grupe, wpdywajacag gtownie na uchyb nadag-
zania Ixd - x | » podczas gdy wyboér z2 wptywa bardziej bez-
posrednio na jakosSC optymalizacji. Nasuwa sie tu alternatywa
postepowania: wyznacza¢ x” tak, Jjakby sterowanie bezposred-
nie dziatato idealnie, x = &33 i weraé najwtasciwsze z2. Na-
stepnie optymalizowa¢ wybor /125/, z , pod katem matego
uchybu nadgzania x za x*. Podkresli¢ warto, ze wybdér z2  jest
bardzo istotny, gdyz zbyt bogata reprezentacja zatkécen z™ mo-
ze by¢ kosztowna, a zbyt uboga moze prowadzi¢ do duzej straty
na optymalnosci. Zauwazmy rowniez, ze dyskusja wybowu z2 moze
wykaza¢, jJakie skdadniki lub cechy zakddcen z nie maja duzego
znaczenia dla optymalizacji.

Jak wida¢, zasadniczg cechg metody kolejnego podejmowania
decyzji jest to, ze w pierwszym stadium ignorujemy fakt,ze za-
rowno /127/ jak /128/ nie bedzie doktadnie zrealizowane przez
warstwe optymalizacji wzglednie adaptacji. Pozwala to jednak
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dyskutowa¢ stusznos¢ pierwszych decyzji, bez okreslenia struk-
tur algorytmow sterowania w warstwach wyzszych. W rezultacie
wartos¢ oceny jJakosci ostatecznie osiaggnieta w catym Ailkdadzie
bedzie nizsza niz /129/, gdyz bedzie x / x”™ oraz d , skut-
kiem przyblizen wprowadzonych w warstwie drugiej 1 trzeciej.Je-
sli zatem obliczona wartos¢ /129/, np. przy pewnym wybranym z2,
jest juz za mata, nalezy korygowac¢ decyzje strukturalne zwig-
zane z warstwg pierwszg.

Drugim stadium projektowania bedzie okreslenie tych spo-
Srod pozostatych decyzji strukturalnych, ktdére dotyczg najbar-
dziej bezposSrednio warstwy drugiej i

struktura algorytmu optymalizacji x™ =/~(/J, zo} /130/

budowa reprezentacji zaktocen i

odstepy proébkowani”® Tg, ™

Po podjeciu tych decyzji mozna okresli¢ optymalne 0 ja-
ko funkcje czasu mT™ oraz reprezentacji zak#bécen 2z, nie na-
k#adajac na razie ograniczen na strukture tej zaleznosci.

Punktem wyjscia™jest x~ otrzymane w stadium poprzednim.
Przyjmujac, ze d =d wg /127/, mozemy uwazaC za znang wraz-
liwos¢ 7129/ na xd 4 x~, gdyz w zasadzie mozemy obliczac

EM = Se /1?v

*d * h

d =d
a zatem mozemy dyskutowa¢ wpdyw wyboru struktury /130/, z3
oraz odstepow Tg, T~ . Przeciwwaga w stosunku do zwiekszenia

ztozonosci /130/ skracania odstepéw Tg, t] jest zmniejsze-
nie straty jakosc

E [Q] - E [Q] /132/
*d = -d ~ -d

A
d =d d =d
Dla wybranego zbioru decyzji strukturalnych,wartos¢ /1p2/

nalezy minimalizowac, lub wartos¢ /131/ nalezy mkasymalizowacXx®

X/ Nalezy zwré6ol¢ uwage,ze jesli minimalizacja /132/ celu zna-
lezienia B nie jest wykonalma,mozna pojsS¢ drogg posrednig
polegajaca na okresleniu takiego J , ktore minimalizowatoby
pewng norme | - Xjij , gdzie (B, z2). W tym jed-
nak przypadku osiggnieta wartos¢ jx~ - | nie informuje o
stracie jakosci /za wyjatkiem przypadku gdy norma wyniesie
zero/
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otrzymujac optymalng wartosc:

/3= @(mT™) = B (z5) /133/

Zauwazmy, ze decyzje drugiego stadium projektowania roz-
ktadajg sie na dwie grupy. Odstep prébkowania T2 ~ozna uwazacC
za parametr bezposrednio wptywajacy na optymalizacje w tym sen-
sie, ze dyskretyzacja x™(t) obniza jakos¢ nawet w przypadku,
gdyby /130/ by4o idealne pod wzgledem budowy zaleznosci x, od
22- Z koleil ograniezenie struktury /130/ oraz Z’S, T'Q pO\I/\./;)duje
dalsze obnizenie jakosci oraz ma wpdyw na ztozonosSC adaptacji.

Trzecie stadium projektowania polega na okresleniu ostat-
nich danych strukturalnych:

struktura algorytmu adaptacji ~ = By, z%) /134/
struktura algorytmu adaptacji d =d , 21 /135/

oraz na okresleniu optymalnej wartosci y

Punktem wyjscia sa o oraz JB otrzymane w stadiach po-
przednich. Strata jakosci spowodowana przez ft t@d oraz d
okreslona bedzie przez roéznice

E [ - E [dl ] /156/

a 7
d =< d/d
I M&

a wybér ztozonosci /1347 1 /135/ powinien by¢ dokonany w kom-
promisie z wartoscig /136/. Wartosé /A136/ nalezy minimalizowac
wzgledom ~ , otrzymujac wartos¢ [ s j1 ,

Nalezy zauwazyC, ze procedura prowadzgca do otrzymania y*
jest rownowazna maksymalizacji wskaznika jakosci obiektu

max E [Q (x, u, z, x2, t2)J /137/

z uwzglednieniem réwnania obiektu, ograniczen na stan X i
sterowanie u oraz z uwzglednieniem ogranicze” struktury uk#a-
du sterowania:

u=u & , x"M) jak zatozono w /125/
o3 (nNT2) =xd (B , z2) jak zatozono w 7130/
Ga @ (MTJP) -$($", z™ jak zatozono w /134/
eca (kTr) =d (ft , z1) jak zatozono w /1357

Zaleta podejmowania decyzji strukturalnych kolejno pole-
ga na tym, ze ich wplkyw na osiggang jakosSC ostateczng /137/
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jest rozpatrywany niejako oddzielnie* Jesli osiggniety wynik
/137/ nie jest zadowalajacy, projektant ukdadu musi rozpoczgc
procedure iteracyjna, przechodzgc ponownie przez trzy grupy
decyzji™
,Z\ z2,u =u (ct , x*, X) /pierwsza warstwa/
, 20, xd = x» (B , z2) /druga warstwa/
(?=H("",zMN)T 7~ (V » z) ~trzecia warstwa/

Wartos¢ wskaznika jakosci osiggana bez ograniczen na
uktad sterowania:

A
max E  [Q (°x, u, z, x2, t2)J = QE
u
powinna przy tym stale stanowi¢ '‘poziom odniesienia’.

Przyk+ad
Dla ilustracji metody projektowania rozpatrzymy nastepu-
jJjacy prosty przyktad.

Zadanie sterowania. Dany jest obiekt o réwnaniu x = u + z
Wskaznik jakosci /maksymalizowany/ ma postac
2

« - \ (- f- - zx) at /158/

Zatkoécenie z(t) Jest stacjonarne, z (t) =0 =0, z2(t)=(o02,
R (O znane.

W rozwigzaniu tego zadania optymalna jakosS¢ / otrzymywana
przy X = -z, u = 2z/ wynosi

i h z2
max Q " t2 - J 2”7 dt /"*39%
*1
Wartos¢ oczekiwana optymalnej jakosci E [q] =4 6 . Ograni-

czenia strukturalne ukd#adu sterowania /decyzje projektowe/ be-
dg wartos¢ te obnizac.

Pierwsza warstwa sterowania. Przyjmiemy strukture uk#adu zam-
knietego, z regulatorem ciggtym proporcjonalnym

u= o &d - x)

Po wigczeniu regulatora wielkosS¢ wyjsciowa X wynosi

x -y Xt Mg ?



a wskaznik Jakosci

o - 1 | T c2 2 2l+d2
t2 - ti tl = 21 +d)™ d (1 +°02 d

2] de
20 7HEN2

Parametr uznamy za nie podlegajacy adaptacji. Wartosc
zadana xd ma by¢ dobierana przez ukd#ad drugiej warstwy / ukdad
optymalizacji/, w oparciu o reprezentacje zakdocen z2. Przyj-
miemy nastepujgca reprezentacje zak#bécen z2* wartosci z()
prébkowane z odstepem T, oraz cechy statystyczne zakdoOcenia:

8, d2, R(r) .

Rozpatrzmy wskaznik jakosci za jeden okres T:

(lc+DT 2 2
1 r r dd nl 2d + @ [ 3+ 2dL dt
AL 21 dm (W=*)2 “a-2( 1dY
Sterowanie optymalne maksymalizujgce te jakosc¢
2 +&
d «
Poniewaz tylko z jest mierzone, trzeba zbudowac

V/ oparciu o estymate zak#b6cenia z na okres T w przod. Zatdz-
my, ze jako estymate przyjmiemy wartos¢ oczekiwang warunkowg

zx =E [z (kp + D | z ki}] = R @)
Nodstawiajac
i 2 +€ _*
_11 — Z
do wskaznika jakosci, otrzymujemy dla okresu T
@ 1
A = I m (2+d)2 /H2 @ +b)2 3+ 2a 27
KT — 2 A 0 (1 +*)* - 2(1 0<*)* —j

A
Wartos¢ oczekiwana Q wyniesie

L Al (2 ) 2 1 ! T+ 22 L2

Zauwazmy, ze gdy T— » O /co oznacza kosztowng reprezenta-
cje z (), wskaznik jakosci dazy do

E[ql=1 62.
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[Tl .
., wow-

: S .- / 2 -
Zeby zbada¢ zaleznos¢ od Tf zatdézmy R \5a0 e
czas
T

A R2T =~ ge (i - e*2T)

oraz

A @ +c0 _1 2T~ 3+ 2
H 773P 2T (1 -e i - 2@

Wykres r/artosci E [q] w Funkcji T przedstawiono na rys*11.
Wykres wykonano przyjmujac o = 9. Przedstawia on strate
Jjakosci powodowang przez decyzje strukturalne pierwszej war-
stwy sterowania: przyjeto strukture regulacyjng z  parametrem
&€= 9, oraz reprezentacje z(t) w postaci probek uzytg do wy-
znaczenia optymalnej wartosci zadanej x*. Linie 'sterowanie 1i-
dealne"™ oraz "'bez sterowania' obrazujg graniczne wartosci,
otrzymane odpowiednio przy pednej optymalizacji i1 przy braku
sterowania w ogole.

Druffa warstwa sterowania. Przyjmijmy nastepujace decyzje stru-

kturalne :

- wartosc stata w przedziatach o dfugosci Tg, ustalona w
zaleznosci od z (I"g) WS algorytmu

xd= "1+ 722 (")

- parametry P ™ nastawiane w oparciu o reprezentacje zak#ocen
z™, w postaci 8 , @2, R(®, tj. w oparciu o cechy statysty-
czne z (b,

- okres adaptacji ™ > Tg

tatwo pokaza¢, ze w tym przypadku najlepsze xd jest okre-
Slone przez
*dfM2+T) m - m jz e [ RAT m A 1 (* 2)

A
oraz 3’\I = 0.

A
Warto$é oczekiwana wskaznika jakosci przy Pj = §  wy-
niesie w jednym okresie Tg*

—-h 18 *2"]
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a usrednienie po wszystkich daje

_ A EREMd 1 ¥ 12

L _e@ +@)2 Db ("X i R a

=<2

- -L-t-L*1 s"2
2(1 +oi)2J -

Aby zda¢ sobie sprawy z wpdywu wartosci Tg,przyjmijmy jak

poprzednio R (T) = d 2e - Wowczas

& @ r RYa=A-h o-®-17]
oraz
E [Q]:r(z +d) 2 . 1 N ”T2) 2 3+2d]

2(1 +<92 t22 ~ "o 1 2(1.%) 4]

Wykres E [q] w funkcji T2 przedstawiono na i*ys.12. Dla
parametru & przyjeto wartos¢ 9. Wykres ten podaje strate ja-
kosci spowodowang uproszczeniem optymalizacji /xd = const w

przedziatach Tg/, tj. spowodowang decyzjami o budowie drugiej
warstwy ukdada sterowania. ~JesSli bysmy przyjeli koszt  jedno-

krotnego wyznaczenia x* = P2 z (~2) za c?* na™ N en*e koszr-

tu w czasie wyniesie "2 < Wprowadzajac to do rys.12 mozemy ze—
TP
stawi¢ wskaznik jakosci z kosztem realizacji sterowania i1 zna-

leZzC og6lne maximum.

Trzecia warstwa sterowania. Zadaniem ukdadu trzeciej warstwy
bytoby nastawianie parametréw p B2. Wrozpatrywanym przy-
k#adzie bedzie to*

- wyznaczanie wartosci cech statystycznych 0, & 2, R(IT) na

okres T
- adaptacja PBg-
Przyjmijmy, ze nastawianie P 2 odbywa sie wg algorytmu
P2 -

gdzie powinno byc¢

t 't F T > R(@r> dr-
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Zatozmy, ze skutkiem niedostatecznej znajomosSci statysty-

ki zak#b6cenia wartosc zostata ustalona btednie jako = k™.
Wtedy p Ji I wskaznik jakosci wyniesie
E [AI [ (2 4d) 2 /, k2)f-2 m? +SA 1SZ
ELgdp4 ' L(IT ™1 2 ') 21 +i)z J

Przyjymijmy teraz, ze T jJest wyznaczane z btedem przy-
padkowym, takim ze E [iT] , E = X' 2(IHi2l czyli innymi

stowami >[K] = 1, *[!?] - 1 + P2
Jesli zmienna przypadkowa k jest nieskorelowana z zak#0-
ceniem z, to wartos¢ oczekiwana Q moze by¢ obliczona jako

e [ey=B= b 32 “FANZ- S

Wykres wskaznika jakosci w zaleznosci od wariancji
przedstawiono na rys.lj. Przyjeto tu d = 9 oraz r(t)= C2€e"™.
Okres T2 wynosi Tg = 0,5. Jesli przyjac¢, ze wyznaczanie z
mniejszym btedem /mate p2/ jest bardziej kosztowne mozna przed-
stawi¢ hipotetyczng krzywg natezenia kosztéw jak przedstawiono
na rys.15. Mozna tez znalez¢ wspdlne maximum.

2

6. UKLADY STEROWANIA BEZPOSREDNIEGO

6.1. Sterowalnos¢ obiektu 1 wybor wielkosci sterujacych

Przyjmijmy, zgodnie z rozwazaniami z punktu 5."l., ze za-
daniem ukd#adu sterowania bezposredniego jest utrzymac zadany
stan obiektu x = x~f albo ogélnej - zapewni¢ nadgzanie trajek-
torii stanu obiektu x(t) za przebiegiem zadanym trajektorii
xd (). Problemem naszym jest w pierwszym rzedzie znalezienie
wielkosci sterujacych u /wsrod wielkosci wejsSciowych obiektu
u/, ktéore speiniatyby odpowiednie warunki sterowalnosci.

Zak+adajagc, ze w chwili t obiekt znajduje sie w stanie
x(t™), rozpatrze¢ nalezy dwa etapy sterowania: dotarcie od
stanu poczatkowego do punktu lezgacego na trajektorii zadanej
xd (t), ktdére nastgpi w pewnej chwili tjj oraz nastepnie poru-
szanie sie wzdtuz tej trajektorii. Pierwszy z tych etapow mo-
zna nazwaC przebiegiem przejsciowym; zakdzymy, ze obiekt jJest
sterowalny w tym sensie, tzn. ze czas tj - t jest skonczony.
Etap drugi, nadazanie za trajektorig, rozpatrze¢ mozna jak na-
stepuje.
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Dane jest roéwnanie obiektu*
X *t (X, u,t) /138/

gdzie u - wielkosci sterujace.
Oznaczmy odchylenie od trajektorii

£=xd - x 1139/
Wprowadzmy £ do /138/

I=2a- £ (Sa-S . H /140/

Poruszanie sie Scisle po trajektorii zadanej wymaga E * O
oraz £ = 0. Stawiamy zatem warunek, by uk#ad réwnan /Zotrzyma-
ny z /140//

Sd " £ -6 ,ut) =0 7141/

miat rozwigzanie zerowe, 8 = 0. Ma to by¢ osiggalne przez do-
bor wartosci u, ktore w /141/ sa parametrami.

Zbadajmy prosty przypadek liniowyj dany jest obiekt o row-
naniu

X =AX +Bu
ktéry ma nadazaC za trajektorig xd(t). Wprowadzamy®£ - gy .
1 otrzymujemy

£= A£f -Bu-Ax”"™ + xn /142/
Stan ustalony nadgzania za trajektorig, £ = 0, daje

At sBu +AXN-x"

Jesli istnieje A_ﬂ; to réwnanie to ma jedyne rozwigzanie

£= 0, przy warunku
Bu=Xd-A /143/

1
Warunek ten wyznacza jednoznacznie u gdy istnieje B~ :

a=B"1(id - A xd) /1447

Sterowalnos¢ w nadgazaniu za trajektorig wymaga zatem, by
B byto macierza kwadratowg nieosobliwg, jezeli u ma n elemen-
tow. Jesli uma m > n elementéw, to musimy mie¢ wpdyw na n
sposréd nich w sposéb taki, by mozna byto ksztaktowac nieza-
leznie wartosci wszystkich n elementéw wektora Bu.

Ogolniejszy przypadek nieliniowy rozpatrze¢ mozna w Spo-
s6b nastepujacy.-
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Zatozmy, ze pewna trajektoria xd jest wywodana przez
sterowanie u®, spedniajgc rownanie obiektu

Ssd = £ (s*. Hd» t)
Zazadajmy odchylenia £ od tej trajektorii; niech dla wy-
wotania x» + £ potrzebne bedzie sterowanie u™ + U 1

2d + 1 = £ +* »8d +-a» 7
Zapiszmy prawg strone tego rownania w postaci rozwiniecia,
stusznego dla matych £ 1 matych u; otrzymamy wéwczas zwigzek

£= 2 i1_£ +7°~1 u /145/
Q x ~u

wyznaczajacy przyrost sterowania u

u= 8 - — 8 /146/
~Nu 9 x

Podobnie jak w interpretacji warunku /14-3/t JesSli odchy-
lenie 6 ma mie¢ Kierunek dowolny, to u musi mie¢ n elementow,
a macierz 7*—m musi byC macierza kwadratowg nieosobliwg. Waru-

nek ten ma by¢ spedniony dla kazdej trajektorii x/.

6.2. Wielkosci wyjsciowe 1 obserwowalnosc¢

Przy rozpatrywaniu sterowalnosci obiektu nie potrzeba za-
stanawia¢ sie nad tym, czy obiekt bedzie sterowany w ukdadzie
otwartym czy zamknietym i co bedzie w nim mierzone. Gdy nato-
miast rozwazamy dalej ukdad sterowania bezposredniego i decy-
dujemy uksztattowaC¢ go jako ukdad zamkniety, pojawia sie  po-
trzeba analizy obserwowalnos¢é! obiektu. Z wyjatkiem przypadku,
gdy dla pomiaru dostepne sg bezposrednio wszystkie wspotrzedne
stanu, ukfad zamkniety sterowania opiera sie na pomiarze  w-*
branych wielkosci wyjsoiowych £, gdzie

Z =S (*» I t) - /W /
Powstaje pytanie, czy mierzac 2 okresla¢ mozemy jednozna-
cznie wektor stanu X.

Rozpatrzmy to zagadnienie w spos6b nastepujacy. Zadana
jest trajektoria xd 1 jestesmy zainteresowani w spednieniu
rownania*

£E=" - x=0 /148/
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Przyjmijmy, ze wyjscie £ zalezy jawnie tylko od stanu £

Z - &(x) /149/
oraz zatdzmy, ze istnieje funkcja odwrotna do /149/» czyli
X = Woéwczas odchylenie od trajektorii /148/ zapiszemy

§= - s”1 W /150/

Aby méc sprawdzic¢ spednienie wymagania £ = O w oparciu o
znajomos¢ /pomiar/ £, trzeba, by g’™" (i)byto jednoznaczne -
MozliwosSC sprawdzenia czy 8 = 0 nazwiemy obserwowalnoscig
obiektu.

W przypadku liniowym zapiszemy
X =C X /15V

zatem x = C-i i, czyli dla speknienia wymagania obserwowalnos-
ci trzeba by jednoznacznie istniato C_lo

Wynika stad dla praktyki wniosek, ze Jliczba wielkosci
wyjsciowych /mierzonych/ musi by¢ rowna liczbie wspodrzednych
stanu.

Podkreslmy, ze wprowadzilismy tu obserwowalnos¢ stanu w
sSposOb nieco odmienny 1 stawiajgcy ostrzejsze wymagania,niz-to
spotyka sie w literaturze dotyczacej optymalnego sterowania
dynamicznego. Wigze sie to z postawieniem przez nas warunku,
ze mamy mieC moznos¢ sprawdzenia w kazdej chwili, czy spet-
nione jest wymaganie /148/. Nie uciekamy sie przy tym do zad-
nej obrobki dynamicznej sygnatu % (t), gdyz zak#ada¢ musimy,
ze obiekt znajdowaC sie moze w stanie ustalonym. ZwroCmy tez
uwage, ze funkcja /147/ wzgl. /149/ nie moze zaleze¢ od dodat-
kowych parametréw, gdyz wéwczas nie wyznaczymy dokdadnie stanu
procesu. Wigze sie to z dokfadnoscig pomiarow.

6.3. Charakterystyki statyczne 1 transmitanc.le

Majac wybrane wielkosci wejsciowe 1 wyjsciowe obiektu mo-
zemy przedstawi¢ go w postaci schematu blokowego jak na rys.14.
Dla konkretnego projektowania ukfaddédw sterowania bezposrednie-
go /uktaddéw stabilizacji/ musimy znaC charakterystyki statycz-
ne 1 transmitancje obiektu regulacji przedstawionego na rys. "Wk

Jak to juz wspomniano w punkcie 3»"I» charakterystyki sta-
tyczne okreslone sg rownaniami

I/ M istnie je, gdy macierz ™" jest kwadratowa i nieosobli-
wa
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f &, urapo /35/
2 =S(x» 2 | 3&Y

z ktoérych wyrugowa¢ trzeba x, aby otrzyma¢ zgadane zwigzkKi

2 = ¥ (W /152/
Zwigzki te mozna w zasadzie otrzymaC z /35/* /?&/ zawsze @ —
Jesli nie na drodze analitycznej, to numerycznej*

Jako przyk#ad postepowania analitycznego rozpatrzmy obiekt
o statych roztozonych przedstawiony na rys.6 i opisany w punk-
cie 3.3. Réwnania stanu majg tu postac:

~ 75-———k
Qt " 1 Si M

="2Ti” +k Xl

Przyjmijmy, zgodnie z punktem 5*1f ze jako wielkosci wej-
Sciowe sterujace przyjeto

natezenie doptywu ?7(1, t) /wptyw poprzez warunek brze-

gowy/
predkos¢ transportu ®

to znaczy, ze pozostate wielkosci wejsSciowe v2» T» FB (©) sa
parametrami .

WielkosSciami wyjsciowymi beda

zapednienie na koncu reaktora y» = x™(, © + x2 (1, ©)
stosunek przeptywow yP = C°x
FA (1. ©
Réwnania wyjsS¢ maja postac
yn =Xl (L, ) + x2 C1, ©) /153/
Vv, X. (0, t)
y2 » -J7— '1— /W /
*A (L» %)
Réwnania stanu daja dla stanu ustalonego uk#ad rownan
i ' 155
7 w3 - k T 0 / /
gt ~ K@M @
~v2 + k (£) xn =0 /156/

Rozwigzanie rownania /155/ ma postac
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W = ep [- -~ f1 (L- 1157/

a rozwigzanie na x2 (1) brzmi

o = Mep F-BE - R oy
«W ,]’I_. >

V1 V2
Wzory /157/* /158/ pozwalajg wyznaczy¢ zaleznos¢ y», y2 od

(11 oraz od Wj, czyli od wielkosci wejsciowych. Beda to

zwigzki

yl V2 Vil V2
=f] t*A W = V] /-159%/
y2 =exp—L =Ff2 (tl) /1S0/

Transmitanc.je obiektu z rys.14 otrzymamy w zasadzie z li-
nearyzowanych rownan stanu I rownan wyjsc

X A X +Bu " /37/

X

Cx+Du /387

jako macierz
G (&) =C |[si -A] -1 B+D /39/

tak jak to przedstawiono w punkcie 3.1» wzory /37/t /58/,/39/»

Rozpatrzmy, na przyk#ad, reaktor z rys.3* traktowany jako
obiekt o trzech wielkosciach regulowanych W, CA, T i trzech
wielkosciach sterujacych F, F, H. Roéwnania stanu obiektu
/52/, /53/» /54/ trzeba zlinearyzowaC /symbole zmiennych ozna-
czajg teraz przyrosty/*

fl =- fd ¢ rA / 16V
dCA (2 - °A0) gAO - °A0 rBo ,, r gAo * *Bo +
N
de 0 L %
9k M 1 “ CAo

* (To) °A-cho Ot T+ W-— 7A 2162/



7163/
FAo * FBo h p 9k (tov T T,
C c Ao —IS~ T3 A\ ¥ rA+-5G-H

W réwnaniach tych WQ, CAq, Tq, FAo, FBHt TAq, Tfio, HQ
oznaczajg wartosci ustalone w punkcie réwnowagi, w otoczeniu
ktérego dokonano linearyzacji. Wprowadzajac oznaczenia wspot-
czynnikow w rownaniach /161/ /161/ /163/t zapiszemy je w sSkro-
cie

§§ = - F5 +AFa /164/
dC.
dt a23T + b22 FA /165/
dr  _
gt = @0 W+ a35cA + 33T + b32 fa + b33H /166/
oraz w postaci macierzowej
= -
W W -1 !
|
41 2 ‘2B G 0 22 ra | 7167/
|
T8 a2 s T O = w3 M|
|
|

Transformujac 7167/ przy zerowych warunkach poczatkowych,
otrzymamy wynik typu /39/*

CA® s _g01 s-a22 ~a23 e e ° fa G)
T G a3l ’a32 s“a33 0 bJ2 bJ5 H ®
/| 1&3

W rozpatrywanym przykdadzie nie wchodzi4y w gre rownania
wyjoc, gdyz wielkosciami regulowanymi byty wprost wspodrzedne
stanu*

Macierz transmitancji wystepujgca w réwnaniu /168/ zawie-
ra ogotem 9 elementdow. Wypiszemy je po kolei
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-1 0 0

O /\"*/\22 ua23
0 _a5p 8-833

-(s-a22) (9-353) +>23a52
w Cs . ( ) ) — % /169/
V s) ' 8 0 0 s(s-a22) (s-ajj)-a2™aj2s
*a2l s’az22 “a23
a3l -~a32 s-a33
W) 1 /1707
Km - S
Wis) /171/
H(s)
CA (s s-a?J =
CA (5 (s-an) (R2sTa2A) * a23732a ™ az23a5l /W
NATSRN s ™Ne-a22) (s-a”) - a23a32J
AW /174
TCT (s~a22) (s-anj) - a23aj2
T(b) ~a5l (B"a22) ~ a2la3l /175
V*> * g [(a-a22) (s-ab3) - a™a™]
722 a,0s + a0,,a
m = (s
A s[(s 28 (s- a75% - a25a521 /1767
= b33 (s~az22n 7177/
II Il (s~a22) (s-aM))

- 823332

Tak jak mozna sie bydo spodziewaC po rzedzie obiektu,mia-
nowniki w transmitancjach /169/ - /'177/ sa co najwyzej stopnia
trzeciego*

Rozpatrzony przyktad dotyczyt+ obiektu o statych skupio-
nychi obliczenie tranemitancji uk#adu o statych roztozonych,
opisywanego rownaniami czastkowymi, jest zwykle znacznie tru-
dniejsze.

Rozpatrzmy obiekt z rys.6. Jego rownania stanu /por.punkt
3.3/ maja poetact



Qxn 0 X
W - Vi -k0) * /6?/
Ox2 $ X
+ k (t) /65/
L . _ . x* (1, t)
Jesli wejsciami sterujacymi beda FAa(L, )= ———— oraz

vl(t), a wielkosciami wyjsSciowymi /patrz punkt 5.1/ .

—x1(, B +x2, D /115/
vix1l (o,
V2ZW m ~T7~—F) [ IW

to poszukiwane tranemitancje otrzymamy poprzez odpowiednig li-,
nearyzacje rownan /63/, /65/, /115/» /116/. Linearyzacja ma
dotyczy¢ zaleznosci od zmiennej t, przy czym interesuja nas
przyrosty x*, x2, \VA

Linearyzacja rownan stanu daje

19*1 f 9xi /[ \
w = v 7?ri,vi+vio Trr -k (To)*i
m~rT =7 v20 TI~ + k fTo) X1 /179/

Jako warunki brzegowe i poczgtkowe nalezy teraz przyjac,
jako dla zmiennych przyrostowych, wartosci

X1 fl, 0) = 0; x2 (I, o) =0 /180/

1 (L>*) = rA(L-*) - . ~ i *2(0,*). 0 7181/
MO V10
Linearyzacja rownan wyjscia daje

yn () axl fL, ©v + x2 (1, O /182/
*2 00 =r™iry *1 (°* ©)InE°(Lkr M*) -

- (*. t) /18V

"’fjr n

W réwnaniach /178/, /179/ N »'tH 1 oznaczajg funkcje

o wartosciach przyrostowych, natomiast @5~ )0 deen wspot-
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czynnikiem wynikajacym ze stanu ustalonego w punkcie réwnowa-
gi, czyli z ustalonej wartosci x*(1]» Jego wartosc¢ 7 obliczymy
przez rozwiagzanie rownania

(xr)O0 vio - k W xio = 0 t-wM
co daje

«ioW m axt [ (L™ )] /185/
oraz

( U -1 ] -»«

Réwnania /1787 /179/ i warunki /181/ mozna transformowac
wg Laplaoe®as

f \ f \ f \ f \ ax,« (I, s) .
»*1 (1* a) ~ U. o «h (Dvi(s) +v10 - =jj——- -
- k(mTOn a, s) /187/
sx2 (I, s) - x2 (I, o) a -v20 -~ 1* - ¢ /188/
FoQ@)
X1 (L* *) “ 7" fa s> * -—vI(°) /1S9/
1 V10
X2 (0o, s) a0 - /190/
Uwzgledniajac x1 (I, o) a O, x2 (I, o) » O przepiszemy
ax,. (1f 9) 1 r - A v* (s)
S/ [— A Ist kW] (1. @) - -7 - hW
dx2 U» m) 8 . \Y; k(T )
- 51— * v~ g *2 (1« 8) + *I (*- m) /192/

Rownania /191/» /192/ z warunkami /189//190/ daja sie rozwig-
zac

h(i* e[~y i ~Msxp(-p( -1)) - «<*p( v1(b)

* 7 A (< (1 - 1D PA (@, 9 /193/
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L, @ D =[_1_— == ep (i (L. D)

L8 + v2 p Vio " 3

] v a1 .2, ~1) ., (-« &-
-1 G-expfi)) v.w J --1 — exp(-d(l -

20
S G - exp i) FA @, s) w7
przy czym
k(i s + k(TO)
=T f-~o0

Majac rozwigzania analityczne /193/» /194/ oraz réwnania
wyjs¢ /115/F 7116/ okreslimy wielkosci wyjsciowe. -Potrzebne sag
nam do tego x™(L, s) i1 x2 (I, s) z rozwigzan /193/» /194/
oraz x"0(0), ktore otrzymamy ze /185/« W rezultacie otrzymamy
szukane zaleznosci

yHFs) = G11() vl () + Gi2G) Fa (, s) /195/
y2() =G21 () vl &) + G22G¢) Fa (L, s) /196/

gdzie G11(s), Gi2(s), G21(s), G22(s) dadzag sie wyznaczy¢ z
rozwigzan /193/» /194/, /185/ i rownan /115/, /116/. Transmi-
tancje te beda mie¢ postac¢ skomplikowang.

V/ rozpatrzonym przyktadzie mozliwe byto uzyskanie roz-
wigzan analitycznych, patrz /193/» /194/. W zwigzku z tym

transmitancle G.™ (s) otrzyma¢ mozna bydo rowniez w postaci
WZOorow.
Sytuacja taka nie zawsze ma miejsce. Mianowicie uktad

rownan linearyzowanych wzgledem czasu po transformowaniu wzgle-
den Laplaoe®a, ktory ma posta¢ ogolng /poréwnaj /191/f /192/j

—ni-——=FfFx{ s, ud s, 1 s] 7197/

moze przy danych warunkach brzegowych x (1, a] lub x (O, s)nie
nie mie¢ rozwigzania analitycznego. RéOznania /197/ moga byc¢ mp.
nieliniowe /mowimy o zmiennej 1/, a w warunkach brzegowych x
czesC moze byC¢ dana na poczatek (I = 0), a czes¢ na koniec
(I = L) przedziatu zmiennej 1. W takim przypadku mozna tylko
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poszukiwa¢ numerycznego wyznaczenia charakterystyk czestotll-
wosciowych. Podstawiajgc mianowicie w /197/ s = jJj @ napiszemy

dx (I, jJw)
- e =£ [5 (i-.3w) « HQ.d"). 1. d*>] /198/

Zmienna x (I, JA) » Scisle kazdy jej element x (I, joo),
x2 (I, J) ,... bedzie mieC czesSC rzeczywistg 1 0zesS¢ urojong.
Podobnie zmienne znane w zadaniu, to znaczy u (I, j00) oraz
warunki brzegowe x (1, j @) wzglednie x (0, j @ . Zapisujac

x{d, 3 =xr (l,co) + db5a (,

mozemy z ukdadu rownan /198/ otrzymac, przez rozdzielenie czes-
ci rzeczywistej 1 czesci urojonej, dwa ukdady réwnan zawiera-
Jjacych parametr o 1

d X @, w) r , « , \V/ |

-~ — -—-—-=Re f Ixd, joo) ,u @A, jo) , 1, jcoj 7199/
z warunkami brzegowymi xr (1,00 badz xr (o,”0) , oraz

d x (1,c0) n

- \ - =Imf [x{d, jco) ,ud, Jooy ,1, j®I /200/
z warunkami brzegowymi xu (P»w) badz x* (0,® .-~

Réwnania /199/» /200/ nadaja sie do rozwigzania numery-
cznego, jesli zada¢ wartos¢ parametru w oraz wszystkich wa-
runkéw 1 sterowan.

Przyjmijmy jeszcze, ze dane jest linearyzowane 2z punktu
widzenia zmiennej t i1 transformowane rownanie wyjsc¢ /por.
/115/, /116/

2 & =£[xd,s), uQ@,s ,1, s] /201/
gdzie g jest w zasadzie funkcjonatem, wigzgcych wartos¢ zmien-

nej wyjsciowej 2. z przebiegiem x (Dczy u (1) . Przy s = jJ®
rownanie /201/ daje

»Re £ [x A, Jo), u d, Jw) , 1, jw] /202/
2u@ = Img £& @A, jw), u A, jo)), 1, jco] /202/
Przypomnijmy, ze jesli na wejscie obiektu dynamicznego

liniowego doprowadzi¢ sterowanie w postaci impulsu jednostko-
wego Zimpulsu Diraca/ cI(t) , to transformata Fourier®a prze-
biegu wyjsSciowego y [Jj @@ Jjest transmitancjg widmowg, a war-
tosci y /j co) dla réznych @ sa punktami charakterystyki am-
plitudowo-fazowej .
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Rozpatrzmy dla naszego obiektu o statych roztozonych jed-
no jedyne sterowanie, na przykfad w postaci warunku brzegowe-
go x» (L, ©) albo przebiegu czasowego jednej wielkosci steru-
jacej w okreslonym punkcie 1=17, czyli u» (In, ©). Rozpa-
trzmy réwniez jedng wielkos¢ wyjsciowg, y~(t)e Sytuacja  taka
opisana bedzie réwnaniami, bedacymi konkretnym przypadkiem
/199/» /200/ oraz /202/ /203/, a mianowicie /przyjmujemy ste-
rowanie przez x* (I, t) o postaci przebiegu /.

Z réwnan stanu:

d x (i, ) r
——_—— =Re f [x{, joo) , 1, jco] /204/
d xfl, o) r / \ .t

—— =Imf [x A, joo) , 1, joj /205/

- warunek brzegowy na x/:
(1, jco) =1, czyli xir (1,0 =1, x/ju (1 ,U) =0

- warunki brzegowe na pozostate zmienne-zerowe, zadane badz
na koniec jako x™ (1, j of) , badz na poczatek jako x"0jjco);
Z réwnania wyjscia:

ReS1 X, jooo ,1, jo] /206/

yir M

ylum =1Imsi x @, jw .1, joo] 7207/

Przy znanej postaci rownan, jesli rozwigzemy numerycznie
uktady /204/, /205/,otrzymamy wartosci wspédrzednych x~r (1,00),
xlu (I, w) itd. Podstawiajac je do /206/t /7207/ wyliczamy
wspotrzedne punktu charakterystyki amplitudowo-fazowej y™ (00),
y1uH .

Przedstawimy jeszcze prosty przyktad. Dane sg linearyzo-
wane 1 unormowane rownania przeciwpradowego wymiennika ciepta
/patrz [i1] , rozdz.2/:

W =~ST " N1 (X1 “ X2
NX 2 1 n N2 f X
7Bt g “bl G IX2 "™ Xv

gdzie x» (1, ©vh , x2 (1, © - temperatury, @G , N, Ng-wspo+-
czynniki. D¥ugos¢ 0 ~ 1 4 1, ~iech warunki brzegowe dla tych
rownan majag postac¢ /dla odchylen/:

X1 ®) = x2 (10) =0
x1 0, © = u(, x2 (i, © =0
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Interesujacg nas wielkoscig wyjsSciowa jest temperatura
x2 (0, t), czyli réwnanie wyjsScia ma postac

y (© * x2 (0, t).
Linearyzowane roéwnania stanu transformujemy wg Fouriera*

i <> x1 fl, j W)\ - x1 f|, o)\ ____O9xl_1*3w)

- ~ o gw) - x2 A, g wl

jw x2 (I, jw)\ - X2 {I, 0)\= 1 dx2 G2
- TT [X2 01* W) “ X1 C1* 3
Uwzgledniajac zerowe warunki x» (I, o) , x2 (I, o) oraz kta-
dac
X1 il* i w)
e x2 (I* 3<)

xir (-* + d x1lu C1*~
X2r (I,w) + j x2u (1, ®

otrzymamy cztery rownania, powstate przez rozdzielenie czesci
rzeczywistych 1 urojonych

TT* “ ~ N1 x1r ¥ " x1u + N1 x2r
d x1u

"31- = "w X1r - N1 x1u + N1 *2u

d x2r

dl =-12 11r,K2 12r” E<Ul2u
“dT* “ - N2 x1u # B" x2r + N2 x2u

dla ktorych warunkami brzegowymi sa

X (O, ) = 1 /przyjeto u(t) = cr(®

X’lU (01 m)
2T (.w) =0
2w @9 =0

Réwnania powyzsze nalezy rozwigza¢, poszukujgo wartosci
x2 (0, j @) czyli liczb x2r (0, @w) oraz x2u (0, ® t dla
réoznych wartosci a , Zadanie to jest wykonalne numerycznie.
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Rezultatem bedg punkty charakterystyki amplitudowo-fazowej jak
pokazano na rysunkach w [i]

6.4. Niektdre aspekty projektowania 1 realizacji

Majac okreslone wielkosci regulowane, wybrane wielkosSci
sterujgce oraz dane charakterystyki statyczne i1 transmitancje
przystgpi¢ mozemy do projektowania ukdadu sterowania bezposred-
niego. Tok tego projektowania jest w zasadzie konwencjonalny i
nie bedziemy go omawia¢ w szczegotach; zwrécimy tylko uwage na
niektére aspekty, wigzace projektowanie ukdadu sterowania bes-
posSredniego z resztg systemu.

Wybor wskaznikow jakosci regulacji

W rozwazaniach optymalizacji w ukdtadzie wielowarstwowym
wyznacza sie dla ukdadu sterowania bezposredniego funkcje na-
dgzania za trajektoriag zadang ® wzgl. ~ (*)= uktad ste-
rowania bezposredniego projektowa¢ potrafimy wg zadan typu

min jjdi - 1, min |2 -J2], --- min -v]

/208/
przy czym wybor wskaznikéw jakosci, to jest norm wystepujacych
w wymaganiach /208/, nie jest obojetny.

Bydoby najlepiej, gdyby wybdér ten byt powigzany ze wskaz-
nikiem jakosci ktéry wystepuje w ogélnym zadaniu optymali-
zacji obiektu sterowania. Przedstawimy to na przyktadzie.

Zakozmy, ze wskaznik jakosci Q /minimalizowany/ zalezy od
rozpatrywanej wielkosci regulowanej w sposob nastepujacy

2

Q=£-TT~ ( [2y+ (4 -y)2]dt /209/

~No

W uktadzie regulacji bedzie wystepowat uchyb e = y™ - vy.
Nalezy znalez¢ najwkasciwszg norme dla minimalizacji tego uchy-
bu. Wprowadzmy y = yd - e do 7209/

2 r “1
Q = 1 L n d 2J« /210/

W wyrazeniu /210/ wielkos¢ e bedzie przypadkowo zmienna
/pod wptywem zakddcen dziatajacych na obiekt/, natomiast y»
jest statg liczbg. Porzadkujac odpowiednio /210/ otrzymamy
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2

«- NIK +(4-a2+(8- -2et @ a
tl - /2117
Przyjmijmy, ze wartos¢ Srednia e(t) w przedziale t2 - t™
wyniesie zero, co odpowiada istnieniu regulatora z catkowaniem
/Pl, PID/. Wéwczas minimalizacja /211/ sprowadza sie do wyma-

gania

fa

min r— ~r- \ e2 dt /212/

2 " t1 t1
czyli do wskaznika jakosci regulacji w postaci wartosci Sred-
niokwadratowej, oraz zarazem do takiego ustalenia wartosci za-
danej yd, by by#o

min [2yd + (4 - yd)Z2] /213/
*d
00 daje 9d * » Wartos¢ ta jestfw tym przypadku, identyczna
z wartoscig optymalng y jakg wyliczylibysmy wprost z minimali-
zacji /209/. Wobec istnienia uchybu e / 0 zgodnos¢ taka nie
zawsze wystgpi .

Wymagania odsprzezenla Zautonomizacji/

Specyficzne dla uk#adu o wielu wielkosciach regutowanyeh
jest wymaganie odsprzezenia polegajace na tym,by zmiana kazdej
z wartosci zadanych yd wptywata na jedng i tylko jedng wiel-
koS¢ regulowang y. Spednienie tego wymagania sprowadza sie,
jak wiadomo /patrz np. £ijJ rozdz.11/ do pewnych warunkéw stru-
kturalnych na macierzowg transmitancje regulatora K(s). Wiado-
mo rowniez, ze zadoscéuczynienie warunkom autonomizacji Sspowo-
dowa¢ moze obnizenie osiagalnej jakosci regulacji w ukdadzie,
nie nalezy zatem tego wymagania stawiac¢ zbyt pochopnie.

Kompensacja zak#ocen

W uktadzie o jednej wielkosci regulowanej pe#na kompensa-
cje zaktocen otrzyma¢ mozna tylko na drodze sprzezenia dodat-
kowego z pomiarem wielkosci zakdocajacej. W ukdadzie o wielu
wielkosciach regulowanych istniejg mozliwosci uzyskania analo-
gicznego efektu bez pomiaru zak#ocenia, przez wykorzystanie is-
tniejacych sprzezen skrosnych w obiekcie. Prowadzi¢ to moze do
swigo rodzaju ukfadow kaskadowych /réwniez patrz [1] , rozdz.
11/.
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Bezposrednie sterowanie cyfrowe /DDC/

Niezawodnos¢ cyfrowych maszyn sterujgcych pozwala jui na
to, by powierzy¢ i» nie tylko funkcje warstw wyzszych /optyma-
lizacji, adaptacji/, ale rowniez funkoje sterowanie bezposred-
niego, por. rys.7,9. Mamy wowczas do czynienia z tzw, bezpo-
Srednim sterowaniem cyfrowym /DDC/, gdzie zadane zaleznosci
miedzy wielkoscig regulowang 1 jej uchybem a wielkoscig steru-
jaca obiektem realizowane sa przez algorytm cyfrowy w maszynie.
Zazwyczaj jest to pewna wersja dyskretna algorytmu Pl lub PIL,
patrz np.[8] . Specyficzne tu bedzie impulsowe dziatanie Kkaz-
dego z obwodow regulacji, patrz okres T na rys.9, gdyz maszy-
na cyfrowa wykonuje tylko jeden algorytm jednoczesnie. Z punk-
tu widzenia maszyny, istotne bedzie oszczedne zaprojektowanie
tych czesto powtarzanych dziatan oraz wkasciwe ich umieszcze-
nie w catosci systemu operacyjnego maszyny sterujgoej.

7. UKLADY OPTYMALIZACJI

7.1. Struktury ukdtadow optymalizacji statycznej

Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze przez uktad optymali-
zacji rozumiemy drugg warstwe sterowania z rys.9, to jest wy-
znaczenie optymalnej trajektorii stanu x*. Celem jest uzyska-
nie maximum wskaznika jakosci obiektu Q, a podstawg wyznacza-
nia trajektorii optymalnej mogg byC¢ pomiary zak#décen lub inne
dane, zalezne od wybranej struktury ukd#adu optymalizacji.

Skoncentrujmy uwage najpierw na zadaniu optymalizacji
statycznej} w zadaniu takim wyznaczany jest optymalny stan us-
talony, to znaczy liczby xd1, xd2,... x~. Mozliwe struktury
ukdadu optymalizacji sa nastepujace:

a/ uktad otwarty

b/ uk#ad zamkniety

o/ ukdtad mieszany

d/ uktad otwarty z adaptacjg modelu.

Ukd+ad otwarty przedstawiony jest schematycznie na rya.15*
Ukd+adem takim Jest rowniez struktura warstwy optymalizacji na
rys.9. Istotg jest oparoie wyznaczenia xd na pomiarze 1 ewent.
obrébce statystycznej zaktocen, cechag charakterystyczng - po-
trzeba posiadania dokdadnego modelu obiektu /wraz z warstwag
sterowania bezposredniego/. Na rys.15 zaznaczono, ze optymali-
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zator wyznacza xd w zaleznosci od reprezentacji zakdocen z-.
W przeprowadzeniu tego wyznaczania mozliwe sg dwa  przypadki.

Pierwszy przypadek zachodzi, gdy zadanie optymalizacji by4o
rozwigzane analitycznie wzgledem zmiennych niezaleznych z* i
odpowiednie wzory wynikowe = f (") sa sprowadzone w urzg-

dzenie realizujgce sterowanie. Drugi przypadek wystepuje wte-
dy* gdy zadanie nie ma rozwigzania analitycznego i wobec tego,
dla kazdej wartosci z", trzeba je numerycznie rozwigzywacC - za-
zwyczaj przy uzyciu procedury szukania ekstremum. Szukanie od-
bywa sie na modelu matematycznym obiektu, "wewngtrz'" optymali-
zatora, jak to ilustruje rys.16. tatwo zauwazyC, ze w przy-
padku, jJak na rys.16 realizacja optymalizatora praktycznie mu-
si sie opieraC¢ na maszynie matematycznej. Mozna w pewnym sen-
sie sprowadzi¢ przypadek drugi do przypadku pierwszego{wyobraz-
my sobie mianowicie, ze obliczenie numeryczne optymalnych de-
cyzji x™ przeprowadzono dla duzego i1 nalezycie wybranego zbio-
ru wartosci z". Powstaty wéwczas zbidr danych liczbowych mozna
aproksymowa¢ pewnymi hiperpowierzchniami, wyznaczajacymi - juz
w postaci analitycznej - potrzebne zaleznosci.

xdl = fl (s
xd2 “ f2 (- J /214/

xdn * fn (*7)

Te wtasnie zaleznosci trzeba wowczas "wbudowac™ w optyma-
lizator, dziatajacy Scisle wg rys.15. Trzeba zwrocié uwage, ze
wyznaczenie zaleznosci /214/ moze byc¢ niezwykle pracochtonne,
ze wzgledu na koniecznos¢ przygotowania danych liczbowych w
postaci wielokrotnego numerycznego rozwigzywania zadania opty-
malizacji.

Zamkniety ukdad optymalizacji przedstawiony jest na rys.
17* Mamy to do czynienia z takim samym wyznaczaniem X" na
drodze szukania ekstremum Q jak na rys.16, z tg toznica, ze
szukanie odbywa sie wprost na obiekcie, a nie na jego modelu.
Odpada zatem kwestia wiernosci modelu, pojawia sie natomiast w

bardzo istotny sposob sprawa czasu znalezienia ekstremum. Na
rys. 16 model obiektu "‘poddany" jest tylko tym zakd#6ceniom z\
ktére chcemy uwzgledni¢ w optymalizacji. W czasie procedury

szukania w uktadzie z rys.1l7 dziatajg wszystkie zak#ocenia, co
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sytuacje utrudnia. Ponadto w gre wchodzi dynamika obiektu, to
jest koniecznos¢ odczekiwania na zakonczenie przebiegu przejs-
ciowego po kazdej zmianie decyzji x» - pamietajmy, ze optyma-
lizowa¢ mamy stan ustalony. Przy szukaniu na modelu problem
ten nie wystepuje, gdyz "model obiektu™ na rys.16 jest oczy-
wiscie modelem statycznym. Oméwione cechy powodujg, ze prakty-
czne zastosowanie ukdadow typu rys.17 w czystej formie jest
bardzo mate.

Ukd+ad mieszany powstaje przez potaczenie sterowania otwar-
tego rys.15 lub rys.16 ze sterowaniem w ukdadzie zamknietym,
jak to pokazuje rys.18. Mamy teraz potgczenie zalet Obu ukta-
dow: szybkos¢ reakcji whkasciwg ukdadowi otwartemu oraz niewra-
zliwos¢ na niedoktadnos¢ modelu, ktora jest cechg ukdadu zam-
knietego. Podkresli¢ moze trzeba, ze zaréwno w uktadzie z rys.
17 jak rys.18 wystepuje pomiar wskaznika jakosci Q. Osiggana
zatem dok*adnos¢ nie moze przekroczy¢ granicy okreslonej przez
uchyb tego pomiaru. Biorgc pod uwage, ze Q jest zwykle wyzna-
czane posrednio, jako funkcja kilku wielkosci mierzonych w
obiekcie, mozemy patrze¢ sceptycznie na uzyskiwane doktadnosci
lepszych niz procenty. Tymczasem spodziewane zwiekszenie 4
dzieki zastosowaniu optymalizacji moze byC¢ rzedu podobne-
go lub mniejszego - co oczywiscie stawia rezultaty dziatania
uktadu zamknietego pod znakiem zapytania 1 zwieksza zatem nasz
nacisk na posiadanie doktadnego modelu obiektu.

Ukdad otwarty z adaptacjg modelu ma praktycznie najwiek-
sze znaczenie sposrod dotad oméwionych. Polega to na tym, ze
skoro wyznaczanie typu sterowania otwartego jest zawsze
szybkie oraz skuteczne wtedy, gdy model obiektu jest prawidto-
wy, nalezy szuka¢ mozliwosci poprawiania tego modelu na biezg-
co /"on line"/. Jest tu wiele wariantéw strukturalnych.Pierw-
szy z nich przedstawiono na rys. 19: parametry modelu B /nie
jest istotne, czy sg to parametry w zaleznosciach /214-/ czy
tez parametry modelu obiektu pokazanego na rys.16/ sg dobiera-
ne droga bezposredniego szukania esktremum wskaznika Q. tatwo
zauwazyC, ze struktura rys.19 jest ewolucjg ukdadu z rys.18 -
po prostu szukanie odbywa si$ wzgledem parametréw ™ , a nie
wzgledem sterowan xd. Inny rodzaj ukdadu adaptacji przedsta-
wiono na rys.20. Tutaj, w oparciu o odpowiednie obserwacje
wejsc¢ x™ 1 wyjscia Q budowany jest model zaleznosci $ z
ktorego wynikajg wkasciwe parametry £ dla relacji typu /214/
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lub dla modelu obiektu, uzytego dla optymalizacji wg rys.16.
Jeszcze inng mozliwosS¢ przedstawia w istocie rzeczy rys..9o:
zaznaczono tam, ze parametry £ dobierane sg w ukdtadzie otwar-
tym, w oparciu o pomiar i obrobke zak#ocen.

7.2. Struktury uktadow optymalizacji dynamicznej

Uktady optymalizacji dynamicznej majg szereg cech specy-
ficznych, dzieki ktorym dogodnie jest ich struktury omawiac
oddzielnie od struktur uktadow optymalizacji statycznej. Roz-
patrzymy struktury nastepujgce:

a/ uktad otwarty,

b/ uktad zamkniety,

c/ uktad zamkniety dwuwarstwowy,

d/ uktad repetycyjny,

e/ uktad ze sprzezeniem optymalizujacym.

Ukd+ad otwarty dynamicznego sterowania optymalnego przed-
stawiono na rys.21. ZwrocCmy uwage, ze na rysunku tym optymali-
zator wyznacza sterowania u, a nie trajektorie optymalng 5".Sa
I inne roéznice w stosunku do rys.15: poniewaz do wyznaczenia u
w chwili t potrzebna jest m.in. znajomos¢ zakd6cen w catym
przyszdym przedziale t - t, niezbedna sie staje predykcja
przebiegu z (t)} posiadany przez optymalizator model matema-
tyczny obiektu musi by¢ modelem dynamicznym, przy czym nadal
od jego dokdadnosci zalezy powodzenie sterowaniae pojawit sie
nowy czynnik sterujgcy w postaci warunkéw poczgtkowych x (t?),
itd.

Ukdad zamkniety optymalizacji dynamicznej w postaci naj-
bardziej klasycznej pokazuje rys.22. Algorytm optymalizatora
jest tu wyznaczony jako u (X), a nie w postaci generacji prze-
biegu czasowego u (t). Wiadomo z teorii optymalizacji dyna-
micznej, ze istniejgca w ukdadzie rys.22 kontrola stanu obiek-
tu daje na ogét mniejszg wrazliwos¢ optymalizacji na niedokta-
dnos¢ modelu obiektu oraz na zakddcenia, niz to ma miejsce w
uktadzie otwartym z rys.21. Jezeli model jest catkowicie do-
k#adny, a zakddcen nie ma, oba uktady sg rownowazne. Jezeli mo-
del jest niedoktadny lub istniejag zakddcenia, uktad zamkniety
z rys.22 przestaje byC uktadem Scisle optymalnego sterowania.

Odmiang w pewnym sensie ukdfadu zamknietego z rys.22 jest
uk#ad dwuwarstwowy, przedstawiony na rys.23. Istnieje tu kon-
trola stanu, lecz sterowanie u wyznaczane jest nie z rozwigza—
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nia zadania dynamicznego, lecz z warunku zgodnosci x z trajek-
torig zadang x~. Natomiast xd wyznaczane jest z zadania dyna-
micznego, 1 to stanowi o rdéznicy miedzy uktadem z rys. 23 a
ukdadami na rys. 15, 16. Zwrécémy uwage, ze ~(t) wyznaczane by-
4+oby w oparciu o dynamike samego obiektu, a nie wypadkowa dy-
namike obiektu z regulatorami. Na przykdtad, gdyby prowadzic cy-
kliczny proces w reaktorze z rys.3, wyznaczenie xd (t) polega-
4oby na ustaleniu optymalnego narastania temperatury i malenia
stezenia CA, oczywiscie z uzyciem rownan stanu obiektu. Regu-
latory dbabydy nastepnie o utrzymanie tych optymalnych prze-
biegow w obiekcie, eliminujac tym samym wiele sposrod zak+o-
cen.

Dziatanie uktadu repetycyjnego /rys.24/ jest zblizone do
ukdfadu zamknietego z rys.22. Sterowanie u ("™\ wyznaczone jest
tu weddug zasad uktadu otwartego, na caty przedziat 2 - t,
lecz wynik sterowania /w postaci stanu obiektu/ jest po upty-
wie pewnego czasu T kontrolowany. Jezeli stan obiektu nie zga-
dza sie z przewidywanym przez model istniejacy w optymalizato-
rze, woéwczas stan rzeczywisty w danej chwili t + T uznawany
jest za stan poczatkowy dla nowego, skréconego przedziatu op-
tymalizacji. Na nowo wyznacza sie sterowanie u(t), tym razem
na przedziat t2 - 8 - T, po czym po uptywie nowego okresu T
konfrontuje sie wynik ze stanem obiektu itd. Realizacja ukdadu
repetycyjnego musi sie opera¢ na maszynie matematycznej, gdyz
istotg dziatania jest wielokrotne powtérzenie obliczenia opty-
malizacyjnego. Zwro¢my uwage, ze wyznacza sie tu u (t),co jest
tatwiejsze niz znalezienie zaleznosci u (X).

Ukdad ze sprzezeniem optymalizujgcym ma w prostym przy-
padku posta¢ jak na rys.25. Istotg rzeczy jest tutaj to, ze
urzadzenie sterujgce wykonuje biezgco funkcje ekstremalizacji
pewnego wskaznika liczbowego, jest wiec w zasadzie urzadzeniem
/lub programem/ optymalizaoji statycznej. Natomiast ten wskaz-
nik liczbowy jJest tak wybrany, ze otrzymuje sie rezultat w po-
staci dynamicznego sterowania optymalnego danym obiektem. Roz-
patrzmy to na prostym przykdadzie.

Dany jest obiekt pierwszego rzedu, nieliniowy, o0 rownaniu

x=Ffl X, u, © /215/

oraz wskaznik jakosci /minimalizowany/



- 68 -

Q [ fo (X» u» dt /216/

Warunek konieczny optymalnosci /zasada maximum/ brpmi w tym
przypadku

max *Y 1 -0 7217/

Zrobmy zatozenie, ze w rozwigzaniu optymalnym £ > 0 /ozna-
cza to np. ze koszt nie spada do zera i nie zmienia sie w zysk/
Wowczas maksymalizacja hamiltonianu /217/ jest rownowazna ma-
ksymalizacja. stosunku jego czesci dodatniej do ujemnej

max y-i fi > J /218/

Zatézmy dalej, ze Y ™ " dominuje nad skkadnikiem Y. 2, kté
ry wyraza koszt updywu czasu. Musi by¢ wébwczas Y N f~ > O
niezaleznie od znaku Y 2# Jesli ponadto na catej trajektorii
optymalney x > 0, czyli * > 0 /mozna to stwierdzi¢ z pe-
wnoscia badajac przyblizone rozwigzania analityczne/, to musi
by¢ Y >0 . Mozna wowczas zastgpi¢ /218/ przez wymaganie

7z
L]

max N = +7 A /219/
co oznacza biezgcag /to jest w kazdej chwili czasu/ maksymali-
zacje wskaznika N. Wartosci  oraz fQ mogg by¢ mierzone w
obiekcie. Skkadnik Y 2/ Y/~ trzeba oszacowa¢ z danych anali-
tycznych. W zadaniu niezaleznym od czasu i o swobodnej chwili
koncowej tP czynnik Y 2 Y ~ bedzie réwny zeru.

Wykazuje sie , 2e uktad o strukturze rys. 25 moze
mie€¢ znacznie mniejsza wrazliwos¢ na niedoktadnosc modelu
obiektu /model wchodzi tylko w oszacowanie Y2/ Yxj/ oraz na
zak#ocenia, niz inne struktury ukdadéw optymalizacji dynamicz-
nej -

7.3« Kryteria adaptacji modeli

Z rozpatrzenia struktur ukfaddéw optymalizacji wynika, zo
duze znaczenie maja ukdtady otwarte. W ukdadach otwartych musi
by¢ uzyty model obiektu; wystgpi¢ on moze w roznej formie. Je-
Ssli zatrzyma¢ uwage na ukdtadach optymalizacji statycznej, to
model moze mie™ np. postaCc “modelu sterowania”™ wyrazonego wzo-
rami /214-/, badz tez postac “modelu catosciowego™, Kktéry wyra-
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zatby zaleznosc

4=T (2, i) 72207

Jjak tego wymaga dziatanie uk#adu z rys. 16.

Model /220/ nie daje sie na ogot wyznaczyC w postaci jaw-
nej z rownan obiektu i wzoru na wskaznik Jakosci Q. Tym nie-
mniej, majac rownania obiektu, wskaznik Jakosci i1 ograniczenia
mozemy wyznaczaC X~ zapewniajgce max Q /metodg Kuhna-Tuckera
lub metoda szukania ekstremum/, zatem nie Jest rzecza istotng
czy zaleznos¢ /220/ dana Jest Jawnie czy niejawnie.

W otwartym ukdadzie optymalizacji na plan pierwszy wysuwa
sie sprawa adaptacji modelu, gdyz trudno przypuszczac¢ by model
by+ kiedykolwiek wyznaczony z uwzglednieniem wszystkich. Y/phy-
wow zak¥décajacych.

Przypomnijmy teraz, dla koncentracji rozwazan, ze rozpa-
trujemy obiekt rzeczywisty, ktory Jest opisany pewng zaleznos-
ciag

Q = Q (xcd» £) /221/
oraz ze obiekt ten Jest sterowany w oparciu o uzycie modelu, z
koniecznosci przyblizonego. Model ten ma stalg strukture "i

zbidér nastawialnych parametrow £ . Nie Jest istotne, czy Jest
to "model sterowania" typu /214/ czy "model catosSciowy'™ o po-
staci typu /7220/. W daznym przypadku istnieje sterowanie op-
tymalne oparte na modelu x~ oraz powstaje pytanie, weddfug Ja-
kiego kryterium dobiera¢ nalezy parametry modelu £ = Odpowie-
dzi mozna udzieli¢ stosunkowo prosto - nalezy osiggnac

min E [q [xd, z) - Q (Xx* , 2)j /222/
£ z
gdzie Q ™x~ , z) oznacza wskaznik osiaggniety w obiekcie rze-
czywistym przy sterowaniu opartym na modelu (xj , natomiast

Q (X, 2 oznacza wskaznik, Jaki by#by osiggniety w obiekcie
przy sterowaniu Scisle optymalnym (xM).

Operowanie celem /222/ Jest trudne, bowiem wymaga zhajo-
mosci Scistego opisu procesu Q (xd, z» oraz wyznaczenia stero-
wania scisle optymalnego x*. Ostatnig trudnos¢ mozna omingC
stawiajac zamiast /222/ wymaganie

max E [Q » 2) ] /223/
't Z
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Wynik ekstremalizacjl /722J/ bedzie, 2z punktu widzenia
doboru , taki sam jak ekstremalizacja /222/, bowiem tylko

zalezy od £ . Réznica polega na tym, ze warzosc liczbowa
/222/ wyraza strate optymalnosci spowodowang uzyciem modelu
przyblizonego, podczas gdy wartos¢ /22J3/ pozwala jedynie badac
wrazliwos¢ sterowania opartego na modelu na zmiany parame-
trow 6 -

Uzycie /22J5/ wymaga znajomosci dok#adnej roéwnan obiektu,
badz tez adaptacji doswiadczalnej polegajacej na optymalizacji

£ droga szukania wprost na obiekcie potgczonym z optymaliza-

torem. Odpowiadatoby to schematowi z rys.19.

Jezeli uzycie ocen bezposrednich /222/ lub /223/ nie jest
mozliwe, szuka¢ nalezy drog posrednich. Najwazniejszg z nich
jest minimalizacja roznicy miedzy modelem catoSciowym

Q** Q*(*d» z,p) 1224/

a zaleznoscig rzeczywistg /221/, w okreslonym zakresie zmiana”®
oraz z, na przyktad minimalizacja wartosci Sredniokwadratowej

min E [Q*(xd, z ,p) - Q (X 2)J 2 /225/
& 1

Nalezy dobrze zauwazyC réznice miedzy /225/ a /222/.0bli-
czenie /222/ wymaga sScistej znajomosci opisu obiektu Q
gdyz trzeba do opisu tego podstawi¢ wartosci x, x~ . Ocena
/225/ moze by¢ stosowana przy Q 2) znanym tylko w postaci
wynikow doswiadczalnych. Stosujac /225/ dazymy do zgodnosci
modelu Q*(™» 5, @ z rzeczywistoscig Q (Sd* 5) =

Zwrocémy uwage, ze nie jest obojetne na jakim zbiorze da-
nych x~, z oparta zostanie budowa modelu /225/* Poniewaz mo-
del /224/ stuzy¢ ma do wyznaczania sterowania optymalnego x»
przy danych zakd#6ceniach z, istotne jest by model odpowiadat
rzeczywistosci pod wzgledem zaleznosci od x*i mowigc Scislej,
zaleznos¢ modelowa™

“(zd) 7 = const

musi wyznacza¢ te samg wartosS¢ optymalng x~ , co wartos¢ opty-
malna x™ wyznaczana z zaleznosci rzeczywistej Q (XM

A wiec, na przyktad, zapewnione by¢ musi prawidfowe wyznacze-
nie pochodnych . Celu tego mozemy nie osiggnac, jesli

sprawdzimy zgodnosS¢ modelu z rzeczywistoscig tylko dla wartos-
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ci optymalnych xd« Sprawa ta Jest blizej zilustrowana w pracy

Osiagnieta wartos¢ oceny /225/ nie wskazuje, scisle rzecz
biorgo, na ile jakos¢ sterowania opartego o model Q (x©, z,(3/
bedzie sie rozni¢ od jakosci optymalnej Q (xd, z) =

8. OPTYMALIZACJA WIELOPOZI10OMOWA

8.1. Sformudowanie zadania

Rozwigzywanie zadan optymalizacji dla obiektow dynamicz-
nych o duzej wymiarowosci lub zadan statycznych o duzej [licz-
bie zmiennych decyzyjnych oraz zwigzkow ograniczajacych wymaga
duzych naktadow obliczeniowych. Nakdady te moga by¢ w wielu
przypadkach znacznie zmniejszone jesli zadanie pierwotne pod-
damy dekompozycji, to jest podziatowi na kilka zadan czescio-
wych, ktére bytyby z kolei koordynowane przez wyzszy poziom
sterowania.

Sposob podziatu zadania jest oczywisty jesSli zadania czes-
ciowe moga by¢ sformudowane w taki sposob, ze nie majg ono
zmiennych wspélnych. Oznaczatoby to jednak, ze zadanie pier-
wotne jest w istocie zbiorem zadan nie sprzezonych ze sagbg bez-
posSrednio, poza tym ze skltadajg sie one na wspolny wskaznik
Jjakosci. Sytuacja taka nie zachodzi na ogét w praktyce; rozpa-
trywaC bedziemy zatem przypadek, gdy zadania czesciowe nie S3
rozdzielne z natury, a ich separacja jest uzyskiwana przez
wprowadzenie zmiennych koordynacyjnych. Zmiennymi koordynacyj-
nymi zajmuje sie drugi, tj. wyzszy poziom sterowania. Jego za-
daniem jest zaroéwno uzyskanie ekstremum globalnego Jjakosci,
jak tez zapewnienie dopasowania do siebie wzajemnie wszystkich
zadan czesciowych, zgodnie z ich istniejgcymi w rzeczywistosci
powigzaniami. Jest oczywiste, ze praktyczny wynik w postaci
zmniejszenia naktadu obliczen otrzymamy tylko wowczas, gdy
zmiennych koordynacyjnych bedzie mniej niz zmiennych decyzyj-
nych w zadaniu pierwotnym. Przypdek ten zachodzi woéwczas,gdy w
zadaniu pierwotnym nie wszystkie zmienne sg powigzane ze sobag
przez kazdg z zaleznosci ograniczajgcych* W przypadku, gdy np*
ograniczenia liniowe zadania optymalizacji statycznej wyrazone
sg macierzg /por. 276/ oznacza to, ze czesSC elementéw w tej
macierzy jest zerami.
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Podstawowg strukturg jest, jak wynika z powyzszego omo-
wienia, struktura dwupoziomowa. tgczac ze soba czyli koordynu-
Jjac kilka uk#adow dwupoziomowych dodajemy trzeci poziom stero-
wania i1 tak dalej. Sens tego postepowania polega¢ musi jednak
zawsze na oszczednosci naktadu obliczeniowego.

Rozpatrujmy, dla koncentracji uwagi, zadanie optymaliza-
cji statycznej

max Q(u) /226/
przy ograniczeniu

u € U. /227/

Aczkolwiek duze praktyczne znaczenie maja suboptymalne

rozwigzania zadania /226/, /227/ zajmowaC sie bedziemy dalej
tylko wielopoziomowymi rozwigzaniami Scisle optymalnymi, gdyz
tylko takie rozwazanie mozna przeprowadzi¢ catkowicie  jedno-
znacznie.

Wprowadzamy zbidr zmiennych koordynacyjnych v 1 dokonuje-
my podziatu zadania /226/, /227/ tak, ze ma ono postac

max Q(u)=max Q(u,v)= max q [, @wl,v), Q22> )» «*%{IiIN»)J

uteu ueu u\ o) /228/
VeV H2felj2(x)
UHsu\v)
VeV

gdzie u'Tc u sa pewnymi czesciami zbioru u. Zwigazek /228/ wy-
raza, ze przedstawiamy Q jako pewng funkcje N czynnikow Q*,e2»

- gdzie zalezy od ul oraz /by¢ moze/ v, a takze ze
zmieniamy sformutowanie zaleznosci ograniczajacych N 2taki
spos6b, by powstato N oddzielnych grup ograniczen na u ,u,...,
zaleznych od wektora v, oraz pewne ograniczenie na sam wek-
tor v.

Rozwigzanie dwupoziomowe zadania /226/ z uzyciem dekompo-
zycji wyrazonej w /228/ jest mozliwe, jezeli a/ ul, 1=1f... N
sa rozdacznymi podzbiorami u, oraz jezeli b/ posta¢ /228/ poz-
wala na wykonanie roztacznej ekstremalizacji wzgledem kazdego
Z uS

max Q(u) = max Qjmax (u\v), max Q2 (-2»i)*eee max
ufcU ve V. ulg U(Vv) u2e U2(\) uNe UnNy) 7229/
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Po oznaczeniu

max /2?0/
u rfeli (v)

zwigzek /229/ przyjmie postac
max Q(u) - max Q [~(I) **eSufe)] /231/
u€ U veV

Wzor /230/ wyraza zadanie pierwszego poziomu, lub zadanie
lokalne optymalizacji.Zadanie to jest parametryczne wzgledem
v. Wzor /231/ wyraza zadanie drugiego poziomu, lub zadanie op-
tymalizacji globalnej. Jest ono wykonywane wzgledem zmiennych
V.

8.2. Sposoby dekompozyc.1l

Zwigzki /228/ i1 /229/ pokazujg, ze dla danego zadania
/226/, /227/ moze istnieC wiele sposobow dekompozycji, wszyst-
kie dopuszczalne z punktu widzenia optymalizacji globalnej .
Moze byC roézna liczba utworzonych zadan czesciowych, rozna
liczba wprowadzonych zmiennych koordynacyjnych /wymiar v/,réz-
ny sposob przOformudowania zwigzkoéw ograniczajacych. W zasa-
dzie, najlepszy bedzie ten sposob dekompozycji, przy ktérym
naktad obliczeniowy #3gczny dla catej optymalizacji bedzie naj-
mniejszy. Ten jJednak punkt widzenia jest trudny do ujecia ana-
litycznego, omowimy zatem tylko pokrotce niektdére cechy i1 za-
sady dokonywania dekompozycji. Rozpatrzmy oddzielnie dekompo-
zycje wskaznika jakosci Q(u) oraz zaleznosci ograniczajacych
uo6 U.

Wskaznik jakosci Q(u) pozwala na roztgcznag ekstremalizacje
wzgledem u* /u sg rozdgcznymi podzbiorami Vj/ jezeli jest on
jednego z nastepujacych typow*

a/ wytacznie addytywny

N
7232/
1=1
b/ wytacznie multiplikatywny
N
/23?/

z warunkiem, ze Qi(ui,v] > 0O, 1,2,..-N,
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o/ mieszany, o rozdacznej czesci addytywnej i multiplikatywnej

1 N
Qb m n + zn 7234/
i—1 i=l+1
z warunkiem, ze N 1= 1»2,*__1,

d/ mieszany, z nieantagonistycznym wpdywem czynnikow wspoélnych
czesci addytywnej i1 multiplikatywnej

1 is1 N
Q(w) = Pl Qi(ui,v) + X]
i=1 =1 i=1+1 /235/
z warunkiem, ze Qfu ,v) ~ o0, 1 =1,2,...1

Globalne ograniczenie u&U jest, zgodnie z /228/, prze-
ksztatcone w zbiory ograniczen uie UMy~ vy 6 V. Dokonuje sie
tego przez wprowadzenie zmiennych koordynacyjnych v. Trudno o

generalne reguty; zazwyczaj mamy do czynienia z kompromisem
miedzy liczbg wprowadzonych zmiennych, a prostota rozwigzywa-
nia utworzonych zadan. Rozpatrzymy pewne przypadki dla ilu-
stracji.

Przyjmijmy, ze natozone na u ograniczenia sg lintowymi

lub nieliniowymi nierownosciami

A- N - 7236/

przy czym macierz A nie jest blokowo-diagonalna, lecz ma sze-
reg elementéw zerowych. Wyobrazmy sobie przenumerowanie zmien-
nych takie, by otrzymana macierz A sktadata sie z blokéw, po-
wigzanych ze sobg przez niektdore kolumny:

*/ Zauwazmy, ze np. wskaznik Q(u)=<" (u\v) Q2 (u2,v)
Q2(u2,v) nie moze byC ekstremalizowany roztgcznie ze wzgle-
du na u2, gdyz sposob w jaki Q2 (u2»y) wpdtywa na catosc¢* po-
przez czes¢ addytywng i multiplikatywng jest antagonistycz-

))y -
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all -e-all u-
asl e**asl s
a(@H) 1 **,a(sH) k u- s+l
oo /237/
atl Atk
S+ Dk 2%« (t+Dn U, "t
rk “%n
un

Macierz w réwnaniu /237/ mozna przeksztatci¢ w macierz
btokowo-diagonalng przez usuniecie zmiennych pierwotnych u-~u”®
i wprowadzenie na ich miejsce zmiennych koordynacyjnych vx»vi»
vk ,vk oraz wprowadzenie nowych dwoéch ograniczen rownosciowych

v" - vE =0,

_ o /228/

Wynikiem jest nowy ukdad zwigzkoéw ograniczajacych, Ktory
zastapil /237/«

Macierz opisujgca te ograniczenia jest teraz blokowo-
diagonalna, kosztem wzrostu jej wymiaru o dwie kolumny 1 dwa
wiersze:

all **,all ul bl
L X X J ooe® X X L X X J
asl <**asl ul-1 bs
a(th 1 ***a (st k bs+1 7239/
LX X J oo yj L X X J
>
atl atk °es bt

a(t+thk **,a (@D n uk-1 bt+1

ark arn br
1 —1 eoeoe 0
— 0
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Gorna czesC¢ macierzy wystepujacej w /2J9/ opisuje oddzie-
Ine zadania czesciowe; co wiecej, w tym szczegolnym przypadku
sg one rowniez rozdzielnie ograniozone. Na przykfad, pierwsze
zadanie czesciowe ma ograniczenia

allul + al2u2 + + al{d-Dul-1 " bl “ allvl
/240/
aslul + as2u2 + *** + as (- ul-1 = bi ~ aslvl
lub w skréconym zapisie
ul& U1(v®) /240%/
Zadanie drugie ma ograniczenia
a(stl) (A+D) ul+l+a (stl) (A2 ul+2+***+a (stl) (k-1 uk-1 *
= bs+l1“a (stl) 1V1 “a (stl)k vk . 1241/
at (1+1) ul+1+at (1+2) ul+2+*e-+at (k-1 V atlTI-*tk Tk
lub w skréconym zapisie
u2 6 U2(yJ , v") " /241*/

Prawe strony /240/, /241/ zawierajg rozne zmienne koordy-
nacyjne, co stanowi wkasnie wspomniang wyzej rozdzielnosC tych
ograniczen. Fakt ten znacznie ufatwia rozwigzywanie zadan tego
rodzaju przy uzyciu metod Lagrange®owskich, jak to omawiamy
nieco dalej.

W przypadku nieliniowym ograniczenie u tF nie moze byc¢
przedstawione zaleznoscig typu /236/. Tym niemniej mozna uzys-
ka¢ dekompozycje zadania przez wprowadzenie zmiennych koordy-
nacyjnych na miejsce niektorych zmiennych zadania pierwotnego.
Rozpatrzmy na przyk#ad zadanie o ograniczeniach

k
allulu2 + al2u2 + YL all“i > bl
i=3
n
a2lulu2 + X1 a2iui N b2 /242/
i=k+1

Usuwamy zmienng u™» w obu ograniczeniach wprowadzajgc na to
miejsce odpowiednio vjj, VIJ oraz dodatkowe wymaganie

vi - vj s 0 /243/
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Rezultatem jest

k
(@UTL + al2)e + Z! alld > hl
1=5
u
a2lvli u2 + 527 a2i ui ™ b2 /244/
i=k+1
Ograniczenia sg teraz liniowe wzgledem u, lecz nadal sprzezone
poprzez zmienng u2* Potaczenie to usuniemy wprowadzajac v2
w miejsce u2» W rezultacie otrzymujemy uktad
k
1Z aliu * V(*11TL+ °12) t2
1=5
n /245/
2Z &2iu > - a2lvl t2
i=k+1
oraz ograniczenia dla drugiego poziomu
v: - M| = 0,
v2 7 v2 =0 Vv /2/t/

Zauwazmy, ze ograniczenia /245/ oa rozdzielone i liniowe,
ponadto ich prawe strony zawierajg rozne zmienne koordynacyj-
ne.

separacje ograniczen /242/ mozna rowniez uzyska¢ wprowa-
dzajagc mniejsza liczbe zmiennych, na przyk#ad tylko jedng
zmienng v dla zastgpienia iloczynu u™Ug. Otrzymamy

k

£ aliui > V alzv

i=2

n

N 1 aPiMt N bz-az"in /247/
i=k+1

Prawe strony /247/ zawierajg teraz te samg zmienng koordyna-
cyjna, a ponadto ograniozenia na vT ktdére muszg bycC uwzgled-
nione przy rozwigzywaniu zadania drugiego poziomu, wymagaja
znajomosci rozwigzan parametrycznych z poziomu pierwszego
u* (V). Ograniczenia te bedag brzmiec
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k
aizv ~ N - 2H ailiGi M
=2
n
a2lv N b2 - 21 a2i*i(v) /248/
i=k+1
Rozwigzywanie zadan z ograniczeniami /247/F /248/ moze
by¢ bardziej ztozone, niz zadah ograniczonych przez /245/»

/246/. Moze byC¢ zatem racjonalne wprowadza™ wiecej zmiennych
koordynacyjnych niz niezbedne minimum.

Dekompozycja ograniczen u 6 U w obu rozpatrywanych przy-
padkach, liniowym i1 nieliniowym, opierata sie na czesciowym
odseparowaniu zmiennych juz w zadaniu pierwotnym, przez co
droga podziatu byta czesciowo wskazana. Sytuacja taka nie zaw-
sze ma miejsce - na przykdad moze istnieC jedno ograniczenie o
postaci

h(uitu2,... .ud ~ b /249/

Dogodny sposob dekompozycji powstaje woéwczas przez wpro-
wadzenie zmiennych ™agregowanych™

vl = gl (ulu2,...,ub

v2 B s2 I+ »ul+2» ***»uk) /250/

VN = % (uktaC
tak zeby ograniczenie /24-9/ przybrato postac

h @1l»v2****»yn) ~ b /249/

Ograniczenia roéwnosciowe /250/ bedg stosowane do zadan
czesciowych, ograniczenie /249/ - do zadania drugiego poziomu.

Zawsze nalezy pamieta¢ o tym, ze zgodnie z /228/ dekompo-
zycja Q(u) oraz podziat ograniczen u £ U musi sie opieraC na
tych samych rozd#gcznych podzbiorach uw/”c u. Nalezy zazwyczaj
rozpoczyna¢ probe podziatu od dekompozycji ograniczen, a nas-
tepnie sprawdzi¢ czy proponowany podziat u na ul prowadzi do
takiej postaci wskaznika jakosci

Q=Q["(ul,™), QWN),...Qn(uN,v)]

ktéra pozwala na rozdaczng ekstremalizacje.
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8.J. Podstawowe metody rozwigzywania

Wzér /230/ wyrazat zadania optymalizacji pierwszego po-
ziomu, z parametrycznym wynikiem Qj~v). Optymalne decyzje dla
pierwszego poziomu bykyby réwniez parametryczne wzgledem v:

ul(v), u2(v),...,uN(v) /251/

Wzor /231/ wyrazat zadanie optymalizacji drugiego poziomu.
Rozwigzaniem tego zadania bedzie v = v, ktore z kolei okresli
wartosci uf, u2,..., zgodnie z /251/. Zadania zarOwno pierwsze-
go jak drugiego poziomu moga byC rozwigzywane jakakolwiek od-
powiednig dla nich metoda. Jezeli zadanie pierwszego poziomu
/230/ oraz zadanie drugiego poziomu /2J1/ sa powigzane ze sobg
wprost przez zmienng v, mowimy ze rozwigzanie  wielopoziomowe
jest "bezposrednie™. Przyktady takich rozwigzan podajemy dalej.

W dziedzinie programowania nieliniowego, Rosen i inni [§]
opracowali metody iteracyjne pod nazwg '‘partition programming>,”
przy pomocy ktorych mozna sposobem bezposSrednim rozwigzywac
zadania czesciowo nieliniowe wypukde o postaci

N

min k(u,v) = + P I /252/
=1
przy ograniczeniach

kd(HD H ~ £j.W» 1 =1%2,...N /25V

Metody te moga byC przydatne w odpowiednich przypadkach.
Zauwazmy, ze wskaznik jakosci /252/ jest [liniowy wzgledem u
oraz nieliniowy wzgledem v. Ograniczenia /253/ sa liniowe
wzgledem u, lecz zardéwno macierz A jak wektor B moga by¢ fun-
kcjami v /porownaj na przykdad, zaleznosci /24-7/t/248//.Przyj-
muje sie, ze macierz A jest blokowo diagonalna, tak ze ograni-
czenia zadania sg opisane przez ukdad nierdwnosci /252/»w kto-
re wchodzg macierze zadan czesciowych A.« Jak juz wskazywalis-
my, wiele zadan mozna podzieli¢ i wprowadzi¢ do postaci /253/
przez wprowadzenie dodatkowych zmiennych i1 dodatkowych ogra-
niczen. Mozemy jednak nie mie¢ wpdywu na posta¢ Q(u) tak, by
sprowadzi¢ ten wskaznik do postaci Q(u,v) wskazanej przez /252/.

Metode 'Lagrange®owska" zamiast bezposSredniej mozemy ze
skutkiem zastosowaC w przypadku nastepujgacym. Przyjmujmy, ze
ograniczenie drugiego poziomu v 6 V jest zbiorem ograniczen
rownosciowych liniowych wzgledem elementéw VY, Vvij, VQ,---
wektora koordynacyjnego v:
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gl(v) a + AL+ CRVE + *.. +C(JJ VAL =0
/25V

30 §(2) =riS +H tL+TA2 4 o" + T-1S-1 m 0

W szczegbélnym przypadku, ograniczenia drugiego poziomu
mogg mie¢ po prostu postacC /por. 238/

=vVvi ~Vi =0
g2(2) =2 7 v2 =0
/255/
Sn-1™) = riw “wvn-1 =0

Dla zadania drugiego poziomu, patrz /231/, mozemy napisac
funkcje Lagrange®a i okresli¢ rozwigzanie v jako jej punkt
siodtowy

min max L(v ,3)= min max”~Qfv) jogfv),...<*(V)] + Ag(v)| 7256/

Zatbézmy teraz, ze wskaznik jakosci jJest addytywny /por.
232/ 1 zalezny od roztgcznych czesci v /jesli w ogole zalezy
Jawnie od V/i

Q(h) = + Q27 2wWi»v2) + eee + gn ("“N>wn-i) /257/
oraz ze wszystkie ograniczenia w zadaniach czesciowych sg roz-
dzielne wzgledem zmiennych koordynacyjnych /por.240/

AV.VT) A0

N2G2wviw2) N~ 0
/258/

Przyjelismy tu, dla uproszczenia rozwazan, ze kazde z za-
dan czesciowych ma jedno /skalarne/ ograniczenie. Wobec /258/
Q”™v) staje sie VYT Q2 (v) staje sie Q2 vim2”™ 1 tak daled»
zatem uwzgledniajac /255/, /257/ i /258/ wyrazenie /256/ przy-
biera postac szczegdlng

min max L (v,J) = minjma” (Y)+*,v"]e max,[@2 (vj],v") -

TFATT 4+ *2v2] +°7 + mfx [4J(vii-1D)-VIVH-IT] " 259/
VN1 J

Wykorzystalismy tu zarowno addytywnosc i roz4gcznosc
/257/ wzgledem elementow v, jak charakter zaleznosci /  /254/
wzgl. /255/. Posta¢ /259/ wskazuje, ze maksymalizacja wyrazoéw
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w nawiasach kwadratowych wzgledem elementéw v moze by¢ przesu-
nieta do zadan czesciowych, ktdore beda miaty na przykdad pos-
tac

max = max [max + Av'IA /260/

vf vfléﬁ%§

Rozwigzania zadan czesciowych beda parametryczne wzgledem
a nie wzgledem v:

ul(1), , u2™ 1,72) itd /261/
Zauwazmy, ze to zmienne dodatkowe w zadaniu, zmien-
ne koordynacyjne v muszg by¢ uzyte rowniez, aby zapewni¢  po-
trzebng separacje zadan czesciowych. KorzyS¢ z uzycia pole-

ga na tym, ze w pewnych przypadkach rozwigzania /161/ zawiera-
Jja mniej parametrow niz rozwigzania /251/. Istniejg efektywne
metody iteracyjne dla rozwigzywania zadan typu /256/, przy za-
+ozeniach takich jak /254/, /257/ 1 /258/.

Przyktady
Rozpatrzmy zadanie programowania wypukdego, ktore mozna
nawigza¢ do ukdadu trzech zbiornikéw wodnych na rzece,rys. 26.
Kazdy ze zbiornikéow zasila trzech odbiorcow. Wypdywy wody
ozhaczone sg u”™, u2,...ug. Zapa3 wody wynosi odpowiednio z°,
z2, Zj. Zbiornik 1 moze odda¢ ilos¢ wody u”™O do zbiornika 2,
zbiornik 2 1los¢ wody u”™ do zbiornika 3. Wskaznik jakosci,
ktory nalezy zminimalizowaC ma postac
9
«(s) * ZZ (»' - u) 1262/
i=1
a decyzje uil sa ograniczone przez nierownosci, wynikajace z
bilansu wody

o-He) | + «2 + «3 +ul0-z1" O

h2(1) =W + U5 + u6 " uld + U1 “ z2 ~ O 1267/
*3(@(H = Uy + u8 + Ug - - 23 < 0
oraz przez wymaganie, by wszystkie przeptywy bydy dodatnie
u™ > 0, =1, 2, .... 11 /264/
Dekompozycja zadania /262/, /263/ bedzie podyktowana ra-
czej przez ukdad ograniczen /263/, bowiem /262/ ma postacC czys-

to addytywng i1 moze by¢ podzielone dowolnie. Jedna z mozliwos-
ci jest wprowadzenie dwoch zmiennych koordynacyjnych, ulQ
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oraz v2 * u,j°t tak by utworzyC trzy zadania czesciowe, z orga-
niezeniaml nastepujgcymi

bi(ul,vl) a un + u2 + u3 + vl - z1~ 0, uz”™ 0O
h2(~2,vi»v2) "™ u4 + u5 + u6 - + v2 - z2 A0, uL”™ O /265/

~"fobw2) = u7 + u8 + u9 “v2 " z3< °» uir ™~ 0
Wskaznik jakosci /262/ bedzie wowczas podzielony jak nastepuje

Qb = /266/
gdzie
"A(al) - Z:K-"i)2
i=1
6
«2MH2) = £ K - %D 2 /267/
i=4

%(a?) = 12_-7 @i - ui)2

Po rozwigzaniu zadan czesciowych, zadanie drugiego pozio-
mu bedzie

min [i, (v + Q2 (vitv2) + Q?(V2)j /268/

V1i»v2

Azeby otrzymacC 6’\(v’\), trzeba rozwigzac¢ zadanie czesciowe
pierwsze. Wezmy w tym celu wskaznik jakosci oraz

pierwsza nieréwnos¢ z /265/ i1 utworzmy funkcje LagrangeTa
L(ultu2,u5,A) a (al-ul)2 + (a2-u2)2 + (a™-un2 +

+ A (ui+u2+ub+vl-z1) /269/

Poszukiwanie punktu siodtowego /269/ daje wyrazenia

\% ar - Aa =
u2 = a2 - Aa="*f2HLH /270/
S =a3 - Aa=f5VD)
3 =2Aa
gdziel

Aa“\ (@l + a2+ a3 * Vvl " zi) /271/



83 -

przy czym rozwigzania /270/ sa punktem sioddowym  Ffunkcji
Lagrange®a /269/, czyli spedniajag warunki Kuhna-Tuckera, w
obszarze

O™ ul N al
0 u2 < a2

0< % ~ a3 7272/

z1l - Nal+ a2 + at=d
lub, inaczej to okreslajgc, w obszarze

z1 -d1 ™ vi ™~ QN+ 3 an /273/
gdzie a" jest najmniejszym sposrod a”r tego zadania czesciowe-
go.

Wykres rozwigzan /270/ podaje rys. 27. Zgodnie z /272/
rozwigzania /270/ sa wazne w obszarze 2 < 4 5 d¥a przy-
k+adowych wartosci ait z» przyjetych dla rys.27. dla < 2
optymalne wartosci u”™ minimalizujace sg to oczywiscie u=a#
a dla > 5 trzeba rozwigza¢ nowe zadanie optymalizacji*

min£Q”ul) = (a2 ” u2)™ + (*3 - ub5)2] /27V

z ograniczeniem h~u”~jVv”~ tym co poprzednio /265/ oraz z war-

toscig u™ = 0. Rozwigzanie jest dtatwe 1 bedzie obowigzywaC w

przedziale 5 7. Przy = 7 osiggamy u2 = 0, zatem dla
> 7 zadanie optymalizacji brzmi

min”~ul)= (a5 - u?)2J e /275/

przy ciagle tym samym ograniczeniu h”~ul,”) wedtug 7265/ oraz
z wartosciami u® = 0, u2 = 0. Wszystkie wyniki ~(v") sg wy-
kreslone na rys.27.

Musimy teraz obliczyc W). Wykorzystujac /270/ docho-
dzimy po paru przeksztatceniach do

=5 (™1 + “ozi)2 /276/

przy czym wzor ten obowigzuje w obszarze /273/«
Biorac poza tym obszarem rozwigzania u™ wskazane na rys.
27, mozemy przedstawi¢ 4 WA » rozpatrywanego przyktadu,
Jjak pokazano na rys.28. Zauwazmy ze jest zerem dla zN-dn
oraz jest wyrazeniem kwadratowym /276/ w przedziale okreslonym
przez /273/. Gdybysmy chcieli uprosci¢ nieco zadanie drugiego
poziomu, moznaby przyjac /276/ jako przyblizenie dla wszyst-
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kioh n otrzymujgc w ten sposoéb
\ (d™» +V ~ z1)2 Je611 v1 N z1 -d1

fa ) /7277/
,0 w obszarze pozostatym

oraz podobnie dla pozostatych dwoch zadah czesciowych*

* t \ f (d 1-v1+v2-z2)2 3eS11 v1'v2< d2~z2
«2(T1*v2l = 1 /2?B/
.0 w obszarze pozostatym
\ (Qfj-vg-z» 2 jesli v2< - z?
/279/
kO w obszarze pozostatym

Odpowiednie wykresy dla wybranych danych liczbowych przed-
stawiono na rys.29 i rys.30.
Funkcja drugiego poziomu polega na wykonaniu

min[gi(vl) + Q2(vi*v24 + % (v2)] /280/
Vi»v2
z ograniczeniami pochodzacymi z bilanséw
vli-zns O
V2 - -z24 0 /281/
oraz warunkami na nieujemnosc
vn £ 0,. v2 N0 /282/

Zauwazmy, ze ograniczenia /281/ mozna wyprowadzi¢ wprost
z problemu fizycznego lub tez otrzyma¢ z /265/ przez przyjecie
dla u™, u2,...,ug ich wartosci krancowych u™ = 0.

Zadanie /280/ z warunkami /281/, /282/ moze byC rozwigza-
ne jakakolwiek odpowiednig metodga. Rozpatrzmy, na przyktad,
wprowadzenie trzeciego poziomu sterowania, tworzgac na poziomie
drugim zadanie parametryczne

min[$i(vD + $2 (Vi»Vv2)1 = ~ 2~ /285/
V1
z ograniczeniem 0 N Nz, oraz pozostawiajac dla poziomu

trzeciego ostateczng optymalizacje

min Q(u) = min Q12 2) + ~50*2)1 /284/
u v2

z ograniczeniem 0 < v2 N z2 + z/.
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Obliczenia wskazane przez /283/ i1 /284/ moga by¢, w roz-

patrywanym przyktadzie, +atwo przeprowadzone. Wyniki sg podane
na rys.31. Dla decyzji na trzecim poziomie trzeba dodac¢

do Qx(v5?) wzietego z rys. 30 1 stwierdzi¢ potozenie minimum tej
sumy. Wynik brzmi v2 = , 2t a wskaznik jakosci Q(u) = 2&.

Dalej nalezy wzig¢ wartos¢ v2 = uzy¢ wykresu )
z rys. 31 aby stwierdzic¢, ze = 3™ zastosowa¢ wykres z rys.
27 dla okreslenia u® = u2 = 1, u™ = 2, oraz postgpi¢ po-

dobnie dla rozwigzan u™ 4 u” Zodnosnych wykreséw nie pokazuje-
my/. Szkic struktury rozwigzania podano na rys.32.

Jako drugi przykdad rozpatrzmy zadanie, w ktorym wskaznik
jJjakosci ma posta¢ i1loczynowg.

Dane jest zadanie maksymalizacji

max [g@) = ~(u™ug,”™) . QMNuMu~™und /285/
gdzie

N(unUg,”™) ad 2 -(ai-Uh)2 -(a2-u2)2 -(a5-uld)2 >0
/286/
p 2 -(a5-u3)2 -(a4-uj2 -(a» )2 "0

Q2 (u3tu™,ub)

z ograniczeniami u™ ™ 0 oraz

hl (u1fu2u3) m z1 -~ - u2 -u5 >0

h2 z2 *u3 -ug "us5 O /287/

N3 (Ul»u2*u3,ud»ub) = z3 “ ui“u2”u3'ug“us ~ 0

Zadanie to moze bycC ilustrowane schematem 2z rys. 33.
Wprowadzajac nowg zmienng v™» u™ w funkcje Q~h”™ oraz zmienng
v'" = u™ w funkcje Q2 ,h2 wraz z nowym ograniozeniem

vi—vVv" b O - /7288/
mozemy utworzyC dwa zadania czesciowe.
Zadanie czesciowe 1
max (~A(uAug.vT)* max [d 2-(al-ul'R-(a2-u2~2-(a3-vall 7289/
ul»u2 Ul»R2
przy ograniczeniu

hl(ul»u2»w*J3 zl-ul-u2-v® ~ 0 /290/
z rozwigzaniami parametrycznymi

~ved, ul (O, u2(\)
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Zadanie ozesclowe 2
max Q2 (U ,u5,v'"Y) = max”"P 2-(ad«ud)2-(a5-us5)2-(aj-v'') /291/
u4 ,us u4 ,us
przy ograniczeniu

h2@4,u5,v'") = z2 - ud - u5 - v”> ~ 0 7292/
Z rozwigzaniami parametrycznymi

AV ud(v7), us (V)

Rozwigzania zadan czesciowych wchodzg w zadanie drugiego
poziomu

max QM(v )« Q2(V'") /293/
Vv v"
Z ograniczeniem
vi~v' =0 . /294/
oraz
h3(ul»u2»v»ud»ub) = -un - u2-v"'-u4 - us™ 0 /295/

lub tez, co da ten sam rezultat, przy ograniczeniu otrzymanym
z h™ w zatozeniu = Ot

z? -v" >0 /296/

Rozwigzaniem zadania drugiego poziomu bedg v™, v'.
Zadanie czesciowe 1 rozwigzemy szukajac punktu siod¥owego
funkcji Lagrange#a

L W, ,u2,D=d2- (a"u,,) 2- (@2-u2)2-(aj-v") 2+ A (z™-Ug-v*~) 7279/

Sprawdzenie warunkow Kuhna-Tuckera daje jako wspodrzedne
punktu siodtowego

S1 2 (Z1 - T™ a1 "™ *2»

“2 “ 2 (ZL < T'™ al + a2) 7298/
2 & ar+ a2 - z™ + V"
przy czym rozwigzanie /298/ obowigzuje w obszarze
0 ur < at
0< u2< a2 /299/

albo, gdy przyja¢ ze a2 » obszarze
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z-al -a2 ™ vi< z1 + al - &2 /300/

W tak okreslonym obszarze Q™Cv~")mozna obliczy¢ jako

"NvH)= 2 -(C(an) 2 -(az2-u2)2 -(an-v")2 /301/
co daje
o2 - N (an+anrzMtvt)2 - (@ - vT)2 /302/
Nie rozpatrzylismy, dla oszczednosci miejsca, rozwigzan
wdasciwych dla obszaru poza okreslonym przez /300/.
Nalezatoby rozwigzania te znalez¢ w sposdb podobny  jak
w przyktadzie poprzednim.

Dla drugiego =zadania czesciowego utworzymy funkcje
Lagrange/a

| (ud»ud» P) ~" 2~(ad~uJ 2" (a5“ub) 2-(a5-vH)2H)i(z2-ur-u5-v?) /303/

ktéra ma punkt siodtowy

A e
g R V)

35=~] (z2 - V" - 44 + a5) - /m/

A
P_ - +a5u 22+.""

w obszarze okreslonym przez

o< u4d ™ &4

0O < u5 < a /305/
albo inaczej, gdy a~ N a®, w obszarze

z2 “ a4 “ ab M v" N z2 +ad *adb /306/

Wynik optymalizacji brzmi w tym obszarze
Q (V) =P2-\ &4+ a -2z2+V")2 - (@2 -v")2 7307/

Azeby z kolei rozwigza¢ zadanie drugiego poziomu
max VHQ2w™
vjv"
z ograniczeniami /294/, /296/ utworzymy funkcje Lagrange®a

LE>", ri%jif2) =[d2- ?(ai+a2~zi+v#)2 ” @3-v*)7] /308/

[p 2 “ ?2(@4+a5-z2+v')2 “(@3“v')1l + ri(z5-v?)+ F2(v'-.v'")
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Stosujac warunki Kuhna-Tuckera znajdujemy punkt siodtowy
tej funkcji; przy danych liczbowych nastepujgacych

d2 = 100
P2 = 100

rozwigzanie zadania brzmi

oraz w slad za tym, uzytkujac /298/, /304/ otrzymujemy

Dwupoziomowa struktura rozwigzywania zadania, jaka tu za-
stosowalismy, przedstawiona jest schematycznie na rys.34.

8.4. Metody obliczeniowe

Przedstawione w poprzednim punkcie przyktady rozwigzane
byty na drodze analitycznej. W zadaniach o wymiarowosci 1 sto-
pniu skomplikowania odpowiadajgacych praktyce, rozwigzywanie
analityczne nie jest mozliwe 1 siegaC trzeba do metod nume-
rycznych. Stosowane tu metody iteracyjne beda zblizone do me-
tod szukania ekstremum, stosowanych w optymalizacji statycznej.
Nie bedziemy rozwija¢ w niniejszym tekScie zagadnien dynamicz-
nych, aczkolwiek rozwigzywanie ich numerycznie w ukd#adach wie-
lopoziomowych jJest réwniez znane.

Rozpatrzmy zadanie, rozwigzywane  dwupoziomowo metoda
Lagrange®owska. Przypomnijmy /patrz rownania /254/ do /261/,
ze gdy ograniczenia drugiego poziomu sg liniowe, wskaznik ja-
kosci jest addytywny 1 ponadto kazda jego czes¢ zalezy od in-
nej czesci wektora zmiennych koordynacyjnych v /Zjesli w ogole
zalezy od v/, to zadania pierwszego poziomu i drugiego poziomu
sg ze sobg skojarzone poprzez mnozniki Lagrange"a.

Wezmy dla ilustracji przyktad zadania, sformudowanego przez
zwiazki /262/, /263/, /264/ 1 rys.26. Dla zastosowania metody
mnoznikow Lagrange®a wprowadzimy zmienne koordynacyjne

VY, V' zamiast ulQ /209/

v2» v'2 zamlas”™ un / 3 W
otrzymujac zadania czesciowe /por. /265/, /266/, /267//
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3 .
1/ min [~(ul) = 12 ~ ui)2J /511/
i*1
Z ograniczeniem
hI(Hl»i) = ui+u2+ub + v* - z1 < O, utx > 0 /312/
2/ min p2U2) = @i “ un?2] /J313/
L i=4

Z ograniczeniem

h2(u2, v''~, Vg) = u™Mu™ug-vjj+vg-zg< 0, ux> O /31V

9
3/ min Fqg5@5)= G@i "uJ 21 /315/
L =7
Z ograniczeniem
hj(H5» v'2) = u7+u8+u9v2~z3 ™~ °» uxz > 0 /J16/

Zatb6zmy, ze zadania czesciowe rozwigzalismy, otrzymujac
parametryczne wyniki

4,K). v$). K W

Zadanie drugiego poziomu polega na minimalizacji sumy

min [M(vi)) + Q2WVi* YE) + % (V2)] /318/
z uwzgtedeniem ograniczen nastepujacych

vi - v» =0

V2 “ V2 = o / 519 /

Napiszemy funkcje Lagrange®a dla zadania /318/, /319/
1"K,Vv~V2,vg,J1,a2")F 4,(v")+g2 (WV»,T-)+

+ Qj(v2)+al (v -v,)+ J2(v-~Vv];)

oraz przegrupujemy jej wyrazy, zapisujac zarazem ze poszukuje-
my punktu siod¥owego

max min [£, (W)+MM+Q2(Y1w2) “31vI+N 2 +% (v2)~" V2] /321/
A 2
Wykorzystamy mozliwosSC rozdgcznej ekstremalizacji

* *2v2] ¢
V12
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+ min [g5@") - *2vE /322/
2

Teraz przypomnijmy, ze np. Q™JjJ) oznaczato rezultat mi-
nimalizacji /J11/ z ograniczeniem /312/ - mozemy zatem pierw-
szy wyraz z /3522/ wraz z odpowiednim zadaniem pierwszego po-
ziomu zapisaC jako jedng ekstremalizacjet

min [AQvT) + l= min A, u 2.15)+ 7323/
Y | v®,u.1fu2 ,u3

Z ograniczeniem
hl(ul»u2»u2»vl) " ul+u2+u3+vi “ Z1 < O /32V

Nie jest istotne, czy ograniczenie /?24/ uwzglednimy w opera-
cji /323/ metoda utworzenia funkcji Lagrangea czy w inny Spo-
s6b. Istotne jest natomiast, ze w nowopowstatym zadaniu czes-
ciowym ekstremalizujemy zmodyfikowany wskaznik jakosci

Uy u2,u) + X A1 1325/
w poréwnaniu z samym tylko Q*(u™,u2 ,u) powstatym z dekompozy-
cji wskaznika globalnego. Sk#adnik stanowi "'wartos¢ zmien-

nej koordynacyjnej'. tatwo zauwazyC, ze gdy w zadaniu /323/
jest dodatnie /koszt/, to w zadaniu drugim wystgpi (
CO oOznacza wartosC przeciwng /zysk/.
W ostatecznym rozwigzaniu zadania globalnego musza byc
spednione ograniczenia /?19/ oraz spednione wymaganie /;J22/,

co oznacza whasciwy dobor zardéwno mnoznikow A2 jak zmien-
nych v*, v2, vjj, v2*

Mozliwe sg dwa warianty iteracyjnego rozwigzania tego
zagadnienia.

Pierwsza z nich, metoda doboru mnoznikéw /zwana tez meto-
da cen/, polega na zak#adaniu wartosci mnoznikow N2 ...

na ulepszaniu ich w kolejnych iteracjach. Miarg niewtasciwosc
doboru mnoznikéw sa niezgodnosci

4 yjf, v2 1 VE /326/

Nasuwa sie zatem reguda postepowania iteracyjnego

A1+ 2 @l “ Vi)l /327/



9 -

Mozna 4atwo ustali¢ znak wspodczynnika ~ ; w zadaniu na
mInimalizac je wspodczynnik ~ winien by¢ dodatni. 0Od wartos-
ci tego wspotczynnika zalezy bieg procesu iteracyjnego, czego
nie bedziemy rozpatrywac.

W bardziej ztozonych lub innych odpowiednich przypadkach
mozna oczywiscie niezgodnos¢ /326/ redukowac przy pomocy jed-
nej ze standardowych procedur poszukiwania ekstremum, stawia-
jac zadanie

min  [kK1v" - v»)2 + k2(v" - +...] /?28/
ZIi ))/\2* **
Wybor wspotczynnikow wagi k”~, k2,... zaleze¢ musi od kon-

kretnego zadania; szybkos¢ zbieznosci i1 nakdad obliczen dla
rozwigzania zadania /328/ moze by¢ wiekszy niz w przypadku po-
stuzenia sie metodg opartg na /327/.

Metoda doboru wspodrzednych /zwana tez metoda realizowal-
na/ rozwigzuje Lagrange®owskie zadanie dwupoziomowe w SposOb
réwniez iteracyjny, lecz wychodzac z zakdtadania wartosci zmien-

nych koordynacyjnych = vjf, v2 = vE_ Nie ma tu, w zadnym eta-
pie procedury, niezgodnosci /326/. Przyjmuje sie natomiast,ze
wspotczynnik np. ma poczatkowo inng wartos¢ w zadaniu czes-
ciowym pierwszym, niz w zadaniu czesciowym drugim. Zadanie
czesciowe np. pierwsze brzmi teraz /patrz roéznice wzgledem
/323//

max min A ,uz2,un) 1329/

ul»>u2,U3

to znaczy, ze przy narzuconym z drugiego poziomu otrzymuje-
my w rozwigzaniu wartos¢ N \ e

Postepowanie iteracyjne polega na redukcji roznic /A1,

gdzie X ¥ pochodzi z rozwigzania drugiego zadania czesciowego

Max min [Q2 @4 »u5» ~ *1V1 + A 202} /330/
N1*1n2 U4U5U6
Reguta postepowania moze byC¢ nastepujaca

v+l aVl + ?27°1 e 2

V2+1 = v2 + 2(*2 “ *8§) /331/

Podobnie jak poprzednio mozna stwierdzi¢, ze w zadaniu na
minimum wspodczynnik powinien by¢ dodatni.
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Réwniez w metodzie doboru wspdétrzednych mozna zastosowac,
zamiast /331/» standardowg procedure iteracyjng. Zadanie dla
niej brzmi wéwczas

min [K* (*° - *1H)2 + k2 (A" - A7} + ...] 7332/

Rozpatrywalismy, na gruncie przykdadu, dwie iteracyjne
metody whasciwe dla metody Lagrange“owskiej rozwigzywania za-
dania dwupoziomowego. Cecha charakterystyczng by4o to, ze do-
bér /mnoznikéw ~ i lub wspédrzednych v~/ odbywat sie w oparciu
0 niezgodnosci /typu 4 vjI 1lub ~NJD /.

Procedury iteracyjne mozna rowniez stosowaC do rozwiazy -
wania zadania dwupoziomowego metoda bezposSrednig. Wrdécmy do
tego samego przyktadu w rozwigzaniu takim, jak przedstawiane w
punkcie 8.3. Dla drugiego poziomu mamy tam zadanie /por.268/

min N (Ji + Q2(v1fv2l + % (v2)] -

vifv2

Do zadania /333/ mozna zastosowa¢ wprost odpowiednig pro-
cedure szukania minimum. Zauwazmy, ze w kazdym kroku procedury
trzeba bedzie oblicza¢ nowe wartosci Q2 (v™,v2) ,.. czy-
i rozwigzaC¢ wszystkie zadania czesciowe dla na nowo zadanych
wartosci Y p»2. UnikngC tego rozwigzywania nie mozna rowniez w
poprzednich metodach.
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