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A 3atem ostatecanie
(arg *7%/ - 7o

ZASTOSOWANIE POCHODNYCH DO HADANIA FUNKGJI Niech
bedzia dana funkcjn. 7/ ,okredlona w przedziale/ﬂ ¢7

Weimy w tym przedziule drie wartoari amiennej 7, mimo»—
wicieJ”iJ’ takies, ageby:
N a< <G '4
Jedldi nierdwnodé /1/ pocigga za 'sobg zawsze nie-
réwnoké -
/2/ 7!(»4/ < iy
to funkcjg nezywamy r 0 engca w tym przadnale
Jeéli mé merownoaé ard pocmga %8 20br. 3aWsZd-
nierdwnosé _
1y ) > ff/«z'/
1o funk;jg nazywamy m a 1 o j g ¢ & wtym p zadzinle _
Praypuddmy, ie dana funkcie /’.xiokres cla W prze-
dziale @/5/ # jodnym z punktdw tcgo prial L“‘lu
posiada prchodng dedatnig, cayli. /, z’/ #
Hoiri wéwezas aualsié takg licrbs £ didatnia/
%8 nierdwncéd )
x /J/ | -J’ (& e e,
pcol*’»gnia 33 sobg n \r‘.me

7 <y

‘é‘t{'\
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zaé nierdwnosé .‘
Y HmLAL A E e
pociggnie za sobg nieréwnoéé | '

/27 A > 2

Istotnie, poniewas
ﬁ. ﬁ{d’/“-f/é/_ /
. S, - % .-/K!(,/‘>0
wiec prazy wartesciach zmiennej X , ktdre sg dodé blim-—
kie . , réznica ‘//37——//(.1.,) orez -4 mnuszg nied

znaki jedna.koire-: gdy A4~ >0, wowczas //é’/%aé/
/nierdwnodé 2' /;: gdy 388 -~ <O , wéwcsas &

7@7 = /e’%j / ‘nieréwnodé 2 /.

'IWIERDZENIE O ZNAKU POCHODNES , J e 5 e 1 i
unkcjg‘%/,(/,_w-' praecdzial e/ /67

rodnie, to jej pochodna w 4 o-

Lo ]

£ .
v‘olnympu‘n.kci'o tego pr-xedz:i a—
tu jest dodatnie lub réwna
N ' .. " . c
. /F ) ?istocié. jeieli,_f'unkcjg‘
y

//,;.’,}'/ v danym prz_ludzi_}ale'; rod:’

| nie‘,l to przyrosty 4.1' 1’2;39/
~ /patrs okredlenie/ majs smaki
e 1 jednn‘koﬁe' /rys, ‘?"6 /e A wige:

"%“‘? " atosunek tych prsyroatéw jemt
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dodatni, Stgd wynika, ze i pochodma czyli gr._anic# tego
stosunku jest dodstnig, albo réwna zeru, gdyz granica
zmiennej dodatniej moze byé tylko dodatnia albo rdwng
zeru, o |
Je:’aelt'funkcj;;/l(;(/ v da-
nym ,przodsiale maleje, to jej
po__bhodnl., w_‘dlouolnyrh’ punkcie

tego prszsedsiatu Ij-eu'b ujomn.n',

} A . r u, Wrzecsy samej,
' ' ”"_’ 'p_raymlty a1 i _AJ

AV ' majg tutaj znaki réine

lub réwna 5 e-

L x & wige ich stosunek jest
.%(4. Z7  ujemuy,

A 3atym pochodna jést ujemna lub réwna zeru,
 TWIERDIENIE ROLLE ‘A, Je ke li funke ja
ciggta w danym przedziale po-

0 P

siada w dwéch punktach tego
prsedszialu te samsa vartodd,

e

‘to istnieje pom'igd,zy'tom_i
_"_d:iro_nia pun-k'.t-o."m“i“-lp- i
'.j'e'dan,ta*ki' pun'it poéro'dhn-i;,‘%,"-
w Xtérym pochodna jest row-~
nae s8ru,

.r":ynaj-m!'ll_'
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e Niech («t’/ bedzie funkch, c:;a.gla. v prkadgig.
ls /4/ // i nioch /f// . Za.lé,szrg' dla ulatwie-
nia dowodu, e £/a/-f/4/=0 - Joiliwe s torsz dwa
preypadki : alba 74’«9’ w kazdym punkcie przedshh. réw-

| na :ig zoru. csyli jest uialkoécm staig, ;lbo tez tak
nie jut ¥ pierwssyn przypndku ¥ kazdym punkcie pos-

- rednin € mamyf///%)’"a

3 [ | T | © /jako pc_uchoglna wmlkosc;

| £ ~ stalej /, Jeieli zachodsi

el | o praypadek drugi, _._‘;mnistnie«-

53 | - jg w przedsizie /’“’”‘a",/éy Li-

/m).i, | _ /‘%) " ki» wartodoi amieimoj X,

[ | | diextbryon funkess A

ol 4§ . 8 & jont 'dod,atnia-lub ujemna,

(%.fcﬁ. _ Pr;vpnﬁcmy, 1) /y

3

priybiera wartodel doda,tnia chh S opnacse war-

todd miennaj, dls ktdre} funkcja -stije sig réwas
kruowi . gérnemu]’f m.La vartodéd % istnieje, gdyz
funkqn jent clazia /fuakojm ci%l aliage !u:'em)lr/i

Tak wisc j/%/ﬂﬁ’ i a‘tmwi acjw! @ks.&, 'nrt.oat. fm*«b
cii, czyli je kres gf?ﬁ‘?‘. QCaﬁvié m ’rf jest wiepm
od zers, Przypuéémy nasbgpﬂim TR w} >0 . )

0
{ 1

- KNa sasgdzin jsdnego z iwierdzeh pou zednich 1ltnia,]s 'I

teki przedzmk /%’ %+6} ., ze gdy §<~3—’<'%- & e

»
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to wéwczas %sz S // @j Stqd wynika nisderzecznoééc
1st.niojq. wartodci 2 >¢% , naleigce do przedzia.luﬂa £)
dle ktérych 7//.1.’] jest wigksze od kresu gbérnego,

- Jegeld teraz zalozymy. ie jﬁzfgyczo to dla kazda-
g0 x i apetnia}qcego warunek ¢ >4 >¢-& musi byé zne-
wa ;/95[>/4€9 otrzymujemy tedy te samg niederzecznaéé,
Pezonta]a wigc ostatnia ewntuainoéd, mianewicio jo

A18)-0

Zupelnie takie same rezumewanis nalejy zasteose-
waé, gdy praypuscimy, sie ;;?47.prﬁybiara-v_przedziale
/%, ¢/ wartodei ujemhe;'w'takiﬁ razie istnieje napew-
no vartodé <€ , wigksze od « i mniejsza od £ ., pray
ktérejAZ/qu osigga wartodé najmniejsiq(irea dolny/

//?jh < 0 . ;/Dalazy' cigg rozumowsnia podobnis
jak poprsednij,

Gdy wartodci funkcji w punktach kraﬁcowych 89
réine od zera, np. 7#?%/ ]4%9;‘l ; wéwczaa 0zna-

caymy
| T A //4_«:

aj = 74)=0
'Héini_q:kujq.c réwnanie /I/, Enajdziemy, se y’/x/g/fﬁg‘
Ale na mooy depieroc co dowiedsionsgo twierdzenia, gdy

‘proycsem

ARALTEA I srkues 13-ty,
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al&<6 . wiwczas ¢/(%)=0 , awiec i

/w0
co dowodszi slusznofci twierdszenia,

Uwaga . Twierdzenie Roll‘:’a moie byé zastogova-
ne jedynie vtady, gdy funkcja /.f/ ma dla nzyatkich
wartoéci zmiennej X w przodziala/ &, 5} pechodnq
jednoznacznie okraélona Fp. dla funkcii, vykreélonych

na rys, 793 i 79b, twierdzenie to Jest n1esluuzne na
rys,'??a mamy wykres fupkq;_i, ktor_?g pochodng n_;_g Je‘gt
jédnoznacénié okreslona dla wai'tofsci c , na i‘ﬂvs E"_i_’9b -
funkc;i k‘t.orej pochodna, zaréwno jak séma. funkcja.
nie jest. Jednoznacznie okreélona dla wairtosci 5

A= e

A A3
Fepo- 796 |

O .
& .
N
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TWIERDZENIR O WARTOSCI POSREDNIEJ jest uogélnie-

niem twierdzenia Roll’a i nalesy do najwainiejszyeh

twierdzed w rachunku réiniczkowym, Brzmi ono jak naste-
puje.
Pomigczy dwoma punktami

krzywed ciagctie] wdanym pr gz e-

o

zZ1ale i posiadajace] w k a 3-

m z punktéw tego przedzia-

= <

styczng jednoznacz_nie o -

longag, istnieje zawgze

&’ O A
H
@

punkt posdredni, de sty

w nim jest rdwnolegtla

®
0 P = o

ieciwy 2gczgcej obae da-~-

-+

n e punkty,

Niech bedy dane ra krzywej punkty & i D_ /rys.
80/, Zmiermy uklad wsplirzednych w ten sposdb, aby oé
X byta réwnolegla do cigciwy C 2 | Jeieli sa ze-
chowane warunxi ciggfosci oraz istnienia pochodnej je-
dnozngcznie okreglonej, to, na mocy twiefd_zeﬂia. Roll‘®a
istnieé bedzie taki purkt poéredni ¢ -, W ktérym sty-
czna bedzie rownolegia do n;wej osi X /pobhodna
x‘,‘({/_g/f—:& /, 8 wige i do cigeiwy C D .

;I'iriardzenie to moze byé dowiedzione réwniez bez-
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posrednio, Eianowicie
apélczynnik kierunko-

4—4’& | wy cigeiwy € D réw--
| na sie stosunkowi o
sl s Y
7 ’/’Jw[' f/LL 74/_LZ.
#’f,,ﬂf”’f'  zaé wapﬁlqzynnik kio~f
runkowy atyqznej do
= é = . krzywej # punkéie g
% ; . Réwnoéé tych wspb 2

cz_ymiikéw pociggnie za_ sobg réwnoleglosé prostych, Me- |
iomy -r‘bzpa‘brﬁéé?jake funkeje S/ X/ zmiennej X, nie
calg rzedng, ale tylko- jej azgé,_élzé;larta. miedzy krzyws
i cigciwvg €D . Ta funkcja przyjmuje w punktach krath-
cowych te same waridébi réwne geru: moina wigc zastoso-
wad twierdzenie Rolle® 8, z podobisfistwa tréjkatéw C AL
i CDF l'yniia.

28~ //a} . //g/__ Ik

% 4

aksd -
e j?g, ///a/,g ;ﬂ@@ﬂ_{&/
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Réiniczkujac obie strony tej réwnodei, znajdziemy, ie
el r - /g/ﬂ (a2
A= & (A7 -~
Fly= gty ~ AY=f

Poniewas .f34§/=¢574£7=:(7 » Wiec na mocy twierdze-
nia Rolle'a istnieje w przedziale /a, ¢/ teka war
todé f% ziwiennej X  dla ktdérej pochodna |

£ Ay PEE
frye B

¢o wladnis dowodzi aiusznoéci twierdzenia,

stad

‘9statnia réwnoéé pozwala nam wyrazié to twibrdzg-
nie w sposéb inny, nieza}einyuod intarpretasji_geomatd
ryocznej: _ oy '

" Stesunek rdinicy w artodel
funkoji -de réinicy wartodold
smienne] Je st réwny warto & et
pschodne] w punk cte po 5'} e ds&
nim; N

oznaczmy w oatatﬁim_wzorza'lgﬁczﬂ /A oraz.
G~ a.+04 | glzie oczywifcle U< O< £ .
Bedzie moina napisadé - '
/é/—/ffaj :%*cy./’/a » 84,
flart)- faj 4. Ffa 4]
y,
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Zastepujac @. przez ~¥ , otrzymemy ten sam
wzér w innej postaci, naiczedciej uzywanej:

f"?xd/-//(.,g== A./Zw@e/
gdzie naleiy pamistaé, ze O< 6< . |
Przy badaniu _pochodnych funkeji n:suwa sie pyta-
nie, czy zawsze, gdy pochodna jest dodatnia'funkgja
roénié, gdy zaé pochodna jest ujemna funkcje maleje,
Przypuddtny, ge w przedziale (&, g pochodna /er>d
Oznaczmy dwie wartodci zmiennej 4 w tym przedziale

przez X, i A, . Na zasadzie wyiej dowiedzionego twier-

dzenia istnieje taka wartodd zmiemnej ., < §< -, ie

P = )= (-). £ 15).
Poniewai, jak wynika z zalojenia,pochodna zf“/%) jest
dodatnia, wiec réinicg' e’ "."';j nusi posiad'a.é tep,a.am
znak, co i réinica //4’,_]—%{4’3/ Jekeli zatem "5->% .
to /fay> /[,;:1/) czyli wigkszej wyrtodei odeigtej odpo-
wiada wigksza wartosé rzsdnej: inaczej méwige, funkecja
jest v tym wypadku rosnscsg,

Gdybyémy zaloiyli, ze )Z”/g/<o , bo réinica
/J;~,(1/) oraz [J{z/ﬁ/(;',;_? posiada.h'ng znaki rdine,
czyli funkcja //,/.xj bylaby malejscg, '

To twierdzenie pozwala nam powiedzied ~zy fun-

kcja roénie, cy mal‘eje,-;"gdy mamy- jej pochodna,
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wyn1ka stad wnzoaek nastgpujqcy Jedli pochodna
éﬁ/jﬁﬂt W przedziale (% 4;7dodatnia.zaé v punkcie

kraﬁcotym z lewej atrony /dla mniejszej wartodci od-
ciptoj/ funkcJa 74?)/jest réwnies dodatnia lub réwna
geru, to w calym przedziale .z,aé/funkch 242g7jeat
dedatnia, ;eépli zaé W przedziale (ﬁ@,%ﬁfpochodnajﬁﬁy
jest ujemna i jeieli 742/ 0 /zeklademy, ie a<%/,
to w calym przadziale/?@»é7funkc;a!f?{/ jest ujemna,

MAXIMUM T MINIMUM.Niech bedzie dana funkcja
okreslona w przedziale /a, 5/, 0 pewnej wartodei. %
w tym przedziale powiadamy ie stanowi ona ma x i -
mumn , jezeli istnieje takie otoczenie punktu _% ‘

ie wszystkie rzedne w tym octoczeniu sg mnisjsze od.

rzednej w t.ym punkcw, czyli jezeli dla
h B-E <X 8 +E
zachodzi nieréwnodd
fed < f8) |
Jeseli zaé istnieje takie otoczenie punkiu €
ie wsiyéékiu rzedne w tym otoczeniu s mniejsze ' od
rzgdnych w punkcie ,-‘3-_ g czyli gdy nieréwnoéé
i SR AL O S
pociaga za 3oba. nierowoéé -
A= FE

powiadamy, ze funkcja osfgga minimum w punkcie_g‘



