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[ﬂ/d;ﬁ'wé

Lt &g y)=0

Pndqtamy teraz na miejsce T liczbe «r’—‘(;]/ W

takim razie

: 74kx:§;y==zﬁ%ﬁgz)—4t%§cygfsca

ft-<y) =0

A zatem u-i’—-'-ré';( jest réwniez pierwiastkiem rdwnania.

czyli

Awiec pierwiastki 2zespolone
vystepujae zawsze param1
Sprzezonemn 1, Stad wmosek, se kazde révna,nio
3t0p,nla nwpar?ystego posiada praynajmnid] .den pier-— |
wiasick rzeczywm‘by /p;ernastkow zaspolonych musi byé

liczha parzysta/, |
7075 AM0SC WIELOMIANOW. Niech beds dane dwa wielo-
miany 72 stopmia wzglpdem < |

%ZJ‘ a‘, 1"' ...... Dy
2] ng(,z ‘_“_....4?1

Jezali spélczynniki przy jednakowych potggach aq,

odpowiednio rdwne:

a,=6,

‘) a;;éx_;.....-.-.-)'ﬂa’:éw;



- 298 -

%o powiadamy, ze pomiedzy wielomianami zachodzi . t o #-

samoféé formalna, Wéwczas oczywiscie:

flals

pray wszelkich wartodciach X |

- Jezeli dla wazyatkich wartogci Z .

. csyli

A=7r2

)= /?z/-— 772)=0

méwimy, ie pomipdzy wielomianami '/75%9 i ~7z/ zacho-

dsi.

tozmsamodc¢ wartosdciowa,

Rzecz jasna, ze toisamosé formalna pocigga za, so-

bg ;@yuze tozsamodd wartodciowa, sale nie jest'oczywista

51ugznoéé twierdzenia odwrotnbgoﬁ Twierdzenie odwrotne

jednak jest stuszne,k Wynika to z twierdzenia, ktire

brami, jak nastegpuje: wie lomian 27 s t.0 p-

n i
pr
zm
. %
c'e

7hé

s nie moze réwnaed mig¢ zeru
z2y W i ecej niiz~22 wartosciach
ienne j: Iﬁaczoj méwige, *r 6wnanie -
opnia 22 nie moze mied wi e

j nig Erb-fp.i erviastk 0 v,,?oalugi-
sig bedziemy metodsg indukeji zupelnej i dowodem

przez sprowadzenie do sprzecznosci,

Przypuéémy zatem, se funkcja pierwszego stopnia
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//-4’/_ = Qu+é

jest réwna zeru przy dwuch réznych wartosciach zmiennej:
X i Ay, czyli ‘
aj;fé-o;

sy =60, (e i 45)

Odejmujsc te rdéwnodci stronami, otrzymany:

5?(3? -{)’t’

To jest mozliwe tylko wiwczas, gdy ‘albo

. @ =0 |

albb | _ !
S

czyli :
EANA

7 zalozenis zaé wiemy, ze ani jedno, eni drugie
nie jest sluszne,
A zatem réwnanie stopnia pierwszego nie moze miedé
dwuch pierwiastkdw, ‘
Przypudémy teraz, ze rdwnanie kwadlaiowa
| //Jj = axr bH+C=0
posiada 3 pierwiastki: 4, Jp i A , czyli, o

Fligne
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-0

04, =0

Utworzmy wielomian

S '7//.4' - @~ (-4

Jest to, jak latwo sprawdzié, w:LelomJ.an atOpma
pierwszego, ktdérego spdiczynniki sg rozne cd zera,

glys VL) = AL~ (K~ ) 4 O
Zauwaimy, te gdy =1,

AL = //,4 J

czyli |
- Ao
Podobnie, gdy = =%
S AY=0
A wig'c réwnanie stopnia pierwszego
S8)=0

poiinno posiadaé 2 pierwiastki: ;i 4 , co jest
niewozliwe, A zatem rdwnanie kwadratowe nie moze po-
siaded truch piorviaatkér

¥ ten sam sposob moglibyémy udowodnié twierdzenia
dla ??-‘J, Y i Zal’.ozny, ze twierdzenie to jest
alua.z’po dle 7= 74 'ozyii, ze réwnanie A stopnia r{_io

moie mieé 7+ 7 pierwiastkow, Udowodnimy, Ze w takim
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razie réwnanie stopnia ##< nie moze posiadaé «f»<
pierwiastkdw, czyli, ze to twierdzenie jest sluszne
dla 4?':/{!#_{

Przypuélmy, ze memy riwnanie

| //Xj:c?

gdzie -
- . A
7/("(/ oA v"d A+ RCPW
ktérego pierwiastkami =g 2
u»!;')-*r&)..l’:_.u......,. “{/r.‘fj x’b‘z

Utwérzmy wielomian
'f’/"’!y &?xj‘@a/r‘-é//df:-(@). v .-/‘;"ﬁ —.I.fk’é.j
Jest to rielomlan stopnia. co najwyie] £t . Staje sie
on réwny O -, gdy odjemna /{/X/ i odjemnik
Cn%ilﬁﬂb%CKJ%),".“ (N Hpy )88 zerami, To zas za-
chodzi wowczas, gdy X° przybxaza wartosceid

"‘é}ﬂ!s/( _.._..‘...J,#*d’

LY,
k wigc réwndnla A stopria
| Sa)=0
powinno mieé Lrs pierw1aatkow co "przeczy :alozeniu,
Dlatego tes réwnanie Z£+7 stOpnla
e . At =0

nie moze mied ~Aaua plorwiaatkéw. Rozumujgc w ten spo-
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s6b w delszym ciggu, doszlibyémy do przekonania, ze
twierdzenie jest sluszne dla == /.?,—,ej Ar3, .

wogble dla dowolnej liczby ¢ .

Mozemy teraz udowodnié, ze "toisamos¢é wartosciowa®
pociaga za sobg "tozsamodd formalna,“ N1och ;4///' 773/
‘dla kazdego Z , Trzeba udowodnié, ze /’27 i 7z
majg te same spolczynnik:., Przypudiénmy, ze nie, Wtedy

_/a/z/s ;(/y-' #7Z/ jest istotnym wielomianem, poaiadé.—
jacym nieskoniczenie wiele pierwiastkow, bedgc stopnia .
nejwyiej 2 . Jest to sprzeczne z poprzednio udowodnio-
njrm twierdzeniem, |

ROZKLAD NA CZYNNIKI PIERWIASTKOWE Idgc dalej udo-

wodnmy.ze réwnanie atoPni_a a4

posiada zawsze 7?2 pierwiast-

kK 6w . Oprzemy sig przytem na twierdzeniu, ktérego do-
wéd podamy na kosicu kursu, mianowicie, e kagde rdwna-
nie algebraiczne posiada przynajmniej jeden pierwiastek
Naragzie modemy przyjaé to twierdzenie bez dowodu, Przed-
I.tem je'uzczo przypomnimy pown§ wlasnosé dzielenia, Jeze-
1i mianowicie oznaczymy przes @/z/ iloraz z podziele-
nia wieloma.nu ///Z/ przez. I-& , zad przaz -’? resz-
te z tesoz dziolonia, to

/.un Jz-a). Gz ""/f
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Reszta 4% jest. zawsze stopnia niiszego, nig dziel-
nik, & wiec nie zawiera tu wcale'zmiennéj Z , Podsta-
wiajac do wyze] napisanej rémoéci-

Z=Q
znajdziemy, Ze |
£~ flay
A wigc warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby
/ﬁy dzielilo sig bez resaty przez =z-a jest:
//_a,/-ﬁ
czyli, é&by A bylo pierwiastkiem rdwnania,
Niech bedzie dane rdwnanie .57 .stopnia
//z/==0

Na zesadzie twierdzenia, .k‘héro.pr..zngliémy ne. ra-
zie bez dowodu, posiadg ono przynajmniej jeden pier-
wiastek &, ., Dzielgc wielomian /:’27 przez X~ dq »
otrzymujemy:

L ry=(z-a) A
gdzie #c/2/ jest wielomianem stopnia =-z | Wielo-
mian f42/ musi posiadaé przynajmniej jeden pierwia-
stek 4, , dzieli ﬁie zatem bez resatly przez -,
%’/?/Z"aa/'/ﬂ/
Wielomian stopnia 77-3 :%/zj posiada pier-

wiestek @, , moiemy wigc napisaé, ze

7/4 (3) =é’- aaj.j/_,‘/zj.
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/{/y, (2~ @) /4’ (=]

it d, Ostatecznie bedziemy mogli przedstawié wielo-
mian %/zjw postaci:

/ /‘?z/# /1'5"’:7("’" Ay ) (- .sJ AR,
dyz
8_}' %ﬁjzﬁ' 20 |

Jeat to rozkiad na czynniki pierwiastkowe,

Tak samo

Prawa strona skladad sie bedzie z =< cz;f‘m&dw
/ 7L razy obnizamy stopien réwnanie o Jaarﬂfz kazdy 2
czynnikdéw zawiera jako odjemnik jeden z pierwiastkéw
réwnania; A wigc rdwnanie to posiada 2z pierwi‘aat-kéw,
gdyz ileoczyn //Z/=0,_gdy jeden z coynnikéw -2,
albo Z-aQ, , albo X-a,.., albo -2, réwna sie
Zeru; '

PIERWIASTKI WIELOKROTRE. Przy rozkladaniu wielo-
nianu ‘/4%5 na'ozynniki moze sig okazad, Ze niektore
z ot czynnikéw powbarzajg sie kilkakrotnie- Zr\aczy to.
ze wirdd 7z paerwiaatkéw réwnania niektore mg sobie

¥

réwne, Tego rodzaju pierwiastki noszg nazwe pier
wiasthkidw w:.elokrotnych Przy roz-

kiadzie na czynmki wystepujq odpowiedmo dwumiany w
potegach rownych wielokrotnodei danego piormastk&
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Naﬁogélniajuy rozklad vielomianu 2 stopnia da
sie wyra,mc w anoaob naqt%pujacy

//Z/- aa /z _a{} /z., &‘) /z'—é 7%’;3_ - ‘/z—'aﬁj a’-

Jezeli piarm.a.stkl a, i a, aa zespolone gprirezone
to musza, nied ten soam atopiez& “iGIOJ:I"Ou nogei, czyli je-
5311 a._,sr R S TN Y a wm-m to wowdczes ﬂsm‘a,

Jest to oczywiste, al'bomem jedynie w tym przypadku

/?z; ao[(zd,)/z-,,) AT /4" %) "

=a‘,(z -ém.q,.+m wn/ /a' ______ /z,-qxé}-"’?g'

jest licgba _rzcczyw;ptq,ﬂ_?fymkg to zresth-' z -jaelorji

pierwiastkow ﬁielok;ifoinych, Ikﬁdr@ podajemy njizej,
W20R TAYLORA, Wicch bedzie dany wielomian = sto-

.pma. wzgz‘ledem zmianne; memlezne; Z

A //zy,,adz; + dy % +.M. F Digyg X

Nadajemy zmenreg Z pruyroat A . mwczas//zj

'prafblerze m.rtaac

//I:‘-A}"da/Z*A}fax [2#R) e g "‘»”'.’/‘J*“;:»
Rozkla,daja_c keidy ze c*fla.dn,ikow po prawe ] stromr* :
rornani: v'edlug reguty Nevlone. i porsz gdkujac wyrazy
wedlus poleg rosngeych 4 , otraymamy wielomien, '-ktdrp‘f

bedziemy mogli przedstavié y postaci:
s L o g ja,;* R 45
1) flarhin Rl)rhb(FrATRL w2t
{ B : . E

ANALIZA I Arl us fo—tv
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¥W. celu znalezienia wartodcu funicji //ﬁ./ Wl LY fi-

my L= zauwazmy wowezaz, ze
f’/&) ‘r/z/

Wjobré.é.mjr gobie terez, ze = jéz:—;t wiolkodciy str-
‘Fla, netomiazt 4 zmienng: zhejdziemy pochedng i".mlzclj.xl
| /,//:-»s-,ii wzgledem L2 . .’
I 7‘-///%’//{/ //Z/-; A "’/,‘_/ « 34 #(a. ’p‘- J-':!{!,,/,;,M

oﬁéz
;// vi )= Laird )., (2047

, Yavh]

Te :}rm ? -'(,) : Qtrzymm:

; /", ) = & Vo)
4 /-:"':( . /ﬂ'.’ .
Inajdimy nastgpnie drugs pcchodna. Jumtcgi ﬂff{/

: czylz pochodng funkeji 7!/3'*"{/

//z rhj 2ty (%) =% .JA/ (2) »3FA D

Mary podobnieg

//m-/.’J 2’;/}’//‘*4// czj//m,v/z /‘//

%W/Zh/’/ 2.;5 /"*‘A}“‘ /éf.&//zfﬁ y a
sckiedujyc, 4 A=0 , obrzymamy

éks,d I /:/’z,j-»«e/é’{x/
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Jezoli teraz w pochodnej trzocicj

A i
Zﬂ/f:‘.’f_é/-n—--tf //z!,-; -7’.!/,./_/77‘- .......
satozymy, ie %= , to snajdziemy:
/ﬁ/xj# -3'3.'/4/?9’ |

skad znowu

r

Ay B

Zapomocq metody muuncgl zu.palncJ moglibysmy udowod-

nlu, e
.f-x;)
) — L
/ L R3B. i fh-L)
Poniewsaz nastgpnie -
/) _
[R) ™ 2D e e P
wige .
o
g £z
Q5= G by
L LB, . v

bedziemy mof#li zatem ‘napiaaé'wzér /1/ w postaci:

Flawd = fig)ebiffa) ;g‘;j//%#g;j/ﬁ/* ...... 2
Jeat to t.zv, wzér Taylora w przypadku u_q:z'egéln;-m,
gdy //z} jolat wiclomianem,

Py I_lklad Niech:

//z)- z‘"+ Eg-




w t.ahm razie

/er‘ﬁj -z --fz-fs-b./i/Jz; r-d)f-——— éz*_;f“_,’ 6=
- o fﬁ—j’,«-ﬁ/ﬁx,*f&j DL VL IR

Niech bgdzie deny wielcmian'

///x/sa z r"d z” +

. .r‘;.,z,“

Przy‘réwnujgc ten melommn do zera, otrazymamy rdéwnanie

frgme.

Praypusémy, ze < jest pierwiastkiem tego réwna-
 nia, czyli

Y * /a,/-a.

Nle. moay wzoru Taylore mozemy napisad, ie
/ A sy 47 oy
/ofifﬁ,/y(/&} +-f‘5//#a";zg‘//z/f. oot 7 SR

A wieo o
%/a:,u{/ /’a}+-ﬁ//a/* (’de 1 fla)

Moze sig zda.rzyc, ze. a icst tes
réwnania pochodnego

oo
/ //a,j 20

plorniastkiem

cayli, e
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Wiwczas

/?‘V?’a
to . './; '
| 2 S AV 47
dealﬂﬁf"ﬂi?__/qyf';?/zuégff"""”tﬁjzfz%/'

Ten wynik jest najzupeiniej ogdlny, Jeieli licz-

"Jezeli rdwniez

ba & jest pierwiastkiem réwnania danego i & pier-

wszych roéwnan pochodnych:

/a/-ﬂ ‘

a)=0

/JM}%g)-GJ

ale



10 -

l';‘

Mozemy nadadé tym réwnaniom postec nieco odmienng

Uczyrmy mianowicie:

A= Z-0C
stqd
s L ot
Jeieli @ nic jest pierwiestkiem rdwnania, czyli
jezell-

//72-/ /74/7- Z- a//a/r //dj—? ..... %?ﬁ;)q?

Pierwszy wyrez rozw1niecia‘pie sexiera czynnika;
Zz-o. , jest wigc przes X-a ' niepodzielny. Jezeli
zabem podzielimy /z) przes Z-Au . to otr..ymamy re-.

frws

Pr zypus dmy ueraz, e & j“:t pierwiastkiem rdwna-

szlg

nia dan.ogo. ale nie jest pmruasumm pierwszego riw-

nanis pochodnego:
Foay=o

/’f’aj 0,
_‘W takir razie;

el e Gl
//yaé,-@-/’/a/f/LJz? L) s /{;3—;}
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3tad wniosek, ie ///z/ poizieli sig priez -~
przy dzieleniu zas prze w-a® otrzymamy reszte
W/&,
lozemy badad w tan SpO‘E‘:Gb dz:.eleme w-dalszym

ciggu, Zaldimy 'ﬂleC, ze
' t’i'_/ufojw&.

}’-'?éz..w

/?f& ,4-0

Dle //Z) otrzymamy wartosé:

///z}: z—a //a}f £ J// jy‘....-....‘f%;f’;”&é/

2 ktorej vynika, ze ///‘) podzieh wsig bez reszty
przes (2~ a)% e przy dmelemu przez /X~ 'f—?f/Jdas ‘reszte

S

a)
P 2

Wogola, jedli o jest pierma.stkmm danego row-

ale

nenia i A-7 pxermzvch r éwnatt pochodnych



lacz

Gl what i ek ,;',.M

[z~ (x=a) . :
//Z/‘ _‘.f/ /a’/f /Jé,;!// /(:Lj ‘7"......?‘,”./,/ /cﬁl-j

PI'ZJ ”Zlclemu wigc //Z/ przez (z- a/ otrzyma,-
my reszte 0 , czyli ///2"] jeat przez/z"ﬂ-’ poduelne
zag przy dzieleniu przesz /z‘ 4-?-./ otrzvma.my reszte:

| ///a-)
7

Mozemy zatem wypowiedzied twierdzenie nastgpujgee:

c2eli liczbe &« jest pierwi a-

kiem funkoji- A2 i jej po-
hodnyeh do rzedu £A-7 wilgecz-

e e
chk [©)

c
nie, to A jest stopniem wie-
"lokrotnosédci p_ierwiustka aA

; - fﬂc} o)t ATy
-pdzle 4/6/ jest przez Z ) n1opodzielno Prsy ron-
kiadzie' funkcji //Zj ne z*nmki czynnik Z-a vry-
a‘bgpuje £ ra:-

* §tumzns' jeat réwnieg tvierdzenie odwrotne:

Jereoetd "¢ Jenrt pierwiast -
kfem #Wielokrotnym funkej.i %/’3/



i wielokrotnodsdsé tego pierwia—

stke wyraza sipg liczbg £

e

H BN

o s ama u'r_lkc'jq, i jej A#A-7

3
t
piorwes
8

o zych poch‘oldnych'dz-ielq,
ie bez reszty przez T-& i me-
i . _
e - el
fra)= fray-flajm. - - fray=o

Stusendd’ twierdzenia jest oqzywista 2 rc‘:‘maﬁ:(gdzioé}/a/,'-q’

:‘37"/' (- @/zy)
(2)= A fz-a)" @’m&-ax @/z/) |
// V) i) b f50) By oo f-ay ﬂ/xﬁ o

/f’z/- fd}/ ...... Jf""y/‘/z-a.jﬂ/zyﬂ- ““““
/éjc/= T3 ""/A_'-(V-./E_x@/zjf. G i

SPROVADZENIE ‘ROWNANIA O PIERWIASTKACH WIELOKROT-
NYCH DO SZEREGU ROWNAN O PIERWIASTKACH JEDNOKROTNYCH,

Niech bgdzie dane réwnanie 22 stopnia

oo

Roz1éimy funkcje /;f/ na czynniki linjowe, prazy-



