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nodd (/O - <o/ pociaga za suba nieréwnosdd
2/ / fﬁ ) --g/ <
Dla odrdgnienia grénicy lewo - lub prawostronnej
0d groanicy we wlasciwym tego slowa znaczeniu, uizywamy
pawnych aymbbléw Aby mianowicie zaznaczyé,ze o jest

granica 1nwoatronnq funkeji ﬁ/f”’ piszemy
,d&ﬂ?-—bf
Fi e R /(
Nieraz ta granica oznacza sig przez-?1kf~é% Cdy
/
Z jest graricqg prawostronng, oznaczamy symbolicznie:

%_}/“J ﬁ-:f )

samg zaf gronice oznaeczymy przez
//d =/

Funke ja moze posiadaé jednoczesSnie granice lewo-
‘étronna~i,prawostronna, Cdy 83 one zobie rdéwne, istnie-
je granica w zwyklym zneczeniu /tal, jekesmy ja okre-
$1il4 poprzednio/, _

Weimy np, juiz wykredlang funkcje f= E(fv'(_} /Tys
35/. Gdy o5 X <4 to c;/soj_ a gdy ~{gA < 0, to(y-‘-'—-{

2 tatwodcia zauwagymy, ze istnisje tu grenica lewo-
stronna i prawostronne,

Mianowicie:
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% punkcio O wartoié funke ' iwat tez rdwna zo-
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. Wldocang josztb rzeczgy, %e istriie-

je saleinosé pomigdzy spélczynnikiem proporcjonalnosci
a nachyleniem prostej, Ietwo jest podad gwigsek poumig-

dgy £ . i kgtem o

2 réwnania v= 774 wynika, ie “% ﬁ
A Lo |

, jaki tworsy proa’sa 3

osig A
Z‘yar; csyli

. Gdy wigc spdlogynnik kierunhowy sie¢ zwigksze,
%0 i kgt rodnie, 1 odwrotnie,

Jegeli Jf;»O to i Zw>0,

a sam kat o gawiera 31_9' pomigdzy 0° a 90°; prosta prze-
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hisga preez I i III éwiardke, )
to ‘7&)2>4>j’<9

i presia p zeoﬁodz;

Jeieli maf x’t'f_;*(y

praez dei m‘hki ITI i IV, W wypad-

ka, wxdy A=-7, 3f~~~{ , prosts
ivst dwusiecing x%ta IT 1 IV
dwiartki, Poniswai od spdtczyn-’

nika proporcjcnalnofci ./f'_z-aleéy

ierunek prostsl, nazywa sig on
tez spéiczynnikiem kisrunkowyin
Wszystkie proste, majgce ten
sam spdiczynnik kierunkowy, ‘aa_
réwnolegls, np. f1/ = L.x :
/Z{y;fﬂ{»m, W}hika o wprost
z okreslenia: majgqe ;iroata. Ve v



5

pemy karaslzu prosty /2/, cow~ﬂk 3@ k-éd@ r?gdna
proqtaJ /1/ G;??JGdﬂO%va ;w ;va;;Vue wysvarcza p0w1@k-
pzenis 2= ch rzgdnychf 7 rrwroieﬁ*s%oku, utworzonero
.?TZ@?ﬂye o TZane i prosto dane, wynika rownolégzék“'
Lwoh prostych,

Spéiezymik kierunkowy pronte] 1oﬂna ckfﬂsllc rowq1ea
jako stosunek rézn;cy dwu warbodci rvndpvrx ao roznlcy dwu -
wartodei cdcietych, G?Y;l prvwrontu éganvc Go przyroaﬁu
odeigtych,. Oznacomy /rye. /rae
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Poprowsdiny 2 a rownoleg-

la, do X i u’&wurz-j,';. roznice
wartorel rzgdnych i ~ddie-

tych punktéw 2 i B,
SCLB=08-0P; Ac=

T .‘ EC =3@-"'CG;=.@Q—L/?€.
3, &
e By - g

Stosunek réznicy rzedmyech do réinicy odpowiadajscych

- wartosci odeigtyeh .
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Tzesto pr?yrcqtv omaczamy przez 4.
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I klasy beda lezaly go

h LA E A, & ca & Jednej stronie prostej
iy P a punkty, ktdre odpo-
% “5 | wiadajg liczhom 11

lesy - po drugiej. Na zasadzie pewnika Dedekinda muei
stnied jakis punkt f’,?odgrnniczajgcy.obie czedei proste]
en punkt jest wiadnie kofcem odcinka 7, odpowiadajs-
ego liczbie <. ]

2bidr wszystkich liczb rzeczywistych stanowi t_ sw, con-
;inuum arytmetyczne, & zbidr wszystkich odpowiadajscych mu
»unktéw « continuum geometryczne, Wyiej ustanowiliémy zales
108¢" migdey contxnuum urytmstycznem i geomet*yuznsm i prze-
kpnalidmy sie, 30 jedno z nich moznt uwaiadé za funkojg
drugiego i odvrotnia Gdy wiec liclb; smisnis sie w ob-
szarze continuum arytmetycznego odpowiadajqcy jej punktﬁﬁ
ulega zmianie w ohszarze continuum geometrycunego,

TEORJA CANTORA, Do pojecia licxby niewymiernej dojss
moﬁna: jak jus na poczatku méwilidmy, dwiema drogemi, Jed-

ng 3 nigh, wskazang przes Dadekinda'juﬁfpaznaliémg Teraz
zaposnamy sig w ogbluych sarysach z irng tsorJ .» podang
przes Gantor;. & oparts na pojeciu ciggow, ,

Ciggiem nasywamy szoreg Jicsb, naatepuj;cygh ¥ pewnym
porzadku po sobie, prayczem katda liczbe, zwana wyrazem
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Inny przyklad'ci&gu; 2 pierwsze wyrazy s@ réwne 7,
nestepnis zad U, = %, + %, , . Jest tc tek zwany cigg

Tibonacci “ego:

44 2.3 9 + 48 84, i
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Jezeli kazdy nastgpujacy wyraz ciggn jedtl wigksuy
od poprzedniego, cigg nazywa sig rosngcym, Ciag btaki mo-

4e rosngé nieogranicaeaie, albo wyrazy jego moge nie
B 4
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przekraczac pewnej granicy, jsk np, 2(, =

£ R 3
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Liczby tego ¢iagu stale rosng, ijednak nie moga

steé sio wieksze, ani .awet réwne jednosci, bowiem ¢6,=

n—/
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dodatnla, a w1302¢n<i'f Ciag, ktorego wszystkie wyra-

= 55 gdzie 7L jest zawsze liczba calkowita

zy 5§ mniejsze od pewne] 110zby,¢Z, nezywa sie ciggiem

ograniczonym od géry, Ciagi rosnace, lub przyna3mn163

nie malejgce, ziczone z liczb wymiernvch, nosig nazwe -

ciggdéw podstawowych resngecych,
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Odpowiednie ciagi, w ktérych kazdy wyraz jest mniej-
szy od poprzedniego, nazywamy ciagami malejacemi. Jeze-
li wyrazy ciggu malejacego pozostaja wieksze od pewnej
liczby, méwimy, ze cigg jest ogranitzony od dotu,
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BkreSlimy przekrof w sposéb nssteoujgcy: do nizazs;

"
DOA

klagy zeliczauy wezystkie liczby wymlc, o rowne lizn
cingu /17 1ub od

nich mniejsne; do
g Lhaal 85 B & klapy wyzezej zaf

u/%u. 1% | wazyetkie pozosba-~

te liczby wymierve. Praskréj ten okradla liczbe wigkszg
od liczk klasy niinzej 1 maiejszq od licsh Xlasy wysuzej,
Ty liczbg joat wkadnie liczba niewymisrns 6.
Prz ypd ‘émy, %6 liczba niewymierns ot jest -okredlo -
Ny Lreez *zw‘xro ., Jf‘ Nisch a <af<J& Pomi.@dz
Yiezky ncC .7€' mozna watewié szereg liczb kolejnych,
(2 59 aaf-.{/a+zja.f3,., ...... S
W tym gzeregu istnied muszg 2 liczby kolejns, na-
Iazgpe‘ do rdsnych klas, Résnice pomipdzy temi 1liczbumi
(& i 'crd dzielimy na 71 réwnych czefci i tworzymy nowy
szZereg: - | |
c,Cf-%)c-r-é;;c.f%;_,ﬂ- c+"’,;’i)cf”‘
I w Lym szeregu istnieja 2 kolejue li.cz'l:-y c.#.-—,g: i
e &;1;1 . 2 ktorych jedna nalezy do klasy nizszej, dru-

ga zaé do wyzezej, Pomiedzy te liczby znowu wetawiamy
ezereg liczb; '
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otoczeniu funkcja 7&5’ zbliza gig do 7 tyle ile te-
go wymaga miare prﬁyhl‘iﬁ_'&z&, innemi BZ.D%» e n;oﬁna Zna-
lléié-tq‘kgﬁlliczﬁe v/?f{f,)p zaleing od ff:, %6 warunek
/J) | j?dﬂfféj
pociaga za sobg nierdwnodé
(x) [#e9-gl<E
Dla okretflsnie symaolu

AL} =

Y- ""Hr

naleiy w nowywiem okrepleniu znak nierdwnosdci /ﬂy
smienié na prezsciw 7,
. Eymbol '/‘x e
K>
wyrada ie jekkelwiek wielks bedzie liczba /> O +o -
f?x)zﬂ skoro tylko-:t ‘nalesy do otoczenia punikiu
t:j. %0 moina zawsze wyznacszyé takg liczbe jr’v/{;} 38~

leing od _// ie dla X speliniajgcego ra.r1&.1a};/(-a5)<'ﬂ/_/l_{/'

zachodzi nierdwnodé
) >/

¥ podobny sposéb moina okreilié, co znaciy
L) —>— P /&_7'-'—?’6-“5’ ﬁc]e—-—y——-c"
e ; > P K > =2 1. f‘_ta
UWAGA, Naleky edriiniaé granice funkei, gdy zmien-
na dgiy do pewnej wirtodci, od wartodci funkcji pray
'daha-':iwartolioi. miazmej: co innego jest /(a,)/.- a Co
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innego gAY ..J-"//f/
_ Ro&:mc; Juat zreszbyg widovzaa 2 sowego okre lenias
Xﬁunk'b £ mozo do otoczenia nie naleigd/.

 Czesto poetrzsbe rozrdinieé otocrzenia prawosironne
i 1éwaatrnnnc, 0 funkeli J;//J, } mowimy, %o posiada pew-
ng wlasnodé w otoczeniu p"awcst* ennym /1ewoatronnym/
punkin .ﬂ) jeioli dla wszystkich punktdéw tego otocze-
nia dana wlasncs¢ zachodzi, to znaczy: jezeli istnieje
taki punkt R poloiony na prawo /na iewo/ od _A, i6
dana wiasmosc¢ gzachodzi dla wszystkich punktéw zawartych
wewngtrz odcinka / J?) t.j. dia wezystkich wartodci X,
takich, ie @{,,_;.f{ ‘4 w pisrwszym przypadku ’ a>,.\’7£: w
drugim /gdy chodzi o otoczaniw lewoatronne/, W zwigzku
2 tem okredlamy granice prawo i lewostfonng;

~ Liczba ! jest granica lewostronng fumkeji /.x]
gdy istnieje take liczba g;dod.ponadnjqca liczbhkie f.j
8 nierdéwnoddé .
) Rax<d
»pbcmgfa z8 aqba nierownosé

@ -l E
Gdy chedzi o granice prawostrenng, neleiy rdinice

& -X zastapié przez rdiuice f~4 . A wiec liczba L
jest granicg pra,iuatronna. M} @dy kazdej liczbie & >0
odpowiada taks liczta J}O zaleinn od C , 46 rieréw-



wyrazié jeszcze inacizej
Funke joa #2/% jsast ciasgta
dia wartodci Y=L, jeiseli war-
todé fumkcji w otoczeniu pun-
ktu _/7' zbliszae si¢ do warto-~
dci funkc ji w samym punbkcie
- o tyle, ile ftege wymaga
dowoln i_a obrana miara prazy-
blizen E.;’tﬁ_ Funke jo jest ciagle, gdy liczbis
dowolne ba Z20 ed-powiada Laka licgoa Cr?ﬁ ’
e nierdwnosn
/1/ /J—— ﬂ//<' o
pociagna za soby nierdwnosi
12 [~ /<€
 Widzimy wige, #e obruzymamy kryl:-jum cisgdodeld,
zestepujac w kryterjum granicy 1iﬂﬁhf_-ff prees )”?kﬁ)‘
TWIERDZENIE . Warunkiem koriecznym i aysierczajg-
cym ciagloéci prawcstronnej funkcji;;/kxy w gurnkcie
K=A jest, by dla dowolnego o Amogne bylu zna-

4 .
lezé/, isbniaka cdpowiadajaca licazba A >0 veke, 1%
warunek ' ’
. - ‘4 2 &t‘ ;
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pociggal ze s00g nierdwnosc
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