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Jeat to krzywa podobna do astroidy,

'TEORJA SZEREGOW,

Teorja szeregdvw ma na celu podanie okredlenia su-
“my nieskoriczonej liczby sklaénikéw oraz metod opsrowa-
nia pakiemi sumami, Wyobraimy sebie, Ze mamy nieskon-
czong liczbe skladnikdw, stanowigcych wyrazy pewnego
ciggu

v Ry# Qo t Ay P Ry 7o oone o Follgg e v
gy Powiadamy, ze skladniki te tworzg s z er e g.
Sume skonczonek licaby wyraﬁéw sieregu nazywamy s u R 3
o R 1 0 w § . , oznaczaé j§ bedziemy literg o
I:e wskainikiem réwnym liczbie skladnikéw tej sumy, A
wigc: | I
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o Hp = Agrdg”ay
S0 Z At gty oo vcvcvovnn s 1 a

Sunmy czgécigwa szeregu /1/ tworza pewien cigg nie-
skonczony = »
/2/ Jf}/‘,)’%, 'Iy" 1...-;..-4
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Jezeli wirczas, gdyavf daiy do nieskoncsonosci,
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ciag-XZ/ dgzy do granicy S , Yo te¢ graniceg nazvwamy

suma szeregu/l/, Jeisli zatenm:

%'m/,,,,j

: W s
td wtedy e g
Qq+ Qg ¢y 7 Pyt = 4
| Jeieli szereg 71/ posiada sume, czyli gdy ciag
/2/, utworzony z jego sum czedciowych, dggy do grani-
cy, to szereg /1/ nazywamy s zer e giem z Db ie z-
nym , Wopraciwnym razie mowimy, Ze szeraog lLen jest
gzeregiem rosgbioesznnm, _
Inaige wyrazy szeregu /1/, mazna oczywifcie ana-
le%é gumy dzeéciowe. a wige i cigg /2/ przez nie utwo-
rzony, i odwrotnie: gdy znamy cigg, jski tworza sumy
czgébiowe, maﬁemy“znaleﬁé wszystkie ﬁyrazy'gzeregu_'w
rzeczy ssmej, poniewal |
T Ayt By 28y e P Ty P,
za8 i :
og® By ray ey 7 B
wiec g gt g
! Ton=-Togeg = By,
Przypuscmy-np., i¢ wiadome jest,ze

W.takim razie
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Sumg szeregu iz 7
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vige bedzie mozna przedstawié w postaci:
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wige szereg ten jest zbiezny, jego suma jest ligczba z
Rozwaizmy terag ﬁzerég bedacy postepem geometrycaznym:
. aragragi "‘afﬁia?}ﬁ.--.,
Jego sumemi czedciowemi sg:
. gea
Te2 v a;g,

% "9*“7'*""7/?
zﬁf—:‘%:f‘—%f‘jy.

Nalezy 'rozpdtrzeé oddzielnie kilka przypadkdw, za-
leznie od wykladnika );

Y 2 >4
W tym praypedku
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?
a wiec

4»7:4, % *:‘"' Lim/2-9)
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rnie istnieje, szereg zu,tem jest rozbiezny,
o ~1<? = £
w taklm razie »ﬁng , wige

ANALIZA T Arkusz 30-ty.
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Szereg zalem Jest zbiezny, jegc suma
-7
1.3/ g2 2.7
Ten przypadek rozpada sie na dwa podrzgdne:
Woweczas o=~ @og .éx’»ﬂf” nie istnieje
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5 wige v proypadis 3/ sserog jest rozhieliay,
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A zalen crerog, ktéry jest postepem geometrycznym
jest zbiezny tylko w pruypadku 2/, t.j. gdy jego wy-
ktadnik jest zawarly po: ui gdzy ~/,a+/ ,. 2 wykiu-
creniem krancdw praedzialu, .-

Zajmiery sip terzz s kolei rzeczy badapiem wles-
"‘102‘"1 nzoreglw ztieznych, N}.ech dany bgdne szereg
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Jezeli ds szeregu tego dsﬁdamy jeszcze jedan wy-
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raz, np, 4 , to nowy sueres

AVCR Yyt g #G37en. p Dy t

rownici bedzie zbiezny i 3umg Jego bedzie S = X

-

Iqtotn1e gdy oznaczymy sume 4v+1/ wyrazéw otrzymane-
g0 Bzeregu przes 4,1! , to .f”{rf:a.?j'n , a ¥iec
Lom By = Q<8

Podcbnie, zamiast jednego, moglibysmy dodaé do
szeregu /1/ wigcej wyrazdw /zawsze liczbe skorniczona/,
przyczem airzymany szereg byiby tez zbiezny,

8tad wynika réwniez, Ze od szeregu /1/ mozna od-
jaé pewna liczbg wyrazdw /skotczong/, szereg jednak
nadal begdzie zbiezny, a suma jego zmniejazj sie o su-
me odjetych wyrazow, np, :

| 3T Qu it Pyt .-5 —a,~ 8,

A zatem mozna do szeregu doda¢ lub od niego od-
ja¢ skonczong liczbeg wyrazow, przyézem szereg pozosta-
nie zbiezny,

Jezeli wszystk:e Wyrazy azaregu zbleznago /1/ po-
mnozyé przez liczbe £ , to szercg

L, ¢ Q..o t byt i
bedzie zhieiny i jego swia bedzie £«5 . Oznacimy su-
me 2 wyrazow otrzymancgs szeregu przez Iy . Oczywié-

T = Loy
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a wiec

Lasm 7, :/f%,;mg;,sszs
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- Jezeli dany jest szereg zbiezny /1/, to kaidy
inny szereg, utworzony z sum czesciowych tego szeregu

np. ,
(@_,--fﬂz,)-f/aa.,-ay-fadf- .......

jesat t.é;i& zbiezny i pbéiada te samg granice, co szereg
VA | |

Jezeli dane sy dwa szeregi zbieine:

LY/ 4}+¢jz-fc%-n..-.--?“ag,f ..... =5 ;

2 Gl Gt et =
to szereg, ktdrego wyrazy s§ suma odpowiednich wyra-
zém danych szeregéw = s

13/ (4, G, ) # by ) -- ~--"‘/¢"*é/'=/2f"‘“
joest rowniez zbieizny i jego sumg jest ST+ 57 . Ro-
mie sie, 2o zamiagﬁ dwuch mogna dodawad 3 , 7 /
lecz zawsze liczbe skoriczong szeregdw zbieznych,

L

Jezeli szereg
. a.r"dg,_'z"a’_a Foeono #lpy e =
jest zbiezny, to wyraz ogélnyg, musi dazy¢ do zera,
gdy jego wskaznik »2 rosdnie nieograniczenie, Istotnie:
| By =Ty~ Tz |
Gdy 72 rofmie nicograniczenie, to gwq;,:%mz”:f

-
e e -0 L~ 5t
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Jest to warunek konieczny, lecz niedostateczny

zbieinodci szeregdéw, istnieja bowiem czeregi rozbiez-
ne, ktorych wyraz ogdlny daiy do zera, Rozpatrzmy np

slynny 8 z e r e g ‘harmonicazn y

,_+ n n
£-3 G
Utwérzmy sumy czgsciowe:
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Podobnie _ sy
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Nastepnie
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xa=1¢25’75f*‘}41/}=f ?#fb/[<; ------ - *;é;Z};

?.{1‘2:",(., “'+j/ /6/
czyli

o
tapomocy indukcii zupelne) mozna udowodnié, ze
: >4
S} » L+ P -
Gdy 77—»ee , WoWCZAS Zw) > oo
A zaten sumy cradciows szeragu harmonicznego ro-
sng nieceraniczenie, jeut to wige szersg rozbieiny,
wierdzenia 1ﬂ&¢mgiczna do tych. ktdre udowodnio-
ne zostaly dla szieregow zbiednych, mozna udowodnié dla
gzer.gow rosbiegnyceh,
Togali do szeregu roszbieinego:

<@fqz¢”m.4@w¢.u..

dodamy, od niego odejimiemy, lub go pumnozyny przez ja-
kgd liczhe, 5 ctrarmany zzerver bodzie vosticoany, Je-

S8

£1l natomiast dodeny do eluvie édpowiadnim WTTasy
dwuch szeregow rozbiesryel, to o aumia iek nic z gory
powisdzied nie moZne: moze to bpd guercy rozbieiny lub
'zhieZny, np, szeregi.
T AL~
...../_f,‘/ f/_r.‘,f___ ”,H,,.',__._.
ag rezhiocsne, jedﬂak aversn, kldrege wyrazy sa sumg !

odpowiednich wrvrazdw tycl Eﬁ&IU“ﬂW jont shisedny:
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Mozna wigc powiedzied ogélnie, Ze zbieznogl® i
rozbieznddé szeregu zaleza od nieskodczonej liczby
wyrazdw, zmiana skonczonej liczby wyrazdw nie wplywa
na zhieinoddé i rozbieznodd szeregu,

Przejdziemy teraz do bardzisj szczegdlowego ba-
dania szeregow ktdrych wazystkie wyrazy sg tego same-
go znaku, np, dodatnie, /Oczywigcie wysuarczy, gdy
bedg dodatnie uylko wazyctkie wyrazy, focaawszy od pe-
wnego miejsca, gdyz poprzednie wyrezy bedziemy mogll
odrzucié/. Przypudémy, ze takim szeregiem jest:

Ry +dy At " i~ SV .
Sumy czgdciowe tego szeregu teds stanqwily_giag ]
rosngcy, poniewaz
| "‘?fxr-,; >0
54/”'-;{-* ‘/’”*-a’"q
a wiec
| LA

Jezoli zatem dla kazdego -7 jest speiniony waru-

nek, ze <L Y

t.3.jesli sumy CZ@SClO'B 84 Ogranlczone od géry, to -:
szereg, ktdérego wszystkie wyrazy =& dodatn1e lub uja-
mne /z wyjatkiem moze liczby akaﬁczonej wyrazdw/ gegt
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zbiezny, Jest to warunek konieczny i'dostateczny_zbiez-
nosci takiego szeregu,

- Niezawsze jednak jest wygodnie poznawaé¢ w sposéb .
powyiszy, -czy szereg jest zbieiny, czy nie, dogodniej-
#ze 83 t zw, kryterja, czyli cechy zbieznosci szerecgdw
Cauchy ‘ego i d” Alembert’a,

Twierdzenie pomocnicsze o

pordwnaniu 2ch szeregdéw o wy-

razach dodatnich,

Jezoli wszystkie wyrazy srzeregdw:
/1/ Betg # Dot vn oy Thylonsi:
. Ja f%'é 7‘41‘---_-""'%,,,7‘ ----- s

dla #7770 08 dodatnie / @,>0, A ) A lub réw-
ne zeru i przy wszystkich wartosciach 77 m&my
. é -
i jezeli szoreg /1/ jest azbiezny, to i szerog /2/ jest
zblezny 5 ‘Jego suma jest nie wieksza od 8 VY szeregu
oo a

¥ rzeczy samej, utwlrzmy szeregi o wszvatkich bez
wyj@'t}:u wyrasach dodatnich:

4
| S d“_{'f O%fz Fie s

/2’/ 4‘,7‘6‘

Jezeli swne czefciowa 7 Wyrazéw szoregu /14/ ngz-
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naczymy przez 7, , zaé szeregu /27/ przez F, , wow-
czas oczywiscie 7, 57, . |
Eoniewaz szereg /1’/ jest zbiezny, wisc J#,.(.(S
A zatem o < S c2vli zzerey /2°/ jest zbieiny.
A wigc i szersg /2/, vdzaiacy sie od niego skorczona
liczbg wyrazow musi by¢ zbieiny,
Analogiczne twierdzenie mozna udowodnié dle szere-
o6w rozbieznych: é;dyby szereg /1/ byt rozbiezny i dla

wszystkich wartaosci 22>27, oyloby
G
to i szereg /2/ byldy rozbiezny,
Niech bedzie dany szereg
4% d’z”‘c?,zo‘ﬁa-f-n- Al A i
Utwérzmy ciag z sum czesciowych:
120 %, Ty, Ty - ';"o.wrf"“"'
| Jezeli dla dowolne] liczby € >0 mozna znalezé
taki wakadnik 27, , 2e gdy > 7o maﬂr&'/ﬂ;,yrfm/ea
dla kazdego '}570 , to ciag /2/ jest zbieiny. Ponile-
waz- zas.
- AP e S

T+

es T ﬂa”f/

wigc gdy S
/Q'Mz T Qpypg * e "'dm%}( &

dla :ka:’;dego’/»;@ oraz 7 > s, Lo dany szereg jest

zb‘i}-ainy ,'-Jeét to warunck konieczny i dostateczny zdies-



- 474 -

nodgci szeregu, ale w praktyce nieraz trudny do zasto-
sowania, Stosujemy wiec w.praktyce cechy prostsze- ale
wyrazajace warunekX Jostateczny, lecz niekonigczny zbiez-
nosci, jak Caucny'ego,'d' Alembert’a i innych,

CECHA ZBIEZNOSCI CAUCHY ‘ego, Jetsli dla wszyst-

kich wartodci wskaznika 2t >7, jest speiniony waru-

nekx o
Al Ve, Lrel -
/prayceem o~ @ [/, to szereg o wyr.izach dodatnich
R/I@*%f%%”n+%M“”

jest zbiezny,
. W istocie, z nierdwnosci /1/ wynika, ze gdyﬁvyﬁa
to Apm <77

Jtworzmy szereg

Vi AR R R

Szereg jest zbiezny, jako postep geometryczry o
wyktadniku /7/ K./ . A zatem, na mocy twierdzenia
0 poréwnywhniu dwuch szeregbw, i szereg /2/ musi byé
zhiezny, : :

Teri warunek nie jest ogélhy, Jegt to tylko waru-
nek dostatéczny,‘lscz niekonieczny, zbieinodci szeregdw,

CECHA ZBIEZNCSC1 d° ALEMBERT ‘a, Jezeli dla wszy-

stkich wartosci wekainika 2>, Jjest .spelniony wa-
runek:



