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Analogja, zachodzeca pomiegdzy bHemi wzorami prowa-
dzi nas do dalszego uogolnienu tych wzordw, Uogol-
nieniem tym wiadnis, @stgpunce |

TWIERDZENIE TAYLORA - czyli twierdzenie ogélme o
wartoéei podredniej, Nieeh byciin dana funkcja A4/,
ciggla w przedziale /4, &/ 4 posiadajgca w tym przedzie

le pochodne # pierwsaych rzeddéw, Utwdrzmy funkecje:

A1/ f:ﬁr/’eF/V*/%/ ' _/m/.ai,

&:?z*lﬁ | g ./ 74,
12/ FrxJ /&'/—/,ﬂ (- x///// “ ‘*'. Y] —
~ g"‘{/ | /Z-—.,t’/ 7-4/
"E/ ------ . i
773, /// F e

(fz 7

Funkcja /1/ réwna sig ze'r.u; przy = i proy X6
Fa) = Ala) - F/cz/ &
£l =Fl4/=0 .

iwérzmy jej pochodngy:

/3 Bl =P » ,,(/g_,(/. -'

przyczem

Apays - frn) - /b=, Zw //@y @"“"’//,,;)*-

o % /——Z /Tf X/
7 .t/ /"V ff,j 4/ s //,(/-—-



-~ 361 -

. (é« -47 VLS ¢ Y o ﬂ-j/,
..--..._-.n-—- W'//‘xj# _{—?-q__é:/L/", C/"t/

Patwo zauwaiyc, e wszystkie wyrazy, oprécz przed-

ostatniego,'znosza sie wobec tego:
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“"Na zasadzie twierdzenia Rolle ‘go dla pewnsgo punk
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- -Ponlewai pierwmssy z bzynnikéw powyzszego iloczynu
nie moze réwnaé sig zefn, wigc musi byé zerom drugi

caynnik:
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Zaatoau;emy otraymane twierdzenie do Pewnych za-

gadnied geometrycanych, Praypuéémy, ge mamy dwie krsy-
we, wyresajgce sip praes riéwnanie,:
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cie VJka,éyfkrzywe_aie przecinaig, b0, oczywidcie,
rdinica ta musi by& réwna zeru, |
A =a

Waruniiem wigc koniecznym, aby punkt Véylbyl punk-

tem przecigcia jesi: -
| 7é?av)= 7ras

Zbhadejmy teraz rdsnice rzednych w otoczeniu tagp

punktu At punkc;e,,ﬁagasym odcigha
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Przypuszczany, $e fgnkcja ‘/izx’ 7@3{}sa ciggde
i posiedajg pochodne &z do rzgdu JZ wiacaznie, Gdy A= O
to, poniewsi & jest wielkodois atnlg, «T—+ 0. Zasto-
sujemy do tych funkcji twierdzenic o wertcici poérednie]

w zwvyklej postaci: _ -
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Tidzimy wigc, %e w tym wypadku réinica raednych
jest malg pierwszego rzedu wzglédem‘/i , t.j, baks, ge
jej stosunek do <2 , przy szdgianiu A do zera, dgiy do
licgby skodczonej, Nasuws sig pybanie, co zachodzi wiéw-
cazas, gdy pochodne sa réwne
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czyli, gdy obie krzywe majg w punkcis A wspblng stycz-
ng /dwic proste, o tym samym spélezynniku kierunkowym,
przechodagce prisz jeden punktd/,
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do granicy dla ] , dgégce}go do .zera,
| £ . Sy
K> 2/
A wigc w tym wypadku réznica £ jests nisskostoze-
nie malg drugiego rzpdu wagledem nieskor’;czanie malej/a’
40 z2nacsy, 2e jej stosunek do kwadrabtu 4 dgiy do
granicy skoriczonej/, Gdybysmy zalosyli, se niebylko
//’4/ = Za),
/za,; =l

ale rownieg
Jf/a/ AV al,
to Od@_im'l]ﬂ.c ad mebia szeragz. wyrazajgce 7//«’4 *4 ),
77 a7.4/ oraz dzlehc otr.yma.na roinice przes A° , Zna-
- lezlibydmy, se stosunsk _f.a dazy do pewne] lmzby «t.a.-
ey A #O0 , gdy A zdgza do sera
£ . 4
pz.vll /fi 3est nieskoriczenie malg t.rzac*lego rzedu,
Praypudémy teraz, ze ssme funkcje i igh pcqhodae
az do rzedu #-7 wlgcznie sa adpowiednio rdwne.
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& zatem <L bedzie maly rzgdu 22
W zwigzku gz powyiszemi rozwazaniami zostalo wpro-
wadzone pojgcie rzedu stycaznodci dwuch krzywych, Jeze-

'11 m1&now1c1e

fras= 774/ //a} sla;
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to powiadamy, Ze pomiedzy krzywemi zaschodzi Stycznoéé

ale

pierwszego rz@du /awyaaine/.
Jezeli terag

%7»:/ /?’a/-//a/.- //a.z,//a/ 7 lay,

ale . A
/”/a/ 3 (2,
wéwczas mowimy, Ze stycznodd jest rzedu drugiego, Wogd-
le, jeieli sg sobie odpdwiednio réwne funkcje i wﬁzyst-
kie pochodne ai do rgzedu 7z wlqoznie, t¢ many stycz- :
nodé: 72 ~tege razedu, |
Zeuwaimy tutaj, e jaiqlilstyqznoéé L pewnym'punk-
cle jest ragdu 727 , to rétnic@ rapdnych obu krzywych
% punkcio sgsiednim jest malg  272+7 rzedu,
Potrak%ﬁjamy'tera; teorje stycznodei krzywych z
punktu widzenis pisrwiastkéﬂ #ielokrotnych, Niech be-
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Punkty wspdlne cbu

krzywych majg, ocay-

widcio, rzefne jed-

nzkowe, czynig wige

zadosé rownaniu
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LméW1my sig uwaiasd pU”'£ wsgoﬁny cbu krzywyck za

kilka,punktow /wielokrotnsié/ zlanycn ¥ joden, Udowod-'
nimy;ISQ ﬂeﬁéli i‘dahymxpurkcie mamy stycznoéd rggdu
A ?hlﬁunktfstydynbédi!bedzia mozna licayé jeko 747
pm:ruow Istabniex priypuiiny, ze w punkeis A o od-
ghe] a 3achod21 7t ~krobna mtycznos& K.syuych
cayli’

/g?a,; ;4%@} //}4/ yflﬁy’ /f/féuf f’f%ﬁ,f

lecs . ‘ ' /,;,..//I n*{f
- bt NCTR S Y

”Na mocy wzoru‘Taylora mo ine napiuac, ze

%"/:)ﬁ/d/fﬂ”a/’//a"'* 4 e "ma} / }*("’”*7/ /§/

i podobnié J Sk
@~ / &) .
A ,fm/,:/./-a/ —/’(a:j-s ...... et J*F,Tf,ﬁ// :

Fadatawia;qo te wartpéti do rdwnania /1/, obrzy-
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Wigc albo [-a) % 267, albo //g/., 7”""‘7@/5

Poniewaz drugi csgynnik ilpezynu powyiszego jest
dla, A= Q& réiny od zera, preete’ duje nam inne punkiy
praecigcia sie.

¥ punkcie zed a , /4-<)

Pierwiastkiem %ogo réwnania jests A ; wielokrot-

4;#:(

noéé tego pierwiastka rdéwna sle 2v~z . co dododai
stussnosci twierdsenia,

Latwo mozne dowiedé réwniei trierdazenia odwrotne-
~ go: jezeli rdwnanie /1/ poziada pierwisstek 241 -

‘krotny , to funkcje )féﬁfi. ¥7%/) oraz ich pochodne

do rzedu # wigoznie musig byé.odpowiadnio rowne, Czy-
1i pomigdzy denemi krzywemi aachodzi sbycznosé 22 -te-
g0 rzedu, - X

W zwigzku z tem, daje sie objaénié pewne njawiskp“
zachoﬂzace“przﬁustykaniu-aie dwuch krzywych; jezeli
rzgd stycznoéci wjraia aie'liosz'ﬁieparéjsta, t0 mamy
stycznodd w zwyklem znaczeniu tego slowa. jezeli wyra-
38 si¢ przez licgbg parzystq, to krzyﬁé sig przenikajs
; 0 kazda z nich prsechodzz na drugu strong drugiej
Twréémy uwage na réwnanio /1/ i ng réinice rzednych w

otoczeniu punktu stycsnodci A
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Jest widoczne, Ze m&k tej rdamicy /T , zdy zmie-
nie sig X , zaleiy wy._lq,uznia‘ od znaku czynnika_[x—-a_j'?{
edy ;2 jest liczby parzysta, $0 247 jest licsbg nie-
p‘arzyata’,; powy 483y ¢gynnik, a wiga i A , zmienia.
swoj znak priy przejiciu X od wartodci mnisjssych od a,

- +do wartosci wigkszych od a_ R tyr wige prsypad-
ku kraywe sig przenikajs. Jekeli natomiast s jest lica-
be, riiaparzystg, to o jest licabs parzysta, a wigc
‘csynnik ((-a)” “ jept dodatni bez vzgledu na %o, czy L

jest mgk;use cay *ﬂniejsne od @, Zatem <X co do -
sneku sipg nie wmienis, czyll ‘mamy ltyezroac v zwyk}:ym-
zneczeniu tego siova,

. Majgc dwie krzywe moina b&daé }a.kzago rzedu sty-
cgnodd zachodzl ngdﬂ n!iami Niech wigc bpdzie dana
krmt ' | : |

Al C;/,/é.x}

Gbia;zmy ne niej punks &/ 4]1 poprowadxmy praes

ten punkd prosta
72/ Gy—-é -.»m(x-a) |

Jeteli pomipgdzy ta proatq. i krzng zachodzi sty-

" cgnodé pierwszego ragdu, do spélczynnik kierunkovy te]

ANATIZA X Arkusz 24-%y.
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prostej musi by occzywidcie rdwmy pochscned funkeji /1/
_w punkcie A, czyli
/3/ /fa} =

Jest widoczne, e stycznesé rzedu wyiszego w ogdl-
nodei jest niemciliwa; réwnaria proute] /2/ posiada
tylko jeden parametr 27z , & ten zoesdail juz zwigzany
.wgrunk1em /3/: prosta Jent prezez dwe warunki: /2/ i
/3/ w zupeinedci wyanaczonse, Wy;ntkqwo moina znalesd
na krzywej takie punkiy, w kﬁdryﬂh stycznodé 3 prosts
moze by¢ ragdu drugiego; czyl1 pank%y, dla ktorych
3est spelnzony warunek wyrsiajacy réwnodé drugich po-
chodnych funkc;i /1/ 1 72/

/4/ / //a,j:sf?

J Tego rodzaju punkt nazy-
va 8ig punktem
przegilecia;

krzyws, przechodzi w nim

z jednej sirony prosiej

3 ¥ _ as drugs, Jest Lo wigc
| xf%ym;ﬂﬁz? o punkt przecigcia sie
traykrotny., |
We dmy taraz zamiast préaﬁej okyag kolﬁlo promie~
niu 7" i spékrzgdnych drodka ¢ oj;ﬂ) . Jessli pomig~

- 48y krzywy i kolem ma zachodzid stycanosé pierwszego
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raedu, to épelnione byé muszg warunki nasvepujace:
/1 ?f’ﬁ'iﬁ/a-%,?i/é—;:,]‘f-vﬁa'
/2 /'/ws?é?aj
Pierwszy 2 nich wyraza, $e okrgg praschodzi przez
punkt A drugi zad, ge jest styczay w tym punkcié do
dansj kraywej, Te dw&_warunki:nie wyznaczaj§ jednak'ko—
'a w zupelnodci, slbowiem réwnenie kola posiads tray
parsmetry: spdéirapdne érodka i promied, Mozina ﬁigc po-
stawid jesscze trzeci warumek, aby
13 V= ST
A zatem moina zawsze snalezs koto, ktérego stycz-
nodC z krzywg bylaby rzedu drugicge /punkt stycznodei
trazykrotny/, Takio kolo nazywa 2is ko Yem § Cc i-
41 60 stydznemn lub ko2 em krazy-
i ¢ ztﬁ Yy ; Jjego prémier -~ premieniemn
krzywizny, zaé odwrobnosé promienis mi ar g
krsywizny lubwprost k EE: ywizng,
Nierasz mozna znaleZdé ne krzywej punkty szczegdlne
w ktérych stycangécé z kolem ﬁoie byé rzedu wyiszego .
nii‘drugi‘-

FUSKCJE DWUCH IMIENNYCH NIEZALEANYCH,

Priejdziemy tar;z'¢oaian¢g6 tematu, mianowicie do



