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wigc mamy minimumw,

ROWNANIA PARAMETRYCZNE KRZYWYCH  Dwa réwnania:
Y =77

wyznaczajg w zupelnosci pewny krzvwa, Wspdlna zmienng
niezalezng ‘5 , Iwang paramebrem, meina z obu réwnan
wyrugowaé, przez co otrzymamy jedno réwnanie z dwiema
niewiadomemi, wyznaczajace, jék wiswy, krzywa, Np,
Nereoa ¥ roind
/
93 to rdwnania paramstiryczne koia; gdy bowiem podnie-
[ 4
siemy oba réwnania do kwadratu i dodamy stronami, to
otrzymamy zwykie riéwnanie kola: |
xzifz"' ;-.‘t
Podobnie réwnania parameiryczne:
X a/cdvz‘/cy',
wyznaczaje elipse, gdyz z réwnan tych wynika, ze
£ o B oA
E""c"z?‘/ £z 02
2
akad Ze{"; " cé,-/-:""-.—,/
Niech bedzie dana krzywa, wyznaczona przez réwna-

nia parametbrycszne
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X= F/7/
avs LA

Spikezynnikiem kierunkowym stycznej do tej kray-
?‘ Z 4:}/ Am r?"(ﬁ*ﬂ//’f%"y‘
.:r-n-a AKX 4ilwo /?‘fﬂzy*//ty

Prazypuszczamy, ze funkcje /1/ sa cig te; gdy "fl@v
4/1‘~,.0 to AX —>» 0 craz AvY —»0 _ A zatem:

wej jest:

ﬁ/ 7"/{7‘4‘2‘/“?"///
g,
L S .z’/m? P2
St Ay A
=5 w A

Krgywa skodna /w przestrzeni/ jesl wyznaczona

przes tray réwnania parametryczne:
A= £
J= S
2= )

Réwnanie prostej, przechodzacej proes punkd
-/%‘/'..{/ O/ Z / tej krzywej, jest //J’ _)/ A
apdirzodne biezgce/:

-/r""‘f_ T -z
« =TT

gdzie @ , é’ , ¢ 83 proporcjonalne do céainusdw kg-

téw kierunkowych tej prostej / << /3 , 4~ /. Obierz-
my na krzywej punkt ruchomy 2 /uy ﬁ » &,/ 1 po~
) ¢
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fprowadz’mjr prosta Z#’ . Wiech punkt ./'4 zbliza sig
do punktu % ; prosta uéz/f; w granicy da nam stycz-
n3., Oznaczmy

. N8 : vl-?-,«l/::.d.’(‘;
‘ Ol/:z -.GV-: AC?//.
M P 4 AZ .

Spdiczynnikami kierunkowemi

/2/,,_ 78e, )
giecznej AN 33

A-’( 4y a4z

At F s A
A wigzc stycma. posiadaé bedzie spdiczynniki kierunko-
& s -
wo ) vl A2
VA, Loty ey

~ Zatem réwnanie stycznej do krzywej skoénsj - punk-
cie vY¥ bedzie miaio ksztal’a:
X—-A’__ Ly 2o
Pl Ty
Przypudémy teraz, Ze dana jest krzywe paska:
= |

Styczna do tej krzywej w punkcle A / X, J//

wyrazi sig przez réwnanie:

Hpe f 4

Jezell v tym réwnaniu- 'vastaplmjafy przez wartosd

J”

1 j w punkecie 4 . czyli rdwnanie normalnej do krzy-

to otrzvm‘uw réwnanie prostopadlsj do stycz-
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we ] Z
()= A
Gdy rdéwnanie krzywej dene jest w postaci uwiklas
ne j |
/2/ Alny)=0
mozna roéwniez z atwodcig napisal rdéwnanie stycznej i
mormalnej w pewnym punkcie; naleiy uwzglednié tylko,
; A
e Ly B2
d = 2" s
i d
St3d rdwnanie stycznej:
247 1 2F .
/ff//r'fﬂ"‘*’/ax"a
Réwnanie normalneg

/)/(/ ~/ -] 3 '"“""‘7

Podobnie rzecz sig przedataw1a, gdy krzywa jest

okredlona przez uktad réwnﬁﬁ parametrycznych:
3/ Z’#’: ,41/{/’
=

L= 414 dz‘ / ///a&‘

a zatem pochodna
L ay A 5‘/
7= Fir ,
Gdy jest dane rdéwnanie krzywej w jakiejkolwiekbadd

W tym przypadku

postaci, to mozna 2atwo obliczyd odcinki stycznej MT
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i normalnej " , zawarte misdzy krzywa i osia rzed-
nych /rys, 133/ oraz ich rzubty na te of Tr B
Odcinki te nazywamy
wprost odpowiednio
gtyczng, normalng,
podstyczng i podnor-
malnq |
Zakladajac S5O
w réwneniu stvcznej
Sy >y (A=)
A olrzymamy
g 153 A =.f-——'¥ = 0T

*A wige
e

hfﬁV2:c292-£957§yK—éYL DA e 4

czyli diugosé podstyczne] o
TRy

/- e

i wogdle przy uowolnym gnaka poohodne%;/ 1()( : diu-

zoé¢ bezwagledna podthC?uaJ #/

Jezeli teraz zalozymy . ,Plcﬁ w réwnaniu normalnej

Jeggz gl
to otrzymamy: A= oe /(}/: oY
A zutem G =005 X -f‘%y ~ X

seyli di lWOuu pochnormazlne ]

2= //




- 412 -

i w ogdlnodci przy dowolnym znaku wartoécic;/ i;{"dlu-
08¢ bezwzgledna podnormalnej= /yy‘y
Z trdjkgtéw prostokatnych AP | MR

znajdziemy : -

AT JQ"{;Z MY g
czyli dIugosé stycznej _
HT= o TG
czyli dlugosé normalnej

A1

Wzory powyisze dadza sis zasiosowad w kazdym prezv-

®

padku, bez wzgledu na to, w jukie] postaci jest dane
rownanie Xrzywej.

Przypusémy np,, ze jest dane rdwnapie kraywsj
tanicuchowej czyli katenoidy:

N y-alhZ
Rézniczkujac je wzgledem X znajdziemy:
L asd X4

czyli PAASIE

A zatem

yj—ffl;: rfﬁﬁff‘zg;‘ Ch -5{
Podstawiajgc to we wzér, wyznaczajgcy dtugo$é nor-
malnej, otrzymanmy: |
AN~ L

a
Poprowadimy z punkiu £ odcinek 6 , prosto-
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padly do etyczmej %9J . Stosujge znany z geometrji
analityczoej wadr, wyznaczajacy odlegoéd punktu f/)/.x;o}
S, X, 0 | od prostej ) |
..)/“J X -.v"j =0
bgd zie moina napigaé,

o Jx+y’x~d -7
d" 9@ /¢j = '/;;"—A

Pcnieuraz chodgi tutaj tylke o wartoéé bezwzgiédn@.

proato wodna prayjad, e

cayli, e Po-a

A zetom odlegkodd gtycenej do Yadenchowej w danym
punkcie od rzutn tegos punkin of X jest wielkoscia
ﬂta&f@. Stad wyniks te? sposdh wykresisnia stycsnej w
dowolnym punkecia /Zf’, Ak loZy mienowicie wykreslié
rzedng tego punktu W i , zakredlié na niej, jako na
$rednicy okreg ko¥a i jeden z punktdw przecigeia si§
tego okregu 2z okrggiem zatoczonym promieniem &K ze
$rodke /~ /wybdér tego punktu zalezy od znaku pochod-
nej/ poaczyé z punktem Vo Otrzymana prosta i pro-
gtopoddn do niej w nunkcle Y’ b@d@ to styczna 1 nor-
malne do Yafcuchowsj.

Zajmiemy sig¢ teraz obliczeniem dugosci Xuku krzy-
wej pitaskiej. Zagadﬁianie to, podobnie jak oblic‘zenie
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.pola krzywej, prowadzi do calkowania, jest jednak nie-
co od niege trudniejsze, Przedewszystkiem nalezaloby
okreslié¢ scidle, co bedziemy rozumieli przez wyrazenie
"uk krzywej". My jednak postapimy inaczej: zaloiymy
mienowicie, ze istnieje funkcja, posiadnjaca pewne
charaklerystyczne dla danej wiasnodci, klorg bedziemy
mogli, bez sScidlejszego narazie okreillenia, nazwad
"Yukiem krzywej"

Niech zatem begdzie dana krzywaz <€ , posiadajaca
rdwnanie:
=S

i na niej dwz punkty: jeden ataly.%’ 7 - é /, dru-
gi zmienny ﬂ'—/.,( ’c?/ /. Zatozmy, ze: 1/ istnieje funk-
cja /X / zmiennej X , ktéra wyrazalaby diugodé
Yuku MAi czynila 3 tego tytulu zado$dé pewnym okre-
§lonym warunkom: 2/ & /X / jest funkcja cigglyg zmien-
nej X w granicach odpowiadajacych badanemu Tukowi, 3/
granica stosunku diugosci badanego Iuku M7 do cig-
ciwy AN, gdy punkt 7" dazy do A jest roéwna
jednodci, czyli
A/ﬁw ruk M7 /
Y+ a cigciwa AN
7 Yatwoscig mozna obliczyé pochodng tej funkeji

Gdy mianowicie smienna X otrzyma przyrost A , punkt
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S znajdzie sipg w punkcie z//,, zas uk & /X / be-

dzie mial wartodé 7 JA«X /, Utwéramy stosunek

preyrostéw:
St ] =& yuy A’ k7’ cieciwa AN
e = ~ = . S
4 4 cigeiwa . 7” - A

Przechodzgc nastepnie do granicy dla /{ , degzace-
go do zera i uwzgledniajgc trzeci punkt zalozenia, moi-
_%, &AM’_Z, esge. A7
SOMW e, AT 4 T

= Z/'?'f w'j”ﬂ'u
Ao A |
Jezeli teraz oznaczymy przyrost rzednych pries é,

to: - 2
LaT 0 W e S Conlye) = V2"

/ N o Tt
7%= fgp i

na napisad:
290) = Lo (x4 K) ~IX)
A—=0 A

A zatem _ A :
> / B -__:-:= : ;2
T = ==V try

Calkujge wzdr powyiszy, znajdziemy wartodé funk-

oji TLK ST %
/2/ /@//.—_a/)' ffé/ﬁ-ﬂ/x. :

Nieraz wygodnie jest napisaé wzér /1/ w postaci

nieco innej '
. ;
V()
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skad o= //-,4{72
i wreszcie Aol /xf,‘a‘/;/
Przykt1tad Obliczyé dtugosé truku krzywe]

Xancuchowej:

Cy: O’?‘“é

w granicach od punktus?do /% , o odcigtyeh € i X

/rys . 133/, Jak wiemy:
y-I4EL
zad /4(_7’5! AR

U kA Ut fash 5] L sk

Zauwazmy tutvaj, ze

'-?)QHQ / W‘P C?.(Aa_J

,/%9 ) P2 P92 =Va'ch -——-a 2 VoA cAs- -qrﬁ/j“"

Odcinek ## wyraza zatem diugoéd tuku _/9./%

wigc

krzywej. Jest to charakteryquyczna Wwlasnods linji tan-
cuchowsej
Uzasadnione powyzej wzory /1/ i /2/ sa najzupel-
niej ogdlne, Mozna zaf jé stosowad i wowczas, gdy kray-
73 jest dana przeé uklad rdéwnan parametrycznych:
V=R = AT
lub réwnanie o postaci uw1klaneg

/7127/ ad



4/?//”

Natesy tylke mie¢ na ‘”al ?d«’&\e te W plerwszyat
ﬁ”ﬁyPadku
y- e

s S "J/
‘gag w drazin ‘j/

s Wgary do pozquaJa wiec nam gbliceyé d]ugouc bu-
ku l,l.'rzywej Bez wzgledu na to w jakie) postau Jest
" dazz fe) rdwnanie ‘ ‘
_ Muzimy S1% teres 78‘5u&"10ﬂ1 nad tem jakim wogé-‘
% varzmkmz _powifina evmu 224080 dena funke ja azeby
moZna by ko mdwic qQ dtugosm tuku, c:r,yh mna to, ahy
ler zywy. by la wypwatwalna W»?"@J wsPomn*‘eliémy 78 da-
n& Iunkcgn ™US L spe?msc _pewne trzy varumki, Otcﬁ te
4szystkie warunki beda 2z kolei spelnione, gdy poehodna,
denei funkejl jost cngia; A zatem krzywa:

bl
jest eyproﬂstcmalm, gdy

N itid

sest funkaja c,tag,lt; Tstetnie, wiwezas bedg spelnione
trzy warunki, .0° Ktérych byle moaa wyzej - i/ fuske)s.

S)= / PR
mas i ‘sefnteé, gdys funkcje pod znakiem clki jest c;h
gla;

“INKEIZA T Arkues 27-my .



