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RACHUNER  CAZKOWY

Rachunek régniczkewy poswsls n#m rozuiazaé'nnstg-
pujace. zadanie: mejge. funkcje cisgle ;nﬁgi gnaledd
jej. pochadnq. Nie yodaje en nmfjodnak sposobu rog-
vigsania zagadnienia adwrotncga' majgc diha p&&hodna
‘/fﬂgj, znaleié dla. nio; funkeje - piortotnq xﬁzﬂft g
taky, aby _/"/,,(/ //.,f]

Gdysmy postewili zegednienie w ten aposﬁb} nasu-
waja si¢ nam zaras tray pylenia: :

- 1/ esy dla keggdej funkeji J49971stn10ja funkeja
‘plerwotne %

2/ ile funkecji piorwotﬁych posiada /ébﬁf?

3/ jaki zwigzek sachodsi miedsy funkojemi pier-
wolnemi le] same]j pochodﬁej /éh§]? »

- Na pierweze pytanie odpowiedi jssh prostae: o ile
si¢ vgranicazymy do funkeji cigglych, udowodaimy nisba-
g.n,' 40 dla kazdej funkcji ciagle] -/f}/f.z/.mf;in& snale s
funkcje pierwobng (/). Isbwe jest daé yéwmiei od-
powia&ﬁ‘n&mpoxéat&ké dwa gytﬁ&ia: ponierns ﬁschadma
sumy réwne sie sumie peohsduyel skladnikdw), saé po-
ohodna licsby stale] révna siy seru, wiet wazystkie
fﬁnkgjo, réﬁniac'éiq_g licsbe stalsg, maj%§ be éama
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pochodna. Odwratnis iﬂﬂli iﬂtniege jadna. funko;a Piar-
wotna, %o m@za!‘”} otz zyma.é ich nieskoiczenie male s Przoz
dodamanie liczb Etf&‘f)”_:h- Gdy funkcja pierwotng dame]j funk
cji f/z) jest [7ix), to jest niag i Frg+C’, gdzmie C
jost dowolng liczbg stala, Joteli bowiem; :
-l

to réwnied /’c?/“)""(,j =/_'/~\7f c= ffﬁ}_{)

Doviedz.mv twierdzenia odwratnege e w8 Z Y 8 t -
_k i e _ funkcje pierwotne danej funkeji %{x) réznig 8ig
od sisbie tylko o liczbp staly, Oznecary dwie dowolne '
Funkcje pierwcine tej samoj funkec ji 7//x) przez /‘/xj
i f[x] i utwédrazmy roéznice

_ £ )~ L[5 = 1) .
Poniewai /%) i 45 /x)a funkejami pierwotnemi funk-
cji _(-//,r/’} , Wige )

LR = /
one /*’ *’/

/;.j:- iy =L (=0

A zatenm.

Osnacamy dwie dowolne na.rtcécidi w przedzi ale, ¥
ktqr_ej funkcje hadamy, }rzos N, -i’ . Na mocy znanago
wzOru moﬁemjr‘ napisaé: | | |

) T )=y ) 7
deirz ¢, jest liozbg st 'a gawarta pomigdzy Ve I %, .

ANALIZA 1 ' irkues 14ty _
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Poniewai zaé 7 ’/4/=0 wigc ;’/m‘_U: ;”[Jy
c/zg&: ../I/Jj*'(.'
gdzie C jeat licezbg staig, A wisc
| L) =7 ()#C.

- Jegeli /{4’} jest pochodng funkcji_-ﬁ/xj wow-
czas funkcje pierwotng ;/2237 nazywemy c a t k g
funkeji (Y ;“Dz;alanie, zapomocy ktérggo wyzna-

c zamy IR majao __.%/X/_) nazyws sig . ca t ko -
waniem,K Dla zaznaczenia zwigzku pomigdzyﬁf&%?
kit 457f§/ poalugﬁjehy 8ig symbolem -
)= g |
Korzystajéc z podstawowych wzorow dla-rézniézko—
wenia funkcji prostych i zlozomych, bedziemy mogli wy-
 konaé dzialanie odwrotne, t,j, majgc pochodng danej funk-
cji, znajdowad funkcje wzgledem tej pochodns] pierwotna'
czyli jej calke. |

% wzordw na réiniczkowanie funkeji:

[A3)+ 7 = ) 21
/j'/?xj/ - ff-///»v?
wyn'ikaja. b‘zqoérﬁdnio wzcry:- |
.;4%}?%7&»?@27&4r3=vﬂ%ﬁg/aﬁit/Gﬁghfhf

SEFpa = Ly By
Niech bedzie dana funkcje

oraz
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Cryes g o
Jak wieny pochodng tej funkc_]z jest

/4///’).7 i //.xy

Odwrotnie: calXka :'unkeji

)/(x/—— ot
LY =

Zauwazny, %e wzdér ten Jest niesluszny, gdy #z7=-1, |

W ten sam sposdb mozemy sie przekom.é, %o

Sk s 2

2744 :
Nastepnie niech bedzie dang funkcja //'U’d_;fl
Pochodng tej funkcji, gly x> ¢ . Jast

/ VN
(@J’J s B
Sxaws @“‘7

G.dy zad ~t/<...0 . c P
/“"" (.= ﬂ‘?{ﬂ—‘)
lioZzna umé cba praypadki Joden wibr:
: / ﬁ“": -
Poniewaz mawy wzory

/J?/)"p-t ) (",0’3& :
(c{}dp‘:} - JJ”?Vd

J

2

bedzie

A wige

skad



. wieo

znaddlloqy funke je wzgledem nich pierwotne,

Z~£29721f}f4%&x+4i/ =

oraz
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h/%gﬁf&éxrz&ﬁféi'

g _/waqdda: =—CoHAZ ..

Zupelnie tak samo mozemy znalezé calk4 szeregu

innych funkeji, Najtainiojazo 3 nich 83 podane na po-'
nizazej tablioy

ankcja
. dana

T7221%

| piorwg%na L

Funzcja i

dana

e e —

L e

Paikaa -

'wo

“j |

pierwotna

e e e e

Chx

/u

JZJ{

Réinicskujgc_ w dalyzym ciagu funxcje z2Xeione,

o

-JQ4:+}Q£

| aa‘-+1¢?fc,'
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Stad
GLIQ1PJZ§*+<:

Uwzgledniajac nastepnza. ie

< _Rax+r
= \/a‘-\"e?“?éx +C

{ /czur#zex +c )

otrzymamy
./ == T% dx = Vﬂx "'7“-3%: +C
V ax |

‘1’- P 2 4 'f" .-.’-éC

 Uwaga, Nalezy pam1etaé, ze w kazdym z powyz-
szych przykladow“calkowanxa prawa strona wzoru przed-
stawia tylko Jjedng z funkcji pierwotinych wzgledem funk-
cjl,_znaJdujnceJ gig’ pod snekiem calki: posoltuto funl~
cjo p:erwotne otrzymamy, dodajgc ‘do danej ntala calko-
wania Kore o e ' o

Karzystajac 2 twiordsenia. ie funkcja piarwotna
sumy rdvna sig aum1e funkcji piervotnych skladnikéw,
petraf1my analesd funkcje pierrotna wiolomianu.

/p(_’ac] A P R I

Miunawiaiet

/./d/jé’/z{'ﬂe?/xa/x Msz/.x 7l S ﬂz,,_,.,m/.v,«.
e d47/;ﬁﬂig i . _
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& & c g | -x'”*'.f ..;!_','-i
g e, s 7+
ﬁ/f)ﬁffﬁfo ??1‘.{ a.f R fa 72-2 n-t 5 4 oy

Wiech bedzm dana taraz funkeja wymierna

_J.}
'_;( —
f?/»l’j mozemy przedatumé w postaci aumy wielo-

LZ(X) '
- mianu /f/»t") i ulamka a@pgx) @, w_ktorym stopien

licsnika Jf/x) jest nizszy c¢d sbtopnie mianownika

A [x). 2 ()
i A (%) = '/y/'y’L @-/x )
‘ L
VAT /A’/x/azx e
-Za.uutuy te ot -
'-m _ [—;7/'(“‘9 /"' 49—_{{{-”)(‘“" C{_.} (x a__)"

./«-f-t{lj””c/x‘ (77-:{]/.!' aj"’"f

Ten ndr ma sens tylko wtody. gy 7+ | Gdy
1Y 42:-1 to, jak wiemy
rd
S5 dre B9 /x-af |
Przyréwnujac mianownik uzemka Q/it) do zera i
reswigsujac rdéwnanio -

@/p!’j::' o
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gnajdziermy dla oL 77 réinych wartedei: @, , & a,
. & » ¥tOro pozwola nam rozlozyé 6)y) na czyn-

......

-(9/4’)= ﬂ/d’“ ) (F-ay)(-a,). - e @.,).
X

Uzamek o) bedziemy mogli prze’datawié.jaké

sume ulamkéw prostych:
L) &, b 4 o ++¢»
Gx) X-a, H~aq, I-d, A,
Gdy -obliczymy wartosdci afz . a{,, , 6{3 i t.d,
- Yatwo bgdziemy mogli znalei¢ funkcje pierwoing utamka

LX) . Niech bedzie np, funkcja wymierna
Gx) I A+S
' W Fx R o
Mogemy ja przeksztalcié w sposéb nastepujacy:
SosdT | e oy ofAd) B+ ¥,
WP ADo-Y (¥-3)(-%)

Por 6wnujgc ostaleczng poataé funkcji z jej posta-

cig pierwotnsg, zauwaiymy, ie

Ay v &y=3

Y oA, +38 =~ 3"
Razriaﬂu‘jgc i)owynzy ‘ukiad rdwnanh, znajdziemy:
a,éa ~7¥: -
& 2F

oraz
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A gatem P
' (- Iu+8 /w..._

_...._.__...._.@(,;(,.._.Jf/z dx 7/ W
“/.x‘z— EX 72 ol /

_ .___‘;/‘5/[7//-@) +7 Cx&a{k’—éj_

Jezeli pierwiastki sg wielokroins, to rozkiad us-
kuteczniamy troche maczaj niech @, bedzie piemiast-

o wielok mtn <i g,

kiem o wielokrotnodci /:)/I' t.4, v*tedy

&)= fr-a) Yr-a,) "

Rozklad ne ukamki preate ma wtedy ksztall:

/%f&ﬁ”‘i}-"('{ a)ﬂ /‘X Q)F gy (e )7

U‘Sﬁiqdﬂi'oﬁio tego rozkladu demy w innej czeded

kurau‘ Teraz egraniczymy sig do przyktadéw,
Prsypuéémy. 2e dany jest uZamek

: \/?./l’-f' Vol

%.JHC. .
P RIS i A ax+é Ba- AL /é
QXX+ C C{‘r" RER AT d;xf Jda&rfew
Wiemy, e -
0 ‘autb 0/ r =

axr ,4’1"0
dﬂf%x—ﬁc Fi 3 édq/ )
thz'rn.thv nhstgpnia. ée |
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Qz"zv‘-%xﬁ% G e~ G o 3RS 5/6/
plaadls ) Ve-dd ™Y

Gdy wige . = e G
1/ 6 >ae 1w 2 &< ac
to N
A5 {:/' /f’ ,‘,..:/vﬁv Pa J% A =
_ite T ,,f_ dox oy 8=
/ a/%‘-%'./fc - W% bxic a.c—ff {ﬁ-’%—?

J3a-Ab 4
<A yfardine e oncty $2L,

N T &
/3/ ac =&
to ipinils
Ay ""-‘8 / ax-+ 5 OLJ(‘:
./ ad{ﬁ% YAe 4 ./ va’<"-+éx+c ac”- a{ﬁﬁfaﬁxm

j? Qvl'v"é l/ ./Bc?-- ./?ﬁ Ao —
a.x“r%.wcax +/ /a.x—:-' _, =i

-/'y 4 ¢ : ‘Ba.,/é { i
it : 7"%;3’7“0 _ . .
’Za’@(ﬂ‘xy: ‘. ) @ _ a.d_‘*é

- gl :.Ajﬁ ZMIENNEJ Vzér rd 'rm% ane zmiennych przy
catkowaniu nurzyma.my ‘ze wzoru na pochadng i‘unkcji glé-
whej. Wiomr. je j@ﬁeli dy-’— ) pinie 2= fo.) 0

r
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* / //,ﬂm/] - /?"?/«9/- %)

Oznaczmy furkei; pierwotng funkeji /?,,{) przex
LX) i niech of= /7)),

/'7/{"/"-/4};‘/5//%///@6/»

| / ,
Na mecy wyzej napisanege wazoru F/U‘//“y , & wigc

dﬁ/x) - . 2. o N

A stad

Y bt LAY

Wzdr ten nieraz ponala sprowadzicé calkg dang do
prostsze], “

Przykad I, Dang jest calka:

./-(/74'- d/x&

Oznaczmy CeTN= ZL W takim ragie 4= 7‘/4‘ ]—- a/rt‘/cwf
Hn JI’-- V7- %

/Zv’/// /'f/j j" ~ ﬂ?fa 7’\"/'7‘/: '"y,_"f.__..,
/?xdr= /"ﬁ;;‘ff‘z /ﬂ.w d}f‘i“’j’%ﬂ

Plozewy nierar ostainiv vzeoadniuny woér w postaci
) : X



rnastgpujscej:
'J;; i /,- % 4
ol = S 7Y A1,
gdzie of'= f/ﬂ, za8 M= ‘/’é"/d/‘

Wérezas bedziemy mieli

anpf .///uﬁz

ginie  Cog= {,, '*../f;/)?dd.a’-n alt

Prayklad 2

L ]

7 a.’Z‘
| V/Cédﬁéﬁﬁ/ // ot
przyczem @J+(=T oraz aau’— (dvf'_ a

W rachunku rézniczkowym udowodnilidmy, ze
- o
| ©X)- X)) = wix) v lx) + o) w i)

WA V(X)) = / U/x). v/{/ =~ V(). 2 (X)
Cazkujgc to wyraienie znajdeiemy, Za
/ 2@ v/,yafﬁ U(X)y(X) /v{x) wiX)alx
Gdy podstawimy (5{1;' zemiast oA X oraz ol
zamizgt u.(X}dq’ , otrzymamy wzdr:
J/EOCév’s ZAQT:/thﬁA;

ktéry nosd nagwg wzor + na. c¢cazkowa-

stad

nie prass creofad
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Prazypomocy tege wzoru bedsiemy mogli, np, sna-
le4é ocatke funkeji Leg.t
»/Q%ydc%a'
Jezeli bedziemy tilwaéali 4%;/»{’ za 2, zad X
za A2, to bedsiemy mogli napisad:

/’%7,4"5/,3’: Xﬁ'?x —:/”.«r'-:g" "—— ,?’J;ijx—uf‘—f-c.

DOWOD ISTNIENIA CAZKI DLA FUNKCJY CIAGEEJS 1 §CI-
SIE OKRESLENIE POJECIA POLA, Nisch bedzie dans funkcja

ciggta : J: ff/m,;)

Obierzmy na odpowiadajgoym jej wykresie /rys,.az/
_//'
punkt staty # oraz punkt -/’/%O‘//,'Nazwijmy
| - pole figury /2447
cy : '~ przesz S . Gdy punkt
/%{ppsuwaé slo bedzie po
krzywej, te, eczywidcis,

pole bedzie sig zmieniad:
moeny wigo uwazaé_te po-

" lo za funkcie ddclete]

- punkbu ./7], Y0, A
“X - Mokemy utworgyé pochodng

tegn pola wagleder zmisn-



