ktdry bedzie moi-

ne 2atwo rozwigzad

X wigc znowu jaks ob-

wiadnie paf&bolé.

PUNKTY O30BLIWE,

Nioch bedzie duna krzywa:

Y S Y/=0 |
Przypuéémy. 30 istnieje na niej taki punkt~422?;(/
v ktérym | -
Y )fi;ZﬁY})ﬁV;f?
15 prXY/)=o

. Dla dokZadniejezogo sbadania tego punktu praeniss-
ny do niego poczatak ukZadu apélrzednyéh:Podstawiajéc:



otrzymemy réwnanie denej krzywej » odniesisniu do nowe

S5 oy

Rozwijajac nastepnie ta funkcje w szersg wedlug

go ukladu

wzoru Taylora, przedstawimy jg w postaci:

A,y /M//xff/,:y// 7/*2/,:/,/*
* Ly /.///g»z/ //f//fﬁ//p

 Ponieves punkt A /2, %/ loiy na kraywe] /1/,
wigo pisrwszy wyraz powyiszej sumy zaika. ’najdimy
spbirzedne punktbw przecigeia sie danej krzywej =
prosba o riwnanin:

| o i
gdzle Zﬂ jesd spokrzjnnlklem katowym, ¥ tym celu roz-
wigzomy metodsg podstawionia uklad réwnash /4/ 1 /5/:

/6/. viZ}d?éé;/#i%éaéﬁﬂif‘ﬁiz;/i//’/ﬁg?i%g;{ééﬁﬁh
A M 20

JBZB]l punk* prieciecis ma byl punktem deWpJnjm
#odpowiadzjscy my 91§;w1g§pak_uﬁ§adq_?uﬁngﬁ dwukrotny/

to, jak wiemy, musi byé speiniony warunek:
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v Lt p

e e
) Ty <
e czyll
.« /«f//’//f {///_.4%_0.
18, Wynika jednak z_
% i | zalozema, mianowicie

Z réwnan 2/ 1 /%, :?a ten warﬁnek jeat 2pelniony dlu.

kazdej Pros.t.fai.a. wyrazonsj przez roéwnanie /5/, niesza-

loznie od jej spdiczvnnika katowego Z o Ka,%da'prgnt.g.
Wi e ,» niezalognip od wartosci parametrn z. ma ‘w
puskeie ¥ punkt -wukrotny, wapdlny z krzywa, A za-
bem # ré}méniu_/é{ pierwszy skladnik _zni}migag" z pozosta-
Iyoh skiadnikéw wylaczymy przed nawias czynnik ~\’2: kté-
ry bedais moznae przyriwnad do zera, Réwnanie /6/ apro-

wadzi sie wiec do rownanis:

S //szzf W2/ /; //z//f Ly, (80

'_ Spol ynmk ksa,mwy Z‘ nie ma dotychczaa wartoéci
omacmhej ilozna w:r.ga_maza.dac. aby puakt przecigeia
prostej 3= ZX .z dang krzgwg byl trsykrotny, Taks -
prosty nazwiemy styozng w dcislym znaczenin do krazywe]
dansj w p. ./f"' . Rémnanie /7/ bedzie posindulc wiwozas

piarwiassbek =€ |, a wiec :

S f W2 ) A )0
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. To réwnanie jeat. atopma drugiego waglgdem Z
mcﬁna zatem znaleié dwie wartodei 1,93 smisnnej: 4 i

;2  Oznec Zmy :

(< foy )4, e

Wéwcz_as ‘warunek, aby punkt przscigcia byl trzy—

Az‘*d/f/m—-fy

krotny, przybierze postaéd:

‘éé’f,ﬁc__

S‘ba,d w1dzm3r cdrazu, ie jezeli ae-— *g‘a)c? to

licanik powysssego ulanka jest dodatai i dany tréjmian
mic woks Bust ale #eces; Dayll nise ntae gogiater plers
wisgtkéw rzecsywistych, gly a¢- € X0, to tréjmian
posiada dwa pierwiastki razecaywists, rdine: »Zl @ f
gdy za8 Af€- 5 =0 , tréjmian posiada dwa plumlaatki
racozywiste, réme scbie: Z=Zp o

| 'Swzglgdnia‘jgc 56 ,f:.—?.’;. badzm WO p?zad-—
sbawid rénncmm [/ w pustaei:

/9% cux +-€5x(/+<2j/ ﬁ&/lf/.///"

B Stad zas jeat widoczne, Ze yi apit pocuatlkowy A 0/

eal pisrwviastkiem réwnenia, W ;rzypmdku gy aw- 4‘370
Jgs_i; tq't_.gzw,l punkt ocdoscbnio ny: WO~
n& zatoczyd z nisge, jeko ze Srodks, koo Yak male, aby
nie bylo wéwngirz tego ko 1a imuych punktow krzywej- I,a

two sig prrckosd, e Y jsat punkitem peawdinym kruy-
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waj, nie istnisje jednak dle niego pojecie stycznej,
. Jeieli €Fae=0

t obie stycane w punkcie ¥
sig zlewaj3, gdy krzywa
/ lesy catkowieie po jed~
A nej tylko stronie ?éi.P°E
R, 14 | ~ dwdjnej. stycenej, to two-
o rzy ona t.zw, dz i 6D
1 | /rys.149/, giy 288 Po_obu
///’ gtronach mamy tzw, punk t
| zwrotu/rys 150/ Je
U zeli wreszcio ac-£€°<0
to dwie siycune w poczgt-

ﬂqq,lfb‘ | ku ukiadu maja rdézne kie-
o _ ~_ runki 1 otrzymujemy
punkt podwiéjny krzywe],
Pawvﬁag§“tao?jg_pgng;§w wielokrotuych mozna roz-
wijaé v dalesym oisgu i ssukdé worunkdw, sby dany punks
vY byl punktem traykrotnym, csterckrotnym i ¢ d;

. <Jezeli np, przscigeie 2 dowo lnag sieczng
jeat punkbtsm trzykrotnym, to: )

al*p i 2élrc=0 /tozaamodciowo/

d?-::d’/' g:ﬁ/ A el 7



149

Ostatecznie, jezslt Y ma byé punktem potrdjnym,
to murzg byd spedniéne warunki: ; ‘
A0 ff’//y)sa - / /)= 0
/”//}1"]" ' j //Jf/,é?
| 9, Jpa)- 0
© Tu wozna znowu szakac takigh wy;z;tkowych hecznych
/styoznych/ dla ktérych punkty. przeciecia z krzyws by—
: Yyby czterokrotne, tago
rodzaju sigcznych zna-
lei¢ mozna trazy /rvs,’
121/

W ten sam nposdb

Iqun'a. padaé punkty, kté-
rych wielokroinodé wy;,-
Iram sig liczba <, .5' i t.d, | | '
P rzyktad 1, Nuw‘“ bedzie dana krzywa.
/f/xj} S A=
Purkt. pocz&wuzy Y /0 0/ jest punktem v1elokrot—

w0, frinnf3< o it a_

Zbada]my. Jakq. liczhg wyragi cip ‘]tbo wiolokrot-

nym, gdyz

nodé Znaidziemy w tym celu pochodne rwdu drugiego:

==t f ()0 foaf =R
Dla. -punkta A be‘a.a. one odpowiednio réwne 08,2

1

pomewa? ostatnis pochodna jest rdzna-od zera, pvir

AWALIZA I Arkusz “9-ty



- 430 -

jest dwukrotny, Rozwaiumy tréjmian:
| a;Zl'a.f-Z{Z‘fz‘EZZ“"-O

Posiada on dwa pierwiuglki rzeczywiste roéwne:
t:=z;,_==0 _ /tu &C€- £%0 / Mozne wiec poprowadzié
w nim tylko jedna styczng av ¥rzywej, ta styczna wlas-
nie jest of X / =/, beﬁ'aca zarazem osig symetrji
krzywej, jek to wynika z jej rdwnania:

| Ly:::-a‘%

hatwo jest te krzywg wykredlié, znajdujgc jej punk-
ty pruzecigcia z proata: e .

I
1 ol

| . '
7| / Podstawiajgc mia-
L , nowicie & 7% zamiast
: 2 ;
f/f 7 do réwnania krzywe]
ois” e zrajdziemy
AN ‘ xa/f%--«(jsﬁ

skad réwnania:

C g ISR,
b %

I \
- \ - oraz. AR
* T
a=C /,vtedyj-:!“/
daig wartoéei X ¥ punxtach przeciecie 2z p‘roatquf‘"

Kroslac wiec sieczne o réz'f.r;ych"spélczyﬁnik&ch kg~

tovveh d » - Obrayuamy na praeaigolu niy ich :tf odpo'\r'i.ad-'
wiemi rzednémi punkty "kr,zywa ¥ 0P



=% v /‘J’?“’»
A 4 5 X= 7 -]-"—'fj
'=,Z, X ¥ :js f;
73 ;  x29 =7

Wykres te] krzywej _,eqt przadstawmny na rys_ 152,
Preosykad 2 Jest dana krzywa:
//zyajfxix‘-o.
Znalezé wielokrotnod¢ punktu poczqtkowego /1/6)’0/
W tym celu obliczymy pochodne:
/,;:-.e,n-ax". ks d
fi=-24 G ; foy=0 e 2 |
Podstawiajgc dla punktu ,/y _y, J.,a 3 otrzymamy
///y/- //./J!/.. /W_, '
fol e £y 0; Limia

Drugie puchodre nie sg juz wszystkie zeramih punkt
VL4 jest wiec dwukrotpy, Peniewaz &C€- J,.-%’(b mo %=

na poyrrowadzié z niego.dwie rzeczywiste rdine _s_t.g:*_pz_ne

3

do krzywej. Dla wykredlenia jej znajdimy przecigcie 2
V.3 i

prosta =
: < o ta i =)

czyli - —1"/(“‘!*-«?'}’
akad _ o= Ot
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h zalem | - /o 7Y
Podstawiajac dla ¥ rozne wartogci, otrzymamy spol
rzegdne odpowiednich puiiktow krzywej, Proste o spdtczyn-~
nikach kgtowych fel*! /dwusieczne katdéw pomiedzy ¥
oA i 0] / s .styczne do krzywej.
Przyklad 3, Inelesé wielokrotnosé pwltu

poczglkowego krzywej:
..A./ A ﬁj

W tym celu obliczymy pochodne pierwsze:

2/ =2 —-Z.x; —{‘ <

2x
oraz pochodne drugie:

e Sext2 ; ‘2’!“0) ;—)’,é’ .

e PA. f]

Poniewaz dla punktu . J#O purkt ten jest

dwukroilny . Znajdimy przacwcm du.rw.,;] krzyweg z prostg

'(/-z Zx :

czyli

XXy /é"i 0 ;
WY ot st Y0
A zatem o
- xir+8%0
kg ¢
T a=17-7%
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e (7: VAP
| Podstawiajgc Lozt , otrzymamy styczne do krzyQ
vej

ROZWINIETA I ROZWiJM&CA.

Niech bedzie dana krzywa:
2% Y
i na niej punkt Y Ao ,_‘%/. Krzywizng Iuku krzywej '

w tym punkcie nazwalismy stosunek

LLP4
ay 7
Odwrotnoﬂc teﬂro stosunku jes! promieniss krzywizny:
J 1) 7= Z2
| "/y!‘ > - Jd ‘
Wiemy, ze :
k-
oraz
de= Y di*sdys DitYiry®
| skgd _
a. . ’ . Jﬁ' -
473 3 - / 2
/e/%' . wigc _-{,-7

Ao odX _
7/1/ 3’5'3’ j"!’ CPOA = So97 K
Aby promien kr&ywuny byt zawszc wyrazony przes
43.:-1 SN e ke e, W.Jhlf! L1y ’Lalu leunk na

Toku jaha do;iatni,“.,.;;- iulk & r‘.sl ragew 2 kytem ©C



