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Cigg wige w tym wypadku gra.nic.y nis posiada, Wy-
konywa on wahania nm&konczone | 2 d

“gf, ¥=—4 . W takim razie —Z s —/ o * ’

Jost to cizg, o ktdérym byla mowa w jednym z przy-

kiadéw poprzednich, Granicy nies posiada,

POJECIE PUNKTU SKUPIENIA,

Niech b@dzie deny zbidr liczb: 24, %, U,

Mazamy go przedstawié geomctrycanie, odkladajge
na prostej punkty, ktérych odeiete sg cdéwne liczbom
danegé zbieru, Przedzia*em liczbo -
vym nazymea 8ig 2biér Wﬂ"Vﬂt_r-'

kieh liczbh, szsawartych mie-
‘ ' ,ﬂ'

.

degy dwviema liczbami & i
/przytam_wke.c"vn.y iiczby <O
é -/ oznaczamy go praow 4{) /) Liczba ¥ nale-
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Zy do przodziaiv, jeseli geome-
O 2(-1 2"’; 243 -
A R tryczaie odpowiada przedziasltowd
_5%¢1_4az. - odcinsek AB,

Otoczemiem nazywe sig prze-

d zial zawierajgcy dang 1lie zfi'
be jako wewnetraznag sesama 1ica-
b a do oetocze nia” nioe nalezg Y.
¥ intorpretacji geometrycznej jort to odcinek we-
wnatrz ktérogo lezy punkt dany .
~Punktem o kupioe-

nia danegozbio-
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maitem“otoczeniu jesy ries ko -

czenie wiele liczb cvanego
% b 1.0 ¢ 9y

Okreélénia punkbtu skupienia zbioru punktét obrmy«
‘wmany, zgmieniéj@q W powyigzenm okresdleniu . towvo ¥licz-
ba" &lowe:. "punkt ",
Hﬁ; eiag‘_‘
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‘wosisde dwa punkty skupienis O 1 4 TIvintnie, w de-
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wolnia melem otoczeniu punktu 0 jest nieakoticze-
nje - '5?"...{,1(! wyrazdw ciggu, wy;:-a_'zéw o wakainiku nieparzy-
atym, ,
Nioch ny. otoczenie ,/48 réwna nie /&O(jo 7(*;08’:753

W tym otocgsniun zna;du;a sig muy Py
/00 7627 20¥7°
Moglibyémy A5 zmniejszyé;

+f3 0 B Cf D pozostaloby w nim nadal

‘__%4 o nisskoficzenie wiele pun-

ki,6w zbioru, Drugim punktem ekupienia jest iednodé.

rzecay aameg, roznica miedzy Jedmscw i wyrazemi o
nkaimkach parzysuych rowns sig odwrobnodei liczb
calkowitych dodat nich, o |

Niech bgdzie ap. otoczenie CP= 706" g snajdaje sie
v nim lzczby \

AP0 oz N
{07 :[Oﬁ'f’ jaji“/‘

Wldzmy w:uac % tego yrzyklam e cisg: moia mi‘eé
Xilka punktnw skupienia, Fidflm} takze, ze punkt sk:i-
piania moge do zbicry /dle kidrege jest punktem sku-
pi'énia/ ni'e nalafza;i t,izs,g mﬁe mie" vw-Lorlc"umq
la mktow skup&ama, np G&!}éh o nzn o ¥a¥y3b och
punktdw wymiernych. pr zaﬂmahﬂ sJatie a4 punkty, sku-
pionin 'bnkxggg. ..cxagcu?/
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Uchwycimy najlepie] rdéinice mipdzy granicy, &
punktem skupienia'hrasﬁ ﬁaréﬁnﬁnia jodnego i drugiege
okresieniz; Jeieli punkt ma byé punktem skupienia, wy-
starszy, aby w jego dowolnis malym otoczeniu byio nie-
skodczenic wivle wyrazdw clggu; gdy zaéd punkt ma byé
pranicr, to w jego dowolnie madem otoczeniu wmusza sie
sndjdowad "prawie" wsaystkie wyrazy cisgu; Pojecie pun-
ktu skupienie zawiera jeke przypadek szczegdlny poje-
¢ie granicy - granica jest zawsze punktem skupienia,

Punkt skupi .nia zad moze nie byé granics,

TWIERDZENIE WEIERSTRASSA, ¢ isg ogr.an i-
czony od géry i od do2u 3

/z2bi6r punktiw zaw‘m.,rtlychnao d-
cinku skonvczonym/o ile =& k1a-
da si ¢ z nieskonczoneéej 1licaz-
by e1lem o n téw 1lic z b, a 1bo pun-
kt 61/,)_ poksiada pr _zly‘na.j-m_nie j
jeden punkt esekupienia,

| Utiérzmy praekréj w dgiedsinie licgb rreczywistych
Kasdg liczbg a salicsamy do klasy nisezej jezeli jest
nieskofcyunie wipI; liceb naszegod zbiore od niej wigk-
mzych, keidg zZad liczbg A , dla kHérej GLsn warunek

nie jest spelniony, zaliczawy do “Juay wylkswej. Prze-
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kréj jest wigc okreglony. obie klesy stanowig zbidr
wgzystkich licab rzeczywiatych;cz<:/£,ﬁ&dna klasa nie
jest pusta, gdyi istniejg liczby 27 i M, ze rrzy
wielkim » 2 e <4
'Nazwijmy przez <C liczbg wyznaczong przez ten -

przekrdj, Ta liczbae wiasnie jest punktem skupienia,
Niech ¢ oznacza dowolnie cata liczbe /’ddcinek/

W otocﬁeniu liczby o

RS (-2, et &)

A jost ocrywidcie nieskori-
Lﬁ%%fg czenie wiele wyrazdw zbio-

ru, & fo dlatego, %#e 5§ w nim licszby kLlasy & 1 licz-

by klasy A ; zgodnie z okredleniewn tych klas migdzy
dowolng liczbg klaay ct. i dowolng iiczbq kl@éy b
musi 8ie zewierad nieskoﬁczenie wiele liczh_danego
zbioru, Twierdzenic wigc jest siuszme,

TWIERDZENIE , Jezeli cigg posiada granicg, to jest

ograniczony od géry i od dolu, przyczem posiada tylko
jeden punkt skupienia: ‘
‘Hiech bedzie dany cigg

'Z.cjj M:z., 2(5!. A At

Praypuddny, ke faden wyrez jogo nie powtarza sig

2, —F R

n:eohonr 20N 1loac razy, Punkl . 4 Jret gran1cq To

nacsy, & Wﬁzvttklﬁ wyrazy cingu, nocraWeay od wskaz~-



nika 72 sa zawerte w przadziale, i &, ﬂ“" a—fj
a wige zewngirz tego przedzialu jeat tylko skoficzona
licaba wyrazdw; Musi -

wigc istnied punkt -,

7L {-7 2 B M rezgcy z¢ wazystkich
G L ' ,
c e punktdéw zbioru najbar-
7 dziej na leweo, tak sa-

mo istnioje punkt M znajdujacy sie ze wazystkich pun-
ktow zbioru rajbardziej na prawo, Wezystkie zatem pun-
kty sa zawarie w przedziale /m,ﬂf) . Punkt A jest
granicg, wigt w jego otoczeniu sg "prawis wszystkie®
punkty zbiorwu; Poza tem atac'z-er_xiem /’ A= E',' ﬁ‘“ é)
jeat tylko nkofczona libzba_puuktéw zbioru, & wige we-
,w’mtrz przedziatu nie moie byd (/?“ cc.'._) /9'-{- 5,) pu,.n-_.
ktu skupienia, Poniewai &- jest dowolnie male, wige '
,miedzy A-& i A+E& nie moze byé nowego punktu -
skupienia, - |

Josli jgkikol_'iis-k' wyrez ciggu zhiatﬁego 'powta_rza
“sig nieakoﬁczonﬁ.'linzw razy, Lo on wlaénie jeat gra-
txié;" = Zewngtrs przedzialu / a-¢, a “’"'&)
Jest tylko skofczona ilodé wyrazdéw, iaden wige inny
®yraz nie moZe nisskonczong liczbe r'asy' gie powtarzad,
Dalnzy ciag rozumowanis niczem sie nis rdini od po-

arzedniege i1 prowadzi do tego sume o wnioaku:



TWIERDZENIE ODWROINE, Je ae 1 i pewiwen
iag lub od_powie._daja.cy mou
" tylko

8
ienia 1 jest

9]

zbidr punktéw'pcsiad
jeden pﬁnkt skup
ngraniczeny od dofu i 0od géd-
ry, to posiada granicoe,
Niech Zdw , bedzie zawarte w praudmale /m, ﬂ)
i nmch./{ hgdzm purktem ckupienia, Rezpatrzmy tray
- przedziaty: /% 3/
o L /BC/ i /CHY, gdzie
ﬁfy{:. L/? A jest srodkiom odcin-
ko SC | ¥ preedziatach /m 3/ i /CH/ jest tylko

'vakoﬁczona liczba elementdw zbmru "prawie wszystkie”

Z208. miszg sig zpnajdowad w przed-zialé /ﬁ,C /. Istnic-
Jo ’;z'a.t_'em taki wakaguik /o , pocazgwsezy od'kt_érqg'o}
wazystkie wyrezy naleis do przedsiatu /B,C/. |

: Pomewaz rczwazdme Lo jest siusznoc dle dowolnie male-v
& edcmka J{C ngc w dowolnie ‘walem otoozemu pun«-
ktu .A “gnajdujg sie "prawie” quyatkm punkly ciggu

i cigg posiada granice,
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OGﬁLNE KRYTERJ UM ZBIEiNOéOIt Twierdzonie I, 2

Jezelii ecisag posiada granice

to roznica pomigdzy juwego WwWYyTra-

]

zami, poczgvszy od pewnego
miojsca..jeatn dewolnie ma i 8§ .
\-
Przypusimy wiec, e
’lg(:;-{ e C’t
PP — pa?
- . _ < ! N
Jezeli vwybierzeuy dowolng liczbe © 7> O to istnieje
takic /2, 2o gdy % 1 777 bedsg od Jto wigksze, %0
 Je, -] < &
Takg jeut tredd tege twierdzenia,
W istocie istnieje taka liczbd 7% ie dla 77>770
zchodzi nierdéwnosd
el @< o
i dla . s
' ) | L
/'2'6?)4 "'"U'L/< ,2,
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Dodajac te awie nierdwnogci stronami, znajdziemy,

i / 2l = 24,,,,/_—./@/,,,, -& )+ - za,,,)/{/-%~a./+/z¢,,_,-a/<é

CWIRRLZEHIE QDWROML .. SZusanem jest rownioez twier-

‘gnonie odwrotne: - je s e Li w ciagu r 0 i-
nica pomjedzy wyrazami po-
czgwgsgzy od pewnego mie jsca

stacé¢c esig mo ie dowolnie ma? é

MLtz 1, irkusz 8-my.
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to cigg jest egranicsony |
posiada jeden puskt sknpie-
nia a zatem posiasds 1 grani-
/ .
¢ ¢, Utwérzmy przedzial
(- &, etnt )

Poza tym przadzialam moze

r"‘\,,"\

_m ___,__j;;_“______f,_”_ si@ znajdowaé tylko skorczo-
(w; ig na liczba punktéw,  Igtnieje
wigc punkt f,"? poiozony najbardziej na lewo i punkt M
legacy rnajbardziej na prawo, Cigg jest wigc ogranicszo-
ny. Ale przedzial (g~ & Ut 5} =4 & w ktérym za-
wiara.sig nieakoﬂcienie wiele wyrazdw sbioru, jléat do-
wolnie maly, Musi zatem istnieé¢ w nim jeden, ale tyl-

ko Jeden punkt skupienia

: .c.*}...-.,

St

Prie jdémy toraz do badania fnnkcai dla ktérych
gmienns ~¥ moge przybieraé tszyatkia wartoéoi danego
przedzialu, stanowigce continuum Hienh vige bedsie da-
na funkcja //[-Jf) ’ okreélona w pftedziala, danym przoz
A<x< &

warunki

Zbidr  l.iéah. rzaczywiatych
tego przedziatiu jeast nieprze-

liuzalny,nie mozn"a- g o P 06 nu-
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merewac tak aby sie utwoerazy!
¢ i 8 g, Gpstodd i zamknietosd zbioru nie daje sig¢ po-
godzié z jego przeliczainecscisg, .Prnypuﬁémy bowiaﬁ, 20
udelo sig nam ter zhidr ponumerowad . Ustawmjr wartosc
¥ cigg nastegpujacy:
(0 %, %z, & . . - .

Rozpatrywany przez nas zbiér liczb jest rdwnej mo-

cy ze zbiorem liczb rzeczywistvch, _za.wa.rt.jrclh 'pomied'zy
Qi 4,

Mozne te zbiory sobie podporzadkowaé np, zapomocs
WZOX«, A A
gdzie | a xt.s4

Dowwdziemy, ze zbiodr llczb rzsﬂzywiatych, za-
wgriych miedzy 0 i A4 Jas'o nieprzalmzalny, l tym
celu wybmrzmy W naszym ciq.gu pierwszy koloi iyraz '
zoioru, legacy pomigdzy ¢, i i /na odcinku /0 J’/
i ozpaczmy go przes. Uy Nastegpnie niech ci",a ozna.cza
pierwszy wyraz ciagu /I/ na przedziale pomodzy u¢ i
¢, ; niech %, bopdzie pierwazym pomiedny .,&1 %n
i ‘bd W przedziale miedzy Uye-+ 1 . wszyatkm wyra-
zy wajg wskainik 22°> ¢ /.

| " Otrzymamy szereg przedzia-

O Uy oy U 4 1éw, lezacych calkowicie

/1%5

Wt jodon wewnatrs drugiego,
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Lewe konce tych przedziaidw tworzg ciag rosnjcy:

(Y 2§ Uiy Uy & s o o
& prawe Cigg maie jguy .

LE) Rl 7 U 0y e s :

Oba ciagi posiadaja granice 4. ¢uore nie jest wy-
razem zadnego z ciggow //7 ani /»c/ + groces tworze-
nia sie ciapdw jest niaeskoriczony: Granice ta jeat wspdl-
na, Gdyby bowiem pierwszy ciag miai grunice 2¢¢ a dru-
gi granice 264 to miedzy punktami 4§ i W/- nie bylo-
by eni Jednago wyrazl naszego Cifgu /:é'} co jest niemoz-
liwe gdyz cigg /j ma obe jmowat wuzystkie vunkty prze-
dziaiu /t?, 4) ra granica 2{ jest zawarts miedzy O i./)

musi wiec jako liczba daiego zbioru posiadac¢ powien
wskazinik j:) . %8 sposobu tworzenie ciagu ey %L’ Uy,
..... wynika wiasnosc nastepujgca: '

Jesli U jesti zawar£y mipdzy 4 i U, w takim .
razie musi byé < > 7% tok smme jesli 2o jest
zawarty miedzy Z( i 7%,, to wekagnik d" =7y . Wo-
gole jesli wyraz 7( jest zawa“ty mwdzy ’J(,,/_, I Cfors
to wskaZnik nS}/)./, +2.

'ls'ka.zml;i /,,v!,) Ngy Ny o otworzg cige rosnacy nie-
ogranicgzenie, istnisjo zatem wskaznik @7 >7/°' Do~
szhémy wigc do sprzecznoam wskazniki wyrazdw wewnalrsa
grzedzu.lu Z(q,‘ Uy +4 maja, jai widzielismy,
wskaznik wi_ekszy lu_b rowny ’?M—'*%’,'a wige wskaznik P
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jako odpowiadajﬂcy"ﬂramﬁi ravartemu wewngirz ta-
kiego podzialu jest ;:»fna'%»?;Juo jest niamoiliwe wobec
tego, 1% A< 72, Doszliémy wipc do spraecsnodci, Osta-
tecznie: Zbi dr weszystkich wart o-
fci liczbowych miedzy O id a
viegcec w kaidym innym przedsia-
le jest nieprzeliczalny,

GRANICA FUNKCJI, Przypusimy, ze funkcja %’Aﬁ}

jest okreslona dla wTszystkich wartodci X w przedzia-

le /42, ,4’.3'.. Pod wyragzeniem *%;-fcsiada pewny wias-
noé w otoczeniu punktu C nalezy rozumied, io ist-
nieje pewne "otoczenie punktu C; wewngtrsz ktc’ar_elgo -
wozyetkie wartoaca. (% dang wiasnogc ponia.dajd t J

40 igtnieje taki przedzial /ﬂ’j) zawierajgcy C e
dla wazyatkich wartodci ¥, zewnatrs tege przedzialu
précg, byé moze. same j wartosci C /(W posiada dang
wiasnofé, Tak np, funkeja #oe)= - ,s"” w otoczeniu pun-
ktu zerowggo jest mniejsza od jednodci alboriam iuﬁ-w-i'-?;:_\
niej» otocgenie np,[ £ 4/ w ktorom warunek éowgislz

N o,
i el
\

zostaje speiniony, L
Jeizeli funkcija ;Z(Jﬂ v oot 8-
czeniu punktu C zbliza ule
do wartoséeci stalejj tyle i-
le wymaga dowolnie matlta mia-




