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teran} za$ punkty, ktore odpow:adaJa ciggowi /2/ 1i-
ter&ﬁ/dpomedmm wskaZnikami/ Punktyff- JKan
przeplataja sie ze sobg, jednak odlegloéé miedzy nimi
moze byé dowolnie malg, A wiec grenica miedzy punkta-
miﬁit% moze byé tylko jeden punkt, mimnowicie odpo-
wiadajacy liczbie <« /rys, 17/,

W ten sposdéb wykazalifmy, ze zachodzi odpow1ed-
niocgé miedzy teorjs Cantora i teor;q Dedekinda,

Teorje Cantora moznaby przeprowadzié niezaleznie
od teorji Dedekinda, jéko calof¢ wystarczajgca samg
przez sie. Trzebe byioby w takim razie za pomécq cig-
géw okreélié réwnodé lub nierdwnofé liczb, zdefinjowa-
nych przez te ciggi, a takie dodawanie i mnoﬁenis w ten
sposéb okreéloﬁyoh liczb, To wssystko mozna znalezé np,
w "Toorji liczb niswymiernych" prof Sierpinskiego, dow

_kqd odsylamy pragngcych gt ebiej poznaé tecrje Cantora,

POJECIE FUNKCJI,

®Pojecie funkcji jest {o pojecie odpowisdniodci
pomiedsy dwoma zbiorami liczb, Przypusémy, ze XL 1h/ 58
liczbami dwu réinych zbioréw, Cdy liczba X zmieniad

sie moze dowolnie, prazyczym poszczegdlnym jej wartos-

ciom odpowiadaja okreélons wartokci zmiennaj(;{_. PO~
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wiadamy, ze liczba(‘y jest furkcja zmienne] niezalezne]
X . Odpowiednie wartpéci mogg istnieé dla wazystkich
lub tylko niektérych wartodei ¥, Gdy dla kazdej warto-
gci X istnieje tylko jedna wz‘ar'boééc_y, wtedyclj na.zywé.
sig funkcjg jednowartosciows; gdy zas kazdemu X odpo-
wiadajg 2,3,... lub wiele wartoéci;-/, to méwimy, ze jest
funkc jg dwus,,tréj-...., wielewartodciowa zmiennej.X,
Zaleznod¢ pomigdzy zmiennemi podanae byé moze w sposéb

rozmaity, Czgsto okresla ja wzdér algebraiczny, np,
A=
m =X Z,
J A*+d j s y = A

Réwnie dobrze moze byé podany zwigzek zapomocg konstru-
keji gieometrycznej, Niech bedzie dany np. odcinek E8=a
i prosta prostopadta do niego w punkcile" Odmierzmy na
tej prostej dowolny cdcinek SAC=x ,potaczmy punkt Cz
Bi 2 punktu]f‘ spusémy na~3C prostopadig J?ﬂrg W ten
aposdb zalezno#d miedzyj iX jest okreflona, Gdy-¥ od
zera wazrastaé bedzie do nisakcﬂczonoéci,cy" dgzyé be-
dzie od 0 doa. Te samg zalsinoéé mozna wyrazié zapo-

ocg wzoru,

Mianswicie o BCJ
XX = C‘y’l’a’wxz
3Tl

iy .........C..('...:'_t._ = & .
J Varur Vi +4
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b z*tego coru widaé, 2o gdy zmicmna<l od 0 roé-
nie do mesksnazomaﬂ /Cu w::mauzen’y symbolmznw: 0—>¢
tgj od zern zdaza doq/ O—>x/_

Kozwazmy bteraz inny praykiad,

Niech bgdzioe dane kolo i dwie
styczne do niego, "*oprowadzon'e

nraeu konce a’m;dnmyﬂB Gdmi

D my ne jednej atyoczne] .A C =X
47 ' i 2 punkou C rmpljdwe.dz"my trze-

o Ng- cig stycsry ¢ koia, Odebnie
& oxia na sitycwsne], vrzschodzg-

cej pri6z z—u‘fk*B sl BDay : “en sposdb zales-

7 ,

4¢ ‘day\/' 1 jest ustalern, MoZne ja syrazic row-

l‘../

T 1:1 8% 2% _p_nmo_ca. WZOru,
; | 7 podebisvatwa tréjka-
2 tdw COMiﬂDDWy;ﬂikf;'
CM:0M=0OM: MD
OM*> CM-MD
T datawiajge zamiast OM
B CM3 MD ndpowiechiof, X
' :y, u»“t:‘ilfmj
A= Y

: “& atad

oy

2
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Klagyfikacja funkcji, Oprécz wyzej podanych moz-
na znalezé jeszcze nigskonczenie wiele przyktadow za-
leznosci funcjbnalnej Aby zaznaczy¢, ze liczba \/ jest
funkc ja zmienne d..?(_ viszemy: ‘y"f(x) v=¥(X) i t.p.
W zaleznosci od tego, Jjakiego rodzaju amq,zek zachodszi
miedzy zmiennbml, mozne. funkecje rozklagyfikowaé,

Do I klasy zaliczymy tekie, jak y...;( j*-diz’
wogdle (7*,1‘ . Wykreslajac te funcje, zauwazymy, Ze

ksztelt ich zalezy od tego, cay wykiadnik 20 jest licz-
ba perzysta, czy tez nieparzysta /petrz rys .6 i 8/. W
~plerwszym wypadku krzywa przechodzi przez cwz.-a,rflci I1i
‘11, w drugim zas przez I i 111, Wazystkic krzywe wyra-
Zons rﬁwnaqiami 'J-.;{ gd216?2= P4, przechodza przew
- te same 3 punkty, a mianowicie: /00/,/;(1] oraz (-Z,7)
s Im wykladnlk L jest wwkMy, tym kr.ayvra. jest jakby bar-
dziej eptaszczong i kszlall jeoj bardziej zblizony do
kaztaltu, zesznaczonego na rys 20,6 W w;;rpadlcup gdy 22=

~ 2k+d, krzywa zamiast przoz punkt (-7, /}, przecho-
dzi przez /-—{)-{J, Ze warostem wykZadnika 22 czeé¢
krzywej w. poblizu poczgtku ukZadu coruz berdziej sie
-zbliza do osi X i zdgzua do ks-atal:l‘pu. z&s-nac.,zlonago na,
rys 21, Z‘auW&ﬁyr-é' jednak nalegy, ie ata zalnepo 2. kruy-
. Wwa ksztoltdéw granicanych oa_ii_.aigne,é nie moge |

W podobny sposch moiemy %kreéla’é funke je wiece]
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.omplikowane, np,: _V=J_’ "4_54:5}-.?:3:*10 '
Wszystkie te funkcje sg wielomianami wzgledem X,

s6lny i 1 ksztat jest nastepujacy:

= P(X) = @ X"+ a5 a 15 a, X -t v

o | Fupkcjs te nazywajs ¢ig

| tez fumkcjemi wymiernemi
., calkowitemi 72 stopnia,

/i One wladnie tworza 1 kla-

: / - 8¢ funkcji, frolspsne Alaog slamo
' w 't zw, funkcje wymierne,

,z/// 4  Dadza sig one przedatawid

w postaci ilorazu cwuch

/ wielomiandw:
/ﬂ,{ : L)
v & y A&

. Do tej klasy zaliczamy

/ warystkie funkeje, ktére

o 88 wyrazona za pomocg X

//'61 | /  brzez dodavanie, odejmo-

// wWenie, mnozenie i dziele-

// _ nie w skoficzonej liczbie.
L _ | W wypadku szczegélnym,

gdy misnownik G /t)jest
liczbg stala, 7 staje sie

%Zz' v
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wielomianem; tak wigc I klasa funkcji zawiera sip jako
szczegdlny wypadek w klasie II, t :

Zwykle zakladamy, ze ZD{J() i Q(J.’]nie posiadajg wepdl-
nego czynnike,6 Gdyby bowiem takowy istnial, moglibyémy:
przez niego funkcje skrécié, Nalezy jednak zauwazyé, ze
usuwanie wspdlnych czynnikéw zmienia nieraz samg funk-
cje. Wezmy np, prosta funkcje ‘:y-_-—:%- Mozna jg zastag-
pié przez ‘é—f- 7 tylko wtedy, gdy X jest rdzne od ze-:-
ra, Kiedy zas J=0, funkcja przybiera ksztali —% i tra-
ci airoja znaczenie; roézni eielwiéc od funkcji —é-“. kt 6~
ra ma zawsze wartosdé okreslong,

To samo zda;;rzyé sig moze przy kazdym przsksztalce-
niu funkcji. Niech hedzie np. funkcja

' 4 _ 4
Y=(o=z X+ ({+ %)
Wedlug regul a.mebraicznych mozemy ja przedstuwié

w postaci: ] (/,z..,r*’-f57°l _ L[X*=3)x
J* (a-Dtand) = T2

Tu trzebe zauwazyé, ze funkcje:
(7/ }/—“{jf_{—_a fdﬂ{,) WL+E) oraz

- 2-3)- X
(%) Y- ({j.a) o+

nie sq identyczne, Podczas gdy funkcja é’) nie posiada
okreélonej wartodci prazy A= -Z) a, - //, funke ja (3) jest
nieokreg£long tylko pr'zy —If—.-?,;-i s gdy =0 ., funkcja(iz/
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ma- okreklong warto#é O |

Widzimy = typhlppzykZadéwm.za przy vewnych warto.
gciach X funkcja moze nie byd okredlons . IZdarze sig 1o
wiedy, gdy.miénownik-funkcji rﬁwnﬁ sie zeru,

Okréélajac funkc je wymi@rnw nic zaktadamy, 4o wapdl.
czymmiki s4 liczbami ﬁvmiﬁrnamiT Jo wWymienych wulicuzy-
my np, funkeje AT~ ;ia-rJ(1“Vr?r*

' I= X3 - ﬂ’ / ;3/ xXV7 +7

Klaa@ iII funkcji stanowig t.zw, Tuakcje ulgebrai-

czne wyrazne. Powstajg one ze zmienns niezuleznej X za-
'pomoﬁn skonczonej liczby wgzystkich dziatan algebralicz-
_nych rnie wykluczaaac pzerwza_tkowaﬁ;a i po»ggowania 0
wykkadnwkash wymlernych Wykizadniki zas n;erym;erne %
_wykluczene Takiemi 38 funkcan '

j" V—/mc +v-z-x y.. VT + ;(::T,E:‘/ |

- <t.i -+
j Y x +y:z"

_jak %6wnieﬁgy-hxz¥ﬂ'édziarn}.71q&-£a lickhy calkowi-
. Funkeje te nazywaja sie wyrhznamlp gdv*;?’dane jost
bazpoérednlo W zaleznodod nd.Jt Podeaus gdy funkeje
'#ymAerns by ty okreBIUu% LaWTEe, 7 WyJ%*ki&m akomczuan
licuby mertodei X funLuJa #lgebraiezns iy adna wozo

byé nisokreslons dla nisskodczenie. wielu wartedoi umsan~
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nej niezalegnej, np. zawarﬂych W pewnym przedziale wig-
kyzyeh lub mniejszych od jakiejé liczby i t.d, Dla kas-
doj wartodei X | proy ktorej funkcje jaﬁt okredlong,
posiada onu kilka wartofci /zaweze ilodé akonczona/
cezyii jeet wiclowartodciows, .

Do kiasy IV zaliczamy wszystkie funkcje algebra-

iczne , Ich kmztait ogélny jest wastepujacy:

(ot +72/-‘9(7 £ (—'f)jm* EETE
> Bri@)Y + R, )= 0

Ta kategor;a funkeji jJest znowu obezerniejsza cd
poprzcdniej, W wypadku, gdy 72=2 , funkcja nazywa cie
kwadratowa i ma postad:

J e L)y + Apg=0
mozna ja napisaé w postaci funkcji wyrainej:

A x) + VAT - YA (XD
J== 23

Gdy 27 7.‘/podobne praeksztalcenie staje sig nie-

mozliwem, a wiec postaé (%7 jeat od ostatniej postaci
cgdlniejszy Zachodzi joszcze pytenie, czy kazda funk-
cje algebra1czna wyrazng da sie sprowadz;é do tej po-
stsci ogélnej. Waleiy odpowiedzieé na to. pytanie twier-
dzgeo, Nie dajac ogdlnego dowodu, pokazemy to na. kilku

prazykZadach,
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Niech bedzic funRCJa

A e Vit +VI—x

Oanaczmy skiadnik pierwszy przez 2, drugi przez 7,

Bedziemy mogli nepisac:
72/ g/--: 2lA T

oragz 3 o &
=L+ A = V= L—-X

Podniegmy rownenie /2/ do szescianu:

R e Sunser) = P Iy
3,47} *:(73-—21

Podnoszge ostatnis rownanie zmowu do szescianu,

stgd

znajdziemy:

7 Z}dev"?_a:(yd— 2)°

@oaqu:(/&Gh{)/}Ln%),Qj{ed[% .
Cwiee | ‘W‘ja//-xy:glya

Otrzymalidmy zatem rdéwnanie ksztaltu zadanego,

» Yeecsz

Preerdobmy jeszcze przykted nastepujacy. Niech:
_ _Yd+x + V1-X
:7( VA4 — V14—
. A
Jezeli'pznaszymg~49ﬁﬁ przez @6‘, a 7-X przez 7 ,to

- mr T G- o) 2307 200 d . LAYt S X
C;f“ U7 s 2 X 7S ¢
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¥wnoige cbie strony rdwnania przez A obrzymamy

Lt uAt" =

2
2l A :

" :(7‘40

Zauwazymy jednak, ze

%2,),_2.: 7’*&4

Wil

A wiec
ff;vfzf:(ti;/‘jé)x’
Fo rozwinieciw prawej strony réwnania i przenie
giewiu wyrazéw na lewa strone otrzymamy:
vf(y 2@7%:6 = Q0
Stad przez podzielenie przez 0 . otrzymamy zadany
ksztalt réwnania
- +L=0
¥ pcdobny sposdb da sie sprowadzié kazda funkej
algebraiczna wyrazna do ogdlne] poatacilfunkcji alge
braicznej, ktdrej okredlenie powtiérzymy ponizej, w c
lu uniknigeio nieporozumien:

Funke ja algebraiczna zmiernej AL jest kazdy pie

wiastek réwnania 7-tego stopnia, ktdrego snalczynnlk

— | — — | Sy me mmmm am e e mmm e s e mmmee e mmm wm m—e e e e— =

8g funkecjemi rvm1e:nem1 zmienns j L Ta klasa funkej

stanowi przedmict a;gebry wysszej,
| Kazdg funkcje¢ analityczng zmicnnejd , ktdra ni
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jest funkejg algebraiczng, razywamy funke jagprzestepng
;”;azié;ﬁgi_adr%-il;;y funkcji, Ta klasa, okreslona w
sposdb negatywny, zawiera nieskorczong liczbe funkeji,
z ktorych najwaznie jezemi &a funkbje trygonbmetrycz—
ne, odwrotne wzgledem trygonometrycznych czyli kolowe,
logarytmiczne i wykl&dniczq, Zajmiemy sig¢ teraz wykre-
§leniem tych funkeji | |
Funkcje trygonometryczne, Sq-to fﬁnkcje, z ktére-

—-—-—-—-—.-—--—o‘-ﬂ.n—- S

mi ma do czynienia trygonomertja elementarna, Powszech-

ng wlasnoscig wszystkich funkcji trygﬁnometryézﬂych
jest ich okresowodé. Zacznijmy od funkeji
C;f4=;fw7zéﬁ

Wykreslmy J%s poelugugac sie ponizsze tabelks:

x‘o.z«"zfr.j."r?‘..._. Z 37 ..
AN - T AR (e A R

S

Jak wi a.dom:; ;lqm [(AtZ W7rda’fr;~r, p*uy W1 gc pr zesunie-
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wy “rzwa o wislokrotnodé <7/, tboprzystamie ona de sa-

maj siebie,
¥ajac wykres tsj funkcji. mosemy otrzymad z tatwoé-
ain wykrag Tunkeji |
--"}./—.-: T A
d o
Wievy ziacowicie, e cod L= Z7L) ; wystaresy
wige przesunad sinusoidp wzdlui osi OXw kiorunku'ufam-
: 7 '
x;;rm _0 fg:" 1 a;b_y ot*rzymac cos‘z’nwsm'dq.
 Niece inaczej wyglada fangensoida, V.]. wykres funk

eii | ry: ?vﬁ
I

]

/
/

|
ik , )
; -
- |

o Clz 7 7 R
2 2, . '

|
!
]
L
I
|

rys 23,
Krzywa sklada sig z szerogw oddsislnych galezi, zbl
AVALIZA 1 .Arkusz 4%y
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gajacyod sig asymplotycznis 4o proatyck rdwnologlyeh do
/9 A2 43 W

a...-..

o8i4 i leigoych od niej w r}o..;.mgk:}éx..g N A=0 41,

4 . Krzywa przocins of.f w punkiach, ma}s,;-::-;;c?.; odede
t.e .&.77' gdzie /5‘-*04{«?. ,,,,,,,, Joras A=-71,~2,

. /. Tak wige, pomgl zy dwiems réwnoleglomi, alozono-
miw odleglowi -_{Z o1 niebie, krzywa rofnie od O 40+ 00
albo teg od=#2 do##4D1e. wartdfci odeigtych 4—"@5‘-%
K=0 £1+.2 sg prierwy W, gisglodci funkeji. Jednekie i
te funkeja jest okresuwa, Pray przesunis;ciu o/ w kie-
runku osi X ka.;?&dla, poprzednia gatgsZ kroywe] przystanie
do nastepnej. |

Funke je odwrotne wzgledem 'ergqnamatfyczr{y::};? CZY =
li"zsjfuﬂkcje_ koktows  Niech bpdzie dana funkcja

(74'= arrof'?'uii.

Jak wxa.domo, moina te samg zale&nodé napisad v, po-

arta.cx . 43;7(7:.- X

Aby otrazymaé wykrea, podstawmmy J’-' 5{ =
budu;amy kraywe y 57“‘" /a/ 23) . Zaatepumc wresz-
cie 08 X/ przez o8 i oé 17/ przez x , otrzymamy wykres

sadany, Na tym wykresie uwridacznia sie wislowartofciow.
wosé funkeji. Chege zmaleié rzgdng danego punktu, majac
jego -odcieﬁq, prowadzimy przez punkt ‘dany ﬁvno‘iegm do
o8i a/ , Z rysunku ﬁidac‘.,,.za ie ;;r-wta'mﬁaé’ hgdziu nie-

skofictenie wiels punkidw przecigeis z irzwee, Wszyatkie



