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raedu, to épelnione byé muszg warunki nasvepujace:
/1 ?f’ﬁ'iﬁ/a-%,?i/é—;:,]‘f-vﬁa'
/2 /’/Ma?é?aj
Pierwszy 2 nich wyraza, $e okrgg praschodzi przez
punkt _# drugi zad, ge jest styczny w tym punkcié do
dansj kraywej, Te dw&_warunki:nie wyznaczaj§ jednak'ko—
'a w zupelnodci, slbowiem réwnenie kola posiads tray
parsmetry: spdéirapdne érodka i promied, Mozina ﬁigc po-
stawid jesscze trzeci warumek, aby
13 V= ST
A zatem moina zawsze snalezs koto, ktérego stycz-
nodC z krzywg bylaby rzedu drugicge /punkt stycznodei
trazykrotny/, Takio kolo nazywa 2is ko Yem § Cc i-
41 60 stydznemn lub ko2 em krazy-
i ¢ ztﬁ Yy ; Jjego prémier -~ premieniemn
krzywizny, zaé odwrobnosé promienis mi ar g
krsywizny lubwprost k EE: ywizng,
Nierasz mozna znaleZdé ne krzywej punkty szczegdlne
w ktérych stycangécé z kolem ﬁoie byé rzedu wyiszego .
nii‘drugi‘-

FUSKCJE DWUCH IMIENNYCH NIEZALEANYCH,

Priejdziemy tar;z'¢oaian¢g6 tematu, mianowicie do
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btﬂanit'funkcji dwuch zmiennych niezaleinych, Prizypuds-
my, ko dana jesi funkecja
% ///4’07’1

' "Podobnie jsk przy wprowadzaniu kazdego nowego po-
jecia zwrddmy sie do inberpretacji geometrycazmej, Me-
$oda praedstawienie wykrodlnego funkcji dwuch umien-
nych jest w zassdzie ia sama, jak ta, ktérg etosowe-
‘lifmy przy badaniu funkcji jedns] kmiennéj; Husimy tyl-
ko obraé w przestrzeni tréjwymiarewej bruy wrajamnié
prostopadle osie: ¢ , v 1 Z Palozsn1e dowolnego
punktu ./ﬁfgast w zupeinodci vyznaczane przez trzy je-
4 . go spbirzgdne - od-
.
. legloéc1lod plaazni
: _ cayan:
: :
(% | Gyaz’ cczx d(ﬁ;{
l Odieglosci 46 ozna-
l
i
|
|
k

Be

7 2 o czymy odPOﬁ;ednio _
Fe &4 literami .x 0t i

4

| | | Z , sam punkt zad

x 4 .ﬁﬂd,.ifzs- . pries ﬂ/,(é,y z ]
Qosywiécie spélrzednym preypisujeny edpawiedn¢e graki;
na rys 128 kierunki dodetnie na kaidej osi sq zazns
csone przez strasike.

Gdy pomiedzy spiélrsednemi bieﬁﬁcemi zachodzl &~
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legnoéc '
- &= /%’07/

to kasdej parze odeinkdw /x,// ne plasscsyinie 497
lub te6% kaidemu punktowi 4 na $ejie plasscsyinie od-
powiade w przestrzeni pewien punkt .4 , waniesiony o
Z rad tg pleszczyzng,

' Praypuéémy, iey jest wielkodcig stalg, a amie-
nia sie tylko 2 ; punkd J?f*’g’? posuwaé sig begdsie
na pleszcayinie .(oj wzdluz prostej, rdéwnoleglej do
cei X, punkt .ﬂ{ , oczywiscie, bedzie sig poruszal
w plaazczyz’nieréwnoleglej do A4OZ ; zakvedid w tej-
plaszcaydnie pewnw kraywa, Gdybydmy deraz postapili
odwroknie, t.j, ustalili ¥ 2 zmieniali ’tylkoy :
t¢ punkt .//’f zakreslilby pewna xrzyvwg w plus:caﬂnh
}*6wno-1eglej do (y’&:w . ¥ozna tarag:bx:ad na ylg-u"czy-
inie ,'z/adn/_ pewien obsgar d‘-r:uwymiirévi, '_!_x_p,, prostokat
wewngbra stérego meoie si¢ poruszaé dowelmie punki /?.’a‘,?{j
wéweses purkt A poruszad zig bedzie po pevhej powierz-
cuni, Rzuten tej powierzohmi na plaszciayame -..r’aj e~
Azle wizsnic dany obsazar, Gdyby zm’iannt-(y nie hyia ;uw
~ ;oeinie niszalekng, lecz zaledala cd smienmej X , %0
zmieona X byiaby funkejg ’syiko X ?-.; Punk_t s mégiby
gig goru-sué nie po calej phs_zcsﬁnlio -Z"'J' lub jej
czeboi, sle tylko po pewnej kriywej w tej plasscayénie _:
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ktdérej rownsnie np,

e
za$ punkt 4 sakredlalby pewng krayws w przestraeni,

Méwimy , #e funkecja - |

Z = //Jigf/
jest okre$loma w pewnym obszarze, gdy anamy jej wartods
v kazdym punchi&- tego obszaru, Jeiell danym obszarem |
jest prostoka¥, wiwczas mozemy to wyrazid anslitycznie
méwige, ze funkcja jest okredlona dla

ALXSG6; <y < ol

J’ ﬁ(;.olj Db, ol ) Przypué émy, ze puvkt

o I__.J _/9 zostal przesuniety
£ do 427

B(a, ) c(de) ; Przeaunligcie to

mogdo byé uskubecznione

régnemi drogami; | czesto

2 % bpdziemy uwazali, ze

' ﬁg"‘{&g' | punkt posuws sip najpierw
rownolagle do aaid'/ / X zostalo ustalone/, & nastep-
nie réwnolegle do osi X /c;/ zostalo ustalone/, '

Otoczeniem punktu 4~ na plaszezyinie nazywamy
taki obazar _/zvyklc prostokat. lub koio/, wewnatrz kt6-
‘rego ZHSJdujB sig punkt ./3 I' .
" Jezeli otoczeniem jest pros‘bokat /Tys, 129/ ki.o-
rego bokami sg /7 "'494"1_ 4 BAeLm ., to varunok, a-
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by punki Jﬁ?{géﬁg neleini do otocsenia punkiu
wyraia sie w sposdb nesbepujgey:
f-do [ K2 ; [~ Ao/ 72
Gdy chodzi o otoczenis koltowe /rys. 130/, to weg-
runkiem tvm jesbt: (W-uls) i/g’yojég fF.
Po vstaleniu tych pojeé mozemy przejsé do okred-
enia cigglosci funkcji dwuch zmiennych,
Bedziemy méwili, ze funkcja ;f?é%%}jest w punk-
zﬁkﬁ;ﬁ] cisgle /albo: punkt .~ jest punktem cig-
ci/, jezsli dowolunie malej liczbie & » @ odpowia-
akie otoczenie e dla‘dowolnego’punktu u/ﬁ’tegq
(; otoczenia zachodzi nie-
' //' ' > rownosé |
i - feedf<e.
'\\ 7 JUNAGA: gdy X Ly o8
sl % spélrzednamilpunktu.ﬁtz
0 fﬂz{d. 43 0. to czesto zamiasé /’Jg]
pimze sie'fﬁiﬁcf 1 4./, _ ' -
‘Mogloby aig wydawad, e jeizeli funkcja /’J,Oy/jeﬂ
cisgle oddzielnie wzgledem X /przyc;/ atglym ‘ale do-
wolnym/ i oddzielnie wzgledemk;/ /prazy X a#ulym, lecs
dowolnym/, to jest ciggla i wigledem obu smiennych je-
dnoczesnie, Prazyklad jednak nas przekbna. ie tak nie

jemﬁ, Niech bgdzie duna funkcja
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>

z sastrzozeniem, ze gdy jednmseania XEO i y=o .

wéwczar =0 ., Ta funkcja jest ciagla wagledom X i
vddzielnie w otoczeniu punktu pocszgtkowege spdl-

rzgdnych, Udowodnidy najpierw, %e jcz' ona ciagls wagle-

dem X , gdyJ Jest stale, Hrlezy rozpabrzyd dwa wy-

padki:
r()/ ¥* 0

w taklm razie

A&
<= Hotex?

Oezywa,éoia w tym wypadku & jest funkcjzg ciggls
wzglg_dem X 1 & jest funkcjg wymierns -zmiennej X ,
przyczem mianownik jeat sawsze rdéiny od ZOTR]; |

2 2/_-.0 . g
W tym wypadku . \
2=0 |
prazy wszelkich wartodcisch N O , oraz 2= 0 , gdy
4/-0‘ /3 okredlemia funkcji . mmj R2o gdy <O
1;”0 /. A zatem i w tym wypadku Z jest funkc.j;
ciagls wzgledem X W o%oczeniu punktu O .

" Na mooy aymotrjt funkcjl >4 wzgleuem obu zmlannych
mozna terasz tlrierdsté, e funkcja, ta jesh cia,g;la wagle
dem_du/ , gdy X jest wialkoéciq. stals,

Udawodnimy nuatepnie, e W punkcic O *v'funkcja.
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(¢}

jest nieciggla wzgledem obu zmisennyech jednoczeédnie,
Zwréémy uwage na wartcdé funkeji w purkeis Ay w
otoczemu punktu & /Jaby A% /. .
J o ) ’ ff//ﬁy ;"';;.r‘}

_ # Gdy ozrnaczymy kat o7

przez o , te

- 2522

Niech taras }.awt -/i/
P j ' zbl;_za sig do punkiu 0
0 | ﬂ?,.;sj, A “&wzdiﬁ vrostsj I

Stosunek o'%,/s' 7 badzie mia wartodé stalw, a wisc
i fu.nkc’js.' ( A/ bedzie wielkodelis stals /rding od & /
4 punkeie . @ funkcja ta jest réwna zeru; jest to wige
funkeja mecugla, gdyz niema takiego otoczenia punk-
tu g , w ktdrym zawsze

/f10)- A< €

To wiaénxe chczelj.émy udowodnié,

- POCHODNE FUNKCJ I DWOCH mmmm NIEZHEZKYBH
Nioc‘ﬁ bedzie dana funke ja:
= fing)
Jozeli jedns smmpﬁ% ustalimy 3 zrajdzlemy pocho-
dng fﬁn@c&ji ,.3‘*' wiglodem drugie] miém;ej, ot rzymamr

t.av, pochodagqg 6.z 8 8 % 'Irr'_'o W @, g;.r},y'ua”{m..
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limy é{ i zrdznicskujemy funkcje wzgledem AL, to po-
chodng czgstkowg bedziemy oznaczali zapomocs symbolu
/.1 .IJ/ albo tes 3“‘—‘5 ; anslogicznic, gdy pod-

czas résniczkowanis < pozostaje stale, aa'z sig zmie-

Py 5 )

lub >

Okreélajge w ten sposéb pochodng czastkows Tunk-

niz, obrzymujemy:

cji dwuch zmiennych niezalegnych, nadajemy jej tc zna-

czenie, jakie posiadala dla funkcji jednej zmiennecj,

Woimy - np, =~ . 2 .2
ST Sy X Y
&+
Pochodm} czgatkows wzglgdcm dl/ bodaie.
o df .
—— At
228 wzg.lgsdem" X J’
: Az Zﬁ@ﬂ%ﬂqf?//
| -_ﬁ’-ﬂ-’ : @;‘:f-.r’f'“f‘
Niech teraz i
P

. Pochodrna drgatkowa wzgl@dem A .

a& “iff-a;/e‘ff

& pochodna. czgatkowa szlgdemg
S ot

e
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Pr'zypuéémy beraz, Ze ~E’ iv 83 funkejami jadnej.

8

amiennej nieszaleinej 2
' 7"/ </
e

przytem te funkcje sa ciggle i posiadajs: pochodne,

Utwdérzmy funkeje dwuch zniennych I ié;/
@ '{- fzfj y/

Znalezienie pochodnej funkcji X sprowadza sig do
zizsdegzienia pochodnej Tunkcji zlnZomej, ale nie za-po-

srednmtwem Jeunag tur ,wjl, jak gwykle, 1-=r-z dwuch,
%najdzmy wige pochodw AL

Ud,cwodn.hmy, Ze dz jf?{{ a{x"‘% ﬁ?

czvl; ¥ - /{J"‘/J/} W/r/:y/x,y} 'r"}'/f/

_ ’Oznaczmy réznice dwuch wartosoil zmiannej Z‘“przez
al=%-T
Gdy zmienna niezaleina ma wartodd Z, to, jak wiemy,

% = #(¥,
fgdy 28 . przybzerze wartodd {j’. to
L, = //Z‘/

b

¥ pierwszym wypadhﬁ P ﬁ:'@// ’

oras



& w drugim
l&'j”ﬁ"{flﬁ/
Wprowadémy jeszcze oznaczenis nastgpuiges:
Az Ay Sz L4 ] )
e a
i analogmﬁnie
ALz 2,- Z’-—]{/"{b(/;’ //"/
Utwérzmy stosumek prayrostu funkcj1 5 do prazy-

routu smiennej niezaleinej Z

AT feuy)- finy) fltets)- RN A /&w

A At At - S
Hl, ) m;j ok, _ Y]~ fly) sy
4 X ' At : ﬁ; ? 3 ax

zﬁréémy uwage na régnice
At ) fl ]

od;emnej i odjemniku. zmmnna.c;{ ma L@ o4 war-
%’:oéc C?"{ ; 2 zabem régnicc te, proy ustalonei wartesd-
ci J‘, » Jest funkcjg tylic jedmnej. zmiennej X  Fa
zasedzie twierdzsnia o wartodci pofre m.g, /d1la funk-
cji jednej zmiemnsi/:

4//%,{;@;-;// (p/ ) / (%, v.)

Edi";lﬁ t:f‘

,.;___.'?,“1



Podobunie rdinica Cer
/?%Vd“_/@]]
jest pray ustalonej wartodei ¥ ‘_ funkcjg tylko jedne}
‘zmiennej niezaleins] ‘y pna zagsadzie Legos samego
twierdzenia moina napisac ,

s i )= 0 05 7
gdzie znowu

y‘ﬁ;\?g 1

A zatem |
“ar. ) £ (8] A, (g Frtiy) oF.
Af ~x ~ X ax g.‘ J a¢ 7

albo po skrécpniu‘

Fils ) 7"/;,/«/«!’// ,_'3’

*Teraz mojna pr,f,gz.g.éc do pochoudnej:
-~
A . A 25

s
—_

S o %2

‘ZZ;{': .ﬁ.t""'"d 4
= G Al ) R :ﬂf:”,/”? w‘i

gdy A’e‘lzwh-ﬂ to A( *—-e—é’ orag y/-—*é 8t38 wynika, ze
gdy 470 10 Ay X g % ——»] poniewag nastgpnie

i A dg $”’""z’ J/ ’?'&(%{J

M

wigs

" 1" e ' r Jé".’{.' I 6{-( %
A e | ”‘ = //7?a#‘/ﬁ;ﬁﬂ% &, b.6.8,

CUpy ﬁ"‘ﬁr k ¥ ad: Fiech 2.’3"3,')?414& z
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-
,

/z‘ ’
Oznaczmy ¢ =X  Fim J{:c’f
w takim rezie Z:-%y&

A wige pochodm
. fg ,{,_J‘(y S Z= :fa«a-r *Te ,-Ze ,641'/‘7072‘

To samo znalezlibyémy, uwaza;]ac -C nie za funk-

cje dwuch zmiennych lecz "za iloczyn dwuch funkcji jed-
nej zmienne;. 4

ot ot b ittie Ve e B aiatante aiittiel

Hogélnijm}r toraz dla fanke il dwach zmiemnych mie-

zaleginych twierdezenie o ﬁartoé‘ci

poéreda @ e j Kiech bedzie dana funkcja

g f/f-";’/ |

i po dwie odpowiadajqwe gobie war’aowcl kagdoj ze zmien

nych msza.leﬁnych J i -{L orag BRI W ta.knn ragie
misé bedziemy rcwmeﬂ dwie warrt«csc:u. funkcji:

% f/ Sy, J}/
Py

‘Réinics tych wartoded fuﬁkcji- jost

i flag) ) |
%2, [ A e g )]+ Het,) - //vr;, 41

Kaidy ze skladnikéw prsvej strony powyiszej roéw-

Qras

albo tes

nodci moina uwo.tné ja.k powy*?'ej, 28 funncjg tylko 3&&-
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nej zmiennej; moina wige zastosowsd do niego twisrdze- -
nie o wartofcl poéredniej w swyklej postaci /dla funk-
cji jec’tnej zmiennej/ ' ‘

J//‘;;/sz; 7/ 7y //Z/(/f(yg

preyciem $§ s
7 53/3 - |
Jegeli oznaczymy prayrosty zmiennych i funkcj1 38~
pomocq symbolu 4 , %o bedziemy mogli napiaao‘
2 X,
/1 az= f'«f(gj’/d.(f/d’( y)ay
Przypuszczamy;+ %8 pochodne czgstkowe 83 ciggle;
gdy J&-—-—b foraz Kp—=.d), wiwcras

o AL il ) S 1)~ gl o
Aell g )= Fituegres Fotdn,1)=Fttuite .

gdzie & 1 &’ 84 zaleine od X 15{ ; gdy A —=y /al-
bo AX—=~O / oraz (ﬁ-—-(}{, @y_‘rfr‘] , to E—=0 i€>0

AZ -—-//‘{;’-’/,(37;)*%/4& +[/§5f.x;‘}/jféjaj
albo tesd
/2/ 4;..[% /{o)//a,v,ﬁf://dy/agjé-@-xfrﬁéf ZJ

To wl?éma jest wzér o ktéry chodziio, Zauwazmy,
ze jegeli AN g Ay  n me'skoﬁcz\enie malemi pier.
wszego rzgdu, to wyrs,:&anie ¥ pierwszym nawiasie, o i-
le wyjatkowe nie réwna sig zeru, /t.j, o ile jedno-

czednie nie jest f*";’/-f;r/-l’;sz 0/ jest nieskon-
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czenie malg pierwszego rzpdu /pn:hoqna czqshkowe 8q
to wielkosci stale/, a w drugim naw;asla prsynajmniaJ
drugiego rzedu: 64.&_,_‘ f"*‘-‘-‘ﬂ
P

Wyrazenie rzegdu plerwszego /wyiszego/ we wzorze

/2/ nazywanmy czefcig gldéwng, Zauwazmy, Ze wyrazenie
dla <2 . jest linjowe /pierwuzego stoﬁnia/,

Ne zs=udzie powviszego wzoru, okreélamy' rég -
niczki FuaknJl R nh zmiennyoh; czpdé gldwng
prﬁyrostu funkcji naz wamy roaniczxq funkcji i ommacza
Ay j§ przez -

Az 5./1_, /,,;df),dx—f-/‘/}//a///ﬂg’

Przypudémy, ze /pruvpadsk szczegélny/.

FaX
.‘czy.li, %S L
s J#I{.x{yjzu()
w tekim razie
| - HX= 4.X 0

z;'_podt_:abnie,_ gdy . RN
PP - freusy
to . = ' ,0%_,45

Ne zasadzie tewo mozna napisad:

/8 &= f:{/.l/gj AX+ /Jﬂy/dj

To znakoranz&‘*dzniczkowe jest bardzo dogodna,
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wrkazuje eao bowiom zwiazek pomiegday rozuemi nonozdr
dziodrinani Qdy bowiem podzielimy wazdr /3/ praox
otraiymamy wadr, ktdry uwdowodnilicsmy 4la oo 'ncrlm., fuuk-
cii dwuch zmiensgch zaleinych:

4/ . i’; i57 o2 s»-f:»j,’ i, ?gg.

A zetem réinicaka funkeii dwuch mmiennych A i;;’
vyraie sio priez o i-dt[ sgvess jsdnakews, btez wagle-
du ne $a, as'y o 1&1’ 28 niezaleins, &3y ted zalsine

siﬁic-; Dlatarn wyzodnile jeat nierss wati&plw woor
72/ praes widr /3/,

POCHODNT FURKCJ1 UWIKLANYCH  /iecsej smisnmci/.

Cdy powmiedzy driema zmiennsmi sgs.cl*{mixi anlegnosé
| ;’k/;’/a & ‘
to a{ jast naogdl 4"Ln‘l}t:-'*‘s, wz.k}m; A SLgh oderotnin/.

Udowodnimy, ze istnieje ~/ jako *‘Lmkch.vf{ , prevjmuig-

ca ﬁ?;:.r‘::oéf;} C}/: & Qdla w=a . jeseli sx speinione na-
stwﬁj@ce”waru&ki: 1/ cearivdel F=d ,7.‘«4’; czynia
zadesé riwneniu

9 -_ | %/.a,/éj = @JI;

2/ fﬁnkcja j({,gf,)
jest cipgla w- otocunu punkta ﬁwé/f

ma vertodd staly, L jest funkeja rosmics /1. mlej%*

ANALIZA I Arkusz-25-1y .



