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wyn1ka stad wnzoaek nastgpujqcy Jedli pochodna
éﬁ/jﬁﬂt W przedziale (% 4;7dodatnia.zaé v punkcie

kraﬁcotym z lewej atrony /dla mniejszej wartodci od-
ciptoj/ funkcJa 74?)/jest réwnies dodatnia lub réwna
geru, to w calym przedziale .z,aé/funkch 242g7jeat
dedatnia, ;eépli zaé W przedziale (ﬁ@,%ﬁfpochodnajﬁﬁy
jest ujemna i jeieli 742/ 0 /zeklademy, ie a<%/,
to w calym przadziale/?@»é7funkc;a!f?{/ jest ujemna,

MAXIMUM T MINIMUM.Niech bedzie dana funkcja
okreslona w przedziale /a, 5/, 0 pewnej wartodei. %
w tym przedziale powiadamy ie stanowi ona ma x i -
mumn , jezeli istnieje takie otoczenie punktu _% ‘

ie wszystkie rzedne w tym octoczeniu sg mnisjsze od.

rzednej w t.ym punkcw, czyli jezeli dla
h B-E <X 8 +E
zachodzi nieréwnodd
fed < f8) |
Jeseli zaé istnieje takie otoczenie punkiu €
ie wsiyéékiu rzedne w tym otoczeniu s mniejsze ' od
rzgdnych w punkcie ,-‘3-_ g czyli gdy nieréwnoéé
i SR AL O S
pociaga za 3oba. nierowoéé -
A= FE

powiadamy, ze funkcja osfgga minimum w punkcie_g‘
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IVIERDZENIE, Jezeli funkecja po-g
siada pochodng i opsiaga W

d a.liy--lin- punkcie maximum 1lub
minimum, ¢to pochodna w tym
punkcie jest réwna zerau,

Zealégmy, ze w punkcie € funkcja osigga maximum
i e pochodna #7'%) istnieje. Moiliwe sg tylko tray
przypadki : albo ///%) >0 , albo ///§/<0 albo
wregzcie ///§j=0. . Pierwszy z nich miejsca mieé nie
‘moge, albowiem musialby istnieé przedzial /€, g;—g
w ktérym byloby /{ay >//§/' . co.przeczy temu, ge
%/? ) stanowi merimum, Poddbmnie niemoiliwy j'\.ﬂt.przy"_
padwk drugi: Histni"a.lby przedzial ,(%;&/‘ gj.,‘w kt6-
rym '/3’1/ 7///§]. co znowu jest niemogliwe, Pozos-
taje wioc tylko trgeci przypesdek, misnowieie

| RV 7h |

Tego samego mozna dowiedd, gdy funkcja osigga W
punkcis < uihinm. it \. - .
| Zachodsi pytanie, czy sluszne jest twierdzenie
odwrotne: czy zu’uo-.'gdjpochodﬁa_.atg.je sig zerem,
funkcja _oai@ga maximum lub minimpm, Prosty przykiad

wykade, e tak nie jest, Niech bedzie dana funkeja
il

ok ]

i niech €~0 /rys. 8/, 'Ja.lklw—iamy /ff_ijﬂ?J“; pb-
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niewaz %/@/”/?‘y” ’ wigc i /( ?/50 Jadnakzo
v punkcie poozqtkowym 0 funkcja X nie oai&ga ani
meximum eni mipimum, gdyz //'“(/70 , jedli tylko d}g
oras /f/< O ,gdy tylko X <0, A wiec rémoéé ‘

A18)<0 ,
jest warunkiem koniecznym ,ale niedop s
teteoznym, istnienia w. punkcie & ‘maximum
lub minimun '
POGHODNE RZEDOW nzsmﬂ Niech bedzie dana

funkcja :/ ///.ym Iyraﬁenia

= Al L A

nazywamy pi'erwaza pochodng lub po-

chodng pierwsszego. !‘Zodufw/“a f(x].
Ta pochodna jest sama funkcjn zmieunej niezaleinej 2,

moina wiec znaledé pochodnq tej pierwszej. pochodnej Te.
nowq,gochodaqnazywuydrnga - po chodngGdb

[A—W go r.xedu fankeji /*7 . Oznacza-
‘my ja symbolem :
i /f//

Réinicz‘ku;q.c znowu drugg pochodna. znajdziemy .
trrecia poochodng /pochodng
'rzpdu trzeclogo/ i‘nnkcji/’/xj ktérq.
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, _ %y ] : '
oznaczamy przez /ﬂt’/ W ten sposéb mozemy dojséé do
okredlenia 7#-ej pochodnej #- go rzedu

funke ji //&j ,ktéra sie oznacza przez /ﬂ]
Prsykztad 1, Niech bedzie dans funkc;a

-

W takim razie, jak wiemy

g
” 24 )’ j 7-2
Y s mpn-gjx ™
Przykixed2, Niech teraz bedzie dsna funkcjs
J:—: ja)xdd
Dla tej funkecji mamy

g = COIX 67*—-;7474: Jf -—azufj :rm.r
Widzimy, ze tutaj pochodna czwartege rzcdu jest rdéwna

A wiec

funkcji pierwotnej, A wisc pochodna rzgdu pistege be-
dzie rowna pochodn®j rzedu pierwszego, poc nodna rzs-
dir szdéstego bedzie réwna poshednej rzedu drugiego i t.4,
¥ géle cztery wyéej napisane - ach.ine beds sie kolej-
ne powbarzaé, |

Pochodne rzedu (rugiezo § zve ajs nam / w ogdl-
nogci/ rdés‘trzy?zn&gé czy funke a ) igga w.danym Hv keie
r:a*{imum, czy tes r*‘mwusn _

Niech bedzie d‘a,a. funkecjt. _'fvt/ Jezeli //""/L;

//@];& g , to mewr miniioum .Luh maxirur:, 2a-
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leznie od tego, c2y druga pcchodria. jest dodatnia, czy
ujemns, _
Przypuéémy. 13 / e ?/=0 ; 8 / 7 §/>0 Uwazaj-
/@j z8 pochodng funkeji //f/ Ha mocy twierdze-
nia o znaku pochodnej mozemy powiedzieé, ze w pewnem
otoczeniu na prawo od punktu % /dla w> © / mamy

//x/ > //@/

czyli
/ [xj >0
zad na lewo od punktu & a4 €) - mamy
7)< e
cayli
)< Q

Lecz gdy /f’«‘/é“o , to funkcja,f'%««t’/ rodnie /na
prawo od punktu € /, gdy zad /’//<0 , to funkcja
/(-U malejs /na lewo od punktu € /: a retem w prink-
cie % funkcja osiags minimum, _
Przypuéémy teraz, ze //@_,1'—-0 i {7f§/<0¢
kim razie na prawo od pinktu € ///X/{ ¢, zad ne le-
wo od niego /ﬁﬁy O: o wisc na prawe od punkiu < |
funkcje malejs, na icwo z28 rodnie, ¥ sunkcie 5. ze-

tom funkejs osipga maxiium,
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Oba twierdzenia mozemy sfbmu__lbwsé w sposddb ?naatgf'
pujacy. | |

Jc:&ali piorwsza pochodna_
funkch /(.;,}jeat réwna zeru,
lecz druga résnsas od zera, to
mamy maximum, gdy druga po-~
chodna jest ujemna , zas6 "-r_ni-
nimum, gdy drugsa poechodna
jest dod-atniﬁ; |

Twierdzenie to nie rozstrzyga o zachowaniu sie
funkcji %J v tym przypadku, gdy //E/*"’C" oraz//%]’v
VWiedy mamy twierdzenie’ponizsze,

Przypudémy, se /’/@_]’42 /’/@/ =0, slo//%]*‘ﬁ

//f/,\-o D st

Na mocy twierdzenia o znaku pochodnoj napizz’omy
na lewo od punktu § (A< %j 7x) < f//f/ |
na prawo od punktu & /¥ > €/ /Z*'/ >/7%_]
| A wiec fﬂ(/ na lewo od punktu & maleje, a na
prawe roénie, czyli na lewo mamy //V;-O-, na prawo
zaé réwnies //rth Widzimy stgd, ie funkcja 4%/
roénie w calym otoczeniu punkiu 5 ) 8 zatﬁm w t.y-m
punkcie nie oaiaga ani minimum eni aaximum

Z latwodcig moine to cotabtnie twurdunio uagél;

nié i ne ten przypadek, gdy wipcej nii dwie picrwaze
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pochedne sg zerani,
INRE OZNACZENIE POCHODNYCH Niech bgdsio da.na
fuukc,ja J %/ Wimy juz co znaczq. symbole:

o/ //uv/ >

Y

\\\\\\\\\

“ ﬁv/
J // / , 4 i
Wprowedzimy jeszcze oznaczenie: £/4/= é”_’f’iz—q%:%
Jymbole i adx nazywany nieraz r 4 zn i -

czkami funkcjicj){ 8 zmianno;j

a i

% . Naleiy pamiotaé, ie wyrazenie ~Z= nie jest sto-

A4

sunkiem, locz granicg stosunku 3‘3? - 8y Ad—>0

o ile mowa o pochodgzeniu i istotnej tredci rojecia po-
chodnej , |

Niech bedzie dena funkeja (/ //.7 ; p:dzn L= r7x)

Bgdziony oznacué
. /7,_@/

-
{;f" = ’7«“/

oraz

atad wadr ne _pochodng funke ji. zlotonej przy juie postad

prosty i katwq do zapeuiebmnia

T H e flvrs
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Podobnie jak kazdg liczbe, moZzemy w spesdéb konwen-
cjonalny przedstawié i pochodng w postaci stosunku
dwoch liczb, ktére moina oznaczyé przsz féy $ A
Liczbie ax mozemy nadaé wartosé stals dowolna, przy~
czem otrzymamy dla #(v wartodé:

;/Z,y.a’x

Przy zalozeniu tedy , ie X ocznacza dowolny, ale
okreélony przyrost AX zmiennej nlozslozncj, rognicz-
ka fé?’ nie oznacza byraj mn i . -3
pre y rostu funkec]j 1Cy'/ t,j. odcinka

AN na rys, 81/ lecz oznacza preyrost rzednej
nie krzywej lecz stycznej do krzywej w punkcie % t_ 3,
odeinek /i/V | Rzecay-
J “ Lg,'_ wibcisjeseli przes ol X ozna-
czymy przyrost odcietej / rys
'/,/ 81/ PPand= AX | to.
1 wéwczas & ﬂﬁf@f

B -

| d

A H"" csyli S7A4=ax. //

" Podobnie jak ? %ﬁv’ﬂ’x
_dXx moieuy napisad:

0 P P « adZﬁﬁjffciéﬁlczaf‘///c}aﬂ{
. J%ﬂ 84 a//@ d;;f /// o
Stqd mamy inny sposodb oznacsanis pochodnsj drugiegoe

rzodu:



- 207 -
h g OE
/e 72

¥ ten sam sposdb _
dg‘d/dﬁ’/%/’?/m
//.x/

Analogicznio do togo fn-t.a. pochodng funkeji #X

skad

osnaczamy przes ot »

1é - 5




