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Przyjawsuy to oznaczenie, bedziemy mogli wzdr na-

pisad w postaci skrocons

/{./,A_,‘ym/ //J//-/ax At —7{ "2 /{7'/ C;V{Jé/dw,~
(ke Bty W/yf 4+ Zarc

Jﬁd,e
MAXIMUM I JINIMUN{ funkcji dwuch zmiennycn, Niech

begdzie dana funkcje dwuch zmiennych

2= {1 y)

Wiemy jus, ze jej iiustrecja geometryczng bedzie

""l—-

tpowierzchma Jazeh w punkcis My a, é)'funkcqa osigge
maiimum, to 4naczy, iz istnieje takie otoczenie punk-
wu A, dew kaﬁdym punkeie V. v) tego otoczenia
//c?, %/ 7/#;]] |
Cdyby zaé w punkcie.”? funkcja osiggala minimum
to dla kaz dego punktu pewnego otoczonla musxalaby zacho-

dzidé nierdwnodé przeciwna.
j/a 4/ < f;"wﬂjj
Udowodnimy teras itwierdzenie nastppujgce:
Warunkiem koriecazrym /lecz nie dostatscanyn/, se-
by funkeje posiadela w punkcie /2, ¢/ weximum lub mi-
rimum j.st, aby obie pochodme czgstkowe w Lym puhkeie

%’; [’d},{}:,- C«";. ,{//,/‘zt ,é.f/:.-: v

by iy zerami:
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Lowdd tego twierdszenis oparty jest ra wiorze Tay-~

lors, Napissmy mianowicie ten waér, prayjmujac +v=r

F1oe4 ks A £ 414 o, )

*éZ%j/a* 5’/{/ Jg&’y,ﬁ.ﬁé’é/@‘aé SR Ay

r{f: (A#8h, G W}“‘f/;_

Jezeli funkcja i punkcie A osigga maximum lub
minimom, to réinica funkcji w punkcie #/a,4/i w punk-
cie .PA!',@A} 4r+04) Rajdujgcym sig w otoczeniu punkiu -
A musi zachowywad znak staly /t_.j. byé zawsze dodat-

nis lub zawsze wjemma/. Z rys, K129 wided, ie

A= Peoax, £= Pt Stgd /faf 14, b k)~ /’a, /=
A ; .
= /fg/d,'é L st /;;/ayi/ P [#
2 il s
* '5"/1 f:‘: gf/t?-fﬁ{;év‘&‘/ﬁ/ cool
Tt A /aroh, 6 04) K]

albe teg w akridceniu:
/{/ﬂh"f{, Jf‘.é/' - 7’?{-‘&, f;/’_-:
_ -El,;ﬁ A
Regs. 125 PP Sy= £ At PR

Prazypuddmy, ze dla jakiejd waricdei oy katao<
A =/{,f/¢2, é’/am.fﬁ/a,/é/maaz |
nie iewt réwne zeru, Ozneczmy wartodd beawsgledng wy-

raisnia 4 , dla tej wartcdeci przes 27 |



Hosne dobral takg licshe < ., i%by w pewnerm cirsg-

1onem otoczeniu punk'&u A4, &/ byt spelniony warumsk
7 <L

Wedimy ﬁ<-—z- /1 Jear-oc’.assms das’* wazo, by punkt
oddalony o £ od 'vé‘}_a,é/-_/ lege? we wzmiankowanewm obocze-
niw/;

G&.‘y powyisza nierdwnodé bhedzie zpelniona, snak
résnicy :%’éf{,;d{#fé/;,t{/ﬁ,’ &7 bgariec znioZal jadynie od
snaku 4 Jgdyr [PA) < %"z-f“"'m /7,

016z wystarcay " nadau katowi o¢ warbosd jﬁ:é?
s.by % zrisnito znak;» m‘a,& z S musi’zmignié'w. takim
razie znak cale omawiana réimica i nie moize byd mowy ¢
maximum ani o mimimum, Naleiy bedy wniﬂakaw&é,’ﬁe ¢ ile

funkcja osigga maximum 1ub minimum "a";uunkcie /E}”'/a,,.éj

- wie igtnisie Zadne wartodé kats oL dls ktérei %

nié byloby réwns zeru; to zes wymaga konieczuie, iz~

bysmy mieli 1rd‘:fcz&ﬂwlle _ |
! f, ra, 6/290, /4,/’& é/» .
Tatotni‘a’. gdybv "o, ,»;,, Va, 4/ O to dlar=o" mice

.,b;r

g;tatecme warunki wicaledng mtvneﬂm mau.zmm 1uh

Tt oy el

minimun w ptmkc‘ia ..4?’..9, Al w% *mmgpujma* '

7‘{1; 4, ’v/# a ﬁ":, S 42,
/o .
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Przypuddémy wige, &s fumkcja w punkeie v’gozypi

#adodé powfnmzynm wa.; Lmkom Hapiaa,my wzér Taylora, za~
kkadaga " i?wzf

%Z‘”ﬁ*"" é’f‘/r‘/ ///df ,5// /‘? {/mﬁ"‘g/ /é? g/ﬁmﬂ-m
- f;e (ab) ] g [/#,zqu‘.» brstnini Jorty

- -75;,? (24 Coin 41 8riaz) wacj:—-ﬁ VA 2B)

: Gdy #2F bedzie dostabecznie male, %o znak ré:‘«.nicy
dwush waxﬁ“;éci- funke ji bgdzfa zaié‘ﬁ'&.l jedynie od zna-
ku /5? ,_ﬂ {2yl*i od znaku tro;mim

-ﬂf/; /2R, 4/&-?7{:(*"9/0:'/(9 d/’m‘t’ﬂ*@?‘?"/ /4 g/""a’

by funhcja osiggala w punkcis af%”d 5/ maximum =

lub minimum, to résmice fumkeji, & wigc 4% , csyli
powyiszy tréjmian musi byé dla,'wainystkiéh wertodci kg-
ta- K dodatni lub ujemmy, Wiemy m,é 2 teorji réwnar
kwadratowych, fo tréjmian '

dpff-(/t’;»g/ry JZ“/?/*“‘%’///?"C;]
gdy Jﬁm zmienia ewdj znak /dla. niektérych wartodci
smiennyoh jest dodatni, dla innych ujemny/; gdy /»M
to Hré; imign nie zmienis s'vego znakm, pray pevmej ;]ed-
nak wartosci sztosunku ;-f otrzymuw wartoéc zara, gdy

20 G% al

_dy n1e ataja 51;—) réwnym goru /or‘xywiéam. gdy bierze-

; %rogmzan nie zmienia awegu ansku i nig-
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my pod ueage tylke raeszywisbe whrtedol smiennych/, A
zatem w pierwszym ﬁré’y;padku trédjmien nie moze misé ani
meximum eni minimum, w drugim tréjrmien moizes mied wexi-
muz 1ub minimum;, w tf_zacim sad wypadku masi poasiadad
albo minimum albo Mimum; gdy 2 1 € 8% ujemne, jeail
maximum, gdy zas deditnie - minimum, Pechodwe /,,4;/.,4//1
/:/_4/ mus g poaia.d:;.é 2awss0 ten wam saek, poniewsg
ich iloczyn, jako wigpkszy od‘[é’;/yl//“ musi Lyé dodai-
ni, A wige warunkiem osiggnigcis maximus jest:

[ < fisag/ 4

przycszem _
S/ )0, S < G
& warunkiem miaimuam rdéwniez
’ < o o
/ f,{ /w"/ < }ﬁ-f/véﬂfé /L)
edzie jadﬁaﬁf ‘
- & ; T
Tat/ A k) > O
) .[A'M]?Of/.;f’{’ ‘7
Jezeli jesti ; P ;
L . & W,
[Sg )" > foa bl fyai 4!
to funkcja nie moze pesiadad w puakcie A ani mexi-
munl ani minimum,

Niech bgdsie deve powiﬁmc b

- __;3://«{ 37

Przez punkt VJ[J;J/’ X) tej pvwierzchni poprawadg-
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my pragsczysng styorny. Jej réwnanism bedzie

| (K- x) + B F 1) 42 )= O
gicie A B 1L #3 rroporcjonaine do dostaw kg
téw kiermokewyeh mormalinsj do pewierzelni w punkoie

SN - cod X, cn B i cod f* . He zasadzie udowod.
nionsgu peprzednio wzorw moina nspiseé, Ze:

2f , 2
Az 7. d -+ ?)/—-;Z i"%

alho tes

gdx rz‘é}gﬂyﬁdzwa

Dwe kierunki g do siebie prostopadte, jezeli dosta.-
wy katdw kisrunkowych pierwszego kisrunku sg propor-
sjonaine do

dx, &y, dz
za$ drugiego do
' £
?J{ 7 LIE)/J /

istotnie, niech dcstawy kgtéw kierunkowych / X,
B, & Joraz/ X, P ' [ cuynia sadodé po-
wydszyn werunkom, wiweszes _
oI e 'y fB.cn Bt e Jt e ) 20
Jaat te i.étatnie mnsny warvnek prostopadZosci.

Stad wynika, %e %, 21/, —-/- 8§ proporcjo-
S A %y

AWALIZA I. Wr.605. | Arkusz 26-1y.



- 402 -

nalae do dostaw tekiego kierunku, ktéry jest prostopa-
dly do wszeikiego kierunku o spdleczymikach & ,
é;y Az . t.j. do kierunku wszelkiej prostej,
po2ozonej w plaszcazyinio stycznej;
Inacde: 25;/ , 5ifv .1y’ sg proporcjonal-
ne do dostaw riormalnej, 67' -
Zatsm rdwnanie pitaszczyzny stycznej do powierz-

chni bedziemy mogli napisac w postaci:
Al "‘J//"J/ 2

Prazypuddmy, ze punﬁt,42' posiada te wZasnosé, ze

2
;gggcﬂ / g;ff=c7

/stanowi meximum, lub munimury/, Wéwczas réwnanie pZasz-
czyzny stycinej bedzie:

L=z

= conn
Plaszoczyzra ta bolzie wige rdéwnolegla do plasz-
czyany A0  /prostopadla do osi 2 /. Bylo zreszta

do przewidzenia, 3e w punkcie najwyzszym lub najnii-

czyli

szym ptaszosyina styczna bedzie rownolegla do plaszcay-

zny X0
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Jednukie rownolegloéé plaszcazyzny stycznej w punk-
cie 4 do ptaszczyzny Joy , réwnowazna z warunka-
mi —‘Zﬁ/-: 5 _i{: P

X 2y
niezawsze pocigga za sobg marximwa lub minimum funkeji )
w tym punkcie; naleiy jeszcze wziaé pod uwage wartod-
0=

Pt/ jx(}/’ QJ-L

Albowiem istnieja takie powierzchnie, 3e dla pe-
wnych krzywych, lezacych na tych powierszchniach, punict
.ﬂ stanowi mai*.cimum, dla inn‘y'ch zad minimum, a wisc
' funkcja nie osig-
ga‘w tym punkcie
ani maximum ani
minimum, '

Przerobimy
i teraz. kilka prazy-
ﬂ«){,«./—;o | £ kladdw znajdowania

maxiinum i minimum funkcji dwuch. zmiennych,
PrzykadlI, Jaki z posrdd trojkgidw wpisa-

nych w koio ma obwéd ﬁajwiekazy?- .
Uvaszajmy na zmiennej niezaleine dwa kyty trdjkata

X iJ . Oznaczmy boki tréjkgta pr-zez 4 , g i €
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zad promisd kola przez A

; a J
i T AR
Stad /Mﬁﬂl/

C"Ae/?w'm/-i’*“).’/.
A zatem obwéd tréjksta

4?:—2/? Mx'/a 6= 21{79-:;:}4

Ry /57, ,2/6 = a-om.t’-;‘o—""y/mﬁ?j

Gane: zmy 2191 XA o-,?/ -+ P //7‘7/_
2/-» 2=
Poniewasz /’f jest stala, wisc obwdd bedzis naj-

wiokzzy whedy, gdy = bedeie maximum K Utwirzmy zatem

% tukim razie

pochaodiue czastkowe i przyrdwnajmy je do zera:

:,?A:
BX

_‘.95... fm/x =
OV Wd/ qu

Coo.X + WZXV/’

Stad zad CoIX= MJ‘ —W/er‘J)

aatom x=y :
/“Iﬂrta.;m ./O/v‘wg/m , gly» #© odrauca-

wr jako niemozliwe/

pon
o4

.

Poriew2z riwniez c'dv.(-—-—-arare.?(,
ceyli e 2x + oo X= O
e2bn ted Zm XA wox'—-/,
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a wisgc

Z09 -/.z‘/!-f‘,f Jm:f

skad -
sy =L

..'-- Jsd 3
A zatem zadanym trogkatem jest trdjkat rdéwnoboez-.
ny. Azeby sig przekonad, czy ten tréjkat ma naprawde
obwdd najwickszy, nalezy utworzyé pochodne czgstkowe
rzgdu drugiego
2y sy
) ;i;z:-4wﬂx’—~3ww/uﬁzygkr*7@r
F
oy Py f
FES

Ponlawaz - 7 —Qw.{-/aw/xd_//:—/_'
f;“z 2% g-zz
a(a‘// Dut DL
ae’z = a s
?EZ&<:(7/ 'j%§£f<:‘9

wiec mamy istdi%ia maximum,
Prazyk2ad2, 2 poérdd prostopadlodciandéw

oraz

o danej OngtOBcl znaleéé proatopadlosclan o nujmnie]j-
820 powierzchnl

Niech dang objetoscia bedzmt? . Oznaczuy wy-
miary szukanego prostopadloscianu przez X, iz,

zaf jego powierzchnig przez 2£ .
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A2 a3*

,g?&?}AZf«ﬂz=zr

Z pierwszego rdwnania mamy:

a3
=~ ;?*-
A zaten ‘Jfg
W= XY g —
ot y |
Gdy 2« ma by¢ minimum, to musi byc

-
74
Gy A

Stad /;’,/_- a3

Mnozge obtrzymane réwnania stropami, znajdziemy:

X3y°=q ¢
A zaten

= d. ;

Jf“

Aﬂﬂdt,

Szukanym prostopadioscianem jest wige szedcian,
Dla  saprawdzenia, czy mamy isbobnie uinimum pcwierzchni

'y

ubwérzmy drugie pechodne czgstkowe:
/

(2= ] - [La¥] 22 gl [
dutS=a b8 iy ’737/ 3(/-4

Poniewag

' 2% 2 4’"‘}1{ _'erf
( ;:.f,z,,,/ < Z= s

f



- 407 -

wigc mamy minimumw,

ROWNANIA PARAMETRYCZNE KRZYWYCH  Dwa réwnania:
Y =77

wyznaczajg w zupelnosci pewny krzvwa, Wspdlna zmienng
niezalezng ‘5 , Iwang paramebrem, meina z obu réwnan
wyrugowaé, przez co otrzymamy jedno réwnanie z dwiema
niewiadomemi, wyznaczajace, jék wiswy, krzywa, Np,
Nereoa ¥ roind
/
93 to rdwnania paramstiryczne koia; gdy bowiem podnie-
[ 4
siemy oba réwnania do kwadratu i dodamy stronami, to
otrzymamy zwykie riéwnanie kola: |
xzifz"' ;-.‘t
Podobnie réwnania parameiryczne:
X a/cdvz‘/cy',
wyznaczaje elipse, gdyz z réwnan tych wynika, ze
£ o B oA
E""c"z?‘/ £z 02
2
akad Ze{"; " cé,-/-:""-.—,/
Niech bedzie dana krzywa, wyznaczona przez réwna-

nia parametbrycszne



