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 Regula ta daje sig uogdélnié na jakgkolwiek parg
liczbowa: moina ja przedstawid jako sumg liczby rze-

czywistej i iloczynu liczby rzeczywistej przoz ¢
L (A= 70, b,
sked |
(R, )= a+b

Suma @+G4 nosi nazwg liczby zesopo-

l1one j, Wezystkie dziakania nad parami 1iczbo;_ami

mozna zastgpid przez dziatania nad licsbami zespolo-
nemi, Z okreslenia:
<=/ 2/
wynika, e
ot -a
<S2/G4)4 0 )=
¥ teh sam sposéb znajdziemy, e

ooooo

Wogéle; kazdg potege pary liczbqw'ej /q,_{/__,"
moina zastgﬁ}é badZz liczbami rzeczywistemi +« { -7 |,
'bgds tez samg para/cf,{/ lub parg jej p_rzeciwnq./q.-;{/

Nieoh begda dane dwie liczby zespolone, ktdére mo-:
semy napiseé w postaci arbs orez crde y Wyra-
sajgoe pary licszbowe /4 J/ i /cf a//, Réwnosé tjch
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liczb: '
zachodzi wﬁwczaa, gdy
@=cC,
¢ . =

Wsgzelkie dzialania nad liczhami zespolonemi, na-
pisenemi w tej postaci, mozemy wykonad tak, jak sie
to czyni dla liczb rzeczywistych z dodatkiam zwiq.rku

A
<% -4 | Wrzoczy samej:

(a -ﬁ‘b/'/-f/c"-f &)= @re)rrd)s
(4 +8s).fct+d5)- ac- bl pradsbe)s,

co jést zpodne z okredleniem dodawania i mnoZenia,
Przejdimy znowu do interpretacji geometrycznej,

iﬁiach woktor OF przedstawia pare licsbowg /=, 47

Jego dlugosé 7 nazywamy modulem, zas kgt o , jaoki

5 | tworzy z dodatnim kierun-

A kiem osi L - amplitudg

(et ~ pary liczbowe] (a4 4)

=1 wzrlednie liczby zespolo-

O ‘
| ~ nej arb<s . Jak wie-

%{4/06' {  my:
Q= 7CHMdA

é-” P .
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7 takim razie
/ﬁgaéyqé%¥4§9ﬁ=712khifuokf¢zbnﬂ -
| =7/ cHA + 082 X ).
Pomnéimy przez siebie dwie liczby aespolone

[Wd?‘-—f‘-@ﬂ?ﬁtc{j-[ﬁ/mﬂ* f;%?»/j-"‘

ot s i o oo ot
/? //"[ e p‘-vrf} it foft /B _Z/ _

- A wigc modul iloczynu dwéch liczb zespolonych
jest réwny iloczynowi moduldw tych licazdb, zad amplitu-
da iloczynu jest réwna sumie amplitud czynnikéw,  Jest
to wynik, zgodny 3 okredleniem mnogenia wektordw i pﬁr
liczbowych

Poniewai potegowanie jest mnozeniem roéwnych ozyn-

nikéw wiec z latwodcig znajdz1emy wzor:
. o . ‘ .
[ 716594 +£3ind)] Zor ") coond s din )
W szcogegdlnym wypadku, gdy modul =4, waér
powyzssy prayjmuje postaé /Moivre‘s/:
| (féd%{chWﬂag/= cornAd+ cdrmnd
Rysunki 107, 108 i 109 stanowig ilustracje wzo-
ru na patggpvanle licsb zespolonych w wypadkach, gdy
Przejdziemy teraz do - dzielenia
l1iezdb zespolonych  Dwie liczbty zespo-



lone @ “r | ve.
lub teZ pary licz-
- I.pl. X '_’ .
bowe sa &) o)
nasyras bedzicmy
adwrotaemi, jciu-.
t 1% _
T &/ S

/‘. REsy Lf‘ﬂr/?/..:{_:_

b2

&i00
- (@A) A <)
Jeseli modul pierwszej liezby oznaczymy przez .
zaf jej amplitude o, , i odpowiednio dle drugiej licz-
by _ozﬁacaymy modul il'a,mplituda przes 7 el cf » b0 mo-
dulemtiloczynu -br;gd'zie N ¢ .- o amplitudg ilcczvnu
Apel, . Awigo dwie liozby zespolome bgdg przeciw-
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nomi wowezas, gdy moduly beds liczbemi przecirrriemi

(,f Ay )24 zr:.é amplitudy dadsg w sumie € lud

27, lub wogéle wialokrotnoéé pa.rzyutq f. Latwo
aprawdzié

-;i-f i = -4 m o y
> - 491
4?4&¢W¥#44wﬂ%} 4 %/

A zaten ktztdnj liczbie zeapolonej 4/%44.44,,,,,5‘
/ 3 wyjatkien liczby ¢ / odpowiads liczba odwrotne
ZcasA~ coan)
Bedziemy tercr mogli okre£lié dzielenie przez
li.cz.‘im' aaapoiﬁnq,' jako mmnoienie przes _liczbg.odwrotna.,

fl’évgrﬁ #< ks B
’f/c‘(}jd_f i« ¢f”65/ X/Mﬂf’-{;WJm /,?/ f/@?d-adﬂmq’},

/wn/ﬁ Ftnd ). F ot fp i rint ) m
"‘*[M//J r\’/;"‘{szrw/’d’ af//
“Ocopvideia sprevdaimy, ge
| {““[‘*"K/g c,j,,w,,,,,,//a.-af}f T/Wﬂf'rvcmf"ff/"
= @’{fm/ﬂ—dmymeaw//ém’*vﬁ-
o . /(/M,@M,,,,,ﬁj

Interpratucja Feonetfyc zna. dzielenia wektoréw
jout - przedsts.mona na rys, 110 Dla znalemenm ilora-
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AT ktorow "@ ‘7-/ nalezy zbudowaé na 6’5 tréjkat
podohnw ﬂn txugkqta OMA |, prayczem kat o raley
J | odlozyé¢ w kisrunku u-

jemnym. Wéweczes
OB  -w
—— = ol
o2 72X
Gdy dzielnik jest rév-

ny zeru, dsielonioc

L

s ‘
;%%?”2?t% | ataje mie niemoﬁ¥iﬂa~

"y

i.nv*'ria-!tkowa.n1e'\'azystkin An-

trehezos ﬂkrewlone dzialania nad licszhami zeapolﬂhami;
byly uk1n='ﬂno jednoyac'nia Pierwiastkowenie, prnc-
civnio nie jest dzialeniem jednosnarznie okredlonem, z
Szan & Ulft' iz ifr spotykalismy w teorji linzh rne-
czywisn tfﬂh liczhn wertodod pierriastka jest rdéwre je-
go wykladnikewi, Okredélmy resemprzéd:

| VT,

Svmbolern tym ogznaczamy kazde liczbe, ktérej =2 -ta

potern jest rérna 4 : innemi stowr

A= VL

b

Ndorodnimy, Ze jest 77 1 tylko 27 . tukich liced

véwesae, pdy
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zespolonych « , ktére cszynig zadoéé powyzszemu rdw-
naniu; Zauwazmy przedewazyatkiam. 46 modul liczby

o, =4 Cdyby bowiem 7>«  to modul liczby
j'j'ﬂ’“?{ co jest niemozliwe: podebnie nie moie byé
o . Pozostaje wige tylko trzeci przypadek, mia-
nowicie 7= . A zatem wazystkie wartodei x ma iy
ten sam modul 7= | Niech & bpdzie amplitudg f-a .
Ytedy 7.7 musi _byé 257 Podzielmy okrgg ko ig'b
promieniu ¥ na # réwnych cresci i polgezmy punkty
podziatu z punktem ¢ ; e

G’{‘ T iy
<

i | "
: . Lic ;
P J,',z czby odpowladajqce

/q> wokborom d’./f Wm” i
/ - 3 t.d, s m.a.én:.a szuk;ne-
2 %_J'L_____.x mi wertodciami liczby «¥

d
4 ; £ - angﬁw'
/ i = T
- Podneazge ohis strony
\,‘?‘74_2’-!1‘] suuyaszie ¥vownodei do

H - te; yu't-et-)l, znajdziemy, %8 -
T 00P DH A -Gornin A
'a poniewas »;wnf//-d' 0 &f/='1' ., wigo'
' v Pt R
Pcdobnie przekonamy sigy e wartaacia X jest
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Istotnie - , -
.J;ém.w_ M 9’.”?:‘:4»&4;&! %r
Wogbley jednq; 'z wartoseci a—‘%" 0zZnacze

: e Ji” 7
| .-a?_,’g.'-‘-’do‘:?*;;;"-f‘.xw,f__,
gdyz :
/ n . . s
iy = CH RT 1 a0z GHT
ceyli |
AT

. Gdy Mem otrzymamy dla & te¢ samé."wartoéé,_co
prazy £=0 ; wartodei y ocdpowiada ta sama war .-

tosé , €0 . Wogdle, réznych wartodel o=
trzymed mozemy tylko . Ceometrycanie mozna to wy-

tiomicrnyd w ten sposdéd, se powigkazajac ket 0 wie~
lokr(tnoscé , otraymywaé begdziemy ten sam wektor,

Niech ' 3ds dsne ‘wis Liciby zespolons:
oraz | % orys 112 jest widoczns
2e modul sumy .ych liczh a's moés bvi wigkszy od sun,
modulow skdody “kéw,

Gdy dodajemy liczby rzec"ywiate tego BEMOZO N
ku, ‘wektory lezsce na jednej proatej/, to modul sumy
tych Yiczb jest réwny sumie ich modudw,

2auwaimy, e licsdba ?B"T olona wiérczas uylifo WoZ o
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slg réwneé ¢ , gdy
£ | joj modul réwna sie
A wigc iloczyn kilku
liczb zespolonyt_:h réw-
ne si¢ .J , gdy jeden
przynajmniej z moduldw

.Y czynnikéw riwny jest €

Ay, 2.
' Dwic pary liczbowe

(a,,‘/_i /d}d(/ nazywajgq sie -a_ presogionemnmi

gdy -
@=c | Ae-A

. Podbbﬁie nazwiemy'spngzonemi dwie liceby zespo-
lone |
@rla oraz i b |
Cechg charakterystyczng liczb zespolonych sprzeszonych
Jest to, ze ich suma oraz ich iloczyn sq licsbami reze-
czywistemi: _

(arbe’) r/ G- 6</=La
/'/‘.7‘69/07* 5{7.-.- g";’w‘a
Ohie liczby posiadaja len sam modutl:

za$ ich amplitudy dajg w s ~ie O 1ub wielokrotnodé
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.é.J" . Wektory, odpowiadajgce liczbom sprzgionym sg

J | symstryczna wzgledem esl
A | : jezeli wektorowi be

be | odpowiada amplituda o ,

& 6 | to wektorowi d2 odpo-

e 4 £ . wiadaé bedzie émplitudé..

- .
Dowiedlidmy juz, #e wycia-
: 5nipcio pierwiaatka AN -go
j?y”-”j- '{'ﬁd—%écijest réwnoznacz-
ne z podzialem kola na 2 rdwnych cz_eééi alho z wpinma-
niem w kolo wielokgta foremnego o 27 bokach, Dla przy

kta.du wyciggnijmy pierwiastek uzeaotenny z jadnaéci
/_ lub tes rozwigimy réwnanie
Ve Pt
W tym celu wpiszmy w kolo o promiemiu X /rvs.
114/ tréjkat foremny 4B i popaczmy punkt & 2
jego wierzcholkami K Otrzymemy w teu apoadh *.',r?.jr wekto-
ry, odporiadajgce trizem liczbom zoupoldnym, ezynigoym

gadods nasgemu rownaniu
c?./ﬂ':{
G153 = cog ?-r 4440:—-—"{
Z 5‘”%‘2* Mm-j
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- AP |

A wigc rdéwnanie ,/‘i{

posiada trzy rozwigza-

Plerwiastki - 1i.%

s ze sobg 8przpione,

Ten mam rezultat otrzymalibysmy, roiwiuujq.é powyinzs

.réwnenie zapomocg algebry elementarnej. Mianowicie: -

~(4L4é=a

ﬁ “V/f Lot (/ =)

Rogwigrujac rdwnania
M =c),

A 2t ae 7= 4,
znajdziemy:

Wyclagnijmy teraz pierwisstok <@ -tcpo stopnia 2

Ilcnby gespolonej: -

!
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(24
¢ 5: S P

co 1est rdwnoznaczne 2 rogwigzaniem rdwnan:a
/7' Q#‘/é

) ngiszamy_oatatnle réwnanie w postaci

B

= A Ot i ot
Zalbiny, ze szukanym pierwiastkiom jeat jakad liczba
zespolona
A= [ CAt by y),
Wiwczas . - '
A= p Tsionf s auigr )= 7Y Cooq 102 R ]
W powyiszej réwnosci o isf sa wielkodciami zna-
‘nemi, zaf £ iy’ szukenemi, Pomﬁsdzy niemi zachodzié
muszg zaleznodcei nast@pujaca
-_)p =/
2 = RS

Stgd znajdziemy, Zze

Dla /# blerzemy t, lko jedng wartosé pierwiaétka
w znaczeniu arytmetycznym, bo z zelozenia ¢ >C /ma
ina jg obliczy¢ np, przy pomocy tahlic Logarytmicznyc
dla 2 otrzymamy tylko - ~tofel, albowiem pdy A=2.
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to otrzymamy te sumg wartodé kata, co dla a=h' , A
satem réine wartodei kgta  otrzymamy tylko dla
£~ G 4,23, .. .1./(»-4]

Ot rzymamy wiec‘af rdinych vartofci pierwiastka:

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

~I/ }}*:// aGa@é»ﬂgki’ e éggjké:ﬁlf/}
Przyk I\a_d __1 ieabo 14 Y,.

- "
X= Y3r4e

8tad
Vo976 =5
'\Jak wiemy e .
: | @ =7t A, b= hind,
a wige :



= DU

kat ot ma...aé‘ mosng z réwnan /1/ przy pomoey tablie.

Wzory mns mnunozenies kgte

-

/Moivre’s/, Dowiedlisgmy juz.. ie
/1/ /Mdv" ¢44-”sz H Card ek - It e

Rouwitimy lewg strong powyiszej réwnosei w szerer
Newtona, przyessm dla akrdeenia oznaszmy spdlezynnik

prey wyras ie o wskafniku 7 przez

//)z/c 2/ %-2)(71-2)- .. ... [71- Rr 2]
O AL 34..........*

0% rzymamy :
/@ﬂﬂf‘f‘édﬁﬂdj .:.d;j#f?"‘/!/a’ﬁ Q’{Mac_..
q/”y E2 - g %f — (7] cog”ok. oyt 4

/y 5 C&':f C’{ 4”“0“7“ LN .Il.'lv-.'i.".'.

ANALIZA I Arkuss 10-%
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Wyrazy parzyste zawierajg ¢ ze znakiem + i -
naprzeminn;"podohnia zmieniajg sie znaki wyrazéw nie-
parzystyeh, Z wyrazéw nieparzystyeh moina wyniedé ¢
przed ravias; pordwnywujge nastepnie otrzymany rezul-

tet ze wzorem /1/ dojdé musimy do wniosku, ie:

. w 2
cod 276X = cor e *-/3 cog of " drmiel *
) ol . ’”"k i & ’/ ) -&
¥ (77 of - F = ){ s & 2
le 44 = |
j,;,}?m.——}/ /(..J"J G'C é".‘lﬁ'a‘f —~/jc.4.";’¢:.{.':‘?';?dﬂf+

/47/ ctd d d?fm; — e reedea -

Wzory te noszg nazwe wzoréw Uptyre'a. Diielge je

stronami, otr-ymamy wzory, wyIneerajgee 17 e i
co 8oz ! ;

/ /“’/o"‘” 1) G5 A F %
A G AY B (Y B ..

Pddstawiajge do tego wzoru <22=< |, ntrzymamy zna-
nr z tryconometrji wzdr:
Lot = e
- ?‘7*’1-:(
c
lezby zespol.ne ilworzg zamkniete pole dzialan.

"grv oLkie dzialsnia nad liczbami zespolonemi sa wyko-
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~nalne w zakresie tych tylko liezb, Wystarezaja one réw-
“niei w zupeinosdei do roawigzania wszelkieh réwnar al-
gebraieznyeh i przestepnyeh, Bddziemy mogli przekonaé
sig o tem, rozwigzujge rdéwnania rédinyeh itoﬁni. - do

¢ 2680 teréz przejdziemy |

ROZWIAZYWANIE ROWNAN

Nieeh bedzie dane rdéwnanie kwadratowe
ax’rl bxrc=0
v ktérym spélezynniki < LY ic s§ liesbami rseexy-
wistemi, Jezeli
Li—ac >0

10 réwnanie posiada 2 pierwiastki rseesywiste:

-G+ Vé*~ ac.

l—r_tt

a
o 6 i , z e CL(,
K, =
a

Jezeli
. ¢t ac <O |
réwnanie nie ma pierwiastkéw rzeezywistyeh,  Napissemy

dane rownanie w postasei:



