gdzie
== 7// : Z‘;' & & / =
¢ 4/ :,i_':,?/’:_%’ 2:-'2; L=
e g = A /f .«tfa"ﬂ”c‘j,
> o -
-y = < é,,{::
Z;r‘___ ‘33'-1 = ‘7;’:&/—- 7//,{:,',/#':@':‘:' W:I/yfg/./’ .
(%A &ﬂgc

s sy @
= /e //@%/// ST/,

+ LICZBY 2ESPOLONE,

Wykonywuijge dsielanis slgebraiczne nad liczbami
wymiernémi t mierzac zapomoca ébranej jednostki diu-
godé odeinkéw, przekonalismy sig, Ze obszar liczb wy-
miernych jest zbyt wazki, aby w jego:zakresie oba wy-
el wymieniona zagelnienia zaweze byly wykonalne, Z
Lezo wiafnie powodu musielidémy obazar 1% 2b wymiernych
fazazarzyéglwprpwadzajac'lic2by niowymierne; przez po-

Xaczenie liezb wymiernych z niewymiernemi otrzymalié-
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my obszar b, zw, liczd rzeczywiétycht_Jednakie i ten
rozszerzony obszar liczb jest jeazcze‘niewystarczajq-
cy; jeszcze niewszystkie dzialania sg w zakrasie'liczb
rzeczywistych, naogdd biorge wykonalne, Wiemy bowicm
dobrze, ze gdy np, @ > @ , to symbol V-a nie posiada
z8dnero znaczenia, ani tez niema rozwiazan réwnanie
a rZ=C . Ukazuje sig wiec koniecznoié rozszo-
rzonia zakresu liezdb rzeczywistych do tero stopnia, eby
wszyoalkie dulaZania algebraiczne byty w zakresic tych
nowych licib w kazZdym wypadku mozliwe "de wykonania_  DPo--
niewaz nadioc nowy obszar ma bydé rozszerzeniem zakresu
liczb rzeczywisbych, czyli liczby rzeczywiste majg hyé
czgdcig tewo rozszerzonego zakresu liczb, przeto pra-
wa formelne, dotyczgce dzialar nad liczbami, powinny
by¢ zachowane, |
Na innej drodze, zupeinie odrgbnej od tej, kto-
ra wyie) postepowalidmy, rdwniez ‘dochodzimy 1o wnios-
kﬁ. 28 bardzo pozgdana
jeat rozszerzenie zakro-

0 P su liczb rzeczywiatyﬁh‘
+ = R

e .ﬁﬁﬁ - Obierzmg ﬂn 1iﬁJilbruﬁt ]

/osi/ dowolry odcinek (.4 , mozemy riownied uwnzad
ten odcinek za przesunigcie punktu wzdluz jreat

Przyjmiting kierunek od ¢ do /7 7w didatoi  Ouein
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O/ tbopdzie wektorem; punkt ¢ - nazwiemy jegds pooszgt-
kier, punkt 7 Xkoroem, Pomigdzy woktorami za osi a
zbiorsm liczb rzeczywistych zachodzi odpowiedniodé do-
skonata, Gdybydmy jednuk rouzpatrywali wektory nle na
jednej osi, lscz né, plaszczyinle /przesuniecie na pla-
szczyinie/, to okazaloby mig. Ze na to, aby kasdemu
wektorowl podporzadkowaé liczbe, trzeba zbidr 1iczb'
rzeczywistych rozszerayd,

“"*ierzmy zatem prosbokatny ui £ad wspélrzgdnycn
Wektor ."/.:'3 bedzie w zupelnodei okraé_lony praez
4 swoje rzuty mia. o8i X i

g » 0 ile razutom tym be-

dziemy przypisywali odpo-

wiednie kierunki - Rzuty
te beda wektorami, lezace-

0 A mi na omiach i jako takie,
A I7 : &5 y

f dadzg sig wyrazic zapomocq
liczb rzeczywistych, Oznaczmy te dwa razuty /wektory/
przez “x_i y Majae te rsuty moizemy znaleéé wektor
dany ﬂﬁ . Pod wzglgdem durnéei /modul/

A= iyt
Latwo jest znaleZd kgt, jaki tworzy wektor
z omsig .{ /amplituda/, mianowicie:

A n
Jq/ -:._r J = --/E?---« : -; _“M/.’, ‘:,I,‘:.: %
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. 2, ;
Nawzajem, gdy s§ znane Y i of , mozna znalesé

_rzutys/ri Y
A= Keora - At ot

Tak wige wektor /?;é jest w zupeinosci okres-
lony przez dwie liczby rzeczywiste; parg rzutéw A i

lub tez modui ‘/? i a.mplit.udg; < . W pierwszym
wypadku A g .7 #a liczbami dowolnemi w drugim zaé

wyatarczy przyjaé, iz
>0
c

= -
Mozemy powiedzied, &e pomiedzy parg 1iczb/~3;_’7/
-i wektorem -4  zachodzi odpowiedniodé doskonala:
mozemy wektor okreslaé zepomocg tej wladnie pary liczb
/.4‘// 7j i parg liezdb przedstawial geometrycznie za-
pomocg wektora, : : _
"Réwnoédé wektorow, /par licsbowych/
Dwa wektory /A", ¥/ i/4” 2/ , nazywaé bedziemy
réwnemi, gdy =X

Yy

> Nad wektm ami /parami liclbowemi/ wykonywa.r' mo3-

na wuzvstkle dziatania algebraiczne
Dodawanie wekboréw A‘bydodaé

dwa wektory, leigoo na jednej osi, np, O./7 iﬂ/g
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/rys.98/, przesuwamy wektor ./?/3 wzdiuz osi tak, aby
_]ego poczgtek upadl na koniec wektora 0\/,? . Wektor
0B bedzie rsumg wekiordw ﬁ\/f’ i _AB

C?ﬁr L3 = dé’

: W ’oen sam sposéb znajdujemy
9 3
, #j

; sumg wigkszej liczby wek-
g4 - - tordw, lezgcych na tej same]
2 - . oai,

Gdy mamy dodaé dwa wektory, lezace na jednej pis-
szczyinie, 74 0_-/?_:1 I3 /rys .99/, postepujemy podo-
bnie jak poprzednio, Przenosimy drugi wekior réwnoleg-
le tak, aby jero.poczatek upad” w koneu wektora pier-
wazepo, Wektor, laczgcy poczatek picrwszepo wektora z

koricem drugiego, be-

5{- a8’ ' dzie sumg wektordw
| 7\ _ -danych, ,

> . \ - liozemy znale#é

=l /’: \# _ - sum¢ jeszcze innym
/ /"’ gposobem, Przenosimy,

/_/" P mienowicie, wektory

T e b F réwnolegl‘e tak, aby
C-]-\L T W ich poczatki praysta-

s ST,

vy do punktu ¢/

nastepnio budujemy nn
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tych wektorach réwnolegtobok, Przekatna lgczgca punkt

Oz przeciwlegltym wierzcholkiem réwnolegtoboku be~
dzie sumg wektordw danych, Oczywisdcie, zaréwno w pier-
wazym, jak'i w drﬁgim przypadku étrzymamy ten sam wy=
pik, i _

Z rysunku 99 widocgne jest, ze dbdawanie wektordw
podlege prawu przemiennosci,

Okredlenie sumy dwéch wektordw mozemy rozszerzyé
na wigksza liczbg skladnikéw: przenosimy wekiory rdéw-
noleéle 7 ten sposdb, aby poczgtek nastgpnego zﬁajdpwal
sie w koﬁ;u poprzedniesc: wektor, lgczgcy poczgtek pier-
wszego wektora z koficem ostatnicgo, bedzie sumg wekbo-

réw danych,

07 T . _ Hg ris 100
3 AR =
Q=0+ 83+ 13C

Jwaga
/ W wypadku gzcze-
}4;/;¢Q? Wl “ «
‘ gélnym wdy wekto-
/”//, . - © py akiadoye tyo-
P - -

N & rzg linje ifamung
¢ A .. 400, - e j .
e .‘, z‘mkglgtfg /o jed-

nym kierunkw/, ich suma jest réwna zeru, Réwniei suma

rz1t6w tekiej linji Zamanej na kazdg prosta jest row-

na zeru, gdys sumz rzubiw dodatnlch zawsze bedzie sig
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r dvnad sumie '~i'ﬁutc_51 ujemnych /fjrs.lOV. .
- _ Okreéélenis doda-
wanie dwéch wektordéw
mogemy wyrazié zapomo-

|
]
o
. T |
; : e cg par liczbowych,
: W ~ Niech bedzie:
: ! ! ¢ ) 5 0d : 3
[ ) ! ' ] Gl ;
[ L ; ! [
i 1 2l ! l
I Gy b e - 2y
~ a4 .7 & /'Jec-/é'« W takim razie .

, o 1

Nalezy gzwrdcid &wage_ na to, ie znak W lewej -
stronie powyzej napisane] réﬁnoéc_i- ms znaczenie u.mé-
wione: ydwnie dobr?&'mgli’bymy uzyd tu zamiast niego
jekiepod innego znaku, -l

ZJauwazmy, de -

A wige

zatem dodawanie par liczbowych podlega prawu przemien-
nééci, co zreszta jui udowodniligmy, méwize o wekto-

rach, | o

Dodaewanie par liezbowych naprowadze nas na my sl

ﬁwa‘z'ar;ia pary liczb za liczbe nowego typu, dajdcs «i¢
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" okreélié prsy pomocy dwéch-liczb rzecaywistych, |
Gdy : Jedna s  1fi 6z b P ar y /mi a-
nowilioie drug a/ jest réwna
p'a ra B®BSPpPTrowa d za 819 do jedn a‘j;
liczby rzecsywiste] /gdy raut wek-
Lora na jsdn4 o réwny jest, to wektor leiy na drugiej
osi/. Dodawanie takich par jest réwnowaine z dodawaniem

‘liczb rzeczywistych: |
o - ,Lryf’c?fa/

Dwie ‘pary licgzbowe, ktérycn suma réwna sig o
ezywamy przeciwnemi :
X, Wtﬂ’://ro’
Wéwczas, ocsywidcie
Y#4 = 0
YV =

A=-
Y=- &’

akad

A W inberpretacji geome-

: tchénej takim parom
| ;

o odpowiadaja wektory ré-
wne co do diugodei,

lecz przeciwne co do

kisrunku,
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i
{'n

Bedziemy teraz mocli okredlié ode jmowa -

nie par L1liczbowych wsposéh naste-

pujacy:
(X, J=( ] P = (3 ey~ - .}%_/(-,(’ 7).

Z kolei rzeczy nalezy daé okredlenie  mn o % e-

nia »p a_: ‘'liczbowych k Okredlenie to po-

winno byé uloﬁénejprzedewssystkiem w ten sposdédb, aby

iloczyn dwéch par liczbowych byl réwnies ﬁara liczbo-

wg: @ 37/‘”]5"?//://35/

Ponadte iloczyn takich par liczbowych,-ktére sie
sprowadzajg do liczb rzeczywisiych, powinien tez byé
liczbg rzeczywintg, t, zn.:

(% Ly o)=/tL o)

Précz tego jest rzecza bardzo pozadang, abv byio

K(5Y) = b, %)
1% 0).(53) -t 4

Okreflenie mnozenia nasuwa nam rozwazanie geome-
tryc;ng, Niech bedg deme dwa wektory C’;.-g i I |
0dx6zmy na osi ¢ odcinek @A=L : lgczac punkty-
S i B obrzymany iréjkat OAB | Zbuduimy nat Sep-
nie tréjkgt: @C/L |, pododmny do 2B  , w ten s so-
80b , aby bokowi (A% odpowiadai bok ° | a  i-

czvli:

of
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rét wazyst H‘CH L

kéw dokots punktu

O nial ton sam
kiorunek .pray

przejsciu odnﬂ’-"B

&, . .do & OCD.
| _Q'._., (-1,
cﬂc &w

0 = 0¢. V8

+Latwo sprawdzio. 26 jeteli bedziemv uwa.mli odci-
nek &L za wektar, to cazynié on hgdzie zadosc wszyqt-
kim wyzej poatav-ionym varunkom, . e o

Wyratmy wektor 0(3 zepomoca licsb ’? /miarza—
cej odcinek 08 /i of /miarzq.caj 4:..4698 /: po-
dobnie Gﬁ? 28pOMOCH /? &' W takim razie wek-
tor” OD da uig calkow1c1e okrealié przez modutR A’
o umplitude i+’ Istotnie, oznaozmy rzuty r9kto-
Yo 00 na osi 4 1; odpmriadmo przez ﬂ et

-

Wérczas |
j- q /? w/a/m’ j,. J'i’ w«’ /? w‘(—- -71’4ma’ /fama’

"vll

KX~ Sy’
Podobnie obllﬁzvn = aa
ANALIZA 1 . o ﬁ!usz 1’3’-",' ’

3
ben
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Oatateezma otrzymamy wzdr, bedacy okreéleniom
mmteni& Par licgbowych:
1Y) /0 5 )= a5 Ay
Zauwumy, %ze gdy jedna 3 par sprowadza sig do 1li-
czby -r*mcmiatej. to mamy, jak tego chcielismy,
/b )3 i 57
Pndobnie mogemy 319 przekonaé, ze dla mnozenia,
w ten ‘wposéb okredlonego, siuszne jest prawo Incznodeip
przemiennogei i t.d, |
Niech bedzie dana para liczbowa 4, €/ . 7 okre
§lenia mnozenia vry_nil::é,, %e /i'ya_ldd./:

. X %
Istnieé musi taka para liczbowa, ktérej kwddrat jest
réwny “~# _, Jest to widoczne:s interpretacji geome-
tr;je'zﬁéj,' Od“iéimy na obu osiach w.dwu rdinych kierun-
kach 4 wektory: 67./5’ ' 0_3 . 26, Q»‘D ’

T dlugoéci Z -, 7 rysunku 105 latqo vymioskowaé

(75 jest kwadra.‘bem wektora ac . Mozemy wok-
C7C napisaé jako parg liozbowg /0', £F , kté-

ra oznacsa sig symbolicznie przez < |



Yoina sprawdzid
ber -odrednio, ze

(G =4 0)

asvli

,4'§='2f
Tak wigc na o-
aiach A i';{

mamy cztery n-

ktory jednost-

kowe, ktorve
N | . odpowiadajg pary
liczbowe: -
(56)4; (4 ¢]-~4

// 73 (CZ{/:—.,G;./.@/_{;__Q-
&7 4 | et NA_, Niech bgdzie dana
¢ . pars liczbowa /g {/
wf | YMozna jg wyrazid
* w postaci ilocoy-
-~ P "nu licsby rzeczy-
Rogs. 105,

wiste] przez <

“enyli
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 Regula ta daje sig uogdélnié na jakgkolwiek parg
liczbowa: moina ja przedstawid jako sumg liczby rze-

czywistej i iloczynu liczby rzeczywistej przoz ¢
L (A= 70, b,
sked |
(R, )= a+b

Suma @+G4 nosi nazwg liczby zesopo-

l1one j, Wezystkie dziakania nad parami 1iczbo;_ami

mozna zastgpid przez dziatania nad licsbami zespolo-
nemi, Z okreslenia:
<=/ 2/
wynika, e
ot -a
<S2/G4)4 0 )=
¥ teh sam sposéb znajdziemy, e

ooooo

Wogéle; kazdg potege pary liczbqw'ej /q,_{/__,"
moina zastgﬁ}é badZz liczbami rzeczywistemi +« { -7 |,
'bgds tez samg para/cf,{/ lub parg jej p_rzeciwnq./q.-;{/

Nieoh begda dane dwie liczby zespolone, ktdére mo-:
semy napiseé w postaci arbs orez crde y Wyra-
sajgoe pary licszbowe /4 J/ i /cf a//, Réwnosé tjch



