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KRANCE DLA PIERVIASTKOW.

Przy oddzielaniu pierwiastkéw réwnania nieraz po-
zyteczng jest rseczg zna¢ licszby, pomiedzy ktérami;aa
zavarte wszystkie pierwiastki danego réwnania, czyli
kradce dla tych pierwiastkow, |

Krexicem dla pisrwiastkow dodatnich n;:ywamy lies-
be wigkazq od wszystkich piorwiastkéw réwnania,

w analogiczny sposdh okraslam; kraniec dla pier-
uitatkav ujemnyth, -

Sposobéw odnajdywania kraﬁcéw jost bardzo dugo,

My tutaj zapoznamy gig tylko z dwoma, Pierwsay nponéb'
ddjo sig ufarmulqﬁéé w ﬁwierﬂzoniuxnsutappjac‘m:
‘ Jako kranicc dla ifruiastkéw dodatnich moina

| = 24V F
gdzie Jéitib:nacz; pigrwszy 3 kolei ujemny spdicaynnik
a8 X lickhe dodatniiag, nie'mnihjazé ¢d wartosci bez-
wzglodnej kaidego we apGlczynnikéw ujemnych funkeji

wzig aé 11cabe
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Niech np, bedzie dane réwnénio
3 +)K¢“‘ Y Il a+d0=O
¥ tym wypadku -
o .ﬂ'J =2 ; =277,
wiec
(=N E e e LR
ratwo jest wykazaé sIusznosé powyzazego twierdze-
nia, Wystarczv dowied¢, ze edy
27 x>
wowczas
/2/ 7ﬁ2c/>-c9
Zauwasuy wieg, ze gdy X jest, dodatnie, to
/(-t’/r AxE ax"Fax "I . —aY-a
/Nalegy porownac oba wielomlanyf WyraZJ praweJ stro-
ny, poozgwszy od drugiego, uworzq postep geometryczgy;

qalejacy; sumg jego jest
' 22~vr+L

AX — &
- d._z’ ;.
A zatem ” 22-om14d
| M (-d)-aX " L g
s //A’/ —

dla kazdaj wartoécx Hyo | Zaloamy. io X >
takim ra21e

; W

g~ ./ L
oA /t {7
wige



- 341. -

ra s LIRS ) e
- { |

Gdy przypudcimy, ze
/5/ -2 %a s
to tembérdzie] )/(4] >¢@ . % nierdwnosdci /5/ wynika:
' 27
Al 7> e,

i
ﬂ?}'\-m-»-m-L

X-7,.>) %

skad

> e ri
Xr27) <

- Twierdzenie zutem zo8taio dowiedzione, Gdy bowiem
Xl B |
t0o stuszng bedzie nierdwnodé /5/; wigc na mocy nierdw-
nodei /4/, wobec tego, ie ¥~7.>0,
i :742(/3*0.- |
| Umiejgc znalezé kréniec dla pierwiastkow dodat-
nich, bedziemy mogli réwniei znaleié kraniec dla pier-
wiastkéw ujemnych, W tym celu zmienianmy na przeciwne
znaki wyrazéw réwnania -
i
zawierajgcych nieparzyste,?otegi.af./t;j. podstawiamy
~X zamiast X', zmienig sig przytem riwnies znaki

pierwviastkéw,k Cdy iatem_sﬁajdziemy kreniec dla pier-'
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«.wiastkéw dodatnich réwnmnia
//—-.;t’j:: o
to bedzie on jadhoozaéniokraﬁcem dla pierwiastkow uje-
¢ mnych réwnanis /1/. |
Wskazouwy teras drugi sposdb odnajdywania krarica.

Nieoh bedzie dana funkcja: | s
/1) pla)= Ay KT E e
A A T

Mozna jg przekaatalcié w sposéb nastgpujacy:

A2 xR T LA b By
~( <= - Lzt t"‘ﬂﬁ;—-’;g

Jtqd widad, ze im X Jest wigksze, tem wigksze
84 oba ozynniki i tenm WingaY jeat ich iloezyn//[xj
Jezali wige przy X riwnym a

£ry>o
'ho z pewnofcig sluszna bedzie 138. nieréwnodd pray X
wiekazym od & , Wystarczsa w1ec_znalem taks liczbe,
pray kitdrej byloby dodatnie wyraienie w nawiasach kwe-
dratowysh, Ta liozbe bedzie krancem dla pierwiastkow
dodatnich réwnania ” .
o fﬂf/#c?
Jedell w da@t’iﬁ"wielomianie. znaki spdiczynnikéw

nie si., jak w wialomianie /1/, do pewnege miejsca wszy-



e X
stkie dodatnie, a nastgpnie wszystkie ujemne, to mozna
dany wielomian rozlozyé nieskorczong licszbg sposobdw
na sume wielomiandw, poasiadajgcych powyzszg wlasnodé:
L= () # (X e * Yol X,

,Poprﬁadniy_twierdZenie stosuje sig dla kaidego
skladnika o@dﬁ‘@lnia; Jeiéli' @, bedzie kraficem dla
pierquégo ﬁielom&dnu. cza.dla drugiego 1 t.d,, to
najwi@kséa 21 lkosdb 2, , W - ST e a, bedzie krap-
cem dla pierwisstkdéw dodatnich rdwnania

£lx)=0 |

Prezyk?®ad,6 IZnalei¢ kraniec dla plerwiast-

kow dodatnich rownania ’

A= x - .3,{'" ,‘Zx G +/&x-?’=

RozkXadamy dany w1elom1an na wielomiany
A o 7=3u % Frd ox®
4z 10x=7 |
- Jako kraniec dla'piéfwiastkéw wielomianu 7§5£(/
mozna wiigé licibg 4, saé dla wielomienu -4/) licz-
be 2. A whee krafcem dla tych pierwiastkéw dodatnich

réwnania ' SR
}fﬁdi/:ca
‘bedzie liczba 4, '

Jezeli memy dany jakid przedzial’ [Q%,457' i oka-
ge sig, %8 np,
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f?a /./’/é’/d a,
to mozemy z pewnoécig twierdzié, ze w tym przedziale
jest nieparzysta liczba pierwiastkdw; nie mozemy jed-
nak powiedzieé, ile jest tych pierwiastkdw,6 Na to pys
tanie dajé nam czesciowo odpowiedz 1, zw, prawidlo zna-
kow Kartezjusza,

Jazeli dana jest funkcja ;;41(7 - uporzadkowana
wealug poteg rosngceych lub mslejacych zmiennej X , to
kazde dwa sgsiednie wyrazy maja spdZczyrniki z jedna-
kowemi albo teﬁ';éﬁneﬁi znekami; powisdamy, %e w pier-
wszym wypadku zachodzi nastepstwo zna-
ku wdrugimzaé zmiana zneku,

 Liczba wszystkich pierviastkéw dodatnich rdwnania
nie moie przewyzszaé liczby zﬁian.zﬁakdwﬁla jezeli
jest mniejsza, to o liczbe paraysts, -

Jezell chodzi o llczbg plerwlas*kow ujemnych row-

nania

2% /ff/-
to jest ona oczywifcie réwna liczbie pierwiastkow do-
datn1ch réwnania

/2/ /} X)=0O
Aiwige liczba pierwias stk ow ujemnych réwnanie /1/
rowna sie liczbhie rmian znakdw w rdwhaniu /2/ lub “jest

od niej mrdejsza o liczbeg.parzvsta.



Przyklad,
1 25Xt Sadimy s~ O=0
Wypiszmy znaﬁ:spuiczynnikow Le0 rownania
Cadiiagt o e

Widzimy, ze sy 3 zmiany znakdw; a zatem dane rdw-
nanie pesiadaé bedzie 3 lub 1 pierwiastek dodatni. Pod-
stawmy toraz —X zamiast X i wypiszmy znaki otrzvmane-
go réwnania;

o 10=0
. Tﬁx ¢ﬁ¥f7x Iox =L D=
~—

¥ tym rdéwnaniu mamy zrmieny znakdw, a zatem rdw-

nanie /1/ posisda 2 albo -0 pisrwiastkéw ujemnych,

METODA NEWTONA OBLICZANTIA PIER?IASTKéW'WTMIERHYCH

Riech bedzie réwnanis ﬁm-tego siognia:
y 1’%%2@_{uf R I A i

o wspdélczynnikach wymlernych, Poniewaz wazystkie
spotezynniki q@lmymierne,;wi@c mozemy je zamieni¢ na
sbélczyhhiki'calkowite; pPoOmNoZywszy . je przez najmniej-'
s2§ wspSlng wielokrotng, : |

Jezeli may réwmanio ?T*tego_stopnia o spéiczynnik,
ﬁ»??OWltych, mozna. zawszo przeksitaleid nrzesz-podsta-

nicnie -K:dl.‘.é(::w tén apoegdb, By spiiczynuik przy.if
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v najwyiszej potedze = 1 |

Jezeli zad mamy rownanie takie, ze spdélczynnik
przy X w najwyiszej potedze = 1, a wszystkie inne
-spdtczynniki sg caikowite, to p1erw1astk1 rzecaywiste
wymierne takiego r wnania moga byc tylko calkowite,

Twisrdzenie to udowodnimy, zalozywszy przeciwne,
Niech bedzie rownanie:

X Qi ?::jg‘,xm;‘a ...... +¢z,,,_£_xff- )

gdzie spbiczynniki 4, Dy vurnnes Zn 93 liczbami cal-
kowitemi, Przypudémy, se A= ﬁ/ﬁ/ﬁ ﬁ sg to hczby
CdlkOTfltG, nie majg wspdlnego dzielnika précz 1/, Wyka-
geny, ze to memozl:.we Jedli da-/ﬁ to réwnanie na-

sze¢ nepidzemy w formie:

. ” - 27=1 y -2 - ” . /3
-g-ﬁ-qj. 7"@:‘?717‘%;”-3#" ...‘.“.*-a/”"f—:——?q”:d
Skl}d 4 _
e ] 9?"@
A7 e e p Rty PO fong M
f n : f d2-4 | 7 n-t
-] u = Ci=y i . Z "i .,4)')’ 4
a mnozac obie strony przesz {cg” Sz

Lecz -_ﬁj jest ‘liczbs calko?ﬁta, zad wedlug zaio-

zema A i i nie majs ws; élnege drielnika, zatem roéw-

nosé ta jest niemoiliwa, o b 4.4l

Niech bgd,‘ai-e réwnanic |2 baiou:
(j’/’ x&zﬁ /’?’i/f’ v.’f-’-g‘ _%q‘-.{"(*ﬁ’:d/’

w kidrem,: wedlug 2alozenia, spdiczynniki sa liczbemi
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catkowitemi, 2 twierdzeniw poprzedniego wiemy, ze W
takim razie i pierwié_stki, & ile 83 wymierne, wmuszq
byé catkowite, Niech & bedzie pierviastkiem réwnania
/1/ . Hapiszemy wiec tossamosd;
(2)  aepoE o, A F ety AT
Lewa strona rdwnodeci /2/ dzieli sip przez o , ®
zatem 1/-“',,,,_ réwnies musi sig przez e dzielié, Niech
iloras /%/a,. j,,,., .3, /5,,-= q‘i,,,.x W ten Spoaéb moze-
my przapiaac rownanie /2/ tak:
/3/ A% /;‘ofaf .,./43 ""’...--.'..-:/6,,,_,:*7,.4
B‘lb? A 7oy " fro A TR o 2 g K = Pt Tt]
Rozumujge, jak poprsednm, napiszemy M}aﬂa
gdzie zpow f’”"c jest liczbg stala, Dale]
K a{“’_"i /b, o T s Q-é,,;acf,ﬁﬁ,@,_z'g = Fm-e

............................................

a{ f-/ﬁ‘Ofvﬁ-/S,- . d"/é_,dlfa-ép %/
przyczem oznaczymy 4‘—'—‘1" %’ a“/aj.:-/cg_,

s .:.&6: ,f-:g!//- —":—{%;—. 70_/' ;.f.{:-é?
Stad wniosek: jegeli liczba calkowita o jest
pierwiastkiem denego réwnania, to wolny wjrs_x.z dziéli
sig p;zéz o¢ ,Jesli iloraz od podzielenia dodamy d't.a -
wspdlczynnika poprzedniego wyrazu, to otrzymana suma

dzieli sig calkowicie przez o i t.,d, Ostatni iloras
?a,-i’ Ilorazy c?%_,/ Ipegye e s f@;@{f - umg.to
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liczby calkowite; spdiczynniki ’76, ; /’4 ,“,,,/54, W po-

wyzszych rdwnaniach réwnies sgq liczbami calkowitemi,

Dalej

7 L '
v I A Sy A Fe e ;‘_2*54,-3'.;':’;‘-‘/3?,_ 3"_’-( =g
78 e N T s . = @

Udovodnimy to, sprawdzajgc zapomocg mnozenia,
_Kx‘ofj-azdﬂﬂff ”.f/a '”-2

...... f""/‘"‘/ /gwx ax”¥

_ +‘7f’gg-‘( c}fjv( -:"'- sans 'f'a/?, . t?,.;-:( ==
=X "'/fs ] A7 Yfz -"l/§4/7-{/ ----- "/%-—z fw@ ;{)): 'dfa-.t

Otrzymalidmy spdéiczynniki naszego riwnania:

’/a.; "fM“Wwa;f*%‘af’aﬁf .Widzimy, ze spdlczynnik

zavarty wyzej w nawiasie, t,j. /f,,,_f y,,,.gaj mozemy
zastapié przez = G-z | Ana.lgejlc.,n1e j’_z étﬁ,c-‘-/b_&.

- Réwnanie /4/ przepiszemy w formie:
WAt )
PRAWIDZO OGOLNE. Znajdujemy dzielniki 1109,..,1{%}

wybieramy te, ktdre sg ® granicach oznaczonych, np,
szeregiem 3turma. Poddajemy dzielniki o liczby Pu

prébis na zass:s,dzi_é wy2ozonego poprzednio; jesli wszy-
stkie 'd“ziélenia, dajgce liczby ;g',,,,f , f,,,.,z e
f"' o a , daja sig uskutecznié beéez reszty i
--{ to dzmlnlk A jeat pierw 1.n=;tkmm v przeciw-
nym rezie — nle' Poniewas 6/ ¢=x"% =9, Win _;( .

A S O . — fa_z ’ I“'ll /aal _1_‘(‘1_1{_, b l@(' %}Sa
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piszemy odrazu i to réwnanie @i/=0 poddajemy
takiemu samemu postepowaniu, Postgpujemy w ten sposéd
5% do wyczerpania wazystkich dzielni kéw llczby"d,., w
granicach okreglonych np, t_marjd;emem Sturma lub do
otrzymania wezystkich pierwiastkdw rzeczywistych riw-
nania, Iloél prddb moina zmniejszyé na zasadzie naste-
pujscej uwagi, | :

UWAGA, Jeall aC jest plerwmstklem rownama%aﬂﬂ

to 01’* 272, bedzie pierwiastkiem rdwnania

'}//(;’rm/:a

PRZYKZAD: Dane rodwnenie | |
A)= X583 en LG 20162 0

Granicg dolng i gérng dla plerwiestkdw tego rdw-
nania jest A J i —--5_ :

s dz1elmk6w spolczynmka {6 rozpa.trzmy wige
tylko 2 Z;#2,4 4.

E A —g5 | LD

-2 d | Al e
Poniewas %4 nie jest podszielne przez <, a v

ani przez £ ani przez J ,to czymniki -2, 4
#4 naleiy opuécié:;'-Prébuj_emy'tera.z_', czy'f-,{’, nie jest
'piei:wiastkidém réwnania, ‘

SpéYczynniki danego réwnania wypisujemy w jednym

wierszu, Pod niemi pisaé bedziemy spélczynniki rdwna-
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nia, jekie otrzymamy dzielgc réwnanie poczgtkowe przez
X-2. S
+2 #8,+4~ 16, -20,-1G, A

for=1,°F = ~1% ~ &,
9 R,490,-38,
jest tu —£ , a zatem < jest pierwisstkiem rdw-

Inania Stad memy rownies
//.x 5 (X-2). [R5 Px f/.ﬁfﬁ-/}’x +3).

+1, 1 2 S22 Y2y | T2
=, =5, ~& =3

& #R, %0 L0

A= (A3 3] (85 estr )
L S WAy | =T
-

D +& +4

//,(/:- /,m R oA-2)o A L) (X f.mj
e _,u-F‘E- -/.-t 1:.1’3.

- < 2
Pierwisstkami denego rowhanie 8§:

.,(,-.-Z/.',Qz,_,g,/. “‘3"‘2;/’:'

—~Z+¢V3 g
-fé/? z ).J;_: /4’47’3‘






