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jako odpowiadajﬂcy"ﬂramﬁi ravartemu wewngirz ta-
kiego podzialu jest ;:»fna'%»?;Juo jest niamoiliwe wobec
tego, 1% A< 72, Doszliémy wipc do spraecsnodci, Osta-
tecznie: Zbi dr weszystkich wart o-
fci liczbowych miedzy O id a
viegcec w kaidym innym przedsia-
le jest nieprzeliczalny,

GRANICA FUNKCJI, Przypusimy, ze funkcja %’Aﬁ}

jest okreslona dla wTszystkich wartodci X w przedzia-

le /42, ,4’.3'.. Pod wyragzeniem *%;-fcsiada pewny wias-
noé w otoczeniu punktu C nalezy rozumied, io ist-
nieje pewne "otoczenie punktu C; wewngtrsz ktc’ar_elgo -
wozyetkie wartoaca. (% dang wiasnogc ponia.dajd t J

40 igtnieje taki przedzial /ﬂ’j) zawierajgcy C e
dla wazyatkich wartodci ¥, zewnatrs tege przedzialu
précg, byé moze. same j wartosci C /(W posiada dang
wiasnofé, Tak np, funkeja #oe)= - ,s"” w otoczeniu pun-
ktu zerowggo jest mniejsza od jednodci alboriam iuﬁ-w-i'-?;:_\
niej» otocgenie np,[ £ 4/ w ktorom warunek éowgislz

N o,
i el
\

zostaje speiniony, L
Jeizeli funkcija ;Z(Jﬂ v oot 8-
czeniu punktu C zbliza ule
do wartoséeci stalejj tyle i-
le wymaga dowolnie matlta mia-
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ra przybliﬁar’ijmo'wimy &0
je'a't:'g’ranica fanke. ji 7(/ w
P unkcie C . Oznac‘:Zamy to symbolicznie piszgc:

fIg wtse fmpeog

T
Przechodzqc do’ nierdéwnosci, tred¢ poprzednio wy-
s Lowionego 6kreélania wyrazamy ¥ sposdb nastepujacy:
dla kakdego z S Omoina znaleié tekie 7L >0 zalei-
ne o‘dx .Z) ze 7
i al D _!,‘/; /xf--
dla kazdego ./ speiniajgoego

/

jedng z dwéch nierdwnosci _
CQNgery T e 7sSALC
w mterpratac_]i geometryczneJ otrzymamy krzyws, w kto-

FJ punkty v otoczemu punktu [c 0) spéirzednych
83 zawarte miedsay

dwiema réwnolegiymi do osi

-fl'/Jedynie punkt C, /@]

7
& moze fig poza temi réwnole-
" glémi' z"iiajdowa.é' - |
L) —
N 4 |
e oznacsa, v jakkal\viex mufz;

- bedzie liczba & istnie jo
takie stocszenie- punktu x w nieskoncgzonofci, se w tym
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otoczeniu funkcja 7&5’ zbliza gig do 7 tyle ,ile te-
go wymaga miare prﬁyhl‘iﬁ_'&z&, innemi BZ.D%» e n;oﬁna Zna-
le4é takd licibe V/?f{f,)p zaleing od & %6 warunek
/J) | j?dﬂfféj
pociaga m soba, nisréwnosé
(% %) //{q,rj j /< E
Dla okreflenia symbolu

J‘)w‘j

naleiy w powyzozem okresdleniu snak nierdwnosci /ﬂy
smienié na przasciw s,
. Eymbol '/‘x e
B
wyrada ie jakkelwiek wielks bedzie liczba /> O +o -
f?x)zﬂ skoro tylko-:t ‘nalesy do otoczenia punikiu
t:j. %e moina zawsze wysznacsyé takg liczbe j/v/{;} 28~

leing od _// ie dla X speliniajgcego ra.r1&.1a};_/(-ac)<'ﬂ/_/l_{/'

zachodzi nierdwnodé
) >/

¥ podobny sposdb moina okreilid, co znaciy
L) —>— P /&_7'-'—?’6-“5’ ﬁc]e—-—y——-c"
e ; > P K > =2 1. f‘_ta
UWAGA, Naleky edriinial granice funkeii, gdy zmien-
na dgiy do pewnej wirtodci, od wartodci funkcji pray
'daha-':iwartolioi. :mazmej: co innego jest /(a,)/.- a Co
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innego L ..J-"//’,'/

% . Y ] -
Roznica Juat zreszbg widovzna 2 swwego okre”lenias

Xﬁunk'b L. mozoe do otoczenia nie f.-a..-e:;;q_é/;

 Czesto poetrzsbe rozrdinieé otocrzenia prawosironne
i 1éwaatrnnnc, 0 funkeli J;//J, } mowimy, %o posiada pew-
ng wlasnodé w otoczeniu p"awcst* ennym /1ewoatronnym/
punkin .ﬂ) jeioli dla wszystkich punktdéw tego otocze-
nia dana wlasncs¢ zachodzi, to znaczy: jezeli istnieje
taki punkt R poloiony na prawo /na iewo/ od _A, i6
dana wiasmosc¢ gzachodzi dla wszystkich punktéw zawartych
wewngtrz odcinka f/ J?) t__j; dia wegzystkich wartoedei
takich, ie @{,,_;.f{ ‘4 w pisrwszym przypadku ’ a>,.\’7£: w
drugim /gdy chodzi o otoczaniw lewoatronne/, W zwigzku
2 tem okredlamy granice prawo i lewostfonng;

~ Liczba ! jest granica lewostronng fumkeji /.x]
gdy istnieje take liczba g;dod.ponadnjqca liczbhkie f.j
8 nierdéwnoddé .
: /af) OLa-~x<d
»pbcmgfa z8 aqba nierownosé

@ -l E
Gdy chedzi o granice prawostrenng, neleiy rdinice

& -X zastapié przez rdiuice f~4 . A wiec liczba L
jest granicg pra,iuatronna. M} @dy kazdej liczbie & >0
odpowiada taks liczta J}O zaleinn od C , 46 rieréw-
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nodd (/O - <o/ pociaga za suba nieréwnosdd
2/ / fﬁ 2)-Ef < £
Dla odrdgnienia grénicy lewo - lub prawostronnej
0d groanicy we wlasciwym tego slowa znaczeniu, uizywamy
pawnych aymbbléw Aby mianowicie zaznaczyé,ze o jest

granica 1nwoatronnq funkeji ﬁ/f”’ piszemy
,d&ﬂ?-—bf
Fi e R /(
Nieraz ta granica oznacza sig przez-?1kf~é% Cdy
/
Z jest graricqg prawostronng, oznaczamy symbolicznie:

%-"'J ﬁ;f’

samg zaf gronice oznaeczymy przez
//d =/

Funke ja moze posiadaé jednoczesSnie granice lewo-
‘étronna~i,prawostronna, Cdy 83 one zobie rdéwne, istnie-
je granica w zwyklym zneczeniu /tal, jekesmy ja okre-
$1il4 poprzednio/, _

Weimy np, juiz wykredlang funkcje f= E(fv'(_} /Tys
35/. Gdy o5 X <4 to c;/soj_ a gdy ~{gA < 0, to(y-‘-'—-{

2 tatwodcia zauwagymy, ze istnisje tu grenica lewo-
stronna i prawostronne,

Mianowicie:

/) —s -4

N—EP-0

z B e )

% punkcio O wartoié funke ' iwat tez rdwna zo-



-~ 122 -

ru, Dla tej funkcji naleiy wigc rozrdzniaé trzy réine

wielkodei

(0-9)=-1

£9+J = (7
{/a, = 0
Podobnie dla kazdej innej funkcji nalegy roardi-
niaé %/d—-Cj) //ﬂ-{-ﬂ ¢ /(&j-

: TWIE‘.EDZENIE Jedli Z/a?ﬂ?} istniejs, to kasdemu
rf, O odpowiada licsbs fz > ¢ taka, iz warunek
Y a<wvicx” < a -+
pocigga z& saba warunsek

/2/ /ﬁ/ V727249

‘Qdwrotnie, 36311 kaﬁdema £ v odpowigda liczba

/{yé’ taka, iz warunek /1/ poumg_a za s0bg me-rétrnoaé'
72/, to gra.ﬁica prewcstromma ¢/a-+o/ istnieje,
DOWOD I /Jeéll ?/afahatmam, to Kaﬁdem\xi > O
modna podporzgdkowaé taksg liczbe A’ye'))z.., warunek
a <X £ a+#A  pocigge n'm'rownoéé :
[ o) frasaf < £E.
To zna.czy. i3 werunek /17 pocigge dwie nieviensdci
//{.x/ //hc//a L & / fir)~ //az +0)/< £ -
a stad
. M/-—/{’“’I//{é*-: ’7 y,r/ﬂ*'f'/""' (xj’ffu-, 9'/« &
2/, Wybierzmy w p}zadzéala (ﬂ—, t?**-{-_/ cigg iiczb
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3

i, 7@y 7 Ry vy, >y malejacy, taki by limg, = A
i utworzmy odpouadajq.cy cmg wartodci funkeji /»f.'x_; t.j.
clse  Afla), %), Flond - Lea),

Cigg ten Jest ograniczony od gc“y i od dolu, po-

niewaz (2, mozna prayjaé jako = & 7, jako = i v ta-
kim razie nasze zaloﬁenie daje

’%] /{fz}/<
czyli dla kazdego 77~
/{az) 5 <./{f/r,,y < ;ﬁ,z,/f ‘,; co dowodzi ogra.mczonoéé
naazego ciggu meakonczonego Lecz cigg ograniczony od
gory i od dolu posiada przynajmniej jeden punkt sku-
pienia., niech takim punktem skupienis dla naszego cig~
gu 7@2,,/ /(%) /(d,,,/ bgdzie liczbe ,{f ¥V takim
razie, dla dowolnego &7{) istnie ja wyrazy cn,.gu, Bpe X~
niajgce nisréwnodé
i ///ﬂ )=/ <% &
‘% drugiej strony dla keszdej wartodei <t takiej, iz

ey mamy, n oc zalczenia
a_<}ga%4 Yy, na m Y/

[ ~fred]< % &

poniawag takze & <4 L a+4 i warunek /1/ jast speX-
niony flli =X ; d,/{_: &’ leéz z Z-ch nierdwnodel pés

Pr z.ednioh

[ flan) -] <3E ///,t ) wyniks
//%l/vg/‘g;/ :-/}/Mj"f'[gfé]/ ?-‘Z},/?@tpj - {f/{ Z.
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co dowodzi, iz & jeat granica prawostronng t,j.

_,"/-:: (@ i, Tak wigc istnionie grauicy prawostronnej

zostato udowodniona,
Cwizzernioe . Wicwinsdried i winvodnié sna-

logicine twiscdzanie dla granicy lavostronnej,
CIACLOSC WILE3JT, Gdy to trzy wielkobed /x’}'a—-cv,
///aqto}f //c}, 88 sobie rowne, powiadamy, %2e f un k
cja jest ciggle w punkcio
danym ¥=0.V% badanym przez nas przykXadzie fun-
ke ja Cj(.)!/ » punkcio O nie jest ciggla. 7 okregle-
nia cigglosci funkeji wynika, 0 0 ile funkcja jest
ciggla w punkcie ,j-,{ to musi poaiadaé granice, prazy-
czom wartosd funkeji w punkcis M réwna sig tej gra-
nicy,_,'ﬂ interprecacji geomelrycznej .ciq.glné'é wyrasa

sip istnioniem pewnego prostokata o wysokesci dowol-

c/ ] § * nie malej, wewngtra kid.
\\§\§\ ‘
i ﬁ\g%\—-ﬁ—“-- rego anajdujs sie wazyat-
f kie punkty krzywej w da-
? .' nym przedziale, Prostokat
& . ; olncrejacy punkt Y ua-
T IR ST S X zywm 3i¢ O L 0 3 % 6~
0 I PR g
L--f-'_}_i.. v K. niiieimn 'purlki'.-u
n 4 pltaszoecazyéinie Widosznon jost, 29

poproodnio podane skreélenle cigplodei funkeji rmodue



