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Latwo wykazaé, ze € nio nalesy od sposobu podzia-
ru odeinke 92 ne czadel, Przypuddnmy bowien, zo us-
kutecznilidmy podziaiy w inny sposdb, Ozneczmy wspdl-
ng grenice ciggdw, vowstalych drogs tych nowych podzza—
16w przez (‘5"" B% S'.
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przez <’ . Mozna utworzyé trzeci podual ktérego prze-
dzialy bedg czesciami praedziaidw, atrzymanych g polsg-
czenia pierwszego i d‘rugiego' podziahx./pun&y koricows
przedzialdéw beda zarsuem koficami przedzialéw, powsta—
~lych z piefwszegﬂ i drugiego podzialu/, Niech 15’ ) 4-
necza sume pol proatokgtiw wnma.nych, odpowmda;)acych
podzialowi przy ktdérym mg uwz,glgdmom, wazystkie punk-
ty, odpowiadaj&oe sumon I, id,,, , Z&f Z: - sumg pél
_prostokgtdw opisenych w tych sgmych war wkach Przy-' |
pudémy nastepnie, ze C-;éc | |
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wynika, %e ¢ jest zawarie w dwdch przedzialach, Ot s

A

= mozemy zrobié tak wielkiem, zeby przedzialy u. «7,.

Ve
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i Mykl, zupeinie sip nie nakrywaly: ‘apruecsnodé jest wi-
doczna Wonst . rysunku 92 Wiec ostatecznie musi byd:
| | c=<° |
A wiec wepélna granice sumy pdél prostokatéw wpises
nych i opisanych nie zalezy od sposobu podziaiu na pro-
stokqty, Te granice nazywamy w interpretaecji geometrycz-
ne polem'figuryc Analitycznie nazyws sig onz ¢ a 2-

kg okreé$lonsag wprzedziale /a,b/ i oZnacze
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S ) dlx
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Liczba < /punktué?/ nazywe sie granicg dolna, licz-
ba ﬁgxfpunktvfi/ granicg gdrng, gad oucinek.~£flfs
drogg /toren/ calkowania, Btad wlafnie pochodzi znak

sibhaymbolem:
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‘%fmozemy thrzyo s LMy L_,d f‘ , gdzie mé
naczu kﬁorakolwxek wortodd funkeji 7§4{7 w przed21a~
» /". 2 o ¥ <
_le '05“:’uﬁarsea bedzie ta sama ¢ , a to 2z tego powo-

du, iz/,,w jest wertodcisg podvednis, t,j. spelniajaca
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Zeuwazmy, e gdy mamy 3 liczby 4 ,4% , C : tc
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’5/ [, ¥ (/a*//“(}//c/ﬂﬁld’ //ﬂ)ﬂy{
¥ rzeczy samej, praypusimy, ie
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skgd wynika'wzér /5/ Wzor ten moina uoqolnxc na dowol-

ne liczby, gdy bowiem np,
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Hozna to udowodnid zapomoca indukeji matematycine

opieraigc sie na tem, ze /3/
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Przypudiny, zZe funhu1a, ku@"& caakuJem;, jest su-

mg dwéch funkeji ciaglych, W tekim razie:
7 F/— "é’ S é
/67/ / o, 7"7”‘:1'// /:/ fid, / A

Istotnja-‘% -

Y AU |
ALt ;f ‘/‘z/‘i "7’ L Z/

i Q“\

J 7

| 4

= faen Z J&‘?’{‘f‘é/yyl Z.l Or'ry
2 \

= v/: o) o+ / Y1) A
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Jezeli funkcja pod znskiem cuiki jest dodatnig
dla wazystkich wartodei.v » praedziale |
catka /polie/ ust‘dodatnig; |
Analogicznie, jedli '?ﬁ{)’jegt w prasdsiale %, 6/
sawsze < (J , to /pole/ calka ma;wartcéc njemng
| Progjdzieny teraz do uwidocznienin dalszych wlas-
nodci calki, =
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nia¢ bedzie ten warunek,
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A zatom stusznodé wzeru /?/ zautah dewiodziéna;

Wzér ten mozemy przakaztalcic, dzielge *azystkla wy-
razy jego przez réinice 5—- : -
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/8/ /A?a’f /J’a/ // ‘s’/
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jl.ko ciuglu, musx praybieraé wezystkie wartedci podred-
nie pemiedly -7 8 A ; & wiec w szczegdlnobei istnie-
jo takie g0 ALE)- 0T

 Waér /8/ wluénio nazywa sie wazorem na wartosd éro-
‘dniq dlu cahk Pozwala on nam éblicsy’ wartedé pray-
| blitoaa catki' np |
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Wzér /8/ mmzomy jeszcze uwogdlniéd, Prazypudimy, se
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co dowodzi ‘stusznodci wzeru J9/, Z tego wzoru
wynika bozposrodnio wzir:
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prayczem
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Uwagea . Wdovodzeniu zalesylidmy, e “Z/>o .
Gdyby ~//d7<’"o , nalesatoby zsmiast 27 napisaé A 4
o&ﬁratnip; pézatem-nic by'sig'nie zmienite,

' Powtér’ﬁmy .‘boraz na fcistych po’dstwach oparty, do-
wéa twierdzenim, ie pmchodm. Tunkeji, ktérn jest polem
réwna aie rzednej, czyli, $e.

Uczyﬁmy gérng yramicg calkauanis ﬁg wielkuémxa
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gmienng i oznaczmy ja przez ~ | Rzecz jasna, e whe-
dy calka bedzie funkdja tej zmiennej,

4';//1/ Air=S(x)

Mozemy znaleié wigo jej pochodng:
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. Riech bedzie fum:ma ‘mfla //V)’} . mozemy twier-
dzid, ze 1stn1ej@ dla niej funtcja pierwotna .Zf?x/, a
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wtadciwie nieskenczenie wiels funkcji pierwotnych, rdéi-
nigeych sig o liczbé stalg C:-; W rzéczy'samej utwirz~
my calke z gdrna gfaniCd S o

: ‘JV%{//O/J: SY#9,

Wa zewadzie poprzednio przytmczenych rozwatan ta
funkeja S/w) istnieje, o ile «<A< & , a ~//H’J'
jeat cisgla w przedziale /4, <&/, Ta calks wtasnie
jesl jedng z funkcji pierwetnych, A zotem te dwie od-
rebne napozdr dziddziny.calok i funkecji pierwotnyoh"
éciéle Iaczg sig ze sobg, Zwigz. X pomigday tam; dzie-

dzinami jest zupeinie prosty:
A
/4 //://a’/: Lopa)+ €,
odyi, jak dowiedlidmy poprzednic, dwie funkcje pierwot-

ne moga sig réznié tylko o stalg C . T¢ staly znaj-
dziemy 2 latwqécia. czynige = .

[ ot~ £7a)» €= 0
- ' Cﬂ? ;4/7@@/

, Stga

A zatem -
A ~ 2 o
/ //,r/ dy = Lrn)—L7a).

Gdy zmienna ¢ przybierg wartosc¢ stalg ,éi, wow-
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74?7¢%? aﬁazéz”szé/
Jest to wzdr aasadniczy, Pozwela nun przy pomocy
funkeji pierwotnej _/ﬁdn}obliczyc.calkgl///;ééyéﬂr
' Ne zeXofczenie zrebimy jesicze parg uweg, dotvcza-‘
cych ralek skirad lonfch
Wartedé calki nie zalezy od zmienne}, lecz tylko

od funﬁcji i granic celkowunia. A zatem

V//‘/fgzyéﬁy——;SZky J/r;ff/k?%.

Jezell granica gdrna calkl Jest w1e1&or01g zmien-
ng, ta wartedd calki Jeqt jej funkcja, Zmienna p@d

znakiam ca kki nie gra praytau zadnej roli:

: Jezall gmisnng jest graulba dolna, zachod&1 to sa-

mo, zmzenm&.sxe jednak znak na praec1wny

[ Heee- Heydta == S (1)

Niekiedy obliczenie sumy wzrastejgce] ciaglé ilo~
dci sktednikdw /calki ekrea¢ano1/ przedsiawie dedé
znacznn trudnedei, Zaw%ze jodnhk wiemy, ze suma ta
istnieje,
| Wazelkis wlasnosci calki okredlonej mozemy wysnué
dwiema dregami: uwaiujac catke za funkcje pierwatng
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A7), Ala ktére) Fﬂi/w///x) ; lub ted uwage-
jac calke za graniceg sumy:

//?’,//é/.u" J:'///.F/a/’“/gw Z 0C <

Dla przykladu uzesednimy na innej droedse vzér‘

'A{%iJéxigf/é’

Mianewicie:

Jg”fﬁ/aagqu;abéﬂ??%éLz4?427é2£;§%§€?§%273562/€

Przy obliczaniu.warteéci calok nieras zachedsi
petrzeba zamiany jodnej zmiennsj na drugs, ﬂiochﬂbe:
dzie calks Mgc?é%QZQf ; przypudimy, ie kaidej,warto-
doi 7 w / &, )/ edpowiada jedna wertosé X w prze-.
. dziale /. & c ‘/ & ka..dc;] wvartodei x w / a’ /
jedna w«rtoaé ~m1enneg < w/ éirff / 1 niech ta za-
leinodd Jednoz@czna wyraia sig wzorem «24’742%7 Vi~

dy mamy wzor
Ll /’V’/V vy it
ktérym |
Dowéd tero jest nagtgﬁujavy
A ‘///df— lim 2 / f/-
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Wykenywajge dsielanis algebraicane nad liczbami
wymiernemi i misrzac zapomocy dbranej jednostki.dluf
ggﬁé odcinkéw, przekonalismy sig, ke obszar liczb wy-
miernyclh jest zbyt waszki, aby w jego zakresie oba wy-
e ] wYmiehfanGVzagadnienia zaweze brly wykonalne, 2
Loz0 wlafdnie powodu musielidmy obazar 1szb-Wymiernych
fazasarzyé@fﬁprpwadzajaC'liczby niowymierne; przez po-

Xjczenie liesh wymiernych z niewymiernemi otrzymalid-
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