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Prazypomocy tege wzoru bedsiemy mogli, np, sna-
leé calkg funkcji (o9 :
»/Qgﬁira(a'
Jezeli bedziemy tilwaéali 4%;/»{’ za 2, zad X
za A2, to bedsiemy mogli napisad:

/’%7,4"5/,3’: Xﬁ'?x —:/”.«r'-:g" "—— ,?’J;ijx—uf‘—f-c.

DOWOD ISTNIENIA CAZKI DLA FUNKCJY CIAGEEJS 1 §CI-
SIE OKRESLENIE POJECIA POLA, Nisch bedzie dans funkcja

ciggta : J: ff/m,;)

Obierzmy na odpowiadajgoym jej wykresie /rys,.az/
_//'
punkt staty # oraz punkt -/’/%O‘//,'Nazwijmy
| - pole figury /2447
cy : '~ przesz S . Gdy punkt
/%{ppsuwaé slo bedzie po
krzywej, te, eczywidcis,

pole bedzie sig zmieniad:
moeny wigo uwazaé_te po-

" lo za funkcie ddclete]

- punkbu ./7], Y0, A
“X - Mokemy utworgyé pochodng

tegs pola wagleder zmisn-
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St 2

Nadajmy edcigtej ¥~ 0.7 prrzyrest -/2=-/?C=Q, Otrzy-
mamy w ten sposdbh nowe pole ﬂ,(-?/ijj"@ , ktdére ozna~
czymy preez S (- fr/u’ . Résnicg pél S(H+4) i S¢A)
jest pele ZD/./ 7. Oznadzmy najmniejszg rzedng <
krzywej w przedziale ﬂ'}/przaz < , a najwigkszg
rzadm krzywej w tym przedziale przez ﬁ

Ao << Sfa+ 4 )-S[a)< Aﬂ

0_5 .J’.{ 7"":..5 £2 4 ‘
A, < - T/z.) - _/<ﬁ

3tad zad

Gy /72—, wiwczes A —7 ) oraz ﬁ }//-* A wiec

(A 44 )—S(x) e
SV S é S // )

5 % /ﬂO
Stgd zas wynika, “J{/w(_/ ,‘g////pydfx

ozyli funkcja, wyraiejaca pole, jest funkcja p!rwoing

dlas funkej)i | ivyrm‘;;s,jacej zaleznodé migdzy odei¢sg 1
rsgdng, Gdy jednak funkeje pierwotng wzgl@demc:y"-f /A9
0ZNAaCAYmy pPrIes ./“'—;{/i’] , to keids funkcja vyreiona
praez webr /7A)+#L bed.ie rdéwnies fun'ci. wisrwoing
Aby odpoviedzisd na pylarie lttdéra z tych yariased
joﬂi-. wiadciwie polem, ﬂﬁt-l'."ﬁﬁ.’ sneleszd C v tyra celu

L]
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nguwaziny, e i mniejsza jest réinica A - & , tym 5@/)
jest blizoze O W c'ranicy S/a)=¢ | Halesy wisc
C wybraé tai, aby '
,-"w“ }7‘“( o) ) .

ozyli O = __/J?’@)

A zat-e:# | | 2._5/"0 _ /;Zﬁ B JL’J;{' fy

Posilkuja.c' slig tym wzorem i Zatwoiciz rozwiaizemy
kilka przykiaddw na obliczenie pdl krzywych,

‘ 1/. Znaleié pols, ograniczons przez iuk sinusoidy
rzedre A [P 1 ML i 0f X | Prosdewazysikiem znaj-
dziemy funkcje pierwoiny. 'dla fonkej i SPP

b A=~ CT X
Szukane pole figury _/?/y/?’:/‘:”
L J/U ‘/5;;74;’)-» ./[/4‘):.- ~CSF At EH

czyli
S a- ux:x

S Stad rwnika, ie pol&,@ﬂﬁ-“.fﬂ%:;rj'
.Y aed vele I T= 3.
_ e = a7 ”’-'1..;1@ P pols, zawertis

a £ L 37’];3,5 33.
pomiedzy osia X , fuﬂe:ma, ‘f'z@lrwrm i Zukiem krzywej

gn ........._....

Zauwainy pr zedewszysthi Im, . &e



Y SEdlr= g
A wige
S() = Logec-Leg.a

3/ Dana jest krzywa

x i

s,

migdzy jej tukiem, osig-X i dwiema rzgdnemi,

//r Wa/"‘, i o 7t

22+

m}.:/ »2+d

A=A

2+ L

zatben

\5”/;,( ) =

Jozel =
ezeli [ =0 M',r—rw.f

I = s

Obliczyé pole, zgnaite_;n-

4/ Gbliczyé, jak w przykiadach popruednish, pols

krzywej X
j::r-_’:'
Poniewas : .
B v
/e ola=¢
wige - | ,

A
Sik)=e €
Gdy Q=0
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J{d) = &-.’("‘ j .

Definicja pola,  Dotychczas opsrowa-

liémy‘pojéCiem pola iake czemé, opartem wylgcrale na
Antuicji, Teraz bedziemy mogli jui przyatapié do épi¥
.3293 definicii pola krzywej
| Niech bedzie dana krzyws, wyrejona przez rdwnanie
C;f‘-'/“"{-/%) )
Przypuﬁémy; se w przedzials ( i, &frent ja;féiﬁ*
stale rognis, g
Oblarzmy na niej dwa nunk Ly ofﬁ{(aﬂﬁ J ﬂ{gng
Bz@2 e A7
608 s w M2 |
Okredlimy pole, zawarte pomigdmy iukiem te] kray-
wej. osig X i rarednemi AP i Z4 /’3 Podzieluy w
tym celu edcinek er/ ra 9 czgdci 1 prrez kaidy
punkt podzialu poprowudiuy réwnolegla do ogicf’
Gdy naatgpgla poprowadzimy przez punkty przeclezcia
. tych prostych z krazywg réwnolsgie de osl X , otrzy-
mamy 22 prostokatdw wPiaanfcﬁ_w krsywg i Lvlez procto-
katéw na niej epiw anych,
Oznaczmy sumg pél | rostangtrn wp sonveh praezJd,

zed sumg pdl prostokeilw opissaych pr. ea*j? .. B2sce
Jjasna, i»



l.j‘.,.., o <
g 5/ .
- __‘__,_,...._...--m} - Ozneczmy kolejne punk-
/4 bty podziaiu literami
| c , da iven Z 1
" ~zag odcigte tych punk-
téw przez 2, , 4, I ,
z ces e enns ol o POTING-
o 6;:: e al ,? 2}30 a8 rujmy na.st.epmo pro-
'-ﬁ'ﬂ’ﬁ 35 atckgty od lewego do

prawago llczhami 7

. 2 5, .... 1 przypuszczajge,

3e funkcja jast rosn&ca, utdimy nastgpujacg tablice:

najwigksza | pole pr. polo pr.

ﬁr“m" e, ?geﬂ?ﬂrmej 3 przedz,| wpisen, | opisan,
¢ |earal frar | fe]  |erafte by
4 || f) | ey fy
S |y fm) | S |4 ,Q//d 3--%//@
n_|phbsd frg | H19). 'fé:'sfi;/-;/?f«:-; ). 7

Zaumujmy pola. prostokatow w;_nsanych 4 opzaanyoh.

R -._a') //a’)ﬁ/nl’"'w*x/#/{/)v’“ "@“‘”«*J//e%d}'
oS a)f/,:;)ﬁ,r-,r fx)+.._... ~~r-j//4/

ANALIZA 1

Arkusz 156-ty,
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Powiekszy nestevnie lioczbe iych prostokatdw, np,
dzielac. podstawe kazdego z nich na 2 czedci, i poste-
puijgc dalej, jak zalpimrwszym razem, Niech bedzie po-
migdgy punktymi @ i € np, punkd % . Rzecz cczy-

2 | | wista, 2€

I\ #8) > fra)

 —~ QOznaczmy odcinki & % i B¢
bdpowiednio literami v’_: i of

J /‘ ('Ja‘;". ""'OL

Pola nowoutworzonych pro-

\ARRNNNNN
NN

stokatdw wpisanych wyra-

0_* B a§ © _ _' i sajg sig liczbami:[t- (a)

s 86 i c/'//g/) zad pole

piarwotmgo prostokata: (rf+/] /a) |

of/?a}f/’)/(éj>///a)f///¢) /“///*J)

‘Poniewai zatem przy powigkszaniu liczby prostoka-

téw kazdy skladnik sumy o4, zastepujemy przez sumg in-

nych .akladnikéw‘. wiekszg od niego, a. wipc Toa roénie

v miarg tego, jak wirasta liczba 72 ,

L d <»¢5¢,,_
cmg ten jest ogrnmczony, posiada wigc greanice,

ktérg oznaczymy przes
A = —évno s 1%

P1—hw e
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Podobne do tego rozumowanie wskazuje, ze -5/,-, male-

jo, gdy ¢ wzrasta /rys 87/,

!

JV‘ ;“ 0._,34’ }! ")ff-,—; } .........

Cznaczmy ! v
) Lirn S, =5
(/ A 0 q
Udovodnimy. Ze J= </,
_,__I_z/”/ ""-’!??"K/ d)/ t“’) //‘ﬂ
:;G"r_/"‘ _ 7
) * A .,) ()~ [.xj ...... #
/ /”é b, 3’ f/’Z AL, )/
L Niech o oznacza najwieksza
/]
,{/// z podstaw prostolkstéw:
A |
278 (A=) lo-,,)
7 4 € ¢ A
/2% Pr W takim razie, poniewai
- X /.,

‘wazystkie rdinice w nawia-

sach sa > O J

0< S,-1, < 7. Jfici)-fla)fin)- A e )
Kazdy ze skladnikow //”/ /Z/) ...... //d:,, owtarza _
sig dwa razy: raz ze znakiqm 4~ , drugi raz —, a wigc

o< 57:I'“7”'*"£‘* C// // ) Hﬁ?ay

Stgd wynika, ze gdy

t8 S, —3,—»= 0
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Jezeli wigc bedziemy dcstateczng liczbe razy po-
tiekafué liczbg prostokgtdw i najvigksza 2z podataw
tych prostokatdw dasyé bedrie do zera, to réznica

staé sig moie dowolnie mala, Stad wniosek, ze w grani -

cy '5__'_’

Gdyby funkcj'a /’/-Af) byla malejgca, doszlibysmy
do tego samego wniosku . |

Sn --/-d';-a)/a/ f/ﬁ-ﬂ}j///&) - e f-/éwr;,_,),/{-c,;;_{)j.

d (Lim @l o) fl) 1t Eti) 11,

Da.hj mozemy rozumowaé, jak w poprzednim przypad-

] - - Podobne rozumowanie 1ozsmy

e | stosowaé do kaidej i mkeji
\ - rosngcej i malejgcs | _na-..przé-
' ' ~ mian, lecz posiadujicej w

| \ danym przedziale tkuiiczong

ilodé maximdw i r:r ' .mow:

dzielimy pole na «: i dei ro-

al. g'

0 Pcd £ sngce i malejgce  nkredla-
: ' tys. B8 my pole tej figur:', jako su~
mo pél jej csedci /rys.89/. .

_Moge sajdd jednak jeszcze inny wypadek Py sy puUis-
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4 _
v my, ze mamy dens
funkcie P
“/?" ..- h\ﬁhwr/{_ﬂ?.\] J’——-J‘ e
Jest to, jak wie-
my /rys.29/, funk-
cja ciggla, Jednak-
3o w otocseniu
~  punktu U oaiggd

’: di‘- = "{;
¥, i M LR 3
25 : ona nieskoriczong

liczbe ragy max, i min, Nie moisna wiec dzielié krzywej
na przedzialy czgstkowe i rozumowaé jak poprsednio,
Udowodnimy istnienie granicy o ile ‘fﬂa%} jest funk-
cia ci@gZa metodg irmg, Wprowedzemy w tyﬁ celu pojecie
oscylacji /wehania/ funkcji w danym przedziale, Niech
dana funkcja )ﬂ?ﬂ{? bedzie ograniczona w przedziale

| /Gipéz Niech
éz oznacza joj
kres gorny, zad /{' |
dolny,

j-s//}s:]j

Rozn1oa poniedzy

dmiema uurtoécia-

wi funkcji nie mo-

ge byé wiekssy od
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réanicy fjrj , zwanej oacylacjg; czyli

Her)- /ﬁ?’)@ /Y-&

Podzielmy odcinek na czeéci, ktdre ozna-
caymy literami OC, ’ 02; A T h 0{,; .

J;'-f'ag-{-'é-f-. et ...*d;,_"' it
Oznaczmy najwigksze wartosci funkcji w powyzszych
‘przedzialach przez ./y . 288 najmniejsze przez .7z z od-
powiednimi wekaZnikemi,K Jezeli teraz wpiszemy i opisze-

my prostokgty, to :
S J = Jj.m;('r"/ﬂ?_z ---"""G.Qmﬂ_;

Sy« 4‘/4,4/4_».......,«4,‘,.4/?2
Gdy nastepnie liczbe prostokatdw bedzismy podwajad

v takim razie:

S >S5 >0y, >

Pioruzy 3 tych ciggow jest rosngcy, drugi male-
jsoy *nzyutk:lo wyrazy pierwszego ciggu sa mmiejsze od
‘wssystkich wyra.zéw drugiego ciggu,. A wiec oba ciggl mu-
834 poeia.da.é granice, Nazwi jmy granice pznrwazego cig-
e prze: / i gra.nicg drugiego przez F . 2 cigglodeci
funkcji ¥ punkcie C wyniks, ze kazdej liczbie & ooge
| powilda. taki przedzial 4 « 48 roznica pomigdzy wartoé-
olg funkoji w punkcise ¢ 1 w innym punkcie tege proe-
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dziatu jest mniejsza od & . Woina wybraé tak przedzial
o(‘, aby w nim oscyladja /réinica pomiedzy najwi e‘kaza

i najmniejszg wertodcia funkcji/ byla mniejeza od Ciis

Musimy w tym ce‘lu' obraé przedzial S M zawierajgq-

cy punk‘b' C , tak, aby réznica pomigdzy rzednemi w plt.ink-

cie ¢ i w Jakiukolwiok innym punkeis /= tego -prze-

dziaXu byis nmi‘ej sza od |

/ﬁcz—-,}/f:":Y/ <z

Niech (@ bedzis innym punktem tego przedzialu;

wtedy : ///c] __///g//-C ‘--Z,E: | | |
Ry JET AR A

skad / ﬁ - __/Q/g // = &

st9d wniosek, ze w pruedziale cﬂ-‘/f/ﬂf oscyla-
cja"'_‘ni'a moje praewyiszaé licazby 7 . Caly odcinek A8
mozemy pokryé takiemi praedaisXemi, ze w kazdym 2z nich’
osoylacja'bgdzie mniejsza od ¢ . Powiadam, %e prze-
dzialéw tych bédéi’e liczba skorczona, Przypudiémy ne
chwileg, ze odcinek AB ‘nie da sie pokrydé takiemi

| prazedzialami, W takim razie bgdﬁiem‘ér mogli podzielid
wezystkie punkty prrzedzieiu ne dwie klasy, wysznaczaja-
ce punkt c} , w taki wianowicis spciazi'b, zeby punkty-
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¢ , nalezace do pierwszej klasy /na lewoc oi = /
spelnialy ten warunek, Ze przedziaZ /42}J§f ¢a sie po-
kryé skoficzong licazbg przedziasldw, w kidérych oscyla-
cja jest mmiejsza, aby zas dla punkiiw drugis] klasy
/na prawo od 4 / ten warunek nie byt spelniony. Wobec
cigglofci funkcji w punkcie - mozna znalcid taki przo-
dzial .ﬂ/ iz réinica pomigdzy wartodcig funkcj:L
| w punkcie o i war-
Ff s 'ia : todcig funkcji w do-
uﬁ?g:uff. _ . wolnym punkcie tego
praedzialu jest L ;z-E:- , & wigc oscylacja w przedzia-
le ﬂﬂ’.._-jaat miaja#a od & W takim razie jednak

punkt = nie moze roazgraniczaé dwu klas, poniewai do~-

I_rolny'punkt przedziatu o N naléﬁy do l-szej klasy,
dochodzimy tedy do sprzecznofci, Wobe¢ tego niemozliwe
jest istnienie dwu klas: caly odcinek musi sig daé po-
kryé- przodzialm odpowia,dajaoani wyie] wymlenionym
va.runkom 4 A s - |

Dewolnoj 1iczbio dodatmej ol odporiada taka licz-
ba. f 20 w ku.idym przadzialo mnie;szym od 0/, oscyla-
cla jest mniajsza od _é W rzeczy aame;, v calym od-
cinkuy ./?5 moina ulozyc skonczong liczbe przedzialdw
ta.k:loﬁ *«s“ﬂak (f J;{ 0/,. w ktdrych oscylacja

3
jut mnisjuza od ',.Oznaczmy najmniejsay z nich prze:z



- -?7'3 -y

w

7 - . '
& . Zeden przedzial wnisjasy od ¢ nie moie pokryd

30b3 wigce] niz czesdci dwuch przedzisiiw: oscylacja w
nim mus i by¢é mniejsza ¢d swsy oscylacii w tych przedzia-
2ach, 4,3, od fa‘,""“'ﬁ“'* < . Ta wlasnods funkcji nazy-
we sie ¢ “wlodcig jednostajng. Kazda funkcja cia:gla w
przedziale AL wraz z kratcami £ i £3 . jest lez
cisgla jednostajnie, o

Powracaj@c do okredlenis pola figury, utwdérzmy

réinice pdl prostokgidw opisanych i wpisenych,
Q.ds.' _..»-"\/ //_’f_{ 2"1)1; s C’ / %".,-;‘:%J; 7". P .7"‘0":;; %‘Q/‘i}"’my)

Réznice, zamkniete w nawiasach, sg wlasdnie O‘scy.la-
cjami w przédzialach d; 4 :/_; ; ({3 v.....0znaczmy te
oscylacje praez liters ¢ z odpowiednim wsakinikiem,

«_5' 6{10 7‘0(‘0' e s -;*c/,:,,d'ﬂ

Powiadam teraz, %e o ile przedzlaly beds dostatecz-
nie mate, w takim razie rdinica’ %,-d/n bedzie mniejsza
od & . Niech bedzie

d<d

& ¢
A cmglonci jednostajnej funkcjz wynike, Zze mogZ-
\/al;brau liczbe c/ , 28 akoro A cgzyni zadodd wyza;

napisane j niarélmoéci, to oacvlac"

L--
I.‘/‘ T‘-‘.

Ta- Gl
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C..S',” “Z'))éa.?ﬁ*é?——:;} ....... 71.4 Z—:—q/
~czyli ¢

Poniewaz zas o T2 S0 ' :
042+<4;-r....” f-a£;==i51”QQ
wiec

FLS;-fzig < &

Odejmujac stronami nierdwnodci:

Cj;a;>'£7’
Ty </'
r.%J(é’

Poniewaz jadnak‘ej/ i;jf‘ 33 to wielkodci stals,

znajdziemy, ie

& zatem

wiec muszg dyé sobie réwne:

:;é/f

Tak wige éidgi;

J

posiadaja wspélng granice, ktérg oznaczyry prrez ;ﬁ},
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Latwo wykazaé, zs £ nio naleiy od sposobu podzia-
Yu odeinka ‘/f?..{_? ne czedel, Prazypudlémy bowien, 2o us~
kutecznilidmy podziaiy w inny sposdb, Ozneczmy wspol-
ng grenice ciggdw, vewstalych drogs tych nowych podz:.a.—

16w przez s

{'
‘-‘1'?? 5-3:; 7 S;'n
7

dm) 7

“ve 3 d'l’fh_,-

przez < ), Mozna utworzyé trzeci podzial, ktdérocgo prze-

dzialy bedg czedciami praedziaidw, otrzymanych 2z poils-
czenia pierwszego i drugiego podzialu./punkty koricowe
przedzialéw beda zarazem koricami przedzialdéw, powsta-
Yych = pisrwszego i drugiego podzialu/, Niech 5, 02~
necza sume i)él prostokgtdéw wopisanych, odpowiadajgcych
podzialowi przy ktérym msg umzgledniome wazystkic punk-
ty, odpowiadaja,ce sumom o, id,,,, Zag f" - sumg pol
prostokgtow opisanych w tych sgmych warunkach, Przy- |
pudémy nastepnie, ze (-f--(f;j | |
| ' 7 nierdwnosel

s g /W =t 5,

/poniewss & odpowiada

—,-a

n.’-: :‘:
‘5;’4’

| :,{, KL wigksze] liczbie punk-
9. 92 - téw podzialu, niz o,

przoto J,,, < f it/
3 # /

1.



