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5.5265. niu'jea£'&oaﬁétacznym.rozszerzagiéﬁn ,kreﬁg 11935;
Mianowicie dziala&iaﬁéujiamym od mnozenia ie pdﬁﬁgﬁnani?
Jazéli wykladnik Jost licaba cetkowity jest -0 3EWSZe T0z-
liwe, Leoz dsialsnie odwrokne w wypadku ogélnym gapt nis-
moiliwe Hiems, np,,l1czby wymiernej, kLcraj kwadrat réwnal
by sie¢ 2, Nalezy wiec tworzyé nowe liczby. swane nxeuy-
miernemi, Pyzwoll t0 nam roawigzaé oba zagadsienia: znaloac
_pierwxaatsk ka~de; liczby dodatnicj £ zmiorzvg kazdy odc;-

nck

-

Greéy‘nie znali teorji liczh rzebzywiatych: zaétgpﬁwaia
j& poniskqd teorje proporcji, Weazystkie dzialania byiy
wykonywane geometrycznie ne odcinkach, Depiero w XiX wic-
Ku nastéﬁila revizja pojeé sasadniczych, iyﬁzqcych sig

1c*by Poaamxly sig liczne prace, dotyczacs zakresu

oorji liczb, Va wymienienie 523 Yugnjs rozpranwy -Dedekin-
da, Cantora i Welersirassa, Rozprawy Dedekinda i Cantora
zawieraja dwa punkdy widzenia na liczhy nlewymlerna |
Pierwszg z nich operta jest na pojgclu prgﬁkroju, drvna
na poggc;u cigplw,

TEORTA DEDEKINDA Prﬂekrojem naaywamsy p0621al wazgat-

kicz liczb wvmlernych-na dwie klasy, z zachouan1em naatg—
pujacych warunkdw: kaide liczba. I'klasy me byd mnio;azq
od kazdej liczby II klasy; ani jedna klaaa nie ‘mo%e byé

puata /t.an. nie. zawlorac wcale lxcmo/. obie. klas“ rezen

(ANALIZA 1 | Arkusz 2.-g_1 .
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'wzigto c:ﬁ"iz*ny sbanowid 2bidr wazya‘:’skich liczh --"*y}:'nierryc‘h,__
‘PlrWSZE; klagg magzywany rdwniei klasg nizszq, & drugs
';klaap Wyieig. Yatnicis p;‘ztkz ojo trzech rodzajiw: -
"":'1 W"klé;s'i'q 'v-liazaj jent liczba Inajwigzksza. &, wyisze]
niama lidgby najmnicisszes;
2 w kla.s;a nixsze,, niema liczby najwigkszej, za bto W
wyzazeg Jest liczba najumniejsza; '
3, w klesie nizszej nisma liczby néjwiakazej iw kianiq
wya‘sezej n'iema. liczby najmniejszej,
~ Nie moge’ byc przekroju, w ktérym pierwsza klasa posiads
.lchbQ na.jwlgkszq,, a klasa druga - najmniej#zy, Trzesli
rodza; przekroju jest najwaznicjszy, Ze takie przelrcje
istniejg, dowiedé mozna przy pomocy nastepujaceso
' przykladu‘ jezeli Rany dwie liczby a i 4 , to musi za-
:_zphodzié jeden ze “awigzkéw: 4=6 @ > & albo a<é
!' Podnieémy teraz dowolns liczbe wymierng do kwadratu
oy p-oréwnajmy Jq. 3 liczbg 2, Réwnosé jest wykluczona,
gdyz nie istnieje take licgzha wymierna , ktdére podniesio--
na, do kwadratu romalnby sig 2, Moge wigc byé tylko;
' w 72, albo 20 <f8 . _;
| lﬁozemy podz:..ahé teraz 'rszyat“:ie liczby wymiorne nn - “
dwu klasy, Dq 1 zalicw:}ijgzby u1emna, Qi liesly Go"lg
tnim. ktér}c‘n lmn.dra\. {%‘ﬁ-ﬂﬁg*eg%zy od 2, do Il zws :5‘!;{_5},

vy B ‘-*"ikru; geat wies ¢ /e Blu%

ks

&
it
e
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Kazda bowiem'liczbe naleiy do jednaj 2 klos,przybem wezyse

tkie liczby I klasy ss mniejsze od wszystkich liczb II kle-

8y, an.s;czywazy liczbg I klamy przez %, a liczbg II klaay

przez #; , bgdzlsmy mwogli napisad: '
&%"i 2P o ?’Aé

8. Sta,d ”_ Z: ’;al.g

oraz
?t?- < zo...

DOW(;D 3twierdzid J’.abwo. ze tu niema w pierwszej
klaaie' liczby najwigkszs ani liczdby najmniejszej - w
drugie].

Niech dowolna liczba @ » O naleiy do pierwazaj -kla.sy_
Dowiedziemy, ze istnisje liczba wigksza od Q/o pewns,
liczbe & ?0,/ nelezgca réwniezi dc 1 klasy, Mamy wiec
dowiedd, 2o jezeli a2, to moina znaledé take liczbo
dodatnig € , by takie | |

[+ fo/ < ,5
- Wolne nam przypudcié, e < a , veieli lewg a{.rong
nieréwnodei. rozwiniemy, otrzymamy: ;o '
a¥rdal +r &3 2
Osznaczywsay przez Z° roéinice ‘Zratrao , whedy
/Y- &/ La+E) <z |
Poniewai zad < a
nierdwnodé /1/ bgdzie"apalniona. jezeli:



& abad

Howa satom liczba nalezyé bedsis do klasy I. jeizeli
tylko wigkszs bedzie od @ o ¢ (\3
W rzeczy samej /a+£./ Gt Pa et
-] *f-&/-&ﬁ, r&lcatdal
Gdy zama.st Jﬂﬁnapisze'ny‘ A2 nisréwnods wzmoonimy,

(A / 42{'

Tak samo udowodniny. ia tu 1w k"aue II -9 niema 110:-‘

Inajdzieny

by nagnnie;]szej

Jek juz mouliiny przok:ro;o mogg byé tylko traech rodza~
jéw, Nie moze istnieé np, taki praekréj, aby klesa niisze.
posiadala liczbe nejwigkszy, a wyisza najmniejszg. Niaché
bedzie najwigkszg licsbg I kla.sj, % 7° najmniejszs liczba -
klasy II, Zachodn wiegc nierwnodd ‘7‘7( Wezmy srednig

arytmtyc zng obu liczh:

el
‘< FF<

Wiec licaba ""_é_{ nie moie naleied do zadnej z klas
Dochodzimy do wniosku, ie podzial ten nie jest p'rhuekrojom,
Z pojecia praekroju wyniks, ze mozna znaleié dwie liczby,
naleggce do rdinych Klas i rézﬁiace si¢ tak mato migday
sobg, jak sie %o nmlpodoba, Niech liczba a naleiy do :
Inizssoj klasy, zas ’é do 'wy;‘suzej. Podzielmy réinice -
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" A ~a& na 2 réwnych czpsc¥®, Ulworazmy nasiepnie poalep:
a, ar %ﬂ*/ AR éfi’ﬂj A > = B A

Gdyby 2 kolejne liczby zawsue naleialy do tej samej ... .
klasy, to wazystkie wyrazy postepu ralezalyby do klasy I,
gdyz do niej nalezy pierwszy wyraz < , réiznica zad m0%5
by¢ dowolnie malg, 2 zalozenia jednak wiemy, Ze ostatni
Wyras é naleiy do klasy II, Muszg wiec -'iat'nio_é dwie kolej-
ne 1iczby, nalezgce do rd:‘mych klas, réinigce sie od sie-

bie o s

— - gdziz a i £ sq liczbami stalemi, zad =22
liczbg dowolnie wielkg. | R
" Niech danym bedzie réwnanie X%= 4. Wozna wszystkie
liczby podzielié na dwie klasy, wyrazajace z dowolng do-
k¥adnodcig «x /jedna 3z nadmiarem, druga 3 niedomiarem/,
prayczem do I klasy naleiy¢ bedg liczby mniejsze od X ,
& do II-ej wieksze od < . Kazda zé,tem liczba bedzie mu-
siala spe2niaé nierdwnosd :
By albo W; >~
Moz emy TETY liczbg- ze okr'ea'lonq,, gdy znamy wszyst-
kie liczby mniejmze i ﬁigkézs ed niej, t.an, gdy o kazidej
licebie potrafimy powiedzieé, czy jest od niej wigksig
cgy mniejszg, Gdy znamy przekrdj, znang jest rdéwniez licia-
ba przez niego wyraiona /wymierna bad: tok niemiefna/,
Wymierna, gdy przekrdj jest l-go lub 2-go rodzaju; niewy-
mierna, gdy praekrdj jest trazeciego rodsaju, Zbidr wesyst-
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kioh licab, ktre dajs si¢ okredlic sapomocs praekroju,
zwie sie sbiorem liczb rzeczywistych,

Niech bgde dane dwie liczby razeczywiste o i B . Licz.
bis of odpowiada przekrdj, w kitdrym dowolng liozbe klasy
niiszej oznaczymy przez A , zaf dowolng licebe klasy wyi-
Bz6] przéz ﬂ , Odpowiednio wzgledem A liczng klasy niz-
szej niech bedzie 4, klasy wyisze] .22 , Moie sie adarayf
28 prgokroje,-bgdq identyczne, ¥ takim razie powiemy, iZe
liczba ar-=ﬂ . Gdy oc';éﬁ, przekroje nie =g identycgne
sointanowimy sie nad tym wypadkiew, Nis kazda liczba, na-
lezzoa do klasy I wzglgdo-m licazby o , naleiy do I ki,
wigleden ﬁ . Jedng 2 dych liczb niech bedzic 24 , Jezeli
zachodzi nierdwnodé o > d‘.?ﬁ , to méwimy, ze 7ﬁ
Jeieli zaf istniejo take liczba &, 26 << 6<f , to

A< B, Jadniejszg bedzie tutaj interpretacja geometrycs-
na, i
Ne zasadzie umowy moins kazdej liczbio vodporzedkowed
. punkd lub odeinek, Niech wigc liczbie 1 odpowiace odcinek
O W takim razie licazbie 2 odpowiudal bedzie odcinek
-~ 08, 116‘5}38 3—OC i t.d, Mozemy réwniez wprowadzad
i A o 'odcinki, odpowia~-

0 A B¢ L &P A dajgce liczbom
-—-——O—-—g__o..__-o-_._____o__{}_-_.o_..____,-

éijﬂuﬁ

uldmkowym, np, /%
‘Dzielimy v bym ce-



ey
o TN e

lu iﬁdﬁoatkm La ciedel ronngeh 1 takich cuadel ;:.'.,._:;‘_g_a__
dany’xﬁ’ Otrzymamy ten sposéb zbidr punxtov wymiérnyeh,
Zjewia azg pytanis, 2 y zostaly juﬂ wyczerpans wuzyvtkip
punkty na proste; Latwo odpow1edzioc Praeczgco, Gdybyé-
my bowiem zbudowali kwadrat na jcdncstcctzf'i zschcie]i
zmierzyé jego przakatng OX, to ckazaloby si, ze 1.jﬁ
nie odpor1ada zadns liczba wymierna, bo 4Lr3esu z OU“nie~-
wspo&gigrne Jekkolwisk bliszko wyb1erzemy na prosteJ dws,"
punkty wymiernn‘zle/Z{ , zawaze istnieje pomigdzy nimi
podredni punkt wymlerny, ﬂp, erodek odcxnkaaluéypunkt
£ Te wlasncdé zbioru nezywamy pgstosdcia, Moine ia wy- :
razi¢ rowniez w ten sposcl: nie istnieje punkt wymlsrnv,
ktory byiby najblizszym danago punktu wynﬁernepo Tlgsnaéc
H?BtOﬁC; posiada wiee zbidr liczb wymiernych, Jednakie ..
runkty wymierne nie stanowis aqyutkioh punkt ow prostej“ >
Gdybyémy bowiem na odcinku wymiornym ON zbudowall kwaﬁ
drut.i odlozgli na prostej jegs przokatng OX, 16 punkt
oL pie upadiby na zadan 'z pum%tow wymier nycn Podobnie
wa, sip ruscr z liczbami, Gdyhyémg przngliﬁhfj2§ijbdﬁ51ﬁf
stke i cheieli zapomccg niej wyraszié g, to nie zna-
lof)ibydny tokiej Yiczby catkowibej eni ulawkowej, Kbéra:
by wakazywals, ile razy jednostke iub- gakakolwzek 503, ¥
czgqu miedei sie v CZX‘ szemy utwnrﬁju nx?ekréj W

ktirym do I klasy z&llczymy Tﬂ?vstklﬁ odcxnki wa1~*ve



mniejeze od A, do II
zad ws zystkio vymiorm
odomki rigkszo d OX
Punkt ’x. oddz:l.elajqcy
obm klasy. odgranicza..

J&.OY korice odclnkéw wiek-
szych i ;nmojazych od OX nazywamy panktam nluymernym
Jego miup. 4 j odpowiadajgcq mu liczbg, naznamy liczhg
mowymiorna. Iproudzonio ugc liczb niuymiornych pozwala
nam rozﬂ.uaé dwa gagadnienia: znalezé piormutck réwnenia
ksztaltu’ .x < i gmierzyé dowolny odcinek prry pomocy da-
nej jednostki, "
Okreélenie réwn e AeT Yy nie-=

réwflbﬁci_ dlaea li‘c'_n;'t's' niewymier -

nych, |
Nuch beda dane dwiu liczby niewymierne o¢ i 3 | Réw-
nosé tych liczb bedziemy uwaiadé ze rétnoznacznq. z identycz-
noécig odpoviodniah przekrojéw; wtedy obie klasy nizsze
zlowaj; uip z¢ sob4; tak samo i klasy wyzsze K Niech lic
bie oC odpowiada punkt. et liczbie zaé /2 punkt /3 )’przy
tej nsmog jednostce ‘miary/. Jezeli <= /8, to rzecz jasn:
e obd pc.nkty 83 jodnakouo odlogh i 2 tej samej strony
punkbu 0 polokone /rys 11/, Prr;puééw teraz, 2o of # /3
To_z_ﬁacﬁ. f¢ praekroje odpomadagncelmo ag identycons
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i klasy nisaze, zerdwno

o
—— o O i wyisze nie zlewaja aie
’_____f .f_ ze s0by. Jeseli istnisje
' R s ﬁ.«_{'_-' : taki punkt wymierny & .
. = Z - /liczba wymierns L wigksza
R S o o
od A i mniejsza od 8 /,
< | L p ktoéry leiy na prawo od <€

: , i na lewo od B , to méwi-
: “%ﬁ A my, ze o</ Jrys<l2/. Je-
Zell zad istnieje wymierny punkt/# na lewo od punktu o
- a ne prawo od B /liczba wymierna.funiejsza odo( i w19k—
sze od B /, wtedy a’aﬂ /rya 15/

bl A = ' Okredlenie sumy, rozmcy, ile-
o . - ogynu i ilorazu liczb niewymier-

. 0 8B A ) '
oD O nych!

F%_d-/*’» | Niech bpdy dane dwie lilczby
niewymierne ¢ i /2 _ Tworza one przekroje; kazds liczbg
wymierns, neloiacq do klasy niisse] praekroju of oznacumy
przez ., naleiacsy szadé do —kli.ay iyiuz!oj przes -/9 Dla
liczby B odpowiednio osnaozmy liczby tych 2 klas prhez

46 1B wtedy &
aqa({ﬁ i & <ﬁ'<-'-‘8
Oomiatem Jjest, #e a+é <. /?f-ﬁ Hoﬁna znaleié takg
B ume a,-fé mtsaej klasy /sm« Maazq/ i takq suing jnﬁ
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klasy wyzszej /sumg wyisza/, aby réinica
[FrB) 8] =(HFa)wB -G

byie tak malts, jak sobie syczywmy, Wobec tego jest rzecza -
niemoiliwg, aby istnialy 2 liczby # i { , caynigce
zadodé nierdwnodci | |
N r,é.;,?’“?-féﬁ*g

By toby bowiem ,/;41“5/_"/6?1‘"6/ > {,"-«:,:--.I 00 przeczy
warunkowi, 2e¢ lewa xtrona nierdéwnodeci jeat zmienng dowol-
rie mals, Yoie wige byé tylko jedna liczba wigksza od
wazystkich sum nizgzych i mniejsza o;‘g-;wgiystkich UM Wy s~
azych, Qkreflmy nastepujgcy przekréj: do klasy wyiwzs]
zaliczmy liczby wymierne wigkszs od wazystkich sum a+b
do kiaay nizeze} wszystkie pozostale liczby wymierne: Ten
przekrdj okreéla pewng liczbg wymierng albo niewymierna,
ktora razywamy sumg liczb nie‘#ymiamych 0<'-fj3

‘W ten sam sposdb moglibysmy okreslié odejmewanie liczh
niewymiernych, Dojdziemy jednak do tego okredlania nisco -,
inng droga, Nezwismy przsciwnemi takie 2 liczby, kbére.
W sumi'e daja zsro, Niech o«¢>d bedzie liczby niewymiserng,
~ckredlong zZapomocsy przekroju; €L oznacza ¥ nim liczbg wy-
nierng klasy n*zszej, ze.s ./.? klasy wyzszej, Utworzmy nowy
przekréj 2 licsl przeciwnych; do klasy nizszej __zal.ic_zmy_
liezdy .~/ , do klaay wyiszej — 4. . .Teﬁ prﬁekréj okresla
nowg liczbe, przeciwna do o ktora, 0ZNaczymy przez —oF
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tatwo udowodnid, ze suma +/~%) réwna jeat 0, Trseba tyl}éo
uwazeé zero za liczbe okreslong przez przekréj z liczh
dodatnicn w wygzszaj i ujemnych w niiszej kla_aie, Tak wigc
okreslamy odejmowanie przez sprowadzenie dp dodawania |

[ S~ B X > [ /37

Niech bgds 2 licszby niewymierne X >0 1 2 >0 dene
zaporics prockrojéw @, 2 oras 6.5 Utwéremy iloozy-
ny ab i A8, lawsze b < S22

AB-ab= SFB- &) M@/ﬁ—a_

Réinice 5’“6!- i B- ¢ mogy byc tak nale, jek nem sig
. podoba. taky tes moze byd réznica AB-ab, Moge wige
istnied tylko jedna liczba wigksze od F‘% i mniejaza od

ALB/gatrs okredlenis <8/ Ubtwérumy przekrdj nasbepu-
jq,c'y': do klewy wyiszej zaliczmy liczby wymierne, wigksze
od wszystkich iloczvnﬁw ﬁ(3 do klaa;y nizrze] posostale
liczby wymierne, Liczbg, wyzneczons zapomocs L620 Pras-
‘»r.roju, nagyiramy iloc gynem liczk niewymisrnyoch o 2. hatws
moina. okrodiié mnozenie dla liszb ujemnyoh, Iie'n el g
L >0 ¥ takin ragie —< z O, Iloczyn/—»{)ﬁ Jeﬂ

liczby przeciwng wagledem /3 czyli orB = ~[) ]
Jezeli er<0 i SB<o, to iw tym razie mozna sprowadzié
mnogenie tych licsb do mmozenia Liczb dodatnich, Mianowi-

cio:

'G&’ﬁ—'—"“‘a“) _.ﬁ]



gdzie ~« i-,3 wsg to liczby wigksue od zera,

Niech bedzie liczba niewymisrna <f> O , okreélona p
przesz przekrdj, w ktérym & oznacza liczbe klasy I, zad/
liczbe klasy II, Utworzmy nowy przekrdj, w ktorym do kla-
sy niiszej zaliczymy liczby wymierne mniejaze od zera,
28ro, oraz liczby ksztaltuﬁjg a do wyzszej pozostale
liczby fymiarne@'Liczbe wyraédnq przez ten przeg;dj nazy-
wamy odwrotnodcis liczbyas i oznaczamy prees =
Jeéli A<O , to. odwrotvméc liczby &, czyli q" okreg§li-

my jako réwng licsbie ._4- gdzie —o> 0 Mogemy teraz
zastgpid dz1elanie_licab_n1ewym1ernych przez mnozenie,
Iloraz i% jest niczem innem, jak iloczynem liczby ¢
przez odwrotno#d ,/3. czyii ‘

_.; N

Nietrudno byloby wykazaé, ze wszystkie prawa, doty-
cegce dziatar algebraicznych nad liczbami wymiernemi,
jak przestawnodd sumy, przemiennosé iloczynu i t.ﬁ,,uq

stuszne i dla liczb niswymiernych,
Przekroje w dfiedzinie

liczb rezecszywistych,
Podobnie jak tworsylidmy przekroje zbioru liczb wy-.

miernych, moiemy tworsyé praekroje w dziedszinie wazyst-
kich liczb r,zec_zyyi:g’g.ygh, Zachodzi jednak pewna rdgnica,

Nie moze sig, mianowicle, gdarzyé, Ia.by klasa I nie miala
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1 iczby najwiekszej i T1 nie mialh Pedaby ﬁajmieja‘zej_,
Wie 1a@nife}%"jq_wi_g_c liczbe wigksza od wszystkich liesb kla-
s niiazaj.. s mnicjsza od wazysikich 1icsz klamy wégﬁzaj.
:,ing;gq zajéé zatem tylko 2 wypedki praékrojéw: 1/ pierwsza
ic. isa posiada licube rfajwiel;:mg, & druge nie posieda naj-
rar jejssej 2/ pierwazs Xlasa nie pesisda liczby n_éjwiﬂ«-
&), a druga posiade liczby najmmiejszg. Widzimy, 26
= ' .en sar sposéh zbidr. iiczb rezscrywiatych razé»erayé
= {¢ nie da, Zbidr teki nasywamy z-icvem zamknmtym ____
“1by wykaged, zal gbior liczb rzeczywistych jest wtot- )
riie zanknigtym, utwérzmy przskzé) w deiedzinie tych
Yicezb, Niech T;esn;cza.-ki-aa@ nigszg p_rzekroju, 2 zad
Klasg wyiszg, NMastepnie utwlrzmy drugi przekroj w f?.ﬁ‘i?-
dzznie licsb wymiernych, Do kmsy nizaze}j 7; Zaliczymy
e liczby wymierae, ktoire nalem w plerwszym praskroju -
Qo klasy 7, a do klasy wyinszgj ¢{, liczby, naleitce do
lasy ¢(, Ten ogtatrii praokrd] t;Bﬁ;‘ﬂéiali“?.ozbe < ktéra;
moie by¢ wymierng lub nizawvmiarzxé -':’umyp-‘aiééxny, £y jeat
liozba wymierng, naledgcy do klasy nuisiej, B{sdzia %6 naj
: ‘wigksu licszba -/:t Halesy ona réwniei do klasy -/5, Pray
pusinmy, io liczba niawymierm ﬁ naleiqca do. klasy. f
Jest wigksua od o Pomiqd:y liczby or i A,  mogeny wst;
wid nieskoﬁc!.enie wiala liczb mzarﬁych i ninymiernych
Jadnq, 2 icxh wynierny :h m.e-:sh bgdzie zo,
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Jako mmiejsze od Vi nelegzaloby do klasy j?f, s tym
aamym.dd f?, Jeat to éprzepzne z tym, %e ©¢ ma byl naj-
wigkszg liczba klaay j::, Najwieksza zatgm liczba klasy

5??; jest to zarazem najwigksza liczba klasy 7 . Podobne

rﬁzumowanie pokezaloby nem, Ze najmniejsza liczba klasy
U, jest najmmiejszg liczbg wymierng klasy =< . Rozpatrazmy
teraz wypadsk, gdy o Jjest niswymierne, Niech wigsc ot
nie nalezy ani do 7; ani do 34}, Musi jednak nalegeé do
klauny’albo U. Przypudémy, ze o nalezy do klasy 7~
ratwo udowodnié, ze jest to najwigksza liczba tej klasy
Gdyby bowiem istniale w tej klasie 1iczba¢;y9;¢f , to po-
migdzy te liczby moglibyémy watawié liczbe wymierna 20
speiniajgcqg nierdwnosé e

- | a< aoqijﬂ

Liczba 20 naletalaby tez do klasy -271 a wigc, Jako
liczba, wymierna, i do Jif, Wuzystkie jednek liczby klesy
'Tmusza by¢ mniejsue od &, a wigc i W <A , co jest
aprzeczne z wyiej napisang nierdwnodcia. o€ musi byé naj-
wiekszg llczba klasy . 71 Jeseli of nalezalo do klasy Z(
Ito musiatoby byé najmniejszg liczbg tej klasy,

T
b

Przeidzmy teraz do interpretacji geoﬁetrycznaj Niech
bedzie dana licsba proata luh odeinek Uﬁ%51 punkt C

d*15140y J1 wa 2 érefei, 0 kazdym punkrla prosteJ denej
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Jlub odeinka 743/ mozemy

< . powisdziad, czy znajduje
i ) _

sis on nas prawo, czy teg
¢ lewo od | Punk-
Ao < o2 na lewo od punktu &  Punk
ty leigcs na lewo zalicazmy

\-Jr‘?a:',\\:- !ﬂ » L : .ia "

4 do klesy nizszej, na prawo

264 do wyiszej. Zadanie to mozna teraz przedstawié w sposch
odwrotny, Gdy bedziemy wisdzied, do kbire] klasy kazdy
punkt wymic rny i nlewymlrrnv prostej /odcinka/ nalezy, _
punkt C ,9d21e okreslony, Jest to i, zw, pewnik Dadeklnda
Funkt C jost ostatnim purkbem nizszej klasy lub pierwszym
punxtem wy:iszej klasy,
| Pomicday zbiﬁrem liczb i punktdw mozna ustanowié pewns
caprwiedniofé; to znacmy podporzadkowad liczbom punkty
/ewpn&ﬁalﬁie odeinki/ i newzajem, Zajmijmy sie nejpierw po
po”zqdkowan1am liczbom punktow Nalesy rozpatrzyé 3 wypad-
. Dany jest zbidr liczb calkowltyoh Obleramy na-

‘prosteg utaly punkt 0 i dowolna Jednostkg miary, Odklada -
wy nastgpnie, poczawszy odépurktu 0, jednostke na prostej
i punkty, v ktérych upadng koﬂce odcxnku, odpowiadadé beds
kolejngm_liczbom celkowitym, W ten qugéb otrzymamy na
p{pﬁtej szaregsﬁunktdw, podporz@dkowanych zbioqui liczb
‘cadkowitych, ?/ Memy zbidr licch wymiernych, Odpowiida mu
zbibr. punktdw wymiernych, miesioficzenie blizko niebia_ls-,
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tgeych, niepokrywajacy jednak oaiqj prostej, 3/ "Di,hy jent
gbior wazystkich licgdb rzqézywigtych, Odpowiada mja zbior
purnktdw w;r:ﬁiefny'_ch' i niewymiernych, zbidr wyczerpuj'q,cy
w-szyatk:ia puakiy prostej, Dla zilustrowania zaleénpéci |

mozne utoiyd nastepujacs tablice:

2Zbidr lieczb: 1l Liczby catkowite, 2, Licz-
by wymierne, 3, Liczby rzeczywiste, _ i
5bidr punktdédw 1, Punkty o spdirzpdnych

.calkowitychh /zbidr ani geaty ani zamkni gty/_ 2, Punkty
wyuierne /ebidr gesty, lecz niswamkniety/. 3, Punkby wy-
nierne i nmewymerna /zbidy gesty i zamknipty .
Postgpmy teraz odwratnie Mejec odcinek A8 jednostke

ﬂﬂ%odpornqdka;}m‘y udcmkowi liczbg I tutaj zajsc moga
8 wypadki , 1/ Gdy odloiymy jednostke na odclnku /fﬁira-
zy, to koniec jednostki miery /¥ upednie na punkt 3;
wéwczas punktowi &S /odcm-.com A3/ odpowiada lmzba.«"}
2/ Gdy odlozymy A na A73 & r&zy, punkt SV upadnie na -
ptinkt. ﬂg, ne lewo od punktu 3 ; gdy 2zzd odloze jednostke
£+ razy, punkt .7 upadnis na ﬂ;,d , na prawo od 3.V ta-
kim ragie dzielimy #7na 922 czpdoi rownych i odkla.damy je
'110../95 jezeli ten nowy odcinek odlozy sip na Abarazy, to
odcmkowi AE odpowiadsd bedzie liczba 3?'. 3/ Zdarzyé sie
‘moze, se nawet, '}a,]t.flnieja 2 czedd Jednoas‘bki nie bedzie sig
aiedoié calkowita liczbe rasy w A8 /odcinki niewapél=
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5 A
s M3 Ay, mierne 2 jedroatks/, Utworzy-
my proeirdj, w ktirym.do niz-
A ¥ szej klasy zaliczymy liczby
uﬁ%@”fdf ndpoviwdajgce odcinkom mniej-
o

szym od <7<, 8 do wyiszej - odpyowisdajgce odcinkom wiekszym
od .7/, Liczba niewymierna, wyrasona przez ten przekréj,
jest wisénie miara odcinka «+' 23,

Latwo wykazad, e dzialaniom na odeinkach odpowiadaja
dziatania ma liosbuch i odwrotnie, Wigc sumie 2 odcinkdw
odpowiada svma 2 liczh /odpowiadajgcynh odcinkom skiado-:
wyn/, réznicy odcinkdéw odpowimde roznica livszd 1 t.d.

Majac dang licsbe mozemr wykredlid odcinek ijej odpowia-
dajgoy. Jest to sprawa bardzo prosta, giy msmy do czynie-
nia z licsbumi calkowitemi lub ulamkowemil, Gdy zad dana
jest licgzba niewymierna <¢ , okredlone zapcmeca przekro-
ju, i dla niej mamy snaleZé odpowiedui cdecinak, postepuje-
my w nastgpujgey spuséb, 0d punktu S odklademy od-
cinki wymierne, odpowiadajgce licebom pierwszej klasy

Jf‘ £7;. nastepnie odoinki, ktorych miars s& licz-
by drug1ei klasy &, 6,..0.4 t.d, Mozemy znaled 2 liczby
naletgce do réinych klas, tak mato sie rdinigce, jak nam
sig pudoba, Liczbom tym odpowiadajs 2 dowoine blizkie
punkty /< i (A  ‘Wezvatkie punkty odpowiadajgce licxzhom
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I klasy beda lezaly go

h LA E A, & ca & Jednej stronie prostej
iy P a punkty, ktdre odpo-
% “5 | wiadajg liczhom 11

lesy - po drugiej. Na zasadzie pewnika Dedekinda muei
stnied jakis punkt f’,?odgrnniczajgcy.obie czedei proste]
en punkt jest wiadnie kofcem odcinka 7, odpowiadajs-
ego liczbie <. ]

2bidr wszystkich liczb rzeczywistych stanowi t_ sw, con-
;inuum arytmetyczne, & zbidr wszystkich odpowiadajscych mu
»unktéw « continuum geometryczne, Wyiej ustanowiliémy zales
108¢" migdey contxnuum urytmstycznem i geomet*yuznsm i prze-
kpnalidmy sie, 30 jedno z nich moznt uwaiadé za funkojg
drugiego i odvrotnia Gdy wiec liclb; smisnis sie w ob-
szarze continuum arytmetycznego odpowiadajqcy jej punktﬁﬁ
ulega zmianie w ohszarze continuum geometrycunego,

TEORJA CANTORA, Do pojecia licxby niewymiernej dojss
moﬁna: jak jus na poczatku méwilidmy, dwiema drogemi, Jed-

ng 3 nigh, wskazang przes Dadekinda'juﬁfpaznaliémg Teraz
zaposnamy sig w ogbluych sarysach z irng tsorJ .» podang
przes Gantor;. & oparts na pojeciu ciggow, ,

Ciggiem nasywamy szoreg Jicsb, naatepuj;cygh ¥ pewnym
porzadku po sobie, prayczem katda liczbe, zwana wyrazem



