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co dowodzi, iz & jeat granica prawostronng t,j.

_,"/-:: (@ i, Tak wigc istnionie grauicy prawostronnej

zostato udowodniona,
Cwizzernioe . Wicwinsdried i winvodnié sna-

logicine twiscdzanie dla granicy lavostronnej,
CIACLOSC WILE3JT, Gdy to trzy wielkobed /x’}'a—-cv,
///aqto}f //c}, 88 sobie rowne, powiadamy, %2e f un k
cja jest ciggle w punkcio
danym ¥=0.V% badanym przez nas przykXadzie fun-
ke ja Cj(.)!/ » punkcio O nie jest ciggla. 7 okregle-
nia cigglosci funkeji wynika, 0 0 ile funkcja jest
ciggla w punkcie ,j-,{ to musi poaiadaé granice, prazy-
czom wartosd funkeji w punkcis M réwna sig tej gra-
nicy,_,'ﬂ interprecacji geomelrycznej .ciq.glné'é wyrasa

sip istnioniem pewnego prostokata o wysokesci dowol-

c/ ] § * nie malej, wewngtra kid.
\\§\§\ ‘
i ﬁ\g%\—-ﬁ—“-- rego anajdujs sie wazyat-
f kie punkty krzywej w da-
? .' nym przedziale, Prostokat
& . ; olncrejacy punkt Y ua-
T IR ST S X zywm 3i¢ O L 0 3 % 6~
0 I PR g
L--f-'_}_i.. v K. niiieimn 'purlki'.-u
n 4 pltaszoecazyéinie Widosznon jost, 29

poproodnio podane skreélenle cigplodei funkeji rmodue



wyrazié jeszcze inaczej
Punkeoec ja }} ciagia
dia wartodci Qf = CX%J ieseli war-
todé fumkcji w otoczeniu pun-
ktu‘/? zbliszae si¢ do warto-~
dci funkc ji w samym punbkcecie
467 o tyle, ile ftege wymaga
dowoln i_a obrana miara prazy-
blizen E.;’tﬁ_ Funke jo jest ciagle, gdy liczbis
dowolnaj & 70O cdpowiadu teka liczoa J >0 ’
e nierdwnosn
/1/ /J—— ﬂ//<' o
pociagna za soby nierdwnosi
/20 JH) - 4’&// <&
- Widzimy w1ac, %6 Qtraymamg kryb:o~jum ciagioded,
zestepujac w kryterjum granicy liczb;__tf e )ﬁ?kg);
TWIERDZENIE, Warunkiem koniecznym i wyslerczajg-
cym ciagloéci prawcstronnej funkcji;;/kxy w gurnkcie
K=A jest, by dla dowolnego ro Amogne bylu zna-

4 i
lezé/, isbniaka odpowiadajaca liczkba A > O veka, 1%
o 5 L

warunek
. - ‘4 2 &t‘ ;
L < X qjuv L Arh

poclagal %8 200§ n réanosé

/2/ / o ”}-~;’§d//<c-
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Warunek pierwszy wyraga oczywideie, iz punkty .«/

i.y leia w przedziale, naleig o prizsdzialu 2, 2+4]

"W rzeczy samej, niech Jéri—,& K= A t.j. do-
wolnemu punktowi przedziaiu /ﬁ, ::?f‘—-‘f_»__,-", Viedy, na mocy
zatozernia, poniewas warunek /1/ jest speiniony, mamy
72/ ktéry przyjméjl postaé o

| fe- <
czyli j.ﬁ,"-'{l?-*a}{ = /.»_’xf?/? "co jest wiadnie wyrazem cig-
gtofici prawostronnej. Dowodzi to, iz warunek, wyrazony
przez nasze twierdzenie jest dostateczny, Warunek jest
takge i konieczny, albowiem, jedli 745’5-: +o/istnie je
i réwna sig 73?,4,_.,21;,,;], jesli funkcja w punkcie .y=a
jest prawostronnie ciggla, to kaidemu E e odnowiada
licgba /> 0 take,ii / f,"/,,gj-u%gy/ e
0:-ile tylke @ g¥'<.v rrd’
a t.o"na,‘mocy istnienia f-f'/rz—ff:* (patrz twierdzenis) 2
drugiej strony temu samemu ’é > ¢ odpawiada liczba
&° >0 ‘teks iz /7¢/Zr} ';.*f(nﬂ,/"ff_-, \_
o ile tylko .~ naleiy do przedziatu 2,6 4+A4'/ +.j,
dla waz’yatkiclh wm"t.oé.ci vt’lj épalniaja.cy"ch niaréwnoéé;'
A A < avrh’
a tec na mocy okreslenia grmic‘y,‘ ktérg to granicg jest
tu ,1.’?/(,;;' _ Niech teraz 49, oznacza mniajszq z 2-ch liczb
A1 A' widniny, iz /f(.’,f/’/.--j..fﬁ’,_gf/’ §
i '
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dla wezystkich wartodé /" i v nalezacych do przedzia-
iu 4{4’ a+Aj % wltaczeniem krasodw <« 1 = o 4
Cwicze n i e Wypowiedzieé i adowednic odpo-

wiednie twierdzenie dla cigglosci lew#stronnej,

Joéli teraz weimiemy pod uwage jedncczednie prawo
i lewostrunne otoczsnie punibu —'= ¢l to otrazymamy
twierdzenis nastepujgce:

Varunkiem koniascznym i wystarczajgcym ciggiodci
funkcji % punkcie i jest, by dla kazdego < » e

zZen

istniata odpowiacdajgca liczba "71}‘¢fgdfi dowolnych
2ach wartodei £ » &’ zmiennej 4 W przed21ale(% crfé/
gachodzila zawsze nisrdwnodé
L7 — j '@;’/’f
Cwiczenie wyprowadz1c czagloéé funke ji
VCJZ‘z niergwnoéci e ME:_:.
TV e Vs T §Y Arofaid)
Jak zmienié dowdd, gdy <= O, |
Funkoja nazywa s8ie ciagtla
w przodsiale (/Eﬂ,ﬂﬁj jeseli jent

cigglsy we wessystkich pun k-

tach tego przedziatu,

| Sume dwuch fun k cji e¢1i18-
gtych w punkcie ;ﬁv jest ciasg-
Fia w tym punke ie, zcayli zdy
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//4 o /@ ) T )

A o

/j // {jfwt_,_,f@/ A /}ﬁjrf 7

Dowodzi sie tego W ten sum spondb, jak dowodzili-
fmy twierdzenia o sumie granic dwuch funkeji, Podobnie
odtwarzajgc dowdd twisrdzenia, ze granica iloczynu fun.

ke ji rdéwna sie iloczynowi graunic tych funkeji, wykaze-
Y 5 / ; '
,/: /x/. L) —> //(a,j- 7a)

Odpowiednio z iIertwodcig mozna dowwéen 0 o0 ilo

S a)# 0 to
é& / 3

Jasng jest rzsczfgz, ze funkeja /(:L’j cifgda epal~

ma.'rowméc nastepujgca
/qu /J;_/,_ //ﬁ/}%’.ﬂ’/

Oczywidcie zakladamy,. se ciaglosd ,achodn alu
tej wertodci J ktdéra s:.g réwna lim X i ie-oba wyra-
zy w rownosci pop). zedmeg 1atm.o;1,

‘Odwrotnie, jedli zachodzi riwnodé

Z P /i/aé/ = / /oo v
gdzie oba wyrazy riwnodei 1 cbis grunice. jak sulesdoe
my , i'd"tﬁieja., vo funkeja // seat viagtg dla tej war-
toéc'i‘.aj ktdra sig riwnsa (M*'a-,,f«
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Josli funkcje - "jeet ciggls w przedzisle .., 2!
to za.chocizi réwnesd: - &m%_gﬁfe‘:,&m& '
dla wezystkich wartodci X takich, &s @ < Loy 5
oczywista jest recja, i# dle %imww L 1ub ﬁﬂu.ﬂé"
mamy na mysli tylho cia.g?:‘.déé § granic@ odpowisdnio tyl-
ko prawostronng lub lewostronng, - | |

Hozna wezystko popreednie ujgé krdtko w wysicwie-
niu nastegpujgcem: | :

- Dla fuukeji, i tylko dla funksji cigele j moina
praestawid aymbcle funkeji i symbol granicy, t.j. gra-
nica funkoji réwna sig tejie fun¥cji granicy.

| 2 tej uwagi mozna latwe otriyigtgé"_ja.ka wniocek, ze
suma lub ilocléyn‘f;i::kcji E:ia.glyrjli jost Turvkejs ciwpiyg
gdyi, josli f(X¥)=71%) X0 Loom ij: Lo 50 -
s 1) = f Vi) +f flarrn ) = ]J’/&f»mj
Tak samo jesii §C§7:=7?Q7ijﬁzk to . £

4»74’0 = Gorf i} b L H) = 7 G rH] =7 [loe) °‘//’z’mﬂ
| Ogélnié lafwo sig przekonad, iu fuz-_i;r:lja. ciagla
funkeji ciagej, t.j. funkecja zlcicwua o dwuck funkeji
ciggiych jest talze f‘unkcja'ciggle; ol 5&511/4;y#7g§ﬂj
czyl;i"._f%x‘ =72)  gdeie ZeAf) jesli £(K)  jest
funke ja ciggiag w-.sglqdém A W przedzia.le/ﬂ)é/’, ) ﬁmk..
cje 7’/&) jaﬁt ciggia wzgledem swisane] L, fll.a' |
,wazystki'ch wartodci 2, kbére priyjuuje funkeja f/:y

ANALIZA I " 0 Arkusz 9-%y.
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gdy ¥ zmienia sis w przedzisle Ja, {} : C‘f' jest
takize funkcja cigqgls zmienne,; A ar/’ct, w} /
W rzeczy samej ,éfz_w'z. {.,t,’/,.p ‘f"""”z/;f/éj }yéma}f
= ,/g o 1) = '-i////’.‘:””’”?y = Al )
Udowodnimy pddniej, $e¢ zbidr/wartodeci, ktére -
przyjmuje funkcja ciggla 75729f gdy-&i zmienia sip w
/Qg,@é’tworzy takse przedzial,

Funke ja ierna
gs mgT L )
Gy
jest oiggle pray wszelkich wartodciach ¥, ktérs nie
8§ pierwiastkami mianownike, t.j. gdy &/ /5 O
Dowiedsiemy dla przykiadu oidgloédi funke ji
L fEY=Fek |
dla wartedci .= &% Utwérzmy wige rdznice

/- /w- srimiy) = 4 foin 5 oo

Poniewad

/:é'" /””ZM/M’(’W
/"'*-’*ﬁm&/«:z e

wigc |

czjii -
et /Mm.z/ </,,/_~x/

Z teg nieréwnodei wynika cigglodé funkcji Wystar-

cka bowiem wybraé takie otoczenie punktq(’aby

S
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'ajwﬁvcﬁaa bgéxi@ - . '
: Sk~ S22 J;/< &

Punkt .Y obralifmy zupblaie dowolaie, satem funk-
cja Fm A jest ciggle dla kasdego »L w przedziale
skonczonym, | |
Ciggtosé funkeji CodL wynika bezpodrednio ze

swigzku:

CIIA = Ernfz ~t/

Poniewasz «?f:: -gc;:;;*i wigc i ta funkeja bedzie
ciggin we wszystkich punktach, z wyjatkiem tych warto-
sci, dla ktdrych Cw A= & ‘t.j. dla

L 3T ST
A= 22 22727 ) 7T
oraz - 7 P .
i R A e .-—5:’
"/5'. 27 7 T A

{ﬁd-—. wzraste nieograniczenie co do wartosci bezwzgle-
dnaj, a mianowicie: o

j""""’"%"‘j - . Lend £

Podobnie funkeje

& (s esou)
t.j. iloraz wielomiandw wzgledem drwd i eoTL

| TIPS

jest ciggly W kazdym punicie, 2 wyjatkiem tych warto-
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fici 'dila ktérych mianowmik-ulamke stije si¢ zerem, .

Przystgpmy teraz do kr-étkiego przegladu kilku nie-
'Iciq-gl’.oéci, czefcie] spotykanych przy badaniu funkeji,
Jak wiemy, funkcja jest nieciggle, zaleinie od tego
czy trzy licaby |

i %fd—ajj S/ aro) m*m/’%_z./

istniejg i czy sa rowne, czy tez rdine ol siebie,

A/ Najprostsazy wypadek nieciggXodei zachodzi whe-
dyp-, édy obie granice istnisjg i sa nazet sbbia,réwne._
106: réznig sig od wartodei funkeji- w punkeie danym,

;L,ﬂ yed Woimy wigce funkeje okre-

glong w sposdb nastepu#
jacy: gdy w4 Q. to =
gdy zas Jz0 wtsayjr-ﬁ
— Wykres nie uwydabtnia nis-
o i .%a IL X ciaglodei tej funkeji,
gdyz stanowi prosts, réwnolegi& do osi X i cddalong

od niej o+4 ; prayczem punkb przecigdia sip tej pro-
- atej % osig b3, p‘\_.mk"i; A nalezy za~tapid przaz/mmkt
@, Tunkcja ta jeet nieciagla, gdyi | i
| ffo-9) =
| /fowj_: 74
ale : A/ O)= O _
Zmieniejgc w okredleniu ’sz funkcji jedns jej war-
t0éé, mosna fu_nkcj-b uczynié ciqgla,
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Jako jany przykla«d mma wzigéd i’unkc;g

Dla wszyaﬁklc:h;:artoicl A FO J—— £ . Wy;]q.tek

- stanowi =0 , dka ktérej te w.rtaﬁcl jeat nie-

okreglone, A wige w punkcie mmtkwym funkc ja jest

mecmgla Gdy jednak yrobimy sastrzegenie, ze dla

J= g = .{ funkcja stehie sie ciggls.
B/. lbadajmy teraz funkcjg, dla ktdrej granica

Ll

pravogironna jest rééns od granicy lewostronnej‘, czy-
i fart) +# fa-c) o
' Niech np, dana-bpdzie funkcja J:'-" :ZL
| jest one okreélona przez nastgpujgce warunki: gdy K20
i =—2Z ; gdy zaé ,j;.a J: Z ; dodaikowo musi- -
ny okreélié funkcjg w punkc:.e poczatkowym, np. J=0,
- J| g-—.:a_ . Ta funkeja roﬁu
1 ni sie od funkeji poprzed-

nio rospatrywanej tem, ie- ;
"’ ———— A gmieniajac jej war‘boégl #

gﬁfi} &3 tylko w jednym punkcie,
: nie uczynimy jej ciggls.
¢/. Nieciaglodé funkeji woze byé spovodoftana. row-

nies nieistnieniem jednsj lub obu granic up.

%./ —
d—‘f‘up

'_&1b0
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A —2 -0

Przykiadem funkeji niaciagtej jest funkcga, -

g o

Dla A= 7~ szachodzi prazerwa w ciagtedci, Albo- .

wiem

t/v{j PP
A—>L w0
[,,I’ -——-?-v—-a'_:pé"
'¥Lu— z
Podobnie nieciagie jest funk.c;a.

e

w?"i:'unkcie poczagtkowym:

2 oo . A —> 010

Do n:.__ecmglych nalezg rownieg t zw, funkcje os-

oraz

!

cylujses /wahajace sie/, np . funkc,ja_:

| = T2 ,x__

L dcwolme mafem otoczeniu punkiu d przyjmuje
ona nieskodczenie wisle rogzy wartogei od +4 “do~ 4
/rys:27/; nie posiada wigc eni gra.nicy lewostronnei,
ani granicy prawostromnej, cq wekazuje na niscigglosc
funkc;; — I | ‘ .

Zapogna jumy 319 teraz =z kllhoma wiasnosciami funk-
cjl, wynikajsoem g ich ciq.g;?.oém

Proypuéémy, ze dana funke ia, 7//.;&/ ciggla w ﬁ
pr-:{adz.iale_ /./)?:,/}7! _jedn;_rm 2 punktéw tego przedzialu,
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| ta,cza.jq.cy ki

L35 -~
.'1

pp. w JI , jast dodatp-m, cavli

g‘[ f..-/ oz

v ts.lnn. AT J:*,i:é eje teki u"ze-’;'!la}@ C/ O

.?-1

e dla wonysbkich punkddw tego
phiedzigiv siusang jest niardwnods

Inacze j wnina o twiordsenie wypowledzied w' spo-

BOb nastepujgcy: jedli funkeja cigale jestw punkcie/r}

dodatnig, to magi bys dedatniy i w obteczenin tego punk-

tu, Dowéd tego twierdzenia jest zupelnie prosty, Ozna-

A
___j’"—_,_h_._.;_,,_ _4____h,_;f___ czay |
/3 2 7 P
S < WA /;)1-7!“ ."‘j’/ e e jfa" = 0
i niech L. bedzis jedns o licab zcwa.rtvah pomlgdzyé’
i /L' H ::j ‘_;:‘;_, - j

2 ciagtodoi Sunkeji wyrika, s kagdsj liczbie &

czynigcej zedofdé powylneesu warunkovi, pdpowiada take

lizzba 77 se gdy

Vi /14’:-- cZ/” <

to w tokim razie
///.xj /‘?ﬂ//ﬁ &

ey ﬁwno:é /3¢ molng vaslgplc prxed dwie maréw--

-

nogci: f”/‘” 7{:@) +& __
/,Lj )/{cfbj f Je }. .
niej nicrdwnoded L sa~

Podatawiajac do osbe
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“hiast _' @) otrzymejomy nierdwnosé
| ey ffVJ/7#~£>O
ktdéra dowoedzi mhaznvsoa tazy .
W analogiczuy sposdb moina uaowoamé twwrdzam...,
Ze Jezalx funks ja ciggia jest w danym punkcie u;janma.
" to jest uwjemna i w otcczeniu tego punktu; |
Okreélenie funkcji ciggiej, oparte na nisrdéwnoe:
dcimch, ms charakter a.’batrakcy;ny i malo bezpoéredni
udyhysmy cheieli okresli.c ciggiosé m‘bu:cv‘jme, to mo-
glibysmy powiedzied w ten sposéb jesli krzywa, bodg- -
ca wykresem funkeji cigglej, me punkly po obu a'brona.cn
dane; proate;]‘ ’oo musi przecigé tg proata przynajmnia;
w jodnym punkcle, Jost to wniosek z pierwsazego okreéle-
nia cigglosci, Kiech dana prosta bedzie réwnoleglta do
osi X, czyli viech posiada réwnanie: |
. Jﬂ-’é |
i niech - o | |
.‘ 5=
bedzie réﬂnamem da.ne; krzywej. Krzywa. ta posia&a ptlnk-

‘hy takie 391:‘/{ ktorych rzedne sg wxeksse od »6 i tak-
40 jak A, ktérych rzadne 84 od v/ mniejsze.
uzji ¢ /

Nalsty ﬁ&d?ednié. t.e.-;gtnmja ne krzywej punkb JL,



JU . i
: | T 3p61r3ﬂdnygh i é , CZy-
: y 1i
E T prazyczem. o < §<4‘/L
Ay - i o - Moina te wyrazic¢ jeszcze
[ |
| i : , mi icie: e K
0 _‘“Tﬁ_'/ - xn?.c.sej m.anow;l Hlal f .u ok
Iﬁj‘/‘ff c ja c1agla_po-

miegdzy &, i, przybiera __
wszymstkie wa.rt.obux poéred_,n'i"e-
od%/pt'j“o//.{z) __ e
Dowiedziemy twierdsenie w wypadku ﬂzczegélnym, gdy
b=01 .j. gdy prosta Jaat 0sig Y . /Zawsze moi-
na zagadnienie do tego sprowadmé, mmniajq,c ukied
spélrz{:dnych/ W takin razie zekledary, ze

O

i prezypuszczamy ponad t-e. v colu usta.lenia» uwagi, 2Ze
ap.; ut/ <

| Podzielmy wszystkie liczby yrxadzuiu /,.f’/ 2, )
ne dwie klesy, Do klasy J salicsymy keidg liczbe rze-
h “csywisty 5 . speluiajgcg ten warunek ze dla lﬂZBlleJ
liczby.,( , zawartej w przedzla.la //t js apal-

niajgeej nieriwnosé

x«r.,xéé
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- mamy ) .
/ (A) <0
do klasy Il zad ivszyst.kia- pozastaie ii‘czby przedzialu'
/MQ) ,/,‘) W ten sposdb otrzymalidmy przekrdj, Okredla
on pewng 1iiczbe, kidrg ozuaczymy prres ‘3‘ . Zapomoca
aprowadzenia 4o niederzeczrosci wykagemy, Ze

#8)=0

Przypusiay hovimu, ie

78 7 #£ 70

?\Ta zasedzic poprascriego twierdzenis nusi 1o tanied ta-

hi l’l‘ ':"'d-zlaz- /./a /5/ Gt&(‘ﬁﬂéﬁl‘f P o h‘t Cq: . ‘ffea}'ml_.}{frz
kmragn byioby /(C{C/ 0

Jost Lo jedrak niemozliwe,

\'q -b B , .
0 e — — gdyz dle wartodci L= &
d’i g "‘:‘b ] d . q' 5 L, »
T " odpowiadajgcej purnkbowi
..j?f"f éé 2| 7. ) . I
u"?‘ /df )/ nalsgy
de klasy I/, Pedébnie niedorzacuno je przypu;—:.:ar:.mnie 5

se 70// ‘?/’ &7,
4 geten wusi byé slusn& rowness

8)=0

¥ . L o
- Moiewmy. jessczs dopainid rlesg rikezg dodgceajec
do nie ] wzfﬂbua l1£‘¥#:“{ anie jaze od .w{'. : Kluse

wyiegy Basd ,za..,wmn.z@ dodgcsenia 2iogb
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¥ irpardretlaci geometryesnej odpowiada 1icazbie
S punki przecigoin kruywej o onig  X~dw,

Praypusiuny, i* dann jeet funkeja J—éf i rogpa-
brujrmy jej wartosel, gdv o4 wmienia slg¢ ¥ przedzials
[, &, Hoie wig rdarsys, e povostaje stale siuszng
nierfwnade:

‘4}”/ e _/Jf

de:.my wewcsas, se funkejm jest - a Erasni-
csonw od gdry  Ody sschodzi nierdwnodd
przeciwna b 3.

_/s’.,_/ffr,/;?, w2
funkcja nazywe si¢ o granicsong od
dotu . W wypadku, gdy zachodzg obie nierdwnoéci
josnocgesnie, prwiadasy wprosb, fo funkeja wst O
aivzona w pruedzialo /(’E/ g/

Moglooy aie zduwad, & funkdje ciredlova dla
wezyatkich wertoesi X w denym przedziale musi byl o-
granigzone, J'arinah prosty proykisd wykuie, io ek uie
jest, Micoh ,u//c ,:?’: o gdy A O 1 niscl

/,X/-"'(' LUy A= Rie »f‘bnltﬂ‘}? boke liceda --/?Z

/,{/gjé pri; teg niees takiej licaby #7 a0y

/ (&) 227, 7
o v >l A . - " Vs 2w g
Wiech terag «f’u*"/ T o T fuacke jo jost

. o s B AR Al kY T ; W’ !c.
spronicsona, Inbotnix raveze jeat A0, avig
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- ol
A ST T St Fy-< L Posaten , e 220
Ostatecznie moaemy naplsaﬁ Yo ¥ postaci. i
Z

C? 753 eﬂﬂﬁ 13:

“katwo dad Praykiady funkeji, ogranicﬁonycgltylkd

*éd géry lub tylko od doin_ -

K r S om Eéraynm ¥y 551 ym/
deney funke It nazywag 8ie¢ naj-
mnioe j RER. B lloay ki ¢rej w d r-
t o8 ¢i "funke ja nigaq ¥y h ie moze

» rze YVis gz y » b.zn pPlnlaJQOa nieréwnoéé R
&l /@</7’
i ponad.to ten wvarunek, ze gdy Lbzurzemy dowolnie mals

l;czbg”fL » Lo 1atnlec beds zawgzs takie wart0301.3:
4o spelniong zostanie n;sronncéu

R S s - __

TWIERDZENIW " Jezeli fuy r ko ja o

kregl na w prazedzgi ale /”43 qgfkw

Jest Cg€ranicszonag o d ,g_o ry .,
t o Posiagdyg kresg & 6 ray ., . Niech
bedzie

7/&0 <A

Wyobrafuy 80bis przekréj rasugpujgey: do I. ej .





