e
moée nig nﬂstniae tjlko dla skonczoneJ llczby wyrazow
‘natomzast "praw a zawaca“ zachadzz nzerownosc przoﬂ1wna
-;Utwéramw nia cwmoén S
, /7"‘? ,
Ponluwaz lzczby ’h, stanowip czgdd 1iézb_2€%u.
IW1ec nlerownaac ta moze byé speinioma tylko dla niekté-
"rych-wartoécz wskaznlma*.?L . "Prawie zawszc® wige muui
sl speinied nierdwnoéé przeciwna ' '
AV g] <=

A zatem |
- Zj} l.....‘.mi w-’

¢

Podobnie, jezeli zmieninmy w ciggu porzgdek wyru-

26w, granica ciggu porastanie bew zmiany,

' CIACT ROSNACE 1 MALEJACE, Molenicunym nazywe ale
iR naz; :

4}

ci&g, w ktérym kazdy nuatszxv wyraz nie jest mniejozy
od poPrzednleﬁa albo cigg, ¥ ¥tirve keidy nestepny

wyraz nie jest wigkszy od poprrednisgo, 1., albo

! %f :7/ Z{‘Z :;‘?/ (&/3 :;:':”’ e e R e Doang :");" "J‘!L? .::WF T I W
albo .
‘ o
s U K K Uy e

Gdybyswy w tyoh cigpack usungli pomipdzy wyrasz sami
znak réwnoecx, ot¢zwuh1 by w ciig /atals/ v o 3 n g

bo

d

&

Leuls

<

cy luh /stale/ wmole 3 & c'y N
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albo |
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Cigg jest o graniczony od & & v ¥
‘gdy istnieje liczba wxekaza od wazy«tklﬁh wyrazdw claw

gu, czyli gdy dla kazdego !Z

| U LS
Jezeli zas dla k&zd@go 7%  zachodzi nzerﬂwnosé prze~
ciwna: ?41,, g 0"‘2,— ‘,

cigg Jeat ocgraniczon y o d do %,

Gdy zachodzg chie n1er6wnosc1 jednoczesdnie:

| P KU LA )

to, rzecz jasna, cigg jest ograniczpny od géry i od
dciu, o “y |

 Ci$g rosngcy jest Zavnue ograniczony od dolu; od
géry moze byé lub nie byé ograniczony, Istotnie, wystar-
czy wzigé liczbe 21 mniejsza od 1{ , a Lgdzie ona mﬁiejq
sza od wszystkich wyrazdw ciagu. |

TWIERDZPNIE' ciag munoton1czny cg*anlcaony od géry

jedli Jest nlemaleJacy, a od aolu, 36311 jest nierosna-
ey, pO%ladd granice,

- Jezeli ciag nlemaleaacy Jest ogranzczovy od gory,
w takim razie posiada granice, Niech liczba“/%z~bgd21e
wigksza od wszystkich vyrezéw ciégu: |
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Maﬁy ulowodnid, ze &Qy"j;y', Utworzuy przekréj w
dzipdzinie liczb rzeczywistych, Jak wiemy, albo klasa
nizgza posiadad musi liczbe najwipksza, albo kiasa wyz-
sza posiadadé liczbe najmmiejsza ., Okredlimy wige prue-
kréj w spoedb nastepujgcy: do klasy nigmzej zaliczymy
kazdg liczbe —A_ , ktdra jest rdwna Jub mniejsza pray-
nejmniej od jednegeo wyraszu ciggu;

g K Ual |

Do klamy wyimzej zaliczymy kaidg liczbe <X , nie
czynigea zadoddé temu warunkowi, czyli wiekszg od wszyst-
kich wyrazdw ciggu

N

Ay o (FFERS )
W ten aposdb przekrd] jest w zupsinodci okredlony
kagda liczbe nalezed musi do jednej =z dwuch kias; wazy-
stkie liczby klasy 4 g mnie jeze od wezystkicl licab
klasy Z gedna klase nie jest puste ‘/iﬁu nalezy do
klasy / sad /M do klasy A . Proekrdl len wysna«
cza pewng 1iczba(:77 , kbtora bedzie najwigkszg liczhy
‘¢ klaesio niisze] ﬁylko wtedy, gy wezysukie wyrasy, po-
czgwszy od pewneopo, 83 mobie rowne; w przeciwnyin rezie
%4 bedzie 2z pewnoscig najmniojeng licsbg ¥ klanle
wysszej, co sresats zaweze bedaie wiake miejece, o ile

cigg jost "stelo vosngoy", Ta licsba wiadnie jest
<
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v gxaa1c@ ciggu, Dowdd: Uahﬂmg na razie praypadek, gdy .
 weszystkie wyrasy ciasgu od pawnego miejsca s sobis rg=
wne . Poniewas = XLy , wieo 4937 2o, dla kazdago 3
"‘44; Dale j ¢?-&f’. gizie &S ¢ jest laczbq dowolnie
-: mml&, nalezy do klasy pierwszaj, a wigc w o 'g?jestA
‘mn1oasze od jednego przynajmnie | wyrazuchqgu, np. 6& £
; 2¥;¢ ; czyli zawsze mozna znelesd taki wyrez b aby‘

Jesli teraz weimiemy -32 > ?¢o, bedzie zachodzi-
1@ nieréwﬁoéé:, | H

. W takin razie

O <9 3'{‘?;1 < G2y,
A < L &
" lecsz - »
| (?v i gf:wo < ':i
& wige : . ”
- 67"'“" Uy < €
"6éyli | | . .
/ g o .
/. - %/‘ *’: &

f “’1-“ / 77“ 2.,/ &dyz ¥ 7 Z»Lm stgd wynika, fe .
Lilny qj e b c[

?rcémy jegscze do wy;@tkowatﬁ erypanku, gly WLy -

atk;e wyrazy ciggu sg od pavnego misgaca /8p. dla«ﬁxﬂm,/

"rdwna Whedy :
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’ Z;, &gw:‘-: ¢%,% I &%w§ﬁ
i wepélna wartodé tych wyrazdéw bedzie wladnie granlc%57e
Tak wiec 1 w tym wypadku granica isiniecje,

Jezeli cigg rosngey nie jest ograpiczony ed géry,
to wjra.ﬁy jego rosng niéograniczenie,,Istotnie niema
takie] 110@&#’4@@ » ktéraby byle wigkszp od wezyetkich
wyrazdw cingu; aewsze wigc moina znelefé taki wskadnik

Mo , 18by
M < 2L
Gdy woimiemy 27 ».p, o
. Wy 7 Ppyy 7 W
A wiec jakkolwiek wislks wybiergzemy liczbe %
*wazyetkie prawie"” WyTazy ciggu hedg od niej wiaksza.
Dowodzi to, %e cigg dazy do nieskonczonasei, -
Calg teorje, dotyczacych cigglw rosnacych, mozemy
zestosowaé réwniez do ciggéw malejgcyck, Dowody pozo-
stajg w gasadzie bez zmiany, nalézy jednak wystppujgece
w dowodzie nierdéwnodci zmienidé na przeciwns, o
| Katdy ciag melejacy jest cgranicuzony od gdry, Gdy
bowiem wofmiemy liczbe |
M u,
bgdzia‘ona wigksza od wazyaﬁlich wyraiéw cLRgu, Joieli
privienm cigg jest ogranicuony eod dolu, to posiada grow’

nive Jeieli ciag male jyoy nioujest ogranisunny od dcu’
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tu, w ‘&&kim razie dgzy do-— el

Iwierdzenia be pozwalajs nam nieragz pmwwd 18(,

czy cigg posiada gramo@, nie znajdujge bej gmmcy,
Wedmy np namgpugacy ciag

4 ’3 7 2P/
Azeby udowodnid, ze ciag ten gaet rc:sm:;cy, rozwin-

my Jego wyraz ogdéiny na szereg Newbona /77 - liczbe cal-
kowita/ : |
/?} _ 4 — .
///7/‘~ /i—.//‘?' ’—‘{ —'A- nLn J/‘ —-/ 'rc“ « = % o 7‘

' - “/"—Z A _
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Loawazmy, Ze obrzymatidry “m 7144 skia mlw.a

dodatnich , Pyrs*s;_rpuécmf beraz, 4e rozwinglidmy w ten sam
aposdh nastepny wyraz ciggu, Mozewy L6 rog mmg 16 O-
traymad , za:a‘bg;:«ﬁjﬁg,.ﬁa w ostbatnin weorze 2 prang <3+
Nows sume skradad sig Q(’éwui"’ C R dodatnich skiad-
nikdw, Poss "be»:_em pwie ddny ‘umg ng to, fe dwa '?')1%.’:.:"1“’&22“.‘%:23*

ekladniki posmostumg bes mnisny, wezysbiie ﬂafaugz,m T
tomiaat ocie powigkszg; pouadio prz sybedzie jeden nowy

akiadnik . A wiec wuma, wyrsfajscs, //2 -r‘«///' B 2Y WYL
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ciggu, jest wieksza od sumy, ktéra wyraia 2% -ty wy-
rei . & zuatem '
L rq > o |

Udowodnilidmy, ze cigg jest roengcy, MWogs zajéd
wige dwie ewentualnosdci: albo rosénie on nieograniczes
nie, albo jest ograniczony od géry i posisda granice.
Przekonamy mie, e zachodzi tutsj drugs ewentusalnodé,
Liczhé,\ﬁ-‘jest wieksza od wazystkich wyrazdéw ciggu,

- Jek wyzej dowiadlidmy:
7 < , p
Un=drd » Z5 Z7( %w/““ “7{%-;;’ 7~ =/
7(" 4//‘,}, ///_-.'é/)
(- %

kaédy % czynnlkow

//p/.__. 7

-y

(I7/ fgt )7£ GW/Q{ égj

27
jont mnia;zzy od jednosci, gdy wige je zaatapimy priesz

liczbe -1/, suma sie powigkszy:
Un > d+L+ " - A TR C YLy

<
..1-/. ..L ‘ v » '
+ ‘22’ .f‘ ¢2,€ % e e o ’ . Y ’——*"""" /)"_-’
A wigc ' ; )
Uy < //“‘*'/""*‘"*fﬁ Ft T

Ta sums, poczawﬁzy od drugiege ¥yrazu, jost. pogte~

. ) 4 S : 7
pem geometrycznym, Jego sume jest nieisza od A
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g&ybyémy go bowiem zamiernili na szeresg nieskoniczomny,
wtedy otrzymalibysmy:

p
'Y A S .
. e, e e s i S :‘4’

Amn » L
&

. e G Fn T g
A wiec przy jakimkolwiek 372 , zawsze

) | L Ay, L ;fi _

Piap jest satem rosngey i ogranicaony od géry; mu-
si wigc posiadaé granice, ktérs w danym wypadku ozna-
coymy przez .. e | '

Granica ta jest zreszig znana jako zasada loga-
rytméw naturalnych; ,

, gn LYIIIEL IR 455055

TWIERDZENIA OGOLNE, DOTYCZ ACE- GPANIG

SRR v‘u.. B T ARG RS YR ANIL ¥

1, szypuscmy. e mamy cxag, dqz&cy do zera:

r ,,,/ fg - «w«”....n,

(2] 2t — 5;»' |
Pomné gmy vnzyatkia jego wyrazy przez liczbg stals Vs :

;?‘e’tz «4;’ CIP R :ﬂ- &, .
Jogeli plarwszy ciag dgiy do zera, to dawolnia ma~
ej liczbie dodatniej ¢ musi odpowiadaé taki wekad-
nik L, te gdy tylko 7y P

o, .
/;”/

Ta nzezawnoé* poclaga za sobn nierdéwnodé:
l
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