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nodgci szeregu, ale w praktyce nieraz trudny do zasto-
sowania, Stosujemy wiec w.praktyce cechy prostsze- ale
wyrazajace warunekX Jostateczny, lecz niekonigczny zbiez-
nosci, jak Caucny'ego,'d' Alembert’a i innych,

CECHA ZBIEZNOSCI CAUCHY ‘ego, Jetsli dla wszyst-

kich wartodci wskaznika 2t >7, jest speiniony waru-

nekx o
Al Ve, Lrel -
/prayceem o~ @ [/, to szereg o wyr.izach dodatnich
R/I@*%f%%”n+%M“”

jest zbiezny,
. W istocie, z nierdwnosci /1/ wynika, ze gdyﬁvyﬁa
to Apm <77

Jtworzmy szereg

Vi AR R R

Szereg jest zbiezny, jako postep geometryczry o
wyktadniku /7/ K./ . A zatem, na mocy twierdzenia
0 poréwnywhniu dwuch szeregbw, i szereg /2/ musi byé
zhiezny, : :

Teri warunek nie jest ogélhy, Jegt to tylko waru-
nek dostatéczny,‘lscz niekonieczny, zbieinodci szeregdw,

CECHA ZBIEZNCSC1 d° ALEMBERT ‘a, Jezeli dla wszy-

stkich wartosci wekainika 2>, Jjest .spelniony wa-
runek:



- ‘4:? 5 o

afn-f-_('
A e

o+

preyczem 720 , to szerasg
| 72 @y + 02y qﬁqg,;,_..-gf¢2”4.ﬁ o
jest zbiezny,
W rzeczy samej, z warunku /1/ wynikcja nierdwnos-
() 8
Q,” ..1-2}?

— < 7.

CQ,”D*! : 2

0’?’9 3

0”’0 "‘1/ P70 ] < oy

R ’
Gt < 7,

Pomnézmy przez siebie sironami #-7o powyzszych

nierdwneosci:
. ﬁfn-@_{

7~ <
< T
a?"‘o"zf
gtad
. a ’ | >
s <ﬁ,”a,g.. -7-.—%‘
Oznac zmy nastepnie -‘%”ggaf‘ W takim razie
7 . _
Ron v g 4.4-1“ Iloczyn /6-’3" jest wyrazem o

gAlnym postepu geometrycnego:

/&"%+ﬁi¢fﬁ%.““4nfzﬁ”,_
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Poniewas | ,a'/r/—{J , wiec szereg /3/ jest zbiez-
ny, a zatem, na mocy twierdzenia o porownywaniu dwuch
szereglw musi by¢ zbiezny i szereg /2/. 1 cecha ta
stanowi warunek tylko dostateczny, lecz nie konieczny
zbieznosci _s.zeregéw._

Przyk?ad 1, Niech bpdzie dany szereg.

Zastosujmy kryterjum d°Alembert’ & )

J’?*‘ZJI":‘- 3.,(-21".~_____ + 27X -,4-57,.‘/],( qf".......
a”'d! (77% '
L i -X
i ae - a e i d
A wiec ‘ " o
= *7"'/)1.
'/( AL

8tqd widaé, Ze dany szereg jest zbiezny dla kazdego
= A
Przyktad?, Niech bedzie dany szereg:

2 - . = : -
L X o X 2 T Ly T
L r2 /23 22/ /07%/
Zastotujmy i tutaj kryterjum d° Alembert
d/)’ - Wf_! e

Przypusbmy, ze WX poalada pewng wartosé stals
t.aka-. ie 77,5 XL 7,47 . W tekim razi‘é dla kazdego
wskainika .7 ez A powyza.zy stosunek b@dzle mmagazy
od Jednoé‘dl, ,1r1¢c ‘dany szereg jest zbieiny dla kazdeg
wart.oécl " it

8zereg o wyrazach dowelnych /dodatnich i ujemnych/
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nazywahy bezwzglednie 1 uﬂb- bezwa-

run kowo zbiesnym, jezeli szereg utwo-

rzony z wartodci bezwzglednych wyrazéw danego sseregu
jost zbieziny, Np K6 szsrog: : -
/-,é'x-ﬁﬁx’f-é’/‘f-ﬁ. e ~1/?:;~¥“.;f.._ :
jost bezwsglednie zbiazﬁy dla Jd<7 . Za§ szereg
B 5 £ o
nie jest bezweglednie zbieiny, choé jest zbieiny, al- .
bowiem szereg, utworzony z- wartodei bezwzglgdnych je- .
0. wyrazow Jest to szereg harmoniczny - rozbieziny,
Zatwo udowodnimy ,-, 26 je8li szereg jest bezwzglednie
zbieiny to jest zbieany, | )
Ni?ch.bgdé dane dwa szeregi o wyrézach‘dﬁdatnich:
/1/ Aedt Gz Py A arnrnrs | |

' 227/ g?;g‘,_d:{ -:‘..'......- !
pomigdzy wyrazami ktorych: zachodzi tego rodzaju odpo-
wigdniodé doskonala, ze kaidemu Wyrazowi szeregu /1/-
odpowiade réwny mu wyraz szeregu /2/ i nawsajem, kré-
cej méwigc sazeregi /1/ i /2/ maj@-si@:rézgié t}lko:no—
r#gdkiem wyrazéw, Udowodnimy , Ze sumy tycn szeregdw
teda jednakows, | _
. Oznaczmy sumy-czeiciowe danych szersgdw cdpowied~

nio przez J; i é; _ Wiech sumg szeregu /1/ pedzie:

%f}n Iy = .f;

PP - o



prazyczem d;-<’€§ . Mozemy zewss2 dobraé liczby -7 i
~ Gak, azeby wszysikie skiudniki sumy czesciowe] 6;1
wchodzily w sklad suway % . w takim razie:

LR
/3/ e

czyli cigg /2/ jest ogranicuony, posiada on granice

Lom b, =6

P - o>
Z nierdwnosdci /3/ wynika, ze
Aot by < 6
PN~ o

A wigce
| /4/ ¢ <S5

W tym dowodzeniu azeraéi /1/ i /2/ odgrywaja je-
dnakowe role, moéemy.przato zmieni¢ je miejscami, rozu-

mujac jak wyzej, dojdziemy do nierdwnosci

/8/ S'<6 .
Z poréwnania nierdwnosci /4/ i /5/ wynika odrazu, ze
-

czyli, 26, seuma, szegregu Z2bieinego

0O WwWYyTraz 4 ¢ h dodatnich nie 2za-
lezy o orzgdku wyrazow,

J e st t oo t a k ZWane twierdze -
nie Dyriechdleta
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SZYBKOSC ZBIRZNOSCI SZEREQU .

Niecn bedzie dany szereg:

/1/ C?;;‘(?‘z 1"% :}-..‘....7“04"7‘1----
” .
sdzie dy > 2, przypuéémy o 1 rdf'rn ¥z, istaisje
3 H ~p g0
i = Z_{ » Jako tez Z . 4,.‘,; , powiadam, ze

9‘!—?4,,0
granice, o ile 1:_51:111.9.321., sl_@ soble céwne, cazyli 4&{
‘W tym celu rozpatramy szsreg ‘
P ﬁgJ"“?z-‘(&rr‘ﬂ_ ----- Gy A v vann
gdzie X -jest z_mien.na Kryter jum “Ca.uchy'agc; wakazuje,
ze azereg /2/ jest zbiezny, gdyz f&,,,,{(":.,(@:‘r(/
- i ok
czvli, dia wartoéei X epeiniajgcych warunek —{;6(4-,-:
Z s )
a rozbieiny, gdy &>z lub WL~ Z
Kryterjum d’éalembert a zas wskazuje, Ze szereg
- . £ e
/2/ jest zbieany- gdy ?‘-'(,x‘}(?z , & rozbisiny,
£ e
gdy A7 g lub A&r-
Stad wniosek, iz 4‘:62
Niech beda dane dwa szoregi:
LOF PI.@_Z‘;‘C?.{,’: R X
/4/ g ,bé' P fé’ -
i nlec‘h ﬁwlf .,-(f , @ 5%”3 J

‘”_*m "H—'ﬁm

Jesli L < £,
zybciej zhieizny od szeregu /3/,

to o szeregu /4/ powiemy, Ze

jest =
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Przypudiémy teraz, ze =0 5 40 , w takim
razie £ i jako funkcje szennej 7t 33 funkcjami dg-
zgcymi do szsra, gdyfg% dazy do zera,

Jesli € i A jako funkcje zmiennej ;E 'sg malemi
réznego rzedu, to szereg /4/ nazywaé bedziemy szybciej
zbieznym od szercgu /5/.'0 ile 1rzad malej-A jést wyz-,

szy od rzedu malej 4? . Np. niech beda 2 szeregi
F 4 2z L Z

3-...,:/‘:2‘—*/:33{_ ....... -r‘-;:'/"-f- ...... /
LA L iz _
7E7FR ggpa - TR

drugi szereg bgdzie szybcie] zbiezny od pierwszego,
gdyt dla pierwszego £- ;? , a dla drugiego szfefi

Okredlenia powyzsze niezawsze dajg sie zastosowal
Przedewszystkiem granicaufﬂ mozs nie iatnieéf nastep-
nie £ i A moga byé malemi, ktérych rzedy nie dadéa
sie¢ perownad,

Mozna byZXoby da¢ okreslenia szersze, ale co do
tego odsylamy do dzisl spscjalnych,

SBEREGI PRIEMIENNE . Jezeli wyrazy szeregu:

. X, ""'f::'z-:"i’-fj-?"...-. 7‘-4’,”.,5,.,,,,
848, poczgwszy od pe#mega misjsca, naprzemian dodatnie
i ujemne, méwimy, 7e mamy szerog przsmienny. Przypusd-~
my, Ze znaki wyraédw danego szeregu zmieniaja sie od

poczatku, Cznsczmy wartosé bozwzgledng wyrazu ogdlnego
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priez - u, a [/ - Bedziemy wiec mieli szereg:

IV gy tly rofym 2, Pl g

Udowodnimy, 2e jezeli 24,,, <2 oraz 2we—>= O
: gdv w7 —>o° , {0 ézéreg ten je=t zbiezny, Ugrupu jmy
v iy celu wyrazy szeregu /1 w dwogak1 sposéh:

(ot 0] oty =ty .. Aty 2 .
Y Lo )yt ) o~y g

i utwdérzmy ciggi 2z sum czesciowych parzystej i niepa-
rpystej liczby wyrazdéw szeregu /1/:

/R &5 Sy, .5; Jg,,,'.
£ P R S

Pierwszy z tych ciggéw jest rosnacy, drugi male-
jacy- oba ciagi =g Ograﬁlczona /pieriszy od géry, dru-
gi od doiw/, poaia.da;ja{wigc gra.nica Oznacazmy :

.A¢{“ é?

) Moo P —¥ o
i zauwazmy, ze
5 .=
54;.‘ 3&2 %ﬂ*:’l
skad
f‘”’ J&"“" *;*'%,,:gﬂ: %,
6- =0

A zatem cisgi /2/ i /3/ posiadaja te sama granice
ktéra jest zarazem sumg danego szeregn /1/,

‘Jako przyklad weimy szereg:

ﬁhIZA T 5. Arkusz 3l-szy,
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'/—-f,_‘;{'__;;:_._._-;+/_.//T:_E-<4,,.“
Na zasadzie‘dopiero co dowi'edzionego twierdzenia
jast on -zbiezny, Poniewaz jednak szereg, utworzony P’
wartosci bezwzglednych jego wyrazéw jest rozbieizny,
prazeto dany szereg nie. jast hezwzg! sdnie zbiezny, t zn,
jest warunkowo zbicér’if. : '

Niech bedzie dany szereg:

£ L
F‘i‘? ."'Jd -{-...--.--.T‘;’Ld P i ewea

Udowodnimy, 7ze szereg ten jest zbiezny; gy v 1
zad rozbisiny, gdy o&if. .

Przypuéémy najpierw, ie AL . Utwérzmy sumy
czesciowe: g
S, T A 4
k=7, = Zrd ox 1’3;?/};

' j = ..‘ Z
?""' {f" e — .! o 7
. /'f/:’“{ o r/{rﬂ.’ 7"'"-"3 /<.? '7"———3 :-ﬁ-—{

czyli
< fesh L
albu tesz o XL T Gl s
| & L o * 50y
nastepnie il

R O Ty
. = 4

Z e £
,2&H<{J‘fgﬁlx":geﬁﬁy‘*Eﬁﬁ%)
Stosujac metode indukcji zupelnej, mozna wykazac,

skgd

zZe 4
Tos

: 7 .
S <LeFoi o e
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Lecz Zﬁa—’;(?_ff. "‘szwt to postep geo-
metryczny o wykadniku 2_‘——?-_,_ . Gdy A »<Z , wéwczas
A-ZL>O i postgp ten, gdy liczba jego wyrazéw ros-
nie nieograniczenie, jesl zbieiny, /postep nieskoncze-
nie malejacy/; istnieje wigc granica &/‘”H{' A
Poniewas Tym-1 <L 5' < A wige ﬁw Dok <é,,,,é,‘,,
a zabem dany ssereg jest w tym przypadku gbiegny .

n:l‘rzypuééuy teraz, ze 5(<¢4 . Poréwnajmy dany

ssoreg:
f- A for s ame v‘”—f +

N uo;_'egiom harmoﬁtcznym /rozbioﬁn’ytm/':.

STy A

lmy tutaJ !#‘x‘gﬂ Y wigc ,;,,%}. ;z{ . Wyrazy
danego lzoregu 83 zatem réwne lub wigksze od wyrazdéw
szeregu harmonicznego, Z pordwnania wynika rozbieznosé
danego szeregu. o | K
pRUGIE KRYTERJUM - CAUCHY ego, Ssereg o wyrazach dos
dstnich: :

/Y Qe @p Ao Aoyt

jost zb;exm\. Jueli_(
Q”

> '>./
941.

W rzeczy samej, z powyzszego warunku wynika, e

$&2ethe
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skad
>_ (7.9
= f)’)
a~ 77
. _ d%v‘fiﬁx
Sﬁrﬁg
Z b4 <
26(7ﬁ2¥27‘“"7f;;27kj"31_

jest tutaj zbibzny. & zatem na 2a8a( e twierdzenia o |
porownywanlu dwuch szsregow i szereg /1/ jest zbiezny;
KRYTERJUM DUHAUEL- RAABE jest analoglczne do kry-

Yerjum d'Alembart'a, jest przytem w takim do niego sto-
sunku, jak drugie kryterjum Cpuchy ‘sgo do kryterjum

pierwsuzsgo, Glosi ono, %e jozeli

Dnrg
}ZF >A>L
27+ 7

to szereg /1/ Je,t zbiezny . Istotn1e, wowezas mnozgc
nieréwnosé przes mlanawnxk 4”ﬁ{ -~ ujemny, co pocig-

ga za soba zmzang zna.ku > na< , otrzymamy:

éé czﬂ <:‘#’5%HWﬁz

&;+f rﬂ
daﬂ éw@yi
Zaktadajgc nastepnie = Z<Z ... 2z = otrzymamy

wiec

nisrdwnosci:



