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I klasy beda leialy go

h LA E A, s o o Jednej stronie prostsj
iy o a punkty, ktdre odpo-
% “5 | wiadajg liczhom II

lesy - po drugiej. Na zasadzie pewnika Dedekinda muei
stnied jakis punkt f’,?odgrnniczajgcy.obie czedei prostej
en punkt jest wiadnie kofcem odcinka 7', odpowiadajs-
ego liczbie <. ]

2bidr wszystkich liczb rzeczywistych stanowi t_sw, con-
;inuum arytmetyczne, & zbidr wszystkich odpowiadajscych mu
»unktéw « continuum geometryczne, Wyiej ustanowiliémy zales
108¢" migdey contxnuum urytmstycznem i geomet*yuznam i prze-
kpnalidmy sie, 30 jedno z nich moznt uwaiadé za funkojg
drugiego i odvrotnia Gdy wiec liclb; smisnis sie w ob-
szarze continuum arytmetycznego odpowiadajqcy je] punktﬁﬁ
ulega zmianie w ohszarze continuum geometrycanego,

TEORJA CANTORA, Do pojecia licxby niewymiernej dojsé
moﬁna, jak jus na poc:gtku méwilidmy, dyiemﬁ drogami, Jed-

ng 3 nigh, wskazang przes Dadekinda'juﬁfpaznaliémg Teraz
zaposnamy sig w ogéluych sarysach z inng tsorJ .» podang
przes Gantor;. & oparts na pojgciu ciagow,

Ciggiem nasywamy szoreg Jicsb, m.atepuj;cyt_:h ¥ pewnym
porzadku po sobie, prayczem kagda liczbe, zwana wyrazem
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ciggu jest okreflona przez awejs potoieﬁgs v Szeregu,
Kazdy wyraz ciggu jest wige funkcja liciby calkowitej 72
/wskaznika/, ktdra ﬁSkazuje numer poerzgdkowy tego wyra-
zu, niezaleinie od iLapo, czv istnieje czy tez nie ist-
nieje wzér wyrazajacy t¢ zaleznodé funkejonalna. Ogdlng

postaé ciggu jest nastepujacal

%" 2 %-3/,/ 'MJ 2 My‘:' ' LI ) M"'lfhlrll
Wskazniki 4, 2, 3,..--- 7% oznaczajg kolejnc numery

miejsc ciggu, zajmowanych przez dene wyrazy, Wyraz &,
nosi nazwe cgdlnego wyrazu ciggu, Praykladéw wzordw,

wyznaczajgcych wyraz ogdlny'ciagu,_jako funkc je miej~
8ca, znaleté mozna bardzo wiels, np, ﬁﬁvﬁw%ﬁé% . Ciag
otrzymamy, podstewiajac zemiast 72 kolejno liczby {2,

3,.....Cigg bedzie wigc nastepujacy:
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Niektdére albu wszystkie wyrazy ciggu mogg sie po
kiika_lub nawet nieskonczenie wiele ragy poﬁtarmqé, jak
to ma miejsce w ciggu, w ktdrym 2, riéwna sie liczbie
diielnikéw liczby 41h- - ﬂ\
123,23 4L4%.. ... -

ANALIZA I, '. Arkusz 3-01i,
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Inny przyklad'ci&gu; 2 pierwsze wyrazy s@ réwne 7,
1nastepnie zed U, = U,, + U, , . Jost tc btek zwany ciag
Tibonacci “ego:

7;// .Z,F@j:._j/.ir’,z{,._..“..--

Jezeli kazdy nastgpujacy wyraz ciggn jedtl wigksuy
od poprzedniego, cigg nazywa sig rosngcym, Ciag btaki mo-

4e rosngé nieogranicaeaie, albo wyrazy jego moge nie
B 4
L.

przekraczac pewnej granicy, jsk np, 2(, =
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Liczby tego ¢iagu stale rosng, ijednak nie moga

steé sio wieksze, ani .awet réwne jednosci, bowiem ¢6,=

- %‘-"-’- - £ , gdzie 7 jest zawsze liczba celkowita

dodatnla, a w1302¢n<i'f Ciag, ktorego wszystkie wyra-

zy 5§ mniejsze od pewne] 110zby,¢Z, nezywa sie ciggiem

ograniczonym od géry, Ciagi rosnace, lub przyna3mn163

nie malejgce, ziczone z liczb wymiernvch, nosig nazwe -

ciggdéw podstawowych resngecych,
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Odpowiednie ciagi, w ktérych kazdy wyraz jest mniej-
szy od poprzedniego, nazywamy ciagami malejacemi. Jeze-
li wyrazy ciggu malejacego pozostaja wieksze od pewnej
liczby, méwimy, ze cigg jest ogranitzony od dotu,
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Cantor w swej teorji liczb niewymiernyech postuguje
8ie ciggemi podstawowemi rosngcemi, ocgraniczonemi od go-
ry 1 malejgcemi, cgraniczonemi cd deciu, Jedsn taki ciag
wystarcza do zbudowania teorji Cantora, dla nas jednak

wygodniej bedzie rozpatrywad jedanoczednie dwa ciggi:

) e, L 2, gu:ﬁg......g%&..-.--g./é
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Takie 2 ciagi naaywaja sié zbiezncmi, posiadajg o-
ne 3 witasnosci, ¢ ktérych méwilidmy przy znajdowaniu nc
la krzywej Ciggi te ckreslaje pewng liczbe, ktora jes-
1i nawet nrie jest wymierng, jest jednak przez te ciagi
jak przez przekrdj, okreslong, Jest ona mianowicis wie-
kszg od wszysikich liczb ciggu /1/ i mniejoza od wszyst-
kich liczb ciagu /2/,

Pomigdzy teorjg Dedekinda i teor jg Cantora zacho-
dzi analegja; gdy umiemy okresli¢ liczhe za pomoesg picr-
wszc] teorji, potrafimy ja okreslié zapomocg teorji dru-
giej. '

Gdy jakad liczba jest zdefinjowana zapomoca dwuch
Cizgow podstawowych Cantors,mezna j§ zdefinjowal zaLO-
mocg przékrojéw Dedekinde, Niech wiec liczba <« bedzie

okreélong przez ciagi:
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BkreSlimy przekrof w sposéb nssteoujgcy: do nizazs;
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klagy zeliczauy wezystkie liczby wymlc, o rowne lizn
cingu /17 1ub od

nich mniejsne; do
g Lhaal 85 B & klapy wyzezej zaf

u/%u. 1% | wazyetkie pozosba-~

te liczby wymierve. Praskréj ten okradla liczbe wigkszg
od liczk klasy niinzej 1 maiejszq od licsh Xlasy wysuzej,
Ty liczbg joat wkadnie liczba niewymisrns 6.
Prz ypd ‘émy, %6 liczba niewymierns ot jest -okredlo -
Ny Lreez *zw‘xro ., Jf‘ Nisch a <af<J& Pomi.@dz
Yiezky ncC .7€' mozna watewié szereg liczb kolejnych,
(2 59 aaf-.{/a+zja.f3,., ...... S
W tym gzeregu istnied muszg 2 liczby kolejns, na-
Iazgpe‘ do rdsnych klas, Résnice pomipdzy temi 1liczbumi
(& i 'crd dzielimy na 71 réwnych czefci i tworzymy nowy
szZereg: - | |
c,Cf-%)c-r-é;;c.f%;_,ﬂ- c+"’,;’i)cf”‘
I w Lym szeregu istnieja 2 kolejue li.cz'l:-y c.#.-—,g: i
e &;1;1 . 2 ktorych jedna nalezy do klasy nizszej, dru-

ga zaé do wyzezej, Pomiedzy te liczby znowu wetawiamy
ezereg liczb; '
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Mozemy proces bes Tomwijsd w dalszym ciggu, nigdy

jednak nie otrazymomy liczby oL | Lizzby kiszy I sta-
nowia cigg ?ﬂsnacy: a liczhy klasy II maiajccx, VEEA L
stikie liczby klagy 7 54 wieksze od-wsgyetkich 1iczb
klasy I régnica miedey wyraremi ofdpowiedniemi jf%
moﬁe-staclsi¢ duraln;e mady, “lawy wiec dwa ciggl, okrew

siajgee liczhe nicwymierna of

(7 cler Lerr S oo

/Z/C+/7c+5%55>c+ +..&__"1>.

Liceba 2L joot wiekssa ol weazyebkich liczb cig-
gu /1/ i miejsza od weuysthaek licsb cluygu /z,. Liczb
okreélonych praoez te 01@g1 mosn byé fylko jadna. Gay -
Ly bowiem istriaka jeszcze ficuba d/g >A to zacho-
dzilaby nierdunoké: . |

Liczby ciagn 1/ <o <K jg «<: liezby ciagu /2/;
roznica migdky Licabani obw ciggdw byiébj wipksza od
P—x , awige nie dovolnie waly, jak jest powiedzia-
ne & xaltogeniu.

Jasniej sip prazodatawi ton dowdéd w interpratacji
qeometrycznaj“ Cby ciggom odpowiasac bgdq dwa saevegil

patiktow ., Punkiy odpewiadajace ciagowt 71/ ounacumy Li-
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teran} za$ punkty, ktore odpow:adaJa ciggowi /2/ 1i-
ter&ﬁ/dpomedmm wskaZnikami/ Punktyff- JKan
przeplataja sie ze sobg, jednak odlegloéé miedzy nimi
moze byé dowolnie malg, A wiec grenica miedzy punkta-
miﬁit% moze byé tylko jeden punkt, mimnowicie odpo-
wiadajacy liczbie <« /rys, 17/,

W ten sposdéb wykazalifmy, ze zachodzi odpow1ed-
niocgé miedzy teorjs Cantora i teor;q Dedekinda,

Teorje Cantora moznaby przeprowadzié niezaleznie
od teorji Dedekinda, jéko calof¢ wystarczajgca samg
przez sie. Trzebe byioby w takim razie za pomécq cig-
géw okreélié réwnodé lub nierdwnofé liczb, zdefinjowa-
nych przez te ciggi, a takie dodawanie i mnoﬁenis w ten
sposéb okreéloﬁyoh liczb, To wssystko mozna znalezé np,
w "Toorji liczb niswymiernych" prof Sierpinskiego, dow

_kqd odsylamy pragngcych gt ebiej poznaé tecrje Cantora,

POJECIE FUNKCJI,

®Pojecie funkcji jest {o pojecie odpowisdniodci
pomiedsy dwoma zbiorami liczb, Przypusémy, ze XL i:y 58
liczbami dwu réinych zbioréw, Cdy liczba X zmieniad

sie moze dowolnie, prazyczym poszczegdlnym jej wartos-

ciom odpowiadaja okreélons wartokci zmiennaj(;{_. PO~



