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| Mozemy zatosyé, e of,, A, .- -y 52 1O
w¥smki nieskracalne. Oznaczmy ich najmniejszy wsnilny

mianownik przezsd, tak iz

.:-'._”_’._ff , - ._’i?_?_'. . < o 2
Gﬁnéi P A T g %
Podstavmy =72, skad &x=IT" {{e‘j =4 |

Otrzymamy wiec catke funkcji wymierne 3.
SRET 2792 %l
_ Krzywa jodnobiesnag teciiemy
]iazyﬁa.li taka rrzyws ﬁ:‘; Y/ . ktire) spédragdne
sa funkcjami wymiernemi pewnego paramefru:
u¥:1M/f7;<J/f2ﬁ/?9h

Przypusémy, iz je%t dane rdéwnanie:
n-2 2

: 71,//«(,]/5&_,(_,5.( J*C-l’ e PR

i mamy znalesé calke funkeji WYIIllBI'IlC] //3/-\:, 7)ot |
Jezeli krzywa//xy 0 jest jednobiezna, to stosujac
takzwsmepodst'wieniak.ﬁbela,spro-'

wadziny dane cotke do catki fumkeji. wvmlerne)

//f/uﬂy V/ff_//u/{/dz‘
Catki, kiére powyzsza metoda dajg sig ohlxcﬂré

,noszg nagwg cadf ek zwiazanycech zte-
¢r'ja-stodkowyo :".“.1 . Nazwe te tlfomiu;zy ne-
' ‘:“t“PU]r'Cn w;usmuma. .

b Jezclix 10-{ sa «wigzcne zalstnodeia drugiego .
stopma, to MOZnA 2ZaWS2ze mefcdfg powyz.aza zastosowae
Halety wisc. udow'odni.c, *.'.e kazda krz.w!l wyz&t&jar*ﬁ ﬂle' .

przez réwpanie drugiego stopn\..a, ceyli katda stozkow:
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jest jadnubietna.
Kiech bedzie dere révuanie stozkowej w posta-

ci ogdlnej:
L m?ﬁ@/f-('y +29.xr.2§7ffﬂ

(bierzmy na krzywej dowolny punkt 44/Jeseli
przeSuri emy do niego poczateh spd¥riedaych, pdzostéwia-
jecosie réwnologtemi do pierwotnegn poXozenia, to da-
ne révnania prf‘ ybilerze postaé-

L A~a)% 2 Bla-a)(y-6/+CLly- ¢/% 529, (-2) 42 € ) y-8-0

I‘oprowadﬁmy przez plmkt-/ydomlng sieczng:
c}/n-af_ Zlx-a)
ktéra przetnie stotkowa w punkcie 774V :
Afsa) i_z.;i%'—a/"z‘ wCforart 2 pe-cre 2 g (¥a)t=0
Zo wszystkich wyrezéw mozas wyYaczy$ czyn‘nii -l
wigc X-4=0, skad A=A oraz ﬁ é/-o, il 4otrzymu—
. jemy punkt #/a, ¢/, jeko punkt przeclecla/ lub tez
/?/-(-—a. 4 :‘—3/3/.(—-5;/2" S (o) w2, ~R2E, =

skad

1242: "‘"e ez 7
A+ 2Bl

W ten sposéb wyraziliémy X jako funkgb wymierna
pammetru L +» Yodobnie moZna wyraza_cJ' Jako funkcje

A= g —

| teg-oa paranetm

g, ARt
e '

Re2Rlictt’
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L zatym stozkowa jest istofnie krzywa jednolitq.
Nisch bedzie dana catka //z/,.:f/m S edzie
,_/— Pri.28erC , zadKoznacza dowoing funkcje wy-

mmrnaw'-;gleclem zmiennychX i . Mozna zeltozyé, e
A2 #30).
A1 71::»4&/\/

lub po zniefieniu niewymiernosci e mianowniiu®

) A B
R s g
Przeksztatcajge t¢ funkcje w dalszym ciggu,

sprovaedziny ji do postaci:
/? X, )s _,_?_{,_r/ A. Rty
| /‘/ & 6?/:-’/ /
42/5)
S Al G e 1[Gt

_Pierwsza g cal’ek skladowych ]68'[' typu inz zna-

A zatym

negvo, nalezy }nec tylko gestanowié sie nad catkg dru-
ge, funkcji ;,%,}"j Jezeli stopied w1elomanu/°/-v’bc;-

dzie wyzszy od stopniz wielomiarnu & /«z/ , to wowezes

2 730%7 Porv)
ﬁ/x/ _/O /.X Z- () .

rzZy pomocy rozikizdu na utemki proste znajdzie-
my, ze . )3_/,\//_ Z /M,m
Byt B ol

/’Kxja,/,zx/a:(’,_z —i—a’x
0/-&7’ ‘7

Tialezy wiec ru"patrzeé ca?rkl

zgtym
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‘-/ﬂd'"’ //?‘!—"}J/

Uzyjemy tutej znowu wzoréw redukeyjnych. Oynaczmy
X y//«r
Utworzmy fv.rmc;g .4/1 zrézniczkujmy ja,uwzgled.-
niajac, zeJa-)‘ 2 3By tC skad 01/' "9'”‘8

Mamy
Ak md_.z,,.f’:@i”‘_)“"'_-
Ax ‘_G‘/ % 4

207~ e
o™ e lre )bl B ™

w‘*’ ' . . - ".-—,

KEBEE. o s AT X
/r?m«///? e //. 0./ “+4ﬂ('¢_7,

o

Ca&I\ﬂmc to, zna;dmemv ’ ;
| K re ///y?”'dk*/&md f":‘*""’ 7 Can
OZ'T,"ll

(r91) ATt 2K T (2o ¢ BTy 70.C ez,

ke (2metf y  E 7

‘Zm‘/-oxﬁd// (et AT M/

Przv pomocy tego wzoru bgdzleny mogli obnizaé
wyk_?tad_ulk funkeji po%a»l’kowej a2 do 297=0 .
Jezeli w liczaikm tej fypkeji mamy nie A’”",lecz

‘wielomian g7/ stopnis \ wzgledemy : P2/, to
/mjﬁlx Z/ﬂ,/ ./91074.&__._

Weg

27 *f/"" X



AROR - _
Zadenie wiec bedzie polegado na qdnalézic*@.iu
wielcmianuaon-s strpnia wzgledemw oraz spéiczyunika
A ., Wielomicn ten odnajdziemy metoda spédczrnni-
kjw nieoznaczonych.

‘/ﬁﬂde 7/(-*}#‘://

Rézniczknjemy:.

) W) 2 Hid/heel) 4

- -j -f'-—————_—'f‘-——-—-

S ¥ W
Pi)= Hla) (B % 2 Bt ) Fin) (P r S

Poréwnujac toraz dwa toisamosciowo réwue wio-
1om1any A% : dauy z powyzej hapl"anym Otrm”'ﬂ
rdwnan, ktére pozwola nam wyznaczyé wielomian ”'?.!’/

skad

i spéXezynnik £ -
* Dla znalczienia caXki, /4’4 gf OEnaczmy: A~a=Z*
skad &= a+¢_’_—‘,- Ax= o .
Wéwczas otrzymamy zamiast catki danéj,da¥ke "
0 ty}_ue poprzednio zbadanym: |

LE / :
ZY 2 _L.z !
/ z"’" ;{g
}’ Cp %
~.Nisch bzguzm dana ca"' ifn 0L 28208

X
S

| I'rzy pomocy podstawienia Iulera /podstawiajgc
,t’f-f.r'v/,?' 30/ znaj Lalenv, ze jeet ana 1_" wne chltee !,

S e Gy g
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P1-_z:;,-‘1:-‘-.;éémy? 2¢ mamy caslke:
/ A
) A7
Podetewiamy: 7 '(7
Fe SR
Znajdziemy Xatwo: 7-’/07

Xz o5t E g a’x—-m/f

A w1gc
o /
Y- X’?‘/éld‘; Y. 1,_/:2} z&y’/’ /
"-p
2200 i (o1 /»é /'/jrj

Gﬁesto w celun ?nalealema fukkoj1 plarwotne]
nie korzystamy 2z pewncj okreflonsj metody ogdlnej,
a kombinujemy te m(-:-tociy':zs soba w odpowiedni sposdb.
Niech bedzie np. dane d:alka_é/a/x ,» gizie
OY /}3;7,,:;; . Oznaczaj 'ac(/ przez w, , A przez AV,
* mamy / culkm.cwle przéz czedei :

. _é‘/ﬂ’m—/«"?‘//f'/;—ija& —ﬁr&'éj_{//x—-
| | = //’/4»’*‘}’/ w0

Stad
2yues pf/ffg/ «czyﬂf"//
o ._.(,ﬁ/"j&yvh/}“‘/a/f// ﬁ/'ﬁ/‘%gf/' --
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Dzielac oktie strony réwnania przez 2, znajdzie-
my r'allcp szukang. | ,.
Niech znowu bedzie ua.nacal’ka/,a’x , gdzie
J—m . Oznaczajae, ja]t poprzednio ,mamy:

Sy g R
= & /nly /r/‘*'x *77 /4“7//

Przenoszawa’-r z prawej strony na 1ewa, otmymamy
Syl g Bieg )

= S - .x-/?’
/f/'//‘/*/ﬁ/*j/m Gy

skad z Yatwodcis szukeny catke mozemy wyznaczyé.

Catki dwumienne posiadaja po-
staé¢ ogdlra: '
TR Swlax"34)%4x
Przypuéémy, ze 7 jest liczbg calkowita.,zaé/‘a
i liczbami wymiernemi dowolnemi. Oznaczmy ich naj-
mniejszy wspélny mienownik przez 3. J‘ff’ =22 oraz
g -
Bgd:ﬁ eny wowezas mieli ca&fk@ :
Sl g,
ktéra Yatwo moZna odneleié, rozwijajac dwumian powyi-
- szy wedXug wzoru Newtona.

Przypu"f‘my teraz; ze } Jest 11caba uirarrkowq. :
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Ozpacamy: qu"F (Alekad:

W e ey
Qraz ;
et A n AT
wiec
alrs HY dm
AN

T‘-wa catka da sig zastapié przez catke:

. ‘,4/,,, & )22 ,..,é ﬁ,

'"a caXks moind wyznacvvé gdv ﬁ—" jest lics-
ba a,a"fkow“a, 0I'2% ﬂ'dy ? jeat 11("'ba c-akk’:mt@.,

/ ;. W ostatnm bo-

wiem proypadin mozemy zastapié @ -"/'pl"f"z fﬁfé(-y
a dars catke pru

/:(’b ” ”’4* bx” ja/x
ktéra na zasad'rla poprzedniego daje’ s:.q; ﬁoalkowau,
gdy - f—'yjest liczba caXkowita.

A zetym calke ‘/X%A’J&,\’ umi emy scatkowad
tylko w trzech przypadkach 1/ gy f jest liczba
catkowite; 2/ edy fgest utamkiem, lecz ﬁ—- jest
licaba cadlewitos 3/ mly)g jest ulamlnem, ale --""‘j
jost liozby ca&bomtgq valadniki/-’ i mogy byé w ke-
4dym przypedku 1icobami dowelnemi frymiernemi. |

Nisch tersz bedsie lann geYke funkeji wymiernej
_//?/Wa'x  piede ya Y ax pdabes wdie €

© CeYka Ls nie daje sie sprowadzié do ca¥ki fun-

keji W?ﬂll&l""’lPJ Wag 1edemd\/ odpowiednia krzywa nie jest
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jefinobiezna/ . Mozna przy pomocy nrzeksztakcenia lin-
jowego sprowadzié ja do calki funkcji, nie zawierajg-
cej nieparzystych poteg X , mianowicie funkcji kszta-

tu: o= XK elitec

Koy Ry 2o
_/’?/"’//d'(-/&/.ﬂvj aw/ ./?/"/dx-/ —. A«

Jezeli stopied wielomianu f’(x}iest wyZszy od

stopnia wielomianu &)/, to mamy v dclszym cigeu:

X
2 7FeL)
/'?/"7 .x_/ Lo / &rxid‘x
Pierwsze cadka. jest to catka fun.lrcjl wymiern>j
ktdra ‘odnaleé potrafimy. Mianowmilk ostﬂ.’rmm catki
rozXozymy na czynnik: proste i w ten sposéb calki te
-sprowadzimy do sumy cadek typu
A
(arTy
Dtuga z danych catek jsot suma catek typu:
./'(

Ktére za pomocg wzréw re.zukcygnvch ost&focanm Spro-

wz.dmmy do ca¥ek:
_/" 11//'r /111/. /.x £
Calli / 1/ i / hI/ sca)’kowau pr'*oz sprowadzeme
.Q:_O _funcl.]; znanych sig nie dajg i nazyweja sie odpo- .

'-iriédnio“calkam'_i_ eliptyczneni
pierwszego i drugiog-o rodan a-
ju. Caktke /II/ za pomoca E‘odstawwnla-t’:z wysna-
Ce b2 ol xotomy, fedbnat w0 deaZJ(-awu
czvémozeny —calkl elln {nu]

traeclew‘o rodzaju;dgktémj “in spro-
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wadzi catka /wzory redukeyjne/: vé,f/;, o, |

Zupelnie to-samo mamy, gdy pod pierwisdtkiem.
jest wielomian stopnia t:éeciego, albowiem na mocy
twierdzenia o podstawiaﬁiu zmiennych, 2= % mo £ emy
przechodzid od vielomianu stopnia trzecisgo do. cawar-
tego i odwrotnie. Jezeli zaé pod pierwiastkiem jest :
wielomian stopnia wyiszego nis czwarty, spotykemy caZki
jeszcze 1nnep'o rodzaju, misnowicie t.zw. ¢ & ¥ k i
'hlperel1ptyczne.

.Prz.e;dueray teraz do catkowamia fuakeji prze-$ _
stepnych i trygonometrycznych. Tataj me;cod_ ogélnych
niema i zmléiienie catki zaleiy w kaidym poszczegél-
nym prezypadku jedynie od bardzu; lub mme; szczqéh—
wego pomyslu. ‘ '

Kiech np. bedzie dana oal’lu. ///c'_"/d’ Podsﬁavua-

ny e 7, skad

"’a’xa&‘ a/x,.:_f-"‘ ‘.

J "b'r 78% CO dm ce.lka sprowadn si¢ do cadki funkcji wy~

wierraj:
Prsyklad:

""./f-h"— ?"./

Niech bgdne dana cadka /f’/{p’/.lﬁ’. Podltﬁlaq 3’}"'{

skad "&‘
. j:u&?tj- dx= 7‘,7’4

MATEMAPYRA PEOF. UDNICKIBGO 65 Arkuss 33-1,
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A zotem dana catka bedzie identyczna z catkg
: ] s
funkeji wymicrnej: /#7772

' Niech teraz bedzie daha cﬁaﬁm&g e X ) Hix
_Sprowadzimy ja do caici funkeji wymiernej przy pomocy
podstawienia <{7%-Z ., skad mamy

e Lavelyl; o =g

L+T2
—2" /" ./-Z

':fv.v,

Dana calfa daje sie wiec zastapié przez

-32.‘ e Al
%//-bz‘ F2S Fpr 2 / 2’
Niech bedzie ddna catka /cov/@.X+&,).coo/A,rr4,/af,
/E‘unkcje m mozemy zastapié przez funkcje cov

zmmL? jszajac jednoczesnie staka 4o £ / Zauwazyny,
2e ildtpzyn tych fagkcj1 bedzie mozna zastq,plé prson
sume' i
cd?/d’,-ﬂ‘lj Cdv[a(z.x’i@] a?é,faxjx '{é/[m“”l}f‘g'éy
ktér@ scal‘komaé potrafxmy.
& I'a .,amq *matodq mozemy stosowad do wiekeze; llci-r
by czynmkéw. : '
Tegos typu gest caXka g

i

e = .
[ Aﬁ} m”,"{dxo o /—4’ -xjm.ra’x
| ﬂ...m'“““'aﬁ POtQE? mozna zagtapié przez iiadnyn t-éwn*t‘ﬂ
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A wigce

- ————— T f— s o — - o s

) 3 .,3,.3 . £ e 2 |
4'M3.A’-MSX= G4 X+6,,a¢u3x~6yma,‘7g_/;zx3

wigc dana cakka 'bg'd/zie réwna

i ol : - L4
G4 00X "64)’/&)7-3.3( *ﬁywﬁ *ﬂéf'm;“)
Dla catek typu //."wn ¥ e xalxmozemy Yatwo uza- .
sadnié¢- wzory redukcyjne. Mamy

-7

_/4"'» X0 W A A= forin Aicod X 1. HX
Oznaczmy DX prze: w, zad m?%xa’xpru's
AV VWbwesas e L0

-2 - - [ s

Ao = /m—é’mf;”'xmx/x A V= — "—J{ 7

A zatym / catkowanie przez czésci/:
. : - . X
iy w7 D - C - 4
,/9’»' N.er) Kax = =D X. o

_"

# 2oL o R o A
Jest to waénie 2adany weér rodukcyjn}: obniza
on Wykxédnik potegi funkeji podcalkowej 24w o 2.Ana-
logicznie znajdiiemy wzér, redukujacy potegt funkcji -
Ay - . oL
tjm;%ﬂwom:t{xs cos ™ - ZA-:/ X




- D et
sy STONL T
<
DODAT K.

DOWGD, 7% ROWNANIE ALGEBRAICZNE STOPNIA n-go
: |
POSIADA PRAYNAJMMIES JEDEN PIERWIASTEK.

e
%’3’] ﬁazﬁﬁx _,‘__.__.7;,‘?’”’,?“194,

Twierdzexrie pomocnicszs l-sze.

Istnieje taka liczba R, 2e dla/z/>A, mamy zawsze
//,/%f)qj gdxieﬁ{jsst dowslna liczba dodatnia.

W rzecay samej, wycterczy np. wzigdé

W oA VZ23 ﬂ/«a"
gdzie/4,), oznacze modu} wspéXczymjike pray najwvé.szaj

potedze zmennﬁgm A rdwnamu.,/f?n?‘?f; ~ gtopien réwnania
Ve najwiekszy z moduldw poyost.xlych wspédczynnikdv.

Yamy bowicm, gdy [2] > K /*“?' arﬁﬂ/
M ] A=A o).

L s Jg 4 tiad
| oc?ﬁfa.,/-/'?": .,,//s’ /ﬁ( /}? ‘f Zfa*”/"/?-x |74

Tak @wige ., N
, e '{ " . o, | AL 4
/7/'&.}/ "’.{{;a"’! s ?/Q
Pdstawis?uc na nieYmse Awny m s ”,; mamy
(o, /ﬁ/ \/: - r)»" S ot A«-‘y{ /"Im’ ’J

-»-u---l

T
J'ff‘z)]'/ur?-v‘ﬂ/ 4,*/4:‘{ /m({/ﬂ ‘?éwu
A 4
Ostatestnis wige er’M, gy [z, + R s 1-{,@‘, v,



