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2 3
A XA
é//fx/:xh‘z——*g‘--ﬂ--""‘
Ceile ~I< X</ , Przy innych wartesciach zmioannej

X gzereg ten jest rozbiezny /nie moze wigc okredlaé
pewnej funkcji/, Gdy =7 |, otrzymujemy

. . .../

G sEfge

W taki sam- sposob loz.'u)amy na szei‘eg furkcje
J.A'.’
juf_/f ﬂ///{‘:"z“'z“ .. ol e
b
hatwo udowodnié, ze jest to prawidlows, zdy /7 4;.,{
Jozeli =4 , mamy:

¥ AETe s A7
+ CAEKOWANIE |

"’ Okrosdlilismy w swoim czasic pojecie erag pogna-
ligmy niektdre sposoby.calkowania, Torl_: bedriemy w
dalszym c¢iagu bada¢ jego tfachm__kg,ao;rcmismy od ce~ "
ek najprostszych, misnowicie od calek funkcj.i wyiier-
nybh, | .‘

! 1
Niech bedzie dana funkcja wymiernm: .

Prx) W o
’{?‘W/ S/ x) )

Mozemy uwa.aa.c. ze qtopmn wiglomianu ..p[.x/ nie
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jest wyzszy od stopnia wielomianu &€&/ | w przsciwnym .

bowiem razie moglibysmy z tezo ulamka wylaczvé czesd

cahow:.bq, ‘ ’
Hozwuzuga.c réwnanie &ﬁt}/:& » . Znajdziemy -z

iego p13r11astkow Ry s g, siisssviss @ » ktore poz-

wola nam roziozyc¢ dang .funkcja na ulamki proste Zatiéz-

my, ze wszystkle pierwiastki sa jednokrotne,

Cf Cz Cm
e ——— -f — el »
/_?.(/.%/a S, .x-a;‘ T a a..._

w ﬁa.kim razie
\//‘?/X}d{x ¢, “C, / 4 ..a_.l":
"("af .X’ A, . .... 7Co ,f’..qa

//?/.1/ 2 X= (’j(.l’-dz/fc‘_z é{.{—q;} ,s....'fc,,'é/.t’—a,.,j

Suma powyisza jest zawgze rzeczywista, gdyi jes-

- skad

& 11 nawet posiada ona skladniki zespolone, to wchodzg
one, jak wiemy, paremi sprzezonemi /posiadajgcemi su-
the rzeczywista/. Przypusdémy, ie pierwiastki @, i @, sa
sprzezone, Wowczas jednak wyraszenic:

Sz, Ca  SafH-Rg )+ Ca(Re)

A-Qp -y (X-a, ). (X-A;)
jest wyragseniem o spdlczynnikach rzeczywistych ksztal-
m-wl’rbof
tu B o B N . Przy rczkladzie vugc fll‘“‘kCJl /?{x]

bedziemy spo:.;ylxa]l ukamki proste typa ‘._r 2., jezeli
s g

a. jest plerma,stklem rzeccywistym, oraz typu’
AP N AP
___—_'_————'—‘

cuyrlanet

jezeli A, ]GS‘D plerm:mmklevn zespolonym



- 496 -

/pray zslozeniu, ze jest to pierwiestek jednorodny/..
Ulamki pierwszego typu calkowaé umiemy, nalegy wiec

celkowad utamek o postaci:

. N XN¥ 9 M Pxxrla 4{-—/»142_
PRpa— ,f ‘z
—"""'l‘.eaxqté 2 w4 208 ALl
Otrzymujemy
m Mg 7 Qrtia T A A
T el K %larrG O Y n ek

W picrwszym skladnlku llcznm funkeji podcalﬁoweg

jesl pochodng mlanowm_ka, ma.my wige:

2urla [, - 7 £ 9.
e S e

Dla 2nzlezienia drugiego skladnika.zalouyry:
e 758
rrays fb-a¥)z
cayli-. - _
' va‘-q = 5—&‘2-1
Priybierze on wobec tego postad

; bG~a? ‘ :«,""—‘Q.

Ostatnia calka de.je' nam fu'nkcjﬁg Mﬁ:”f&‘: , 8 Z8-

tem
;;;“;’” gdx 2% é// 4-&1,(1‘ 5/% = qa,r:? KZ" 7
-Zalésmy teraz, ie réwnanie &ru/=2
fosiada oww;cz,o?fﬁ amc&d':mfm .
#-gﬁ’”"/é»fy}fm“ 0'7"‘ 22y
c
Rl L o

/f-a}/ s, ). ) ” (x_a Xy At T =
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Bedziemy wmc mieli cal'kl typu
/&T)»— ~ .
TutaJ révmmz mogy sie zdarzyé pierwizgtki ze-
spolone, wchodzace parsai Sprzgicnenmi, np.a 1 .0ni-
Imiemy dziated ned mam cadiujac Jadnoczoénle dwa
uYamki /wie 10krotmé" obu musi byé tego samege sto-

Pma/ .4 ; 1.1—4/" i)t

o —
(+-a, “J ()% frarn-by*t
ktére dadza po przeksztaXceniu ukemek o poc‘tam

o A T e K AWy,
. (Bx*¢LBuel)* p
a gdy oznaczymy Px2s 2 BX+C praez
é—!

_f_;;_*wx* ______ 7“097,1,.1*.7,,*,.

Bedziemy mieli stad catki typu / "dx . Dla
gnalezienia ich korzystamy z t.7w. wZor dw r e~
'dulccy]nych. .

ZaX6imy najpierw, Ze =2 czvli %e mamy caYie:

JL = ﬂ
plzie 1= ﬂx*ﬂ?ﬂxf-c Coim -
Utwérzmy funkdje z“” i znajd&Zmy jej pochod-

/ e “’y [/Axfzsu‘ e AT s
W Rn 2
Pon:ewai. : 1.77 z""/j «t 4/ |
 eed) 29208 113 BB S

HATEMATYK. C°:OF, RUDNICKIEGO 65 Arkusz 32-gi.
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przoto |
: /Xd‘@ ...---._-.--—- 2 205/9
d,l’/ = //Z"f‘.ﬁ *"jdﬂ' {-” f""

/91 #c) ,9/;-2»1 2w (/3% AC]
el z"n—f/

i

——

\ . frx-f)
CaXku jac tg réwnodé otyzympmy:

LB p(t-2m)f G5 -2n (D 1c)f S

z.-/auc// AL o ) m,‘,g

A zat
za ym/ ,_-’9/4?"'"7 /%—f
Fwe? LA z,,./,w BT
sgdeny wzér redukeyiny :stosnjec

ika funkeji

Jest to wiaénie
obnizamy o jednosé wyk¥adnik mianown
Na zasadzio tegoz wzoru mmy

”"/W

Z/m-ﬂ//f‘
Przaz. kilkekrotne zastosowanie tego wzoru moZe~

ny stopmom obnizyé ten mklanmk a% do '??ﬂ/
J J?” (L= ]/.2» -3)- - /1‘- ,?r/
Zivr ™ Rompdn-2)n—~) %e/ﬂr /3%)

gihe R/x) jest funkeja wymierna.
s ‘ihech teras h@dzm dana catka

Utworzymy ﬂmkch Z~ "1 znaj dz:.emy joj pochodng:
| {x"’ / @”./jx MR LN (e

PEE i
(/)X

g9 »
podcalxowei

X
ok glie oo

e ’z//.(h&iﬂf}’z," jx --24' M—’,
z"’ =
ﬂ[w-&-u« ) 0Bt o B R
‘-3.-»‘5!.%——--'"""_'_. x7 = o T =2
P i z / . Z nFL
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Gdy to scai‘knjeuw,otrzymmy

_xw
= Jofon-1-2n ], -—dx+,g'ﬁ/ e L o dr,,;.

A Stad o Cloamr~1) fox ?* "2
e~ ¥ ‘? _‘5“

./ ccf/ V‘/ ! -d’.& w~~/ %t’m—l
/f/’”l*/-'z')f J.f/m_/—,e”j (-u-v-; d.‘f""‘

‘_'[,"_/} ' -2
Aty T AX-
' Przy pamocy tego wzoru motemy stopniowo reduko-

wad potng X', dopéki nie otrsymemy A2/ ,t.j.spro-
Iﬁdzimy dana. catke dc typu popr:ednio Lozpatraonsgo.,

Potrafimy wiet teraz znelc4é qa;‘-.ké kaddej fuzkeis
wynierns i KL'U . Nalgi',y._ zauwaiyé, 46t przy catkoweniu
atmm éawsze funkcjé wymierne oras funkcje@ﬁ-?}
lub logarytum.

Aoy B, 6+ Ey by (0, )1 T any T2

Przystapimy z kolei rzeczy do catkowania funkcji

algebraiczuych viewymisimyck. Proekonamy sig, 2e tu-

- tej za kres funkcp juz zmanych jest niewyst arcza;.;cy,
spotk&.uw sm % pewnemi rodzajemi funkeji nam dotvch-
czas obcych. ‘ |

 Nisch bedzic dema ca&ka/ﬁ&ff ), gizie R

‘oznacza pewng :t‘nnkc;s; wymierna, Oznaczejac VAxtB=1

2z
skad - z‘a@ﬂ,x___;ﬁ‘.
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otrzymyjemy zocnag juz cadke funkoji mlornoj

SROGE G Z e,
Niech bpdzie dana calka ﬂ f*?ﬁif%upro-
wadzamy ja &o catki wymiernej Zapomocg tezlW. T 0 d -

stawienies Eulara,Nalezylozpatmyd
trzy przypadiki - '
N B> 4c
Pierwiastkig i ¢ tréjmianu podpierwiastkowego
sa rzsczywiste; mozemy go wigc rozXoiyé na czmiki “

rzeczywiste:

pevans ientiid
wige | Ar?e28x4C «/—:/J’—a//g o ile JA>0
sug > ) vﬂx"‘a’/gxé(_‘ f/—_/“"//z':— a ile f‘f"
”ﬁdstamamy

et £ 7?-—*'-7 .—f

Ceniswas 16un;cy _.aserlmrmhj IPIPL.ZJ oe“ﬂ. flwdoma

preypadkami /gw.&';oor v gAY A< 0/ nlem, ne ?ommy,
be J20 . '

] dwczas

V%02 Baew ¢ = V- fﬁf—aj ‘
¥asd zad g réwnsnis /1/: .
Kol /:,%-{»_)‘?l& ;/fz 5{3‘
sk d at il ¥YC-L) . wice
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Fec @g)? 2
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V:ﬂx*,-,ga_ﬂc /—-/x—a)z‘-@ 7 - ; 7

. A zatym dana caltka daje sig gprawadsié do caf-
ki funkcji wymiernej,- ktérq. obliozryd potrafimy: '

S 0202t /W G-&Z 2 2 B S

Y BreAC
‘Mozne gzaXoiyé, %e zewsze 4>9I/ a zatym i (>0, {
* poniewat #C »/B%>0 /, przeciwaym bowiea razie
tréjmian bylby wjemny dla kesdej wertofoi ™, sa$
funkeja porlcalkowa byaby zespolona i nie mozna
unlknq.é wielkodei zespolonych.
' Podstawiamy:

P P nf" i+l
s
" AR Boarle Ml Bt ¢F
| 2/3- ac‘/a’- Z2-¢
B gl z‘*
2[5 r3.¢/

“DYRBIN G - o

i .-Zz‘//3 Gz‘/-v‘- X cj
2[4 )'2! 24

A wige
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A zatym dana catke sprowadzimy do calki funkeji-wy-

misrnej:
/f, B 28 VT zz'//e-ﬁf/f-m(f~ <)
- RB-1F.E) 2/ Ben VFH£)*
/G/ . B2=pC

. W tym przypadku wyrazZenie padplerwmstkowo
jest kwadretem zupenym; niswymierno$é jest wige tvl-

ko pozorna, : .
Przvklpd » Dana jest calba /.__. Pod-

——

stamamy
Vitx? =~ x+8
A #_Ji@;: 2o 2t s Z*
skad g
Az = . alxs L2
| 2r 7 T Z7 alt
Zatym

v Vrx é’ﬂ‘/" il
Poniewaz zasd

_.z_g@_f_ /—---é,zf. ?5

'
L= V7axt — ?’"‘" /7:(-'5- P /I/f- f.l,,(’
wigo ostateoznio : o
A«
= éf/’frxl - .x}

W ten sam sposéb znajdzieny, ze

/_q’_.s_ = 4 @/Jv‘) -43/ '
Uwzglqdmamv tu obvdwa zneki, gdvz obm ca?.‘]:i rdz-
nla 2ig tylko o wmlkoéé stadg: w
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X- VT2 (X aZa) o+ /a%at)
X+ VAt A+ ¥XLa

wiec
g VS )yl TG +1y4*
Niech bedzie dana calkwﬁ’r G ik, gdzm %Y

oznacza dowolna funkeje wymierng wzgledemxoraz nw

Podstawmy : v b= Z‘ , Skad .
e z"" 46’— 2' 7

Trm ‘SPObOme ﬁpr'vwadzmv cail’kn dam Ao cadki
juz znanej: z””"
Sy L) =l —at
Niech bedzic znowu dana . Cai’ka//?/x, arvet, /a M*@)&
Poddtawiamy: @ J¢ 47, ake.d '
z2-¢
X = = d.(, ____aff

W takim razle g
.r-*’f‘é "}@;L".‘-’-’-bef, }ﬂ';e;z, “’6«-4
Ostatecznie dana “eeia *TIO*:’(‘*"‘!. sie do catki:
‘ /'?/'{E'fj /m a
Yatwo réunie? de sie obliczvé calka:

«, , %2 o .,
RS )l
mlzie

0(;-" &,, ﬂz-‘-' /}z/' ....... C ?«;/’
£

7y 11 “, V42
S e S - )
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| Mozemy zatosyé, e of,, A, .- -y 52 1O
w¥smki nieskracalne. Oznaczmy ich najmniejszy wsnilny

mianownik przezsd, tak iz

.:-'._”_’._ff , - ._’i?_?_'. . < o 2
G('_g » ""‘,2" e 2 T A py= T‘&’—‘ %
Podstavmy =72, skad &x=IT" {{e‘j X 2t |

Otrzymamy wiec catke funkcji wymierne 3.
SRET 2792 %l
_ Krzywa jodnobiesnag teciiemy
]iazyﬁa.li taka rrzyws ﬁ:‘; Y/ . ktire) spédragdne
sa funkcjami wymiernemi pewnego paramefru:
K= 1/E]; y=v /7).

Przypusémy, iz je%t dane rdéwnanie:
n-2 2

: 71,//«(,]/5&_,(_,5.( J*C-l’ e PR

i mamy znalesé calle funkeji wymerno; //3/-1:, /) Hi
Jezeli krzywa//xy 0 jest jednobiezna, to stosujac
takzwsmepodst'wieniak.ﬁbela,spro-'

wadziny dane cotke do catki fumkeji. wvmlerne)

//f/uﬂy V/ff_//u/{/dz‘
Catki, éro powyzsza metoda dajo sie Ohllcﬂ;’é

,noszg nagwg cadf ek zwiazanycech zte-
¢r'ja-stodkowyo :".“.1 . Nazwe te tlfomiu;zy ne-
' ‘:“t“PU]r'Cn w;usmuma. .

b Jezclix 10-{ sa «wigzcne zalstnodeia drugiego .
stopma, to MOZnA 2ZaWS2ze mefcdfg powyz.aza zastosowae
Halety wisc. udow'odni.c, *.'.e kazda krz.w!l wyz&t&jar*ﬁ ﬂle' .

przez réwpanie drugiego stopn\..a, ceyli katda stozkow:



