0.9
0.8t
07
0.6t

0.5]

rys.4.2

Pomimo, iz funkcje uzyte w przykladzie sg stosunkowo proste, to jednak
jesteSmy zmuszeni uzywac¢ matematycznego oprogramowania komputerowego, aby

pokazaé nieréwnosé (4.33).

5.Przedluzenie réwnocigciwowe

W tej czeSel pracy rozwazymy mozliwose przedluzenia wkleste) funi:cji i E
[0,a] — [0, +o0) do réwnocieciwowej wypuklej krzywej z osig symetrii. Pokazemy,
ze przedluZenie jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f spelnia pewna
nieréwno§é rézniczkows, zwyczajng rzedu drugiego.

Niech B oznacza rodzine wszystkich réwnocigciwowych krzywych z osia
symetrii i punktem réwnocieciwowoéci lezgcym na tej osi symetrii. Mozemy
zalozy¢, bez straty ogdlnosci, ze o§ x jest osia symetrii, za§ poczatek ukiadu

wspéirzednych jest punktem réwnocieciwowosci.
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Niech ¢ bedzie ustalong liczbg dodatnia. Oznaczamy przez B(c) podrodz-
ine rodziny B, taks, ze:

1°czeéé wykresu krzywej I' € B(c) lezaca w gérnej pélplaszezyznie ukladu
wspéhrzednych jest wykresem pewnej funkeji,

2°%stala réwmnocigciwowa jest réwna c,

3°wszystkie krzywe rodziny sg klasy C?, ewentualnie poza punktami przeciecia
z osig symetrii,

4°wszystkie krzywe rodziny sa cisle wypukle,

5°krzywe rodziny dane sg parametrycznie wzorem (1.2).

Niech I" € B (c). Zalézmy, ze wykres funkcji f, gdzie f : [a — ¢,a] — [0, +oc]
za$ a jest ustalong dodatnig liczba, jest wykresem krzywej I' w gérnej péiptaszezyznie
ukladu wspéhrzednych. Oczywiscie, kompletny wykres krzywej I" jest sumag wykreséw
f i —f. Rozwazamy cieciwe v krzywej I' przechodzaca przez poczatek ukiadu i
punkt (z, f (z)) ,  # 0, krzywej I'. Oznaczamy przez (¥ (z) , —f (1 (z))) wspdirzgdne

kofica cieciwy v. Wéwezas mamy nastepujgca zaleznose

f(@) _ f(=)
—p(x) z ¢

51) f@@)=—¢@)L2 da zela—c0)U(0,a]

Wykorzystjac réwnocieciwowoée, otrzymujemy

(52) o+ @\ @)+ @ @) =c
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Podstawiajac (5.1) do (5.2) , dostajemy

Vot 1P 4\ @)+ [u @) 2] .

2 + f ()2 + 92 (z) + H} (2) m} 2

12/ 1 T @0 @)+ [w ) 2] =,

201/ (22 + f (3)7) (22 () + ¥* () f (2)°)

= e’ —2* (¢ + f (mf) — 2%)? (z) — ¥* (2) f (2)°,

2z (22 + f (z)*) | ¥ (2) |= ?2? — (2% + f (2)") (& +4* (),
(z2 + f (z)%) [2% + 2z | ¥ (2) | +¥° (z)] = %22,

(z+ |9 (z) |)* = z%,

skad
(5.3) zb(m)zm—cﬁ dla z€la—ca].
Nietrudno pokazaé, ze 1) jest éci§le malejaca funkcja.
Ustalmy dwie dodatnie liczby ¢ i a. Niech F oznacza rodzing wszystkich
funkeji f : [0,a] — [0, +c0) spelniajacych nastgpujace warunki:
(54)  feC?(0,a),
55 f@=0 [O=%
(5.6) f(z)>0 dla z€[0,a),

(5.7)  istnieja granice lim f (=), lim f (z),

'__DJ_
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(5.8) lim f (z) = —oo,

T—ta_

. 3
(5.9) cxf(z) f (z) < cf? (x) — /22 + f (z)? dla z € (0,a),
(5.10) fx)<o0 dla ze€(0,a).

Wszystkie wyzej wypisane warunki sg naturalng konsekwencja, niZéj przeprowa-

dzonych rozwazan.

Z kazda funkcja f € F wiazemy funkcje 7 : [0,a] — [a — ¢, 0] dang wzorem

(5.3) .
Tak, wiec ,
i)
_ e ,r(ﬁ.z.:?z?m{z)ﬂm))
Y (z)=1— C2 E 2(z2+f(z)?) ’
czyli

(5.11) % (z)=1+cf(2) —f%{ﬂ% [, da zc(a)
Zauwazmy, ze warunek (5.9) znaczy iz funkcja ¥ jest SciSle malejaca.
Zauwazmy réwniez, ze
(5.12) Y (0) =0 i Y(a)=a-—c,
totez 1) przeksztalca jednoznacznie przedzial [0, a] na przedzial [a — ¢, 0] i
(513) % (04) = lim ¢ (z) =1
Monotonicznoéé funkeji 1 pozwala nam przedtuzyé funkcje f : [0.a] —

[0, +c0)



do funkcji F': [a — ¢, a] — [0, +o0), poprzez formule
iz dla z€[0,q]

e (v~ (=) dla z¢€[a-c,0).
Pokazemy teraz, ze krzywa I' uzyskana z wykreséw funkcji F' and —F jest

reprezentantem rodziny B (c) .
W pierwszym kroku pokazujemy, ze F' € C* (:GE, a) i

Niech

(5.15) @(m)=@=1-ﬁ da  z€(0,a]

(518)  p=F(04) = lim f (z).

2—!0+

Wéwcezas

(5.17) ¥ (z) = cZH@I@ g1 g e (0,a),

(1@ +£(@)F (@) (24 1@)?) ~3(a-+ 1@ f (2))

dla z € (0,a),

(519) ¥ (04) = lim ¥ (a) = Zp,

(5200 b (0y) = lim ¥ (2)=% [2 —4p?+cf (0+)] .
7 (5.14) dostajemy
FW@)=¥@)f@) da ze(0a),

t.j. —Foyy=Vf.
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Stad otrzymujemy
(5.21) - 1,bF o =y f+ U f.
Uzywajac (5.13), (5.15) i (5.19) jesteémy w stanie stwierdzié, ze
= (—1 F (0—)) =25 —p=0,
czyli
(.22)  F(0-) = (04),
co oznacza, ze F' € C' (=£,a).
W nawigzaniu do warunku (5.8) jest oczywiste, ze krzywa I" uzyskana z wykreséw
F' i —F jest krzywa klasy C'.
Chcemy teraz pokazac, ze

(5.23)  F(0-) =F (04).
Rézniczkujac (5.11) uzyskujemy

y ¢ xf- F+of-f \/$2+f23- ef—f) 2\ /a2 +f2(20+21f
Y=c [f ,—;_-;i;a + f( ) {a:(ufz); 2 ( )
_— ‘\/WD

[ /' a7 J 4w | = f af F @+ 17) ~ 322 | 430 =30 437 ]
co zapisujemy w postacl

(5.24) = ——p [39:f2+ F @S -4 f)+ | (5 — 2 f?) + faf (22 + fg)]

dla z € (0,a).

Uwzgledniajac wzory (5.13) i (5.16) otrzymujemy
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(5.25) ¥ (04) = %P-

Rézniczkujac (5.21) dostajemy

T— . 2 .. - o ..
(5.26)  —YF oy — (w) Foy=¢f+20f+¥f da ze€(0,a).
Jesli z — 0, wéwezas uzywajac formut (5.13), (5.16), (5.19), (5.20), (5.22)

i (5.25) oraz warunku

621 F0)=2(1+27).
jesteémy w stanie uzasadni¢, ze F' € C%(a —c,a).
Otéz

3 v

82— (<17 F (0-) = & [2— 49 + o F (00)] 5+ 242 F (00),
- FO)=4+80+ F (00),
czyli
F (0-) =f (04).
Warunki: ' jest krzywa §ciéle wypukla i F' jest njemne sg sobie réwnowazne.
wiec uwzgledniajac (5.26) , musimy zweryfikowac nastgpujaca nieréwnosc
(5.28)  Fypp +Z8-2btw gy omboyw fu¥ f5 0 dla z€(0,0).

Niech

(5.29) L=Fu, dla z¢c(0,a)



(5.30) P =zhlebidposbow pu¥ 4y ze(0,a).

Podsta.wiajqc w0 i do (5.30) otrzymujemy
e m, ,Lamf2+f(2f3 ~aa?f)+f (592012 +fof (22 +f2 (l-l'cf‘[—:_i%;%-g)'*'?( 7 e | )f

=3
5 (1+cf_:§ff,“3);2( ﬁ) f+ (m—s@) f

Po odpowiednim uporzadkowaniu, mamy

(5.31) P+ fPP=c {—zﬁf + 34228 f —dzf? f 4+322f (f)z] +
+f e+ (VAT -c) @+ M| @+ da e (0.0).
Teraz majac na uwadze (5.21) mozemy lekko zmodyfikoaé forme L, mianowicie
L= Fy$p = Fyb %
i dokonujac analogicznych podstawien jak wyzej, dostajemy

L= Fyp = lebﬁ =—(¢;f+1yf)i

-3:z:f2+f(2f3 4z2 )+f (=3 —22f2)+faf(z? +f2)ﬁ1l

[ \/W d " VAer) ! e
Az 24 1(z)?

czyli

(5.32) 2+ L=
—-cmf—i—(c:cz—ms) i
VLT 4@~ f)

c [3$f2 _l_fr (2f3 . 43:2}") L (fz)2 (:1:3 _ szz) “I-—:L‘ff” (I2+ fz)]

dla z € (0,a).

Nieréwnoéé (5.28) moze by¢ zapisana w postaci

V& + % (L+P) >0,

(S]]
S



t.

WI+Cf(2f~f) & [3:gf2+ f (2% —42*f) + (f) (28 — 2202) + zf [ (2* + f2)

re [_w f+ 420 f—dap } 43077 () ]

+f [cf2 +'(m— c) (z? +f2)] (2 + f%) > 0.

Zauwazamy, Ze mianownik \/z? + f2 +cf (:1: e f) na mocy warunku (5.9)
jest ujemmny. Uwzgledniamy ten fakt zapisujemy

et + (2 - V) ]

: [3xf2+ f@ff =422 )+ (f)2 (z° — 22f%) +af f (2*+ f?)}
+ [VEFT +ef (o f )]
: [~2:c2f + f3+22° f —daf? f +322f (jf)2 + 12 f (= +f2)]
+|VEF T +ef (2 F-£)] (
Grupowanie wyrazéw z [, f, ( j‘)
(-=1) (v
+2/FE 7 (1) (o414 F)
+1 (m—C) VZ T f<0.
Zauwazmy, Ze nieréwnosé te mozemy zapisaé w nastepujacej postaci
T B (o =1) (e 1) 2 (o417 2]

. 5 . .
Dzielac przez —rl:\/:r:2 + f?, ostatecznie otrzymujemy

o I

2+ f2 — 1) (z2 + £2) f< 0.

-]

3
i ( f ) prowadzi do nieréwnosci




(z2+12)* \/22-1-}'2 dc—-\/:r'z—}-f"’

Przeprowadzone rachunki prowadza nas do nastepujacych twierdzen:

f> 2=t [(”'f)z LG (z+17)° } :

Twierdzenie 5.1.A. Niech f € F . Jesli f spelia nieréwnoéé rézniczkows

- 2 - 2
(533)  fl(2)> il [(mH i) } dla z € (0,0)

~\/12+f2 c—\/32+f2
1 zachodzi réwnosé

(5.21)  F00) =32 (1425 (04)),

to funkcje f mozna przediuzyé do krzywej klasy B (c).

Twierdzenie 5.1.B. Niech krzywa I' bedzie krzywa klasy B (c) . Jesli wykre-
sem funkcji f jest czest krzywej I', lezaca w pierwsze) cwiartce ukladu wspdhrzed-
nych, to funkcja f nalezy do klasy funkcji F i spelniona jest nieréwnoé¢ rézniczkowa
(5.33), 1 zachodzi réwnosé (5.27) .

Przyklad 5.1. Niech ¢ = 4ia € (0,3). Pokazemy, ze funkcja f (z) =

V2+azr—22+2/1+az dla z € [0,2+ a] nalezy dorodziny F, tj. sprawdz-
imy warunki (5.4) — (5.10), (5.27) i (5.33).
Niewatpliwie spelnione sa, warunki:
(5.4) feC?*0,2+a),
(5.5) f(2+a)=0 1 f(0)=2,

(5.8) f(z)>0 dla z€[0,2+a).
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Poniewaz [ (z) = 2—)}(53 (a -2z + 71%;;)
i f (@) = {4}“2 @VIFa + (a- 2+ ) VIF@ +a2/? (m)] ,
wiec spelnione sg warunki:
(5.7) istnieja, granice mlllré+f (z) i mEI}]+f 155 |
mianowicie

lim f(m) =2, lim f (@)= SEie) oraz

z—04 T —"‘-’0.'. 4 2

(58 Ji{xﬁa)_f (z) = —co.

Sprawdzimy teraz warunek (5.9), tj. nieréwnosé:
dzf (z) f (z) < 412 (z) ——1/w2+f(:1:)23 dla z€ (0,2+a).
Niech P (z) = 42 (z) — /22 + f2 (=) i L(z)=4af(z) f (z). Mamy
P(z)=4(2+az—2*+2/1+az) — \/(1+M)23
=8+4ax— 42> +8y/T+az - (1++/1+az)’
=8+4ax— 42> +8y1+ax —1-3v/1+az—3(1 +az) — (1 +azx)v1+az
=8+4ar—422+81 +az—1-3v1+az~3—-3az—+/1+ az—az\/1 +azx

=4+ar—4dr’+ (4—az)VI1+azx

i

L/(z) = 2z (a-2m+ \/;_w—)
=2aa:m43:2+—§v,—f|'_=z—;.

Zatem, jedli L (z) < P (z), to



4+azx —4z° + (4 — az) /1 +az > 20z — 4o® + Ao

4-az +(4—az) V1 +az > F2,

(4 — az) /1 + ax + 4 + daz — az — az® > 2az,

czyli

(5.9.a) (d—az)v/1+ar>a’x? —ax—4 dla z€(0,2+a).

Niech w (z) = a®z?—az—4 dla z€[0,2+a]. Wéwezasw (z) <0 dla = €
(21, %2) , gdzie T, = 1:2? <0 i z3= -L?f;’l_—? = (]

Zauwazmy, ze 2 + a < T, gdyz rozwigzaniem nieréwnosci

2+a < LT 45 202 + 40— (1+ V17) <0 jest

ae(0,3V6+2/1T-1) i 1<iVe+a/iT-1

Ponadto az < 2 + a < 3, tak wiec

—ax > —3

4—ar >4—3

4 —ax >1,

czyli

(4 — az) /1 +az > 0.

Lewa strona nieréwnosci (5.9.a) jest dodatnia, zaé prawa jest ujemnna dla a €
(0,1) . Nieréwnosé (5.9) jest wige speniona.

Speliona jest réwniez nieréwnosc:
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(5100 f(z)<0 dla z€(0,2+a),
gdyz
-2

f(:s)f(w)-——l——a. (1+4az)? —-f (z)<0 dla z€(0,2+a).

‘Warunek

(521)  FO9)=F(1+25(0.)).

jest speliony, gdyz

Floy =" ‘71(1+2f(0+)2)=~?1(1+ ) ~(2+e?)

d

Sprawdzimy réwniez warunek

. 2
(5.33) e 42i@)-1a) [(zf(z) r(z)) +2(z+f(:c}f(:c)) ] da ze(0,2+a).

(z2+12%(2)) 22+ f2(z) A~ /224 f2(z)

- 2
. s | E@-1@)° | (sts@)i @) S
Niech Y (z) = 4W [ Ve +24—\/32+f2(m) . Podstawiajac f (x)
i f (z), otrzymujemy

(1+\/1+am)4 9 1
T (z) = 2f(==)«/1+ (1 +v1i+ a$) (1+¢——) Lﬂ(z} Traz- (1+vIFaz) +20 (3~,/TIE)J1‘;EE2

=1\ A T ) | 1+y/Itaz
- 2f($)\/1+a:r: (1 +v1 —l—a..";) [ T3(z) +2a 3— \/l-!-amjl

_ —(1+yTFaz) (1+vT¥az)’ 242
= 2f(z)VItaz 2(z) 3-/1faz

— 2f3(m}\/£i_;af(;_‘ﬁ) [(l + 1+ a.:c) (3 -\/—) 1 2a2f2 (x)] .
Niech © (z) =f (z). Wéwczas podstawiajac f (z) i f (z), otrzymamy
© (33) f(:r} (1+ f (:L‘) - \/1_4-?5 )

2 2
o _ a a
~ fl@) [1 + 4f§(a=) (a 2z + w/1+ﬂ3) + 41/1_+am‘3}




=m[4f2(:c)v1+a:c +(a—2m+T) Vit +a2fz($)]

Zatem, jesli © (z) > T (z), _
PavEE [‘W (2)VI+as" + (a—20+ m—) VIitaz +af? (:s)]
> S e [+ VIT )’ (3 VITE) + 2082 @)

(5.33.0) (4f2 @) VITaE +(a~22+ ot2) ViFaz +af? (m))( — V¥ az)

<2(1+vi+a) [(1+viTa) (3-vitam)+222(z)] da z€(0,2+a).

Dokonamy pomocniczych przeksztatcen. Mamy

9
4f2(:p)+(a—2m+\/—ﬁ)
- 2 a? a? dax
=4(2+az—z +2\/1+a.;c)+a2+4w2+~—i\/_~+:;&-;—4a3:—1—7§=m—-m

20 —daz
=8+ 8+v/1+ az + a? +s/_ + i

= =L (8 +(1+az) +8vITaz +a®(1+az)+ a® + (202 — daz) V1 +afv) :

czyli
2
(@ 47 (@) + (2= 22+ 7m)

= -—\/Fg(8+2a +8az + o’z + (8 + 202 + 4az) /1 + ax) .
Wykorzystujac (a) stwierdzamy, ze

(4f2 (z) + (a.- 2z + ﬁm)g) VItaz +atf?(z)

= (8 4 2a2 + 8az + a®z) I + az+(8 + 2a% + 4az) (1 + az)+a? (2 + az — 2% + 2V/1 + az)

= (8 + 4a® + 8az + 0®z) V1 + az +8 +8az + 2a? + 24’z + dax + 1a®z® + 2a* +

a’z — az?,



czyli
(b) (4f2 (z) + (a -2z 4 m)‘j Vitazr +a2f? (z)

= (8 4+ 4a? + 8az + a®z) V1 + azx + 8 + 4a? + 12az + 3a3z + 3222,

Ponadto, mamy
(1+vI+az)’ (3—vI+az)+ 2:2f?(z)
= (4 +3az + (44 az) V1 +az) (3— VI+ az)+20° (2+ az — 2% + 2v/1 + az)
=12—4v/1+ az+9az—3az/1 + az+ (12 + 3az) V1 + az — (4 + az) (1 + az)
+4a? + 203z — 20222 + 4a2V/1 + az
= 8+/1 + az+12+9ax —4— daz — ax — a?2% +4a2 + 2a3z — 20222 +4a%\/1 + az
= 8 +4a? + daz + 2a3z — 3a22? + (8 + 4a?) V1 + az,
t.
(@ (+vITas)' (3-vITa)+2f ()
=8 +4a? + (2a® + 4a) z — 3a?z% + (8 +4a?) /1 + az.
Zatem, wykorzystujac (a) i (b), lewa strona nieréwmosci (5.33.a) przyjmuje
postac
(4f2 (z) VITaz + (a -2z + 71%-3;)2 VItaz + a’f? (m)) (83— V1+ax)
= [(8 +4a® + 8az + a*z) VI + az + 8 + da? + 12az + 3a®z + 3a’2”] (3 — /1 + az)
= (24 + 1202 + 24az + 3a%z) /1 + az + 24 + 120 + 360z + 90’z 4+ 9a’z?

— (8 + 4a? + 8az + a®z) (1 + az) — (8 + da? + 12az + 32’z + 3a%z?) V1 + az
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= (16 + 8a? + 12az — 3a22?) /T + az + 24 + 1202 + 36az + a3z + 9alz?
—8 — Bax — 4a® — 40’z — 8ax — 8a2x? — a’z — a2?
= (16 + 8a® + 120z — 3a222) /T + az + 16 + 8a% + 20az + 4a®z + o222 — alz?.
Prawa strona nieréwnoéci (5.33.a) , po wykorzystaniu (c), przybiera forme
2[(1+viFaw)' (3-vita)+20*(2)] (1+ VIt az)
=2 [8+44® + (20 + 4a) = — 3a?2? + (8 + 4a?) VI + az| (1 + V1 + az)
=2 [8 + 4a® + (20® + 4a) z — 3a’2% + (8 + 4a?) V1 + az
+ (8 + 4a® + (20° + 4a) z — 3a’a?) V1 + az + (8 + 4a?) (1 + az)]
=2 [(16 + 8a? + (2a° + 4a) z ~ 3a%z?) V1 + az
+8 + 4a% + (2a® + 4a) = — 3a%2? + 8 + 8az + 4a? + 4a’z]
= 2 [16 + 8% + (6a® + 12a) = — 3a%z? + (16 + 8a® + (20° + 4a) z — 3a’z?) V1 + az]
Tak wiec, nieréwnosé (5.33.a) sprowadza si¢ do pbstaci
16 + 8a2 + 20az + 4a®z + a2x? — a*z? + (16 + 8a? + 120z — 3a%z%) V1 + az
< 32+16a2+12a3z+24az—6a%z?+(32 + 1642 + 4a*x + 8az — 6a’z?) /1 + az,
t.

(5.33.b) Ta2z?+ 3a?z%y/1+ az + dazy/1+az

< 16 + 8a2 + 4az + 8a3z + a'z?® + (16 + 8a% + 4a®z) /1 + az.

Zauwazmy, ze lewa strona nieréwnosci (5.33.b) jest mniejsza od 7, gdyz

Ta2z? + 3a222+/1 + ax + 4az/1 + ax
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= (7+3VTFaz) a*a+dazy/TF 0 < (7 +34/1 gg)lﬁ% 418 /1418
= (7+38/2) B4%. /B = L [(T+12)81+ 36 20] = 15b; (43- 81 + 2880) <

_-"’:l

za$ prawa strona nieréwnosci (5.33.b) jest wigksza od 16. Warunek (5.33) jest
wigc speiniony.

Ponizej przedstawiamy wykres (rys.5.1) reprezentanta rodziny F dla a =

Lr-1

f(x);:\/2+%m-3:2+21/1+~é$ dla z € [0;2,125].

21

1.5

0.5

o

0.5 1x 1.5 2

rys.5.1
6. Krzywe ,,poléwkowe”

Niech P oznacza rodzine wszystkich zamknietych,réwnocigciwowych krzy-
wych plaskich. Pole obszaru ograniczonego krzyws C € P oznaczymy symbolem
| C | . Oznaczamy przez P(c) podrodzing rodziny P, taka, ze:

1°kazda krzywa tej rodziny jest klasy C?,
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