Zainteresowanie krzywymi réwnocieciwowymi wynikalo m.in. 2z braku
odpowiedzi na nastepujace pytanie: ,Czy istnieje krzywa wypukla C z dwoma
punktami réwnocigciwowoéci?” Pytanie to postawil Fujiwara w roku 1916 [6].
Niezaleznie od niego, pytanie to postawili réwniez Blaschke, Rothe i Weitzenb&ck
w roku 1917 [1]. W literaturze pytanie to znane jest pod nazwa -,problemem
réwnocieciwowosci”. Ukazalo sie wiele artykuléw, w ktérych autorzy prébowali
odpowiedzie¢ na wyzej postawione pytanie, m.in. W.Siss [18], A.Dirac [2], L.Dulmage
(3], H.G.Helfenstein (7], V.Linis [12], E.Wirsing [19], J.Sancho de San Roman
(16] , E.Ehrhart [4] , V.Klee [10], R.Schéfke and H.Volkmer [17]. A.Dirac pokazal,
ze jeSli istnieje rozwigzanie ,problemu réwnocieciwowosci”, to krzywa musi by¢
klasy C' oraz musi mie¢ dwie prostopadle osie symetrii. Z kolei E.Wirsing pokazal,
ze krzywa bedaca rozwigzaniem ,problemu révi.mocigciwowoéci” jest krzywa anal-
ityczng. Dopiero w roku 1997, M.Rychlik ([15] udowodnil, ze krzywa réwnocigci-

wowa, z dwoma punktami réwnocigciwowosci nie istnieje.

2. Krzywe k-ré6wnocigciwowe i uogélniony problem Fujiwary
Opréez klas krzywych réwnocieciwowych i réwnopotegowych mozemy zdefin-
iowat w podobny sposéb inne klasy krzywych. Mianowicie, dla ustalonej liczby
(.:a.lkowitej k # 0 zdefiniujemy krzywa k— réwnocigciwows w nastepujacy sposéb:
Déﬂnicja 2.1. Zamknietg, plaskg krzywsg C, nazwiemy k— réwnocieciwows,
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jesli dla krzywej C istnieje punkt P € D¢ 1 nastepujacy warunek jest spelniony:
dla dowolnej cigciwy o koncach P, Py, przechodzacej przez P, mamy
(2.1) | PP |F +| PP; |F= ¢ =constans
1 suma nie zalezy od wyboru cieciwy.
Stalg c nazywamy stalg k— réwnocieciwowa, za$ punkt P nazywamy punktem
k— réwnocieciwowym krzywej C.

Klasg wszystkich krzywych (owali) k— réwnocigciwowych oznaczamy sym-
bolem C (k) (O (k)). Tak wigc C (1) (O (1)) oznacza klasg wszystkich krzywych
(owali) réwnocieciwowych. Klase C (—1) rozpatrywal Falconer(5], ktéry pokazat,
ze jedyng krzywa klasy C? z dwoma punktami (—1) — réwnocigciwowosci jest
elipsa.

Mozemy ujednolici¢ podejscie do klas wyrézﬁionych krzywych.

Jesli t — 7 (t) e* jest krzywa k— réwnocigciwowa, zas
(2.2) F(z)=z" dla z € (0,+0c0),
to mamy
(2.3) f(r )+ f(r(t+m))=c=constans.
Zauwazmy, ze w przypadku krzywych réwnopotegowych rozpatrujemy funkcje

(2.4) f(@)=Inz dla =ze€(0,+00).

Wygodnie jest wprowadzié nastepujaca definicje:
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Definicja 2.2. Krzyws, réwnopotegowa nazywat bedziemy krzywsg 0—réwnocigciwows,.
Funkcje z* i Inz sg funkcjami monotonicznymi, wypuklymi (wklestymi),
klasy C2.

W zwiagzku z powyzszym, z dowolng funkcjg f : (0, +00) — R, spelniajaca

warunki: )
f jest monotoniczna,
(2'5) ﬁ [ Jjest wypukla (Wklgsla.) ,
f jest klasy C?,

mozermy stzlwarzyszyé klasg krzywych C;, wyznaczong wzorem (2.3) .

Z kazda funkcjg g : R — R zwiazemy funkcje gr : R — R, okre§long wzorem
(2.6) gr(t) =g(t+m) dla t € R.

Tak wiec, z (2.3) otrzymujemy

fo'r- r 4 f O Tor== ),

f'or-r%—lf-forﬂ-r,rf::[).

Wykorzystujac (1.13) , dostajemy
(2.7) for-rcota+t fory-rrcota, =0  dlate [0,27].

Niech C bedzie krzyws, dang wzorem (1.2) , nalezaca do klasy Cy.

Pokazemy, ze istnieje taki punkt to, ze a(to) =

LB

Otéz, catkujac (2.7), otrzymujemy



m

{r(t)f (r(t))cota(t)dt+zr(t+7r) f (r (t+ 7)) cot e (t + ) dt = 0.

Zmieniajac zmienne w drugiej calce, dostajemy
2

- (2.8) {r(t) f (r (t)) cot a () dt = 0.

Skoro f jest monotoniczna, to ze wzoru tego wynika natychmiast, ze istnieje
taka warto$¢ parametru to, ze « (tp) = %.

Zauwazmy, ze z (2.7) wynika nastepujacy wniosek:

‘Whniosek 2.1. Jesli [ jest funkcjg monotoniczngi «(tp) =% dla pewnego

2
to € [0,27], toa (to+m) =1%.

Mozemy przyjac oczywiscie, ze tg = 0.

Ma miejsce twierdzenie:

Twierdzenie 2.1. Niech funkcja f : (0,+00) — R speinia warunki
(2.5) .i\l'iech C bedzie krzyws dang wzorem (1.2) | nalezacg do klasy C;.Dla krzy-
wej C istnieje cigciwa przechodzaca przez poczatek ukladu wspdhrzednych, taka,
ze styczne do krzywej na koficach tej cieciwy sg prostopadie do tej cigciwy.

Twierdzenie to jest naturalng konsekwencja wniosku 2.1.

Teraz, rézniczkujac (2.7) , otrzymujemy

for T cota— for-r—g—a-l—for-r'i'cota

sin

- f Oy Ty COL Olx— f EpE TWI-,E%-KE;‘F f OTy * T T Ot 0 = 0,

cota[for-'f‘+}'or-rf’]wfor-rﬁ%—a

9



+ cot ayr [f o T -i—)'écr;"?r o 'r',r] *for,, =3 =0

SIn”

Po uwzglednieniu (1.13) i (1.15) mamy

(2.9) cotza[f or‘-r-t-).‘lor-rz]—for-rﬁ?{—l

sin® o
. .- . kT
2 2 sin,l; -1 a—
t o} 0
+cot’ay {f org - rat forg - 75 -forﬁ-r,m—-=

dlat € [0,27].
Biorge pod uwagg problem Fujiwary [6] dla krzywych klasy C (1) (O (1)),

twierdzenie Falconera [5] dotyczace krzywych klasy C (—1) (O (—1)) i rozwazania
Yanagihary [20] o krzywych O—réwnocigciwowych(réwnopotegowych), mozemy
postawic nastepujace pytanie:

Dla jakich liczb catkowitych k, istnieje krzywa (krzywa wypukla), klasy C? z
dwoma punktami k—réwnocieciwowoéci?

Podamy teraz kilka ogdlnych uwag, dotyczacych tego problemu, przy nastepu-
jacym zalozeniu:

(2) Niech funkcja f : (0,4+00) — R spelia warunki (2.5). Niech
C bedzie krzyws dang wzorem (1.2) , nalezaca do klasy Cs, z dwoma punktami
k—réwnocieciwowoéci R i S oraz stalymi k-réwnocigciwowymi odpowiednio cg,Cg.

Wéwcezas mamy:

Twierdzenie 2.2. Jesli krzywa C speinia zalozenie (Z) w klasie C (2) (O (2)),

to cgp = ¢cg.
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Dowéd. Oznaczmy przez | G | pole obszaru ograniczonego przez krzywa G,
t—r(t)e® dla tel0,2n].

Obliczamy pole obszaru ograniczonego krzyws G. Mamy

1Gl=1 ] @

0

b2 =

b3 [
§ ———
ot~—3o0%~—3

2 (t) di+ 2]: = () dt]

r? (t) dt+ } 2 (t + ) dt]
0

1

s [ P2 (t) + 2 (t + )] dt.

o

Jesli C jest krzywa, 2—réwnocigciwows, wzgledem punktéw R i S, i p () oznacza
dtugosc promienia wodzacego dowolnego punktu krzywej C wzgledem punktu
2—réwnocieciwowoscl R, to p? (t) + p? (t + T) = cg 1 mamy

| C |=%cg.

Podobnie dla punktu 2—réwnocigciwowosci S, otrzymujemy

| C|=%cs.

Zatem cgr = cg.

Falconer [5] wykorzystal w swojej pracy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.3. Jedli krzywa C spelnia zalozenie (Z) w klasie C (—1), to
Cr = Cg.

Dowdéd. Pokazemy, ze twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z warunku

(2.9).
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Przypomnijmy, iz warunek (2.9) dla punktu (—1)-réwnocigciwowoéci R ma

postac

(2.9) cot? {f or-r+ f or. 1"2] for- 'ri'ﬂ-‘i-—-

am” e

+ cot? [f OFy  Tut f OPg - T ] fory - Tﬂz"‘_‘*!n'_ =0

s1n

dla t € [0, 27].
W Kklasie C (—1) mamy f (z) = z i warunek (2.9) przyjmuje postaé

2 -1 2 .9 SEER-1T 4
cot” v (t) [17(3—)7- (t) -+ FQET (t)] s W [%] T (t)
+cot? a (¢t + ) Lﬁf;l?}r (t+m)+ 173——(3'_;71'2 (t+ 'n')]

ket ) (t4+m il
__sino(t+w

sin® c(t+m) I:ra(t.+:rr}] (t + ?T) = 0.

Jak wiemy a (to) = a(to +7) = 5 dla pewnego t, € [0, 27] .

Bez straty ogélnoSci przyjmiemy, ze o = 0.

Zatem

{cot? @ (0) + [k (0) 7 (0) — 1]} ;5 + {cot® e () + [k (m) r (w) — 1]} 5 = 0.

i otrzymujemy zaleznoSc

[k (0) (0 ] »,-(lo} S [k (‘IT)T (77) - 1] f(},-,) =0.

Stad

(210)  k(0)+k(m) =55+ 7 = Cr

Przez analogie rozpatrujemy warunek (2.9) dla punktu (—1)-réwnocigciwowosci
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Mamy

sin® o

(2.9) cot? o [f op-r+ f op - pz] = f op - pﬁ!%i

Fwox

+ cot? o [f DPW'Pw+f°Pw‘pgr] ~ f ops pu s =0

31

dla t € [0,27].
Zaleznosé (2.10) przyjmuje postaé

(2.11) k(0) + k (m) = ﬁ + ﬁ = cg.

Zatem z (2.10) i (2.11) mamy

CR = Cg.

3. Owale 0—réwnocigciwowe

W rozdziale tym rozwazamy rodzing K, owali O-réwnocigciwowych, tj.owali

réwnopotegowych. Przez K, (c) oznaczamy podrodzing rodziny K, dla, ktére]
spelnione sg warunki:

1°kazda krzywa C rodziny K, (c) jest klasy C?,

2°kazda krzywa C rodziny K, (c) jest opisana parametrycznie wzorem (1.2),

3%stata réwnopotggowa to dodatnia liczba c,

4°krzywizna k krzywej C rodziny K, (c) jest klasy C*.

Mozemy zalozy¢ (bez straty ogélnosci), ze poczatek kartezjanskiego ukiadu
wspdhrzednych prostokatnych na plaszezyZznie jest punktem réwmnopotegowosci

krzywej réwnopotegowej C.
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