= (7+3VTFaz) a*a+dazy/TF 0 < (7 +34/1 gg)lﬁ% 418 /1418
= (7+38/2) B4%. /B = L [(T+12)81+ 36 20] = 15b; (43- 81 + 2880) <

_-"’:l

za$ prawa strona nieréwnosci (5.33.b) jest wigksza od 16. Warunek (5.33) jest
wigc speiniony.

Ponizej przedstawiamy wykres (rys.5.1) reprezentanta rodziny F dla a =

Lr-1

f(x);:\/2+%m-3:2+21/1+~é$ dla z € [0;2,125].

21

1.5

0.5

o

0.5 1x 1.5 2

rys.5.1
6. Krzywe ,,poléwkowe”

Niech P oznacza rodzine wszystkich zamknietych,réwnocigciwowych krzy-
wych plaskich. Pole obszaru ograniczonego krzyws C € P oznaczymy symbolem
| C | . Oznaczamy przez P(c) podrodzing rodziny P, taka, ze:

1°kazda krzywa tej rodziny jest klasy C?,
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2°%kazda krzywa tej rodziny jest wypukla,

3%stala réwnocigciwowa jest réwna c,

4°kazda krzywa tej rodziny jest dana opisem parametrycznym

(1.2) z@)=r(t)e* dlatel0,2n].

Niech krzywa C bedzie reprezentantem rodziny P(c), réznym od okregu.

Kazdg cieciwe krzywej C przechodzaca przez jej punkt réwnocieciwowosci b potow-
imy. Srodki tych cigciw tworzg nows zamknieta krzywe plaska S (niekoniecznie
wypukla). Interesuje nas pole obszaru ograniczonego krzywg S. Zauwazmy, ze
jednokrotny obieg krzywej C, daje dwukrotny obieg krzywej S. W zwigzku z
powyzszym przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

Niech w(t) oznacza érodek cigciwy krzywe] C, przechodzacej przez punkty

z(t),z(p(t)) (rys.6.1).

z(p(t))

rys.6.1

Oczywiscie mamy
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(6.1) w=1(z+z0p) dlate(0,2n],

(6.2) |z—zo0p|=c dlatel0,2q].
Zauwazmy, ze

—b

u—b=z—l— ==

Tak wiec, krzywa S ma nastepujgcy opis parametryczny:
63) w-b= (1—— _M)(z——b) dlat € [0,27],

Rézniczkujac (6.3) , otrzymujemy

(w=ty = [(1- 5525) (=~ 0)] =

= (1-5%y) -0+ (1-55ky) (2 - 1)

Il

b

o=y —F o Yo ¥

L gp) =8, (- k) (o= 9+ (1= gty (o — o)

B3 =

+
b=

o=

tj.

(6.4) 2|S|=%j0'(1—§lz m) {z —b,(z — by} dt.

7 twierdzenia calkowego o wartoéci éredniej [#x| uzyskujemy
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2
218 = (1 — %|z(5ﬁa;> L [ {z=b,(s—b)}dt dlapewnego £ € [0, 27],
0
czyli
1 2
(6.5) 2| S |= (1 - %m) | C | dla pewnego ¢ € [0, 27 .
Jesli | S |>0, to] z(£) — b |#£. .
Niech z=|z()—b]|.
Wzér (6.5) przybiera forme
:B-C2
(66) |S|=%|C).

Raz jeszcze, na mocy wzoru Greena i réwnocigciwowosci krzywej C, mamy
2

2| C|=[ r(t)*dt
=[r () dt+ L}r r (t)* dt

r(@t)?dt+ [r(t+7)2dt
0

Il

o~ do~—do~—Fo~—3

r (8)? di+ z I (¢) — ? dt
= [2r (t)* — 2cr (t) + ¢?] dt < c? z dal =re
Tak, wiec
(6.7) | C |< gmc.
7Z twierdzenia Holditcha [11], wynika natychmiast, ze
68) |C|=2]|8|+=.

Z zaleznosci tej i z nieréwnoéci (6.7) , otrzymujemy
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2| 8|+ < Lne?,

czyli

| S |< =

Z zaleznosci (6.8) mamy réwniez, ze jesli C' jest okregiem,to | S |=0 .

W zwiazku z powyzszym prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 6.1. Pole obszaru ograniczonego przez krzyws S, powstals z
punktéw polowicznego podziatu cigciw o diugosci ¢, przechodzacych przez punkt

réwnocieciwowosci zamknietej, wypuklej, krzywej plaskiej réwnocigciwowej C, jest

7T62

mniejsze Nz ~g-.

Oczywisty jest takze nieréwnosc

|C|>2]S].
Skoro C nie jest okrggiem i x # £, to wykorzystujac formule (6.6) , dostajemy

82
Zatem uzyskujemy nieréwnosc

T2 1
(23—c)? > T
Jej rozwiazaniem jest

69) =ze(55)U(%e).
Wykorzystajmy raz jeszcze formuty (6.6) i (6.8) , mianowicie

|S|=&2 | C|,



czyli

S |= et (21 51 +22),
(1—@-—;)3)|S|_-—Lw

4z 322
Tak wiec, dostajemy kolejna formule na pole | S |
(6.10) | S |=Ze@e=el
W zwiazku z (6.6) , (6.7) 1 (6.10) , otrzymujemy
5[:2 me
(2:—-~::)E [ S |< _T2

I S ]< 71'62!2:5—1::!2

1622
2z < c(dz —¢),
2% — dex + % < 0.
Rozwiazaniem powyzszej nieréwnoéci jest
(611) se((1-F)es)u(se).
Oczywiscie zauwazamy, ze ((1 - %Z) o %) U (%,c) C (;‘1, U (-’2—, c).
Przyklad 6.1. Przykladem krzywej réwnocieciwowej jest konchoida okregu

(§limak Pascala), [13]. Réwnanie biegunowe §limaka Pascala ma postaé

(6.12) p = 2acost =g, t€ 1:—5,%] )
gdzie dodatnia pdtos Ox ukladu kartezjaniskiego jest pélosig biegunowa, za$

punkt O biegunem. Zauwazmy, Ze punkt O jest réwniez punktem réwnocieci-
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WOWOSCL.
Dla ¢ = 2a konchoida okregu nazywana jest kardioida(rys.6.2), za§ réwnanie

biegunowe (6.12) ma postaé

(6.13) p = 2acost + 2a, te|

|
e

rys.6.2

Kardioida jest przykladem zamknietej, réwnocieciwowe]j krzywe] plaskiej.Nie
jest to krzywa wypukia.

Krzywa S, powstala z punktéw polowicznego podziatu cieciw o dlugosci

¢ = 4a, przechodzacych przez punkt réwnocieciwowosci O jest okregiem, o promie-

niu diugoéci a i polu réwnym | S |= ma* (rys.6.3).
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rys.6.3

Zauwazmy, ze

Q
I
[SV]

pidt

b2

(2cos’t + 2)dt

I

W

=1
[

(cos 2t + 3)dt

It
=
S]
[
b
- Ol Ol Je s

Il
»
=
)

Niewatpliwie twierdzenie Holditcha (6.8) i twierdzenie 6.1 sg spelnione, gdyz
6’ﬂ'&2 = 27!'0..2 = wlga2
i
| S |= ma® < 6%,
Rozpatrujemy krzywe réwnocigciwowe klasy C (1) z tg samg stala réwno-
cleciwowy, ¢ 1 zwigzane z nimi krzywe ,poléwkowe”. Klase tych krzywych , potéwkowych”

oznaczamy B.. Wydaje si¢ by¢ prawdziwg hipoteza:

68



Hipoteza. W klasie krzywych ,potéwkowych” B, najwigksze pole ogranicza

okrag.
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