Mamy

sin® o

(2.9) cot? o [f op-r+ f op - pz] = f op - pﬁ!%i

Fwox

+ cot? o [f DPW'Pw+f°Pw‘pgr] ~ f ops pu s =0

31

dla t € [0,27].
Zaleznosé (2.10) przyjmuje postaé

(2.11) k(0) + k (m) = ﬁ + ﬁ = cg.

Zatem z (2.10) i (2.11) mamy

CR = Cg.

3. Owale 0—réwnocigciwowe

W rozdziale tym rozwazamy rodzing K, owali 0-réwnocigciwowych, tj.owali

réwnopotegowych. Przez K, (c) oznaczamy podrodzing rodziny K, dla, ktére;
spelnione sg warunki:

1°kazda krzywa C rodziny K, (c) jest klasy C?,

2°kazda krzywa C rodziny K, (c) jest opisana parametrycznie wzorem (1.2),

3%stata réwnopotggowa to dodatnia liczba c,

4°krzywizna k krzywej C rodziny K, (c) jest klasy C*.

Mozemy zalozy¢ (bez straty ogélnosci), ze poczatek kartezjanskiego ukiadu
wspdhrzednych prostokatnych na plaszezyZznie jest punktem réwmnopotegowosci

krzywej réwnopotegowej C.
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Niech C nalezy do rodziny K, (c) .Zatem

(3.1) rre =c dlat € [0,27].
Skoro f(z) = Inz, to z (2.7) otrzymujemy
(32) cota+cotar=0 dlate[0,2n].
Warunek (3.2) réwnowazny jest warunkowi
(33) at+ar=7n dlatel0,2n].
Stad mamy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.1. Krzywa C € K, (c) wtedy i tylko wtedy, gdy warunek
(3.3) jest speiony.
Wstawiajac w (1.15) t + 7 w miejsce t, po uwzglednieniu (3.3), otrzymujemy
(3.4) krrr=(1—a&)sina dlat € [0, 27].
Uwzgledniajac (3.3), wzér (2.9) przyjmuje postaé
cot? [‘r% + ?‘2-(%511] - ‘iﬁ'—%ﬁ—lr%-}-

-1

= Leara
+ cot? oy [r,ré +r§§-f—$rl-l] — Hbog _ r,,;l; =0,

sSIn° Ctqr

czyli

—kr 1 —kn Ty 1
sin® o + sin® o + sin® o = sin? oy 0.

Stad mamy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.2. Niech C € K, (c) .Miedzy krzywizng k krzywej C, katem

a oraz dlugoécia, promienia wodzacego r, zachodzi zaleznost
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(3.5) kr +kxrr =2sina  dlate€ [0,2n].
Rézniczkujac (3.5), a nastgpnie wykorzystujac (1.13) , (1.15) , (3.3)1(3.5),
dostajemy kolejno
kr + k7 44'?;:,,1', + kxTn = 2¢ cosa,
kr + I;:,rrw + rk cot & + rpky cot o = 2 (;i% — 1) cos ¢,
kr + iC-n-'.l"‘W = 2rk cot & — 2 cos @ — Tk cot a — T, ky cot o,
kr + i';:,,r,, =rkcot @+ rk; cota — 2cosq,
kr + kxrn = (rk + roky — 2sin o) cot
kr + kyre = [rk + rakr — (kT + kx7x)] cot @,
czyli
(36) kr+kyrm=0 dla te0,27].
Stad, ze wzélgdu na (3.1), mamy nastepujace twierdzenie
Twierdzenie 3.3. Jesli réwnopotegowy owal C' € K, (¢), to
(3.7) kr®+kr.c=0 dla te0,2n].
Formula (3.7) ma nastepujacy interpretacje geometryczna:
Twierdzenie 3.4. Niech C € K, (c) i niech cigciwa réwnopotegowa krzywej
C przechodzi przez punkty A, B. Wtedy, jesli A jest wierzcholkiem krzywej C ,
wéwezas B jest réwniez jej wierzcholkiem.
7 twierdzenia 3.4 i z twierdzenia o czterech wierzchotkach(11] wynika natych-
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miast nastepujacy wniosek:

Whniosek 3.1. Owal réwnopotegowy C € K, (c) ma 4n + 2 wierzchotkéw,

n=-1.

3.1. Owale réwnopotegowe z dokladnie szeScioma wierzchotkami
Jak wiemy owal réwnopotegowy ma co najmniej szes¢ wierzchotkéw. Skon-
struujemy teraz owal z dokladnie szeScioma wierzchotkami.
Niech
(3.8) r(t)=exp(bsint) dlate[0,2n] i ustalonegob € (0,1).
Zauwazmy, ze
T (t) 7 (t + 7) = exp (bsint)exp (bsin (t + 7)) = exp (bsint) exp (—bsint) = 1
dla ¢ €[0,27].

7Z (1.14) mamy

k(t) = 27'-2@)-?(:}5-'(%'»29)
(V@ o)
2% cos” texp(2bsin t)—exp (b sin £)[b? cos? texp(bsin t)—bsin texp(bsin t)|+exp(2b sin £)
- (\/52 cos? texp(2bsin t)-+exp(2bsin ) °
_ exp(2bsin t}(2b2 cos? t—b? cos? t+bsin s+1)

exp(3bsint) (\/‘Z;iE cos? t,+1)3 ’

czyli

__ 1+4bsint4b% cos® t s
(3.9) E(f)= ATy exp (—bsint) >0  dla t e [0,27].

Rézniczkujac (3.9) , dostajemy
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: _ 3
k (t) " exp(2bsin £)(1+b? cos? t)g.

{(b cost — 2b® costsint) exp (bsint) (1 + b? cos? t)%
— (14 bsint + b? cos?t) -

[e}cp (bsint) beost (/1 + b2 cos? t)3 + exp (bsint) 3+/1 + b2 cos? ¢ (—2b? cost sin t)] }

. 1
T exp(2bsint)(1+b2 cos? £)°

{exp (bsint) V1 + b2 cos? ¢

[—2b% costsint (1 + b? cos? t) + beost (1 + b2 cos? t)

— (14 bsint + b*cos®t) (beost (1 + b*cos®t) — 3b? cos tsint)]}

- ﬁii:;%{—?bz costsint (1 + b2 cos?t)+bcost (1 + b2 cos? t)—bcost (1 + b2 cos®t)”
+b* cos
—b%cos tsint (1 + b% cos®t) + 3b% cos tsint (1 + b? cos? t) + 3b% cos t sin® t}

— 7 el 3 S 0In 2 . .24\2| exp(—bsint

= [bcost(l-{—b cos?t) + 3b* costsin®t — beost (1 + b2 cos? t) }m

= [—b% costt — 2 ¢ —‘—gbse“p bt R T
[ 4 cos®t + 3| s

Tak wiec, mamy

(3.10) k (t) (1 + b? cos? t)% exp (bsint) = b® (—b?cos*t — 4 cos®t + 3] cost

dla t € [0, 27].
W przedziale [0, 27) , réwnanie (3.10) ma dokladnie szes¢ pierwiastkéw.

k()=0  wtedy i tylko wtedy, gdy
cost=0 lub —b%cos*t—4cos?t+3=0.

Stad

SN
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cost = ( lub CDSzt — "‘2_'1'%;_@ >0 lub 0052 t = “2—-\; +3b2 < 0.

Latwo sprawdzi¢, ze dla b € (0,1) mamy 0 < —2 + /4 + 3b2 < b

3.2. Wypukle krzywe réwnopotegowe
W paragrafie tym rozwazamy klase K plaskich, zamknietych, wypuklych
krzywych C, klasy C?, opisanych formutg (1.2) . Definiujemy funkcje A : R — R
nastepujaco:
(3.11) A=k|z]| dlat € R,
tj.
(3.12) A=2ZH2r dlate R
Jest oczywiste, ze funkcja A jest dodatnio okreSlona, ciggla 1 2w okresowa.
Uwzgledniajac (1.13), otrzymujemy
2

) e
A=1-37m,

A=1- )
1+(7)
A =1+ (arccot £),
A=1+4¢.
Tak wiec mamy prosta relacje pomiedzy funkcjami A and o, mianowicie
(3.13) A=1+a dlat € R.

Calkujac (3.13) , uwzgledniajac okresowoét funkeji ¢, uzyskujemy
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(3.14) ZFA (t) dt = 2.
Zauwazmy, ze funkcja A, okre$lona ponize]
(3.15) A(t) = j:)\ (s)ds =~ dlate€][0,2n],
0
ma nastepujace znaczenie geometryczne:
A (t) jest miarg kata zorientowanego pomiedzy wektorem wodzgcym punktu
2(0), a styczng do krzywej C w punkcie z (t) .
Odnotujmy wilasnoéci funkeji A :
1°A jest funkcjg dodatnio okreslona,
2°X jest funkcjg 2m—okresowa,
3°A jest funkcjy ciagla,
4° T)\ (t)dt = 2,
0
5°0 < j/\(s)ds <t+m
Odnotujmy réwniez wlasnosci funkcji v :
1°a € C,
2°a jest funkcja 2m-okresows,
3Fa+1>0 dlat € R,
o
4° [ cota (t)dt =0.
0

Jak wiemy cot o = f, wiec
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t t

{ cot v (s)ds ={ :Egds =Inr(t) — Inr (0),

(0 = exp (] covar(s)ds + inr (),
r(t) = exp ({ coba (5) ds) r(0),

czyli

(3.168) r(t)=r, expjcota (s)ds, t € (0,27,

gdzie r, = r (0).

Mozemy zalozy¢ bez straty ogélnoéci, ze a(0) = 5.

Z réwnosci (3.13) & = A — 1, mamy

gd(s)d.s:j()\(s)—1)ds=a(t)—a(0)=a(t)—§

i
t ¢
coba(t) = —tan(a(t)—F) = —ta:n{()\(s) —1)ds= tana[‘ (1= AX(s))ds
dlat € [0, 27].

Prawdziwa jest zatem réwnosc

@Gkl el = exp(j:‘tan_j' (1—X(s))dsdr  dlate[0,2n].
Okresowoéé funkeji 7 pozwala nam napisac

(3.18) :ftan_j()\ (&) — 1) dsdr = 0.
Na mocy (1.15) , wykorzystujac (3.13) , krzywizne k krzywej C mozemy zapisat

w nastepujgcy sposéb

(319) k=1(1+a)sina dla t € [0,27].
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Rézniczkujac (3.19) i wykorzystujac (1.13), dostajemy

k=2 {[dsina+(1+&) acosa]r —[(1+&)sina] 7}

3 I

[o:+(1 + &) acota — (1 + &) }

5 =

+(1+¢&)acota— (1+a)cotal,
czyli
(320) k=1[a+ (¢’—1)cota]sine  dlat €[0,2n].
Funkcje A i o pozwalajg nam skonstruowaé szczegdlny przyklad rodziny krzy-
wych réwnopotegowych .
Przyklad 3.2.1. Niech « (t) = § 4 arctansint dla t € [0,27].
Rzeczywiscie funkcja o posiada wezeéniej wypisane wlasnoscei, tj. :
1°a € C*,
2°a jest funkcjg 2m—okresows,
o 2
3° { cota (t)dt = { cot (¥ + arctansint) dt
2 o

= — [ tan (arctansint)dt = — fsmtdt =0,
0

Ll+at)=1+25>0 date[0,2m]
(z réwnokcig tylko dla t = ).
Zauwazmy ponadto, ze funkcja a jest dodatnio okreSlona, & przyjmuje

wartosci z przedziatu [31, -341} i funkcja o spehia tozsamo$¢ z twierdzenia 3.1:

a(t) + a(t +m) = £ +arctansint + § + arctansin (t +7) = .
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7 (3.19) widzimy, ze k = % (1 + &) sina > 0 i krzywa C generowana przez o
jest wypukla, ale nie jest owalem.
Sprawdzimy teraz ile wierzchotkéw ma krzywa C. W tym celu przyréw-
najmy do zera k. Wtedy z (3.20) otrzymujemy
% [&—I— (612 = 1) cota} sina =0,

&+ (c'tz-—l)cotaz{),

cot, (% + arctan sin t) [(ﬁi—t)g - 1] AL g t(lﬁ(i’lli:z;::;f%inzwat =i[i}
tan (arctan sint) (cos?t — 1 — 2sin® ¢ — sin’ t) +sint+sin®¢ 4 2sintcos?t = 0,
(—3 sin?t — sin* t) +sint (3 — sin? t) sint = 0,
(sin4 t +4sin’t — 3) sint =0,
(sinﬁt + 24 -\/'?) (sinzt-l- 2— -\/'?) sint = 0.
Stad wynika, ze
sint =0 lub sin?t = -2+ /7 < 1.
Niewatpliwie réwnanie k (t) = 0 ma szeS¢ pierwiastkéw.
Wrykorzystujac (3.16), promiefi wodzacy dowolnego punktu krzywej C
wyTraza Sl¢ Wzorem
7 (t) = r,exp z cot . (s)ds
= T, exp J: (—sin s) ds

= r,exp (cost — 1) dla t€[0,2n],
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gdzie 7, jest dowolnie ustalong liczbg dodatnia.

3.3. Wz6r calkowy Croftona dla krzywych réwnopotegowych
Niech C; , t — r; (t) e (j = 1,2) bedgq dwiema réznymi krzywymi réwnopote-
gowymi 1
(3.21) ri(t)rj(t+7)=¢c; dla te0,27].
Zakladamy, ze krzywa C lezy w obszarze ograniczonym krzywa Cy (wéwczas ¢y > ¢;) .
Oznaczmy przez C1C, obszar ograniczony przez krzywe C i Cy, za$§ przez D ob-
szar C105 z wycietym pewnym odcinkiem.
Niech = {(s,t): 0<s<1,0<t<27}.
Rozwazmy odwzorowanie F': E — D dane wzorem
(3.22) F'(s,t) = R(s,t) e =1y (t)°ry ()€™,
Dla kazdego ustalonego s, krzywa t — F'(s,,t) jest krzywa réwnopotegowa,
gdyz
R (30,t) R(80,t 4+ ) =14 (£)° 11 (£) " mp (t + 1)y (E+ ) 7"
= [ra (8) 3 (¢ + )] [ (8) 72 (¢ 4+ 7))
= clocl %,
Zauwazmy, ze F' jest odwzorowaniem 1 : 1 i jakobian F” (s,t) w punkcie (s,1)
j.est dany wzorem
F' (s,t) = {ry (¢)°Inry (£) 7 ()77 € — 7o (1)° 1 ) " Inry (t)e®,
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(ra (£)°) 71 (£)' =% € 41y (£)° (ry (5)1-5) e +ry (8)° 1y (8)° z'ez'f}
= {ry (t)"Inry (t) 71 (£)* "€ ry (t)° (t)' it} —
—{ra (¢)"r1 ()" Inry (t) €y () 7y (6)' " iet}
=7y (t) Inry ()71 (£) " rg (¢)° 71 (8) " —ro (£)° 71 (8) " Iny (8) 7 () 7y (8)*°
= [ra (®)°r1 (8)°]" Inry () — Inmy (8)],
.
(3.23) F'(s,t) = (ra(t) =) 1 -ji(%

Niech w € R%. Oznaczmy przez | w || dtugoéé odcinka lgczacego poczatek
ukladu O z punktem w. Wykorzystujac dyfeomorfizm F' udowodnimy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 3.5. Niech krzywe réwnopotegowe Cj, Cy speiniaja warunek
(3.21) . Jesli krzywa C, lezy w obszarze og,raniézonym krzywa Co (wéwezas ¢y > ¢1),
to prawdziwy jest nastepujacy wzdr catkowy Croftona

(3.24) ff mdw = 7ln 2

Dowdéd. N1ech w € (010,. Oznaczamy przez t miare kata skierowanego
pomiedzy osia odcietych z, a odcinkiem Ow. Wéwczas w = 79 (t)° 7 @) =
dla pewnego s € (0,1). Wykorzystujac jakobian F', dostajemy

12w

” Tapdw = ff——f(?‘z () (6)' ) In ﬁ%dtds

'rz(t ™ (t)l 2 )

24



2 2(t)
= _Ofln,r (t}dt

— (t) ra(t+m)
_{mjmﬁ+fmjm;&
= [In2dt

0

=qln2,
c1

3.4. Estymacja pola powierzchni i dlugosci krzywych réwnopote-

gowych
Niech krzywa réwnopotegowa C bedzie dana wzorem (1.2) i rr, = c.
Niech

(3.25) ry = max {r(¢t):t € [0,2x]}

i

(3.26) rm =min {r (t) : t € [0, 27|} .

Oznaczamy przez Sy, C obszar ograniczony przez krzywa C' i okrag Sy, ze Srod-
kiem w poczatku ukladu wspétrzednych, o promieniu r,,. Podobnie definiujemy
obszar oznaczony CS)yy.

Uzywajac calkowego wzoru Croftona (3.24) , otrzymujemy
mln 5 :sjfc Edw < 7 | SmC |= ?éf (| C | —=nr2)

i 'm

f.f 1|w1|2d“~’ = fM 2 | CSu |= =+ (WT:‘{»{_ | CY).



Tak wiec, mamy

(3.21) |G [2mex{mrZ (1+1n3 ),wrf{f(lﬁ-hl;i—)}.

7 drugiej strony (z wykorzystaniem (3.1)), dostajemy

2 ™

2|G’|=bfr(t)2dt=f(’r(t)2+%§)dt22m,

0

1 uzyskujemy dobrze znang nieréwnosc

(3.28) | C |> mc.

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie dlugosci krzywej réwnopotegowe;.
Mianowicie, uzywajac (1.13) i (3.1), otrzymujemy
|L|—f\/ )2+ 7 (t)%dt
=T \/ [+ 2 |t
- (®)
2
= [ {/r (02 [1 + cot? a (£))dt
0
f sin n{t
=l =
0

( +:5) dt 2 2m 5,
t.
(3.29) | L |> 2w /c.

4. Przedluzenie réwnopotegowe
W tej czeéci pracy rozwazymy mozliwoéé przediuzenia wklestej funkeji

f :[0,a] — [0,+c0) do réwnopotegowej wypuklej krzywej z osig symetrii.
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