Tak wiec, mamy

(3.21) |G [2mex{mrZ (1+1n3 ),wrf{f(lﬁ-hl;i—)}.

7 drugiej strony (z wykorzystaniem (3.1)), dostajemy

2 ™

2|G’|=bfr(t)2dt=f(’r(t)2+%§)dt22m,

0

1 uzyskujemy dobrze znang nieréwnosc

(3.28) | C |> mc.

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie dlugosci krzywej réwnopotegowe;.
Mianowicie, uzywajac (1.13) i (3.1), otrzymujemy
|L|—f\/ )2+ 7 (t)%dt
=T \/ [+ 2 |t
- (®)
2
= [ {/r (02 [1 + cot? a (£))dt
0
f sin n{t
=l =
0

( +:5) dt 2 2m 5,
t.
(3.29) | L |> 2w /c.

4. Przedluzenie réwnopotegowe
W tej czeéci pracy rozwazymy mozliwoéé przediuzenia wklestej funkeji

f :[0,a] — [0,+c0) do réwnopotegowej wypuklej krzywej z osig symetrii.



Pokazemy, ze przedluzenie jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f spelnia
pewng nieréwnosc rézniczkows zwyczajng rzedu drugiego.

Niech £ oznacza rodzine wszystkich réwnopotegowych krzywych z osia
symetrii 1 punktem réwnopotegowosci lezacym na tej osi symetrii. Mozemy za-
tozyc, bez straty ogélnosci, ze 0§ x jest osia symetrii, zas poczatek ukladu wspéhrzed-
nych jest punktem réwnopotegowosci.

Niech ¢ bedzie ustalong liczbg dodatnia. Oznaczamy przez £(c) podrodz-
ine rodziny £ taka, ze:

1°czest wykresu krzywe] I' € € (c) lezaca w gérnej pdiplaszezyznie ukladu
wspéhrzednych jest wykresem pewnej funkceji,

2°stala réwnopotegowa jest réwna c,

3°wszystkie krzywe rodziny sa, klasy C?, ewentualnie poza punktami przeciecia
z osig symetrii,

4°wszystkie krzywe rodziny sa $ci§le wypukle,

5°krzywe rodziny dane sa parametrycznie wzorem (1.2).

Niech I' € &€ (c). Zaldimy, ze wykres funkcji f, gdzie f : [%’ a] —
[0,+c0), za$ a jest ustalong liczbg dodatnig, jest wykresem krzywej I' w gérne]
péiptaszezyznie ukladu wspéirzednych. Oczywiscie, kompletny wykres krzywej I'

jest uformowany przez sume wykreséw f i —f. Rozwazmy cieciwe v krzywej I'
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przechodzaca przez poczatek ukiadu i punkt (z, f (z)), z # 0, krzywej I'. Oz-

naczamy przez (¢ (z),—f (¢ (z))) wspdhzedne kofica cieciwy . Wéwczas mamy
nastepujacyg zaleznosc

__(fﬂ(_llﬂ_l

—(z)
4)  fe@)=—9@% da zel=0U(Q,d.
Wykorzystujac réwnopotegowosé, otrzymujemy

(42) 22 +f @/ (@) + [ (p(a) =c.

Podstawiajac (4.1) do (4.2), dostajemy

Jar+ f w2\/<p2 :c)+ —w(w)”—?r:@
Voo + £ (@) Vo (o) e o,

2+ £ () | (0) | YL

|z|

skad

(43) w ((IJ) CW dla ze [—ch (l] -

Nietrudno pokazaé, ze p jest SciSle malejaca funkcja,.
Ustalmy dwie dodatnie liczby ¢ i a. Niech F oznacza rodzing wszystkich
funkeji f : [0,a] — [0,+o0) spetiajacych nastepujgce warunki:
(4.4) f e C?(0,a),
45 f@=0, fO)=ve

(4.6) f(x)>0 dla ze€[0,a),
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(4.7) istnieja granice lil‘%lf-' (z), lir%lj.‘: (@);

(4.8) lim f (z) = —oo0,

T—ta_

(4.9)  2zf(z) f (z) < f(z)* — 22 dla z€(0,a),
(410)  f(z) <O dla z€(0,a). |
Wszystkie wyzej wypisane warunki sg naturalng konsekwencja, nizej przeprowa-
dzonych rozwazan.
7 kazda funkeja f € F wiazemy funkcje ¢ : [0,a] — [=2,0] dang wzorem

(4.3) . Tak, wiec

224 f(z)? -2 (2:c+2f(z)f{z})

¢ (z) =—c

(:|:2+,f(m)2)2 ’
czyli
5 22 TJlxT f I)—J\T 2
(4.11) o (z)=c +2(;‘;(+}{i};)2f (2) dla z€(0,a),

Zauwazmy, ze warunek (4.9) znaczy iz funkcja ¢ jest SciSle malejaca.
Zauwazmy réwniez, ze
(412) (=0 i pla)==2
totez y przeksztalca jednoznacznie przedziat [0, a] na przedziat [=2,0] i
(@13) ¢ (0s) = Jim ¢ () = -1
Monotonicznosét funkcji ¢ pozwala nam przediuzyé funkcje

f :[0.a] — [0,4c0)
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do funkcji
F - [-"f,a] — [0, +00)

poprzez formule

(4.14) F(z)= f (=) dla z€[0,qd]

Sl e @) da zel0)

Pokazemy teraz, ze krzywa I' uzyskana z wykreséw funkcji F i —F jest

reprezentantem rodziny £ (c) . W pierwszym kroku pokazujemy, ze F' € C! (:aﬁ, a).

Niech

(4.15) ()= =_=<,  dla z€(0,q]

(416)  p=f(04) = lim (o).

Z——+U+

(4.17) @(:;;):26-(?;% dla z €(0,a),

_ o (1@ H@iw@) (a2 +7@)?)-4(2+ ()7 (2))”

(4.18) d (z) (m2+f(2)2)3

(419)  3(04)=lim &(z) =%,

(4200 & (0) = lim & () =2 [14+ 5 F (0:) -3

Z (4.14) dostajemy

~F(p(2)=2() /() da z€(0a),
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t.j. —Fop=2f.
Stad otrzymujemy
(421)  —@Fop=0f+®f.
Uzywajac (4.13), (4.15) i (4.19) stwierdzamy, ze
= (—F(U*)) =2Ve—p=np,
czyli
422)  F(0-)=f(04),
co oznacza, ze F' € C* (=£,a) .
W nawiazaniu do warunku (4.8) jest oczywiste, ze krzywa [" uzyskana z
wykreséw F i —F jest krzywa klasy C*.
Chcemy teraz pokazac, ze
(423)  F(0-)=f(04).
Rézniczkujac (4.11) uzyskujemy
? (@) = @
(2042 (@) f (=) + 22 ] (&) +22f (@) f (2) - 2/ (@) f (z)) (@ + f @)°))
- (:n2 +22f (z) f (x) — f (m)z) 2 (2% + f (2)%) (Qw +2f (z (a:))]

co zapisujemy w postaci

(4.24) P (z) = 2ep i@ H@IE) _ 2t @) o, (z) dla z € (0,a).

ma +£(z )2 z2+f(z)’

Uwzgledniajac wzory (4.13) i (4.16) otrzymujemy
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@) $(0)) = %p
Rézniczkujac (4.21) dostajemy

(4.26) ——@FO(p—((p)?ﬁ’oga:(i}f-l-Q f +@ f dla ze€(0,a).
Jeshi z — 0., wéwczas uzywajac formul (4.13), (4.16) , (4.19), (4.20), (4.22)

1 (4.25) oraz warunku

@) FO)=R0+e).

jestesmy w stanie uzasadni¢, ze F' € C? (=£,a).
Otdz
— = F(0-) =12 [1-* Ve (L4 p%) — 392] Ve +2etg 4+ J (14 p%),

— PO =%+ T2+

F02) =140 =F (04).
Warunki: T' jest krzywa §ciéle wypukla i F jest ujemne sg sobie réwnowazne,

wiec uwzgledniajac (4.26) , musimy zweryfikowac nastepujaca nieréwnosc

(4.28 Fop 4 2é-2eetdor 4 g2bop 12§50 dla z€(0,a).
w T T T
Niech

(4.29) L=F,p dla ze€(0,a)
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(4.30) P=2@letler gseoe fae i dla ge(0,a).

Podstawiajac ¢, ¢ 1 ¢ do (4.30), otrzymujemy

P 1+ 24 (@) flm) g a+i(@)iE) (22 42m f@) (@) —i2)? ) ) _ 222z (z) f(@)—r(z)? ) | . —am
p—_ (2"“ 4 (c 2a( 2t )+ (=)

(22 +1(2)2)* 22 +/(z)? (===+rt=eJ:;9 [ (=,
Z(sz-i-z(z ::{T )— zj_( -—c:(r ; ) —ez
+f(z zltf(z 7 W o= z)2
TR ) ) § gy R .

Po odpowiednim uporzagdkowaniu, mamy
(4.31)
L@+ 1) P=6a2f (f) —da® f —120f [ 27 (F) — ot f +f4 f ~6a2f +2f°
dla ze€(0,a).
Teraz, majac na uwadze (4.21) , mozemy lekko zmodyfikowaé forme L, mia-
nowicie
L=F o = F oP %

i dokonujac analogicznych podstawiefi jak wyzej, dostajemy

L=Fpp=Fpp2 =— (¢7+2)% =
. . o - : g
_ T 1—i—f(::)2+f(:=)£(:=l_4x-1'-2!(¢)f%=} (cz +2a [ (=)} (z) = fx) )
— _ (9, z+@i@ . @rr@?’ " P @2+ @
- (2c (wz+f(¢)2)if (3:) + 224 f(z)? f (:r)) c=2+2xf(x)f(=)—f(=)2) ’
@2+ ()2)
czyli

(432) 1@+ f)L=
oj-2af-*} (—23:3 +62f2 — 1202 f +4f° f +27° (f)2 — 6z /> (f)2 +22°f f +22f° |

2242z ff~f2

dla z € (0,a).
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Nieréwnosé (4.28) moze by¢ zapisana w postaci
L+ ) (L+ P)>0,
t.
L L . . 2 -2 . o+,
e (—2m3+6a:f2-12:c2f F+4f3 f 213 (f) — 62 (f) + 223 f | +22f3 f)
N2 . . N2 o o
+622f () —4a® f —120f2 f ~27% (J) — 2t f +f* } —622f +2f* > 0.
Zauwazamy, ze mianownik z2+2zf f —f2 na mocy warunku (4.9) jest ujemny.
Uwzgledniajac ten fakt, zapisujemy
(22 F —20f - 12 §)
. g N2 N\ 2 o o
. (—2$3+6:1:f2— 1222 f +4f® f +22° (f) 6z f? (f) +223f | +2zf3 f)
S a g &y - -
+ (sﬁf (f) _4g® f 1222 f —2f° (f) gt faftf —6:c2f+2f3)
-(s:2+2:nff—f2) < 0.
. N2 /N3 . )
Grupowanie wyrazéw z f, f, ( if ) i ( f ) prowadzi do nieréwmnosci
oo ‘ iy
f(=a® = 324f2 = 35 f4 — O + [ (22° + 4512 + 20f )+ (F) (~20*f — 422 f° - 2°)
A\ 3 '

i (f) (225 + 4a® f2 + 2z f4) — (224F + 423 + 25) < 0.
Zauwazmy, Zze nieréwno$¢ ta mozemy zapisa w nastepujacej postaci

o+ N3 oy 2 .
— @+ ) frem@+ 27 () — o @+ PP (F) 42+ ]
—2f (=2 + f2)* < 0.
Dzielac przez (22 + f2)°, otrzymujemy

1@+ foa(f) ~ 7 (F) +2f-f
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Ostatecznie mamy

b+ 7> (a5 1) (14 (7)).

Przeprowadzone rachunki prowadza nas do nastepujgcych twierdzeh:
Twierdzenie 4.1.A. Niech f € F . Jedli f spelnia nieréwno$¢ rézniczkows,

(433)  f(2) > 22fa5@ [1+ f (33)2] da z € (0,a)

1 zachodzi réwnost
(2r)  Fo)=3(1+F0.)),

to funkcje f mozna przediuzyé do krzywej klasy € (c) .

Twierdzenie 4.1.B. Niech krzywa I' bedzie krzywa klasy € (c) . Jesli wykre-
sem funkcji f jest czesé krzywej I, lezgca w pierwszej ¢wiartce ukladu wspdélrzed-
nych, to funkcja f nalezy do klasy funkcji F ispekiona jest nieréwnos¢ rézniczkowa,
(4.33), i zachodzi réwnosé (4.27) .

Przyklad 4.1. Niech f(z) = +/1—2zn(z) dla z € [0,a*] C[0,1], gdzie
funkcja 1 : R — R spelnia warunki:

1°ne C* dla z € (0,a*) C[0,1],

2%a*n (a*) —1 =0,

3l—zn(z)>0 dla ze€(0,a*)C[0,1],
4% (0+) =1,

502 7 (z) > x> —1 dla z € (0,a*) C[0,1],
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(n(2) +ai())’
1(1-zn(@))

™[4 =21(2) () @) + 32 (@) + (1(0) + 7 71 (2))°] (22 + 1 = 2 (a)

6° 7 (z) + 3z 7 (z) + >0 dla ze(0,a*)C[0,1].
<(@~an(2)+2* ) () [4(1 ~ 21 (@) + (&) +2 7 (2))?]

dla z € (0,a*) C[0,1].
Warunki 1°—7° w przykladzie 1 sg réwnowazne warunkom (4.6) —(4.10), (4.27)

i (4.33) opisanym w rozdziale 4, sa konsekwencja, nizej przedstawionych rozwazaf.

Mianowicie, dla funkcji

f@)=+y1-2zn() da ze0,a4,

warunek (4.4) , tj. f € C?(0,a*) jest réwnowazny warunkowi 1°,

warunek (4.5), tj. f(@*)=0 1 fQ)=4+c=1

sq spelnione dzigki warunkowi 2°,

warunek (4.6), tj. f(z) >0 dla =z € [0,a*), znaczy to samo, co
warunek 3°.

Poza tym, mamy

N e
f'_ 2f 7

2ff= "‘?*mﬁa
~2(f 41 F) =20 +o 1,
faf f=—i—toii.

Warunek (4.7) , dotyczacy granic, jest réwnowazny warunkom 1° i 4?, bowiem
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f(04) = =202,
F(00) + £(04) F (04) = — 7 (04),
[=809]" 4 F (00) =~ 1 (02,

f(04) = — 7 (04) — T2,

Z drugiej strony, na mocy (4.27) wiemy, ze

F(00) = 755 [1+ 7 01)].

Tt

=7 (04) - 292 = -1~ ' (0,,),

i) (04) + TP =14 208,

czyli

n(04) =1.

Przyjrzyjmy sie nieréwnosci (49) , tj. nieréwnosci
2¢f (z) f (z) < f (z)® — 22

Otéz

z[-n(z) -z 7 (z)] <1-an(z) -2

czyli uzyskujemy warunek 5°, t.j.

2?7 () >2?2—1 dla z€(0,a*) C [0,1].

Mamy na uwadze réwniez, ze f (z) <0, to

0> f(z) f(z) =7 () i (z) = ()
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1 dostajemy warunek 6° t.j.

N (z) + 3z 7 (’s)+% >0 dla xze€(0,a*)C[0,1].
Pozostaje nierownost (4.33), tj.  f (z) > 222 f@ [1+ f (3;)2] .
Wstawiajac do tej nieréwnosci f(z), f (z) i f (z), otrzymujemy

: . n(@)+zi(@)]’
- [n (@) + 1o7 (m)ﬂml] (22 + 1 - 2 (z))

> (@) - o7 (o) - 2 [1.+ Bl

skad mamy warunek 7°

L0~ (@) (7 (@) + 32 i (@) + (1 (@) + 2 (2)°] (=2 + 1 = om (2)

< (2 - zn(x) + 2% 7 (z)) [4 (1—2zn(x)+ (n(z)+x7 (.’z:))z] dla z € (0,a*) C
[0,1].

Zauwazmy, ze w szczegdlnosei funkcja

n(z) =z + ax® dla ustalonego a >0 iz €[0,a*] C [0,1]

spelia wyze] wypisane warunki 1°—7°.

Dla ustalonego a > 0 rozpatrzymy réwnanie 1 — z? — az® = 0.

Wielomian w(z) = 1 — 2% — az®

jest funkcja Scisle malejacg dla = > 0,
albowiem w (z) = —z(2+ 3az) <0 dla z € (0, +c0).
Skoro w(0) =1, w(l) = —a <0 i wielomian jest funkcja malejaca w

przedziale (0,+c0), to istnieje dokladnie jeden pierwiastek wielomianu w (z) w

przedziale (0,1) . Oznaczmy go symbolem a*.
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W zwigzku z powyzszym, warunki 1°—3° sg spelnione.
ad.4°

n(04) =1

ad.5°

Nieréwnos¢ 5° sprowadza sie do nieréwnosci

z? (1 + 2az) > 22 — 1,

skad otrzymujemy oczywistg nieréwnosé

20z > -1 dla z € (0,a%) C[0,1].

ad.6°

Wykorzystujac punkt 2°, otrzymujemy

2z-+3ax? )2 22 -+3az? a

1+3ﬂ$+w=1+30$+4(1_ >0 dla fBE(O,ﬂ*)C{O,l]

7= az?)
ad.7°

Nieréwnosc 7° przyjmuje postac

{4 [1—2z(z+az?)] (1 +3az)+ [z +az? +z(1 + Qam)]z} [z2 +1— z (z + az?)]

< [2+ (1 + 2az) 2? —a:(a:+aa:2)]{4[1+:r(a:+am2)]+ [z+az?+z(1+ Qam}]z},
(4 (1— 22 — az®) (1 + 3az) + (2z + 3a3:2)2] (1 — az®)

< (2 + az?) {4 (1—2%—az®)+ (22 + 3a:1:2)2] :

4(1— 22 —ax®) [(1 + 3az) (1 — az®) — (2 4+ az®)] < (27 + 3a22)’ (2 + az® — 1 + az®) |

4(1— 2?2 — az®) (—3a’z* — 2a2® + 3az — 1) < (2T + 3072)? (1 + 2a23) .
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Skoro wyrazenia

4(1— 2% —a2®), (22 + 3a22)?, (1 + 2az?)

sg dodatnio okreslone dla z € (0,a*) C [0, 1],

wystarczy wigc, by bylo

—3a%z* — 2ax® +3ax - 1< 0 dla z e (0,a%).

Niech

m(z) = —3a’z* — 2az®* +3ar —1 <0 dla z € (0,a*).

Mamy

m (0) = —1,

m (z) = 3a (—4az® — 22% + 1),

m(z) =—-12a(3az + 1)z <0 dla z € (0,a"),

czyli funkcja m (x) jest wklesta na przedziale (0,a*).

W przedziale (0, a*) winien byé¢ punkt extremalny (maximum), oznaczmy go
gt taki, ze m(2*)=0 i Mm(z) <@ i1 m(z*)<0.

Tak wiec

m (z*) = 3a (—4az*® — 222+ 1) =0

m (z*) = —3a%z** — 2az*® 4 3az* — 1

= —az* (3az™ + 22*?) + 3az* — 1
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= —az* (daz*® + 22*% — 1) + a®z** — az* + 3az* — 1

= a’c* + 2az* — 1

< a?a*™ + 2aa* — 1

<a®+2%-1=(+1°-2<0 da a€(0,v2-1).

Reasumujac, dla dowolnego ustalonego a € (0, V2 - 1) , funkcja

f(z)=vV1-22—az3 dla = € [0,a*] C[0,1], moze byé przediuzona do
krzywej réwnopotegowe;.

Przyklad 4.2. Niech f (z) = (1— 822)¥  dla sz e [osgi]  (rys4.1).

1
0.8]
0.6
o4
0.2
0 0.2 o4, 06 0.8
rys.4.1

Zauwazmy, %e

f0)=1=+/c, wigc c=1,
£(4) =0

floy=—=245<0 da ze(0f),

T )
f(0)=0,
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o = 1_'_%:;2) ﬁ

f(m)ﬂ(%_%Tﬁ)“E{<0 dla :36(0,2),

fF0)=-1,

istniejg granice:  lim f (z)=0, lim f(z)=—1, lLm_ f (z) = —cc.
z—0y z—04 w_.._;bgg

Jak wida¢ warunki (4.4), (4.5), (4.6), (4.10) sa speione.

Warunek (4.27) ,tj. f(04) = :[—15 (l-l— f (U+)2) , Jest réwniez spetiony.
Sprawdzamy nieréwnosé (4.9, tj.  2zf f< f* — a? dla ze€ (0, 123) .
Nieréwnos¢ jest oczywiscie speliona dla = = 0.

Dla z (0,!5) otrzymujemy kolejno

—2x? 1-~5:1:2g 1— 42 ;5§< 1— 452 %—mz,
3 3 3

4.2\
(1"2'.32)% < (1-32%)*,
1
z? {(1 — 322)% — 2] <1-32?

Przez | i p oznaczamy odpowiednio funkcje znajdujace si¢ po lewej 1 prawe]
stronie powyzsze] nieréwnosci.
Dla lewej strony, mamy
I(z) = (1— 422)7,
179

i(@)=311-4)7 (fr) <0 da z€(0,F),
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I\ w przedziale ( )
I(z)€(0,1] dla ze€ (o AQC)

Dla prawej strony , mamy

wins

p(z) =g+

i
‘*--...../

P(x)=2<0 dla me(
0,

T w przedziale z € (

::’_“J

“f

p(z) € (2,+00) dla ze€ (0

Stwierdzamy, ze nieréwnosé I (z) < p(z) jest spelniona dla z € ([},—‘2@) , a

zatem jest spelniona nieréwnoéé 2xf f< f2— 12 dla z € (0, 32@) .

T

Niewatpliwie funkcja ¢ (z) = - rzyjmuje wartosci ujemne dla
i) ( ) “‘—H (1-122) przyjmuj J
T e (0, 3523:) ’

Poza tym
+(1-42)e[onr3(-4) ¥ (3%2)]
% e
[32-{-(1—5"3-32) ]
a:2(1~%mz)%+1—§zﬂ—z[2:z(1-§m2)i—231
37
[w2+(1—%zﬂ>ﬂ (1-429)!
2 (1-42)} - (144)
.1.
[zz+(1__m2) ] (1-422)*
7, wyzej przeprowadzonych rachunkéw, wynika, ze
2[(1-222)2 - (3 42
) = [( );.Ig(x+ ﬂl <0 dla wE(O,@).
[zu(l_%zz)ql (1-322)

Sprawdzamy teraz nieréwno$é (4.33),
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f> 22%5_—7[5 {1+ fg] w przedziale (0, 3@) .

tj. nieréwnosé

(1___9:2)3
(i) et . g
m >2 mz+(1_4§zz)§ (l -+ —_?(k%x?)' ) dla z & (0, _22) )

Upraszczajqé, Eiosta.jemy

i = )T3 ] 2[ il (1-422) ¥ 402

(4 de) > 2 (le2 1) i (o) e

T

(22 (1+30) ~ 2 (30— 1) (1 - §o2)] (1 - &?)
> 22 (322 — 1) (1- 422) + (1 - 422)" (14 3a?)
(824 — B2 +2) (1- %)% > (1- 42?) (Bo* - 32 +1),

(3at — 222 +2) (1-§m2)%>-§—x4_3m2+1 dla z € [0,%)

lub réwnowazna, forme tej nieréwnosci

(1-422)% (320 — 8221 9) — 254 £ 32 —1>0 dla z € [0, ).

Jesli oznaczymy przez g funkcje po lewej stronie ostatniej nieréwnosci, to

funkcja ta jest dodatnio okreslona dla z € [0, %), co pokazuje rys.4.2. sporzad-

zony przy pomocy programu SWP.



0.9
0.8t
07
0.6t

0.5]

rys.4.2

Pomimo, iz funkcje uzyte w przykladzie sg stosunkowo proste, to jednak
jesteSmy zmuszeni uzywac¢ matematycznego oprogramowania komputerowego, aby

pokazaé nieréwnosé (4.33).

5.Przedluzenie réwnocigciwowe

W tej czeSel pracy rozwazymy mozliwose przedluzenia wkleste) funi:cji i E
[0,a] — [0, +o0) do réwnocieciwowej wypuklej krzywej z osig symetrii. Pokazemy,
ze przedluZenie jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f spelnia pewna
nieréwno§é rézniczkows, zwyczajng rzedu drugiego.

Niech B oznacza rodzine wszystkich réwnocigciwowych krzywych z osia
symetrii i punktem réwnocieciwowoéci lezgcym na tej osi symetrii. Mozemy
zalozy¢, bez straty ogdlnosci, ze o§ x jest osia symetrii, za§ poczatek ukiadu

wspéirzednych jest punktem réwnocieciwowosci.
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