zostal zilustrowany przykladami. W rozdziale tym stawiamy réwniez hipoteze, ze w

klasie krzywych , poléwkowych” najwieksze pole ogranicza okrag.

1. Ogélne pojecia i oznaczenia

Dana jest funkcja 7 : R — R spehiajaca nastepujace warunki:
{

O

(11)  § r@t+2n)=r(t) dla ¢ € R.

{ r(t) >0
Krzywa C opisujemy we wspéhrzednych biegunowych

t — 7 (t) dla t € [0,27].

Parametrycznie krzywa ta zadana jest formuls,

z(t) =7 (t) cost + ir (t)sint,

lub

(1.2) z@t)=r(t)e* dla te][0,2n].

Wszystkie funkcje zwiazane z krzywa, C rozpatrujemy jako funkcje okresowe o
okresie 27r.

Kroﬁka -oznaczaé bedzie pochodng wzgledem parametru t.

Niech « (t) oznacza kat skierowany pomiedzy wektorem wodzacym punktu
z (t), a wktorem stycznym z (t) w punkcie z () .

Dla krzywej C klasy C? mamy:



(1.3) z (t) =7 (t) e + r (L) ie*.
L) 2@ =P O+,
(15)  2(t) = [F () —r ()] e + 27 () 7€
Wprowadzimy oznaczenie {a + bi,c +di} = ad — bc  dla liczb zespolonych
a+bi, ¢+ di.
Z (1.3) i (1.5) otrzymujemy
{z (t),2 (@)} = {F @) e +r(t)ie®, (F (t) —r () e® + 27 (t)ie?},
(1.6) {z(@),2(@)} =27 (&) —r (&) 7 (t) +72(t).

Tloczyn skalarny miedzy wektorami z (t) , 2z (t) wyraza sie wzorami

@7 (2@),% (&) =7 () \/F () +72(t)cosx ().

lub
(1.8) (z(t),z (t)) = (r(t)et, T (t) e +r(t)ie®) =71 (t) 7 (t).
Zatem wykorzystujac (1.7) 1 (1.8), otrzymujemy
P (t) = /7 (t) + 72 (t) cos a (¢) ,
czyli
(1.9)  cosa(t) = —mle

VR () +r2(t)

Mamy réwniez zaleznoéci

(1.10) | {z (e (t)} |=| {?" (t) €. 7 (t) et + 1 (t) ?:e:‘t} 1= r? (%)
lub
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(1.11) | {z(t),2 ()} |=| 2(¢) ||z (t) | sine (2) = 7 () \/ (t) + 72 (t)sinc ().

Tak wiec, wykorzystujae (1.10) i (1.11) , dostajemy

r(t) = /7 (t) +72 (t)sina (),

czyli
1.12 ina(t) = —mprQee.
(112)  sma() = ool
Dzielac stronami (1.9) i (1.12) otrzymamy
(113)  Z =cota(t) dla t e [0,27].

Krzywizna k krzywej C, po wykorzystaniu (1.6), wyraza sie wzorem

HOEO} 2 (1)- —r(@F R+ ()
1.14 3 dla t € [0,2n].
( ) ( ) lz(t)is ( r {t)+r2(t) [ ]

Przeksztalcajac (1.14) i uwzgledniajac (1.13), otrzymujemy
3
k (\/7'-2 +'r2) Y |

ksif = 2r? cotza—r(‘rcota—-'r )+T

— SN 2

k;g-—-m 2r2 cot? o — r? cot? o + r2—%— e +r
r3 2 ) 2 & 2

kgmg =1 cot®a+ i + 17,

k=l =cot?a+ 5—+1.

Ostatecznie otrzymujemy wazng, zaleznoSc:

(1.15) Er-=1+a dla te(0,2q],

s1n

ktéra, wykorzystamy w dalszej czeci pracy.
Definicja 1.1. Zamkniets, plasks krzywg C, o dodatniej krzywiznie, bez
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punktéw wielokrotnych, nazywamy owalem.
Niech D¢ oznacza obszar ograniczony krzywa C.
Ustalmy liczbe dodatnig c.
Definicja 1.2. Zamknieta, plaskg krzywa C, nazwiemy réwnopotegows, jesl
dla krzywej C istnieje punkt P € D¢ i nastepujacy warunek jest spetniony:
dla dowolnej cigciwy o koficach P, P,, przechodzacej przez F, mamy
(1.16) | PP, || PP, |= ¢ = constans
i lloczyn nie zalezy od wyboru cigciwy.
Stala ¢ nazywamy stals réwnopotegows, za$ punkt P nazywamy punktem
réwnopotegowym krzywej C.
O krzywych réwnopotegowych pisat jako pierwszy Yanagihara [20], [21],
a nastgpnie Kelly [9] , Rosenbaum [14] oraz Zuccheri [22] .
Definicja 1.3. Zamknieta, plasks krzywa C, nazwiemy réwnocieciwows, jesli
dla krzywej C istnieje punkt O € Do 1 nastepujacy warunek jest spelniony:
dla dowolnej cigciwy o kohcach P, Py, przechodzacej przez O, mamy
(1.17) | OP, | + | OP, |=c = constans
1 suma nie zalezy od wyboru cieciwy.
Stala ¢ nazywamy stals réwnocieciwows, za§ punkt O nazywamy punktem

réwnocieciwowym krzywej C.

ot



Zainteresowanie krzywymi réwnocieciwowymi wynikalo m.in. 2z braku
odpowiedzi na nastepujace pytanie: ,Czy istnieje krzywa wypukla C z dwoma
punktami réwnocigciwowoéci?” Pytanie to postawil Fujiwara w roku 1916 [6].
Niezaleznie od niego, pytanie to postawili réwniez Blaschke, Rothe i Weitzenb&ck
w roku 1917 [1]. W literaturze pytanie to znane jest pod nazwa -,problemem
réwnocieciwowosci”. Ukazalo sie wiele artykuléw, w ktérych autorzy prébowali
odpowiedzie¢ na wyzej postawione pytanie, m.in. W.Siss [18], A.Dirac [2], L.Dulmage
(3], H.G.Helfenstein (7], V.Linis [12], E.Wirsing [19], J.Sancho de San Roman
(16] , E.Ehrhart [4] , V.Klee [10], R.Schéfke and H.Volkmer [17]. A.Dirac pokazal,
ze jesli istnieje rozwigzanie ,problemu réwnocieciwowosci”, to krzywa musi byé
klasy C! oraz musi mie¢ dwie prostopadle osie symetrii. Z kolei E.Wirsing pokazal,
ze krzywa bedaca rozwigzaniem ,problemu révi.mocigciwowoéci” jest krzywa anal-
ityczng. Dopiero w roku 1997, M.Rychlik ([15] udowodnil, ze krzywa réwnocigci-

wowa, z dwoma punktami réwnocigciwowosci nie istnieje.

2. Krzywe k-ré6wnocigciwowe i uogélniony problem Fujiwary
Opréez klas krzywych réwnocieciwowych i réwnopotegowych mozemy zdefin-
iowat w podobny sposéb inne klasy krzywych. Mianowicie, dla ustalonej liczby
(.:a.lkowitej k # 0 zdefiniujemy krzywa k— réwnocigciwows w nastepujacy sposéb:
Déﬂnicja 2.1. Zamknietg, plaskg krzywsg C, nazwiemy k— réwnocieciwows,
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