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dodatna; bo kazdy kat, i kaidy bok mnievszy od
180°, wigc 1 pierwsza slrona dodatng bydz musi: a
zatém: polowa summy dwdch fqléw, i polowa
summy dwdch bokdw tym Lgtom przeciwleglych, sq
zawsze tego samego gatunku: lo iest aibo obiedwie
oslre, albo obiedwie rozwarte.

Przypadki nie obigte Analogiiami Nepera.

§ 8. Zachodzi tu ieszcze laki prazypadek: w tréy-
kacie kulistym maigc dwa boki b. ¢, i kat migdzy
niemi zawarly 4, iakze wynalesdz bok trzeci a, za
pomocg logarylmow? Przez analogiie Nepera wy-
nayduig sig katy, a dopiero z tych katéw, bok. Jakze
- wynalesdz zaraz bok trzeci, nie przechodzac przez
kagly ?

dost4.wstb.wst ¢ = dosta — dost b.dost ¢,
aze  dostd = dost*L.4 — wst21 4 ;
(dost>Z.4 — wst* gA)vvsiZ).\fﬁ"s*l:c — dosta—dostb.dost ¢

(— 1 42 dost2L A)wstb.wstcf-dostb.dostc = dosta

dosl{b-f-c)+2 dost* ;A wstb.wstc —=dosla:
polozmy ‘
dost®*tAiwst b.wstc = wst?u; 2 wsl?u=—1— dost 2u;

dost(b+c)4 1 — dost 2u == dost a = 1 — 2 wsl*Za,
wiec
2 wst2ta = dost 2u ~— dost(b-}c)

=2 wst (b+c+ u)wst (?—:-f—- u)

2

wstia=1{/ {WSt (é%_f + M) wst (L;tcﬁ u) : ()7
: .
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i zadanie rozwigzane. Albo
(1—awst?E A)wst bawst c-J- dosi budoste=dost ¢ =t 1 —2Wst?Fa;
polozmy
wsl2td.wstb.wste=wst2z, 2 wst2ep = 1 =dost 24,
dost(b —c)+dost 2w = 2(1 — 'fvst%,}cz) = adost?La;
wige

doa.tia—_—‘/ ’dosL(l%E-{— w)dost(b:c—-w)} | (n):

Te dwa zréwnania (m), (0); podal Mollweide Zert~

schrift fur Astronomie May, Junius 1816 p. 439 bez
zadnego dowodu, kidry po przeczylaniu iego pisma,
wyciggnalem zaraz ze zrownania fundamentalnego.
Tq samg diogg przyszedlem do rozwigzania nastgpu-
igcego zadania: Maige dwa katy 4, B, i bok ¢ mie-
dzy uiemi lezgey; wynaleddz kgl trzeci (', nie prze-
chodzge przez boki insze? W § (4) zréwnanie gldwne

(3) daie

dostC = dost c.wst4.wst B — dostﬁ.dosté
= (dost2Le—wst2Ic)wst 4 wst B~ dost £.dost B
= (=1 + 2 dost2Jc)wstA.wst. B —dostA.dost B

— 2 doffl>]c.wstA . wstB —~dost(4 — B):
polozmy

dostzZe.wstd. wsl B— wst’x, 2 wst2x = 1—dost 34,
dostC = 1 —2wst22C = 1~ dosl 26— dosi(A— .B) 3
wige '

wsiiC= {/ gdust(ﬁr;'g-—]— x) do‘st( ‘ig—ﬁ—x) l (p)




i zlnowu
dostC = (1 -2 wsl ch)wstﬁ' wslB —dost.4.dost B
! - =-—dosi(Ad-+.B)—2 wstzle,wst. A, wsLB ;

Po{dz"my |
) wstzic.wstA.WstB = Wsl.ely, 2 'WSL{-y == | —dosl 2y,
2(1—wst23 C) = dost 2y — dosi( A B);

a zalém

dost—C \/ gwsl(

Delambre w Conn. des tems lan 1820 p. 343, podal
takze dowid ma zréwnanie (m), (n); i rozwigzanie
przyloczonego tu pylania, Nadlo iak w pierwszym
przypadkn bok, dak w drugim kgl wyrazil przez sly-
czny, 7za pomocy dosy¢ slucznego i ciekawego prze-
robienia, ktére takze bez zadnuco dowodu przyto-

B Ly wet (212 -—y)} (0)

czyl  Mollweide. I lubo zréwnanie —(—{])) daie styczng

polowy hoku trzeciego, gdzie wehodzg dwa katy u, w,
positkowe, szukaymy atoli bez tych kgtow wyrazenia
_slyczney na bok trzeci a, '

dosta : dost b.dost c-4-wsl b.wst c.dosl4; dosl4==1—2wst2] A4,
= dost (b —¢)—2 wst?L A4, wsLh. wsle,

1 —dosta =2 wst21ea =1 —dost(b — ¢) 4 2 wst> L 4. wst b.wstc,‘

1-+dosta == 2dost* la==14-dosLip —c) — 2 wst* L4 wslb.wsl¢;

wige
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1 “rloqt(bqo —{— 2 wsl "Td wsth.wsle

sty2za— 1 -dost(b—c)—2 wsl™} . wl b.wsle

__owst*L(b— r‘)—[—g th“_LA’ wslb.wsle

o dosl2 (b —¢)— 2 wsl2 | _4.wstb, wch,
a dla skrdcenia polozywszy

wal 2L A wsth. wste

f=— dost (6——0) d

bedzie

sty24(b—c) + £
11—k

sty *za =

= sty}(s —c){ y3lh—c)4b doplyith —c)

a ngoiy,wszy,' & dosty (b ~c) ;—_: sty z, otrzynmmy

sty>3 @ = sty (b—e)sty[3(b'—c)+-=], ()

wslb.wste.wsld sty 14
wsl(b—c) '

gdzie sty z =

iezeli zas w zrdwnanie fundamentalne wloZzymy za

dostd =—1 + adost24 4,
olrzymamy: |

1 —dosta =t — dosl( b-}-c)——-zdoqtz’ff wslh.wst e,
i 14-dosta = 1+du_sL(b+c)+2 dost2l A.wstb.wslc:

a zatém

sty?xq = e ost(b_ii:-z doqtzl Awsl b, wqtc

=

. ﬁrstz;(b_l-f) —dost2L Awst b.owst ¢
T dost*;(04c)f-dost> L A.wslb.wst e ®




AT

~zréwnan (r), (s): ze fankcys wzoru —

a NAZWAWSZY
‘ dost2} A.wst bowste

= dosL”&b—}*G) !

bedzie
quz’(b—l—(') £

e e

4»{-/(,'

slty?za—

sty (bt — Fdostylibdc
= slyi(bt-c) ya(b+ ),“_};‘"}é, y_(‘ t)

niech bedzie
Fdosty(b-o) =sty y,
a zatém S
k= sty y.sly+(b-fc);
wige :
sly?*‘a___siy {b40).8ty [3(04-¢) -] (s)
gdzie
. wstb.wst c.wst A.dosty s
visl(b4¢) 7
pomnac, ze - 3
| 2 dogl?2} 4 — wstA4.dosly; 4.

styy.._

Widzimy wige z rachunku, klory nas pr?vwiddf do
' sty2 A=
Py
pia si¢ na wyraz sly_/:’l SIV(A 5); gdy sig polozy
sty z = £ dosty . :

Aamle—-

Przerébmy podobnie zriwnania (p), (q): z warto-
$ci na dost ¢ tam przytoczonych: mamy

1—dosiC==2 wst?§ C=1 -} dost (4 —B) — zrlost"" c. WSLA wstl3
1 dostC==2dost?;C=1— dost(d— B) -+ 2 dost*c.wst.4 wsLB:

wige
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styil B 1 - dosi(4 — B)—2 do:t:ir_ilit_/f:if_?}
= 1 —dast(A ~ B) f2dosl2 Le,wsl A wslB?
a polozywszy '
dost2Le.wst L. wsl B
= =)

bedzie
dosty>1(A4—~ B)—k

1+ b _
:dostyga(g__g)gdostyé(ff—- ?)ﬁsty%(d_g_)

sty2il=

polozywszy znowu
& sty(A— B)=/sty z}
a zalém
k= sty z dosty (4 = B);
olrzymamy
sl — dosty%(d-e B)dosty[H(A—B) -} 2] (1):
gdzie
| 2 dost2le wst A.wst B
wst{A— B) :

a mozna ieszcze polozy¢

Sty z —

2 dost2t c—=wste.dosty L c.

Whreszceie z wartosci na dostC prowadzacych do zré-
Wwnania (q) mamy :
¢ 1 —dostCr=1 + dost( A4 B) + 2 wst2te wst L wsl B,
1+ dostC == 1 — dosl(A+ B) — 2 wst2Lewst A, wst. B,
skqd

dost2L (A4 B) -+ wst2Lewst A wst B

Bty210 — il :
I % wst? s (d+ B) — wst?tcwstd.wst B’
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a 11&2“’5\75337
 wsl2tewst AwstB

.k:..._a \VS[LZ%(A"}-.I'}) b
bedzie :
; sty2Y(A4-B) + £
stya%c:fhji_%__;; )+
e ety Aty | S +f3:) j‘f styi(4-+ B))
a polozywszy |
ksty 3 (A +By=sty %,

czyli ‘
k=stysdosty: (A4 B);* |

Préyydziemy do zrownania
sty21C = dostyi(A4+ B):.dosty[1(4+B) —z] ()

gdazie
o . .
o wsl2le wst A wst B

sty g== oz TP
y wsi(Ad+B)
a moznaby ieszcze polozyc
2 wst22 ¢ == wst cisly 2 c.

Z tego rachunku znowu sie pokazuie, Ze funkcya
dosty2A==£
i=pk

dosty 4.dosty(A==z), kiedy sig poloZy sty z =/ sty.d.

wzoru rhoze sig zamieni¢ na

Mamy wige ofm nowych zrdwnan trygonome-
trycznych, wyciaggnionych ze zréwnania fundamen-
talnego: z ktdrych cztery, to 1est (m), (n), (v), (s), slu-
Za na wynalezienie boku trzeciego, z danych dwéch
bokéw tréykgia, i z kata migdzy temi bokami za-
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wartego: drugie czléry, to iest (p), (q), (t), (u) daig kat
trzeci w lréykgeie kulistym- z danego boku, i dwéeh
kalow iemu przylegi_ych. Licznieysze na ten sam
kqt zrownania, $g W rachunku ‘I;ryguu0111(:(.1‘}'(@“}:}1,1
bardzo potrzebne, i do zpiesienia walpliwosei o ka-
cie, i do $cisleyszych wypadkow una kgly lub {ukj
albo barzo male, albo bliskie kgta prostego: iak sig
o tém poznisy przekonamy.

Te sa gléwne zrownania do kidrych nas uwaga
tréoykata kulislego prowadzi, wycigguione z iednego
zréwnania (1), Wszystkie 1une dolgd znane, i pod
Toznemi poslaciami w lrygonomelryi podawane, za-
wsze prawie sa iylko przerobieniem czlérech wal-
nych zréwnan (1), (2), (3), (4): iakos’my to widzieli
nazréwnaniach Cagnoli, Delambra, Nepera, i innych.

Triykat kulisty prostokqtny.

§ 9. Przystosuymy inz tg nankg do wszystkich
przypadkow zadania irygomometrycznego: z szesciu
rzeczy Irdykgla kulistego maigc lrzy znane, wyna-
lesdz reszlg: to iest analilycznie mdwiae, z szesciu
ilosci 4, B, C, a,b,c, wyciaggng¢ wszystkie kombina-
cye, hiorge ich po cztery na raz. Tych bydz po-

. 6.5.4.3 . s
winno -— 5&:15 § 23 Algebry: ale prawdziwie od
siebie riznych mie zachodzi tylko cztéry: iak sie
przekonac mozemy z nastgpuigcego ukladu:

A,B,Cya;5 (Z.,Z),Cﬁ.d; A, B,a,b 5 a,b, (171445 Z),d, C:B:: |
4,B,Cb; ab,e,B; A4,Cac; |ac,B,A; cya,B,Cy ‘
AB,Cic;  ab,e,C; B,Cb,c; b.c, B85 .b,.1.0,

Pierwszy przypadek iest, trzy kaly i ieden bok:
drugi przypadek, trzy boki i ieden kat: rzect przy-



—_— 33 ==

;
padek dwa katy i dwa boki im przeciwlegle: ,czwarty
przypadek dwa boki i dwa katy, z kiérych ieden iest
przeciwlegly, a drugi przylegly: tu wypada szesc
kombinacyy, trzy do iednego, lrzy do drugicgo hoku
i kgta -przyleglego, iuk nas unezg 2réwnania (4). Ma-
my wige czlery ze luk powiem klassy i komhbinacye
zupelnie rozne; a pod kazdg klassg tyle zréwnan po-
dobnych, ile iesl kombinacyy tey klassie sfuzgeych.
Zaczniymy od {roykgta prostokgluego, kidry iest
przypadkiem szczegolnym zadania, ale ma swoie wia-
ciwe cechy. |

Przypusemy ze kgt A== go° bedzie @ przeciwpro-
stokatng: wstd=—1, dogtd—o0, sty d—%, dosty.4=—o
wprowadzmy te warunki w zrdwnania tak fundamen-
talne, 1ak giowney bedzie

Przypadek 1. Zréwnanie (1) daie
(a) dosta = dost b.dost ez .,

to zrdwnaumie rozwigzuie nham zadanie: w tréykacie
prostokgtnym maige dwa boki, wynalesdz trzeci; i
razem mnas uczy, ze wlym troykgeie kiedy dwa boki
kgt prosly zawieraigce sa albo obadwa muieysze, al-
bo obadwa wigksze od go°; przeciwprosiokgina iest
zawsze munieysza od go°: albo kréedy; kiedy b,c, sq
iednego galunku, zawsze a<go®: kiedy za$ b,c, sa
réznego gatunku, a>qo°: a zatém kiedy przeciwpro-
stokglna z kiérymkolwiek bokiem iest ieduego ga-
tunku ; bok drugi iest koniecznie mmuieyszy od go:
kiedy za$ przeciwprostokgtna z ktorymkolwick bokiem
iest réznego gatunkun; bok drugi iest koniecznie wig-
kszy od go® T'o wszystko wspiera sig na lym po-
czalkn: Ze dostawa kgla ostrego iest dodatna, rog-
wartego odiemna. To zréwnanie iest bardzo fatwe

b



do pamigtania. Moghhysmy tg wartoéd na dosta Wpro=
wadzi¢ we dwa nﬂa[?pﬂlqce zrownania (1 ) 1 olrzyma-
libysmy, se dost B=—=Jdost b.wsLC, dostC=—=dostec.wst.B:

ale namm te zréwnania wypadng zkadingd.

Przypadek 11. Wprowadziwszy wstAd =1 w zrd=
wnanie (2); otrzymamy

slB wstC , Wste
(D) e .E\V‘q B::i —, azatém —— == wstC,
wsla wslb  wste - Wsla
albo
-W—-_Siz,: wstd, wste==wsta.wstC:
Wws

to zrdwhanie rozwiezuie te zadamia: wmaigé przeciw=
prostokatng i bok; wynalesdz kat temu bokowi prze:
ciwlegly: albo maige- bok i kat mu przeciwlegly,
wyualesdz przeciwprostokaing: albo maige przeciw-
prostokalng i kat kiorykolwick, wynalesdz bok temu
kylowi przeciwlegly.

Przypadet 111. Wprowadzmy warunki kgta pro<-
stego w zrdwnunia (3); wypadnie

(c) dosta = dosty B.dosty C = ﬁ'st

dost B Jostoas dostC = ,
wsLC'! e Bl

(@) dostb=
€0 W przypadku I
(c) rozwigzuie nam dwa zadania: maiac dwa kqty,

wynaiesdz pl?(,cnvplastokqiuq, albo maige przeciw-
prostokatng i kat, wynalesdz kat drugi.

(d) rozwiezuie zadania nastepuigce: maige dwa
kqty, wynaleddz bok iednemu z tych katdw przeciw-
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legly: maige bok i kat mu przeciwlegly, wynaleddz
kat drugi: maigc bok i kal mu przylegly, wynalesdz
kat dragi,

Przypadek IV. 7 szescin zréwnan pod znakiem
(4) § 4, cztery tylko zamykaig kat 4; kazda za$ pa-
Ta Wyra:’za ten sam zwiagzek, lak lo zaraz zuhacz}rr_ny.
Uczynmy w zrownaniach (4), dosly 4 =—=o, wstd=1;
wypadnie:

dostya Wstb.__doqtb dostC, czyli ———3—%:: dostC

(_e) I sty ¢
: dostyh.wst ¢ = dost c.dostB, —s ==daost B
sly a
dosty b.wst e = dosty 55 czyli sty B— Yb-
P RSieS= S e J Y& = Gate?
v e wst b = dost e e,
dosty c.wstb = dosty C, sty C = o o

zréwnania (e) rozwigzuig mnastgpnigce zdania: maige
pmeciwpwslukqlnq i bok, wynalesdz kal temu hokowi
przylegly: maige bok i kat ma praylegly, wynalesdz
pr?t,mwptoqlﬂkqlnq maigc przeciw [)IOSLUI\.%“I% 1 kat,
Wynalesdz bok temu kalowi puylgg[}.

Zréwnania (f) odpowiadaig na 1e zadania: maiac
dwa boki, wynalesdz kgt iednemu prozeciwlegly: maigce
kat, i bok mu przeciwlegly ; wynalesdz hok drugi: ma-
ige kat i bok mu przylegly ; wynaleddz bok praeciw-
legly. | \

Te ieszcze zrownania (f) uczg nas; Ze w trnykqme
prostokatnym, kat ukosny i hok mu przeciwlegly c;q
zawsze lego samego galunku, to iest albo obadwa oslre,
albo obadwa rozwarle. WV zréwnauiach (a), (0), (¢)
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(d)s (), (f) zawiera sig cala nauka, 1 rozwiazanie
wszystkich zadan o tréykqcie prostokglnym kulistym,

Trdykqty o dwdch i trzech kgtach pi'OStjfc/z.

§ 10, Mowige w § poprzedzaigeym o Lrdykacie
prostokatnym, rozumielismy taki troykat, w kidrym
ieden tylko kat iest prosty, Aze dowiedlismy w § 4,
ze sumama wszystkich kaldw w trdykacie kulistym iest
koniecznie. wigksza od dwéich kagtdw prostychs wiege-
iréykat kulisty moze zamykaé dwa anawel i trzy kaly
proste, Jezeli ich zamykaé bedzie dwa, n, p. 4==q0°,
B—9q0%; wigc wst 4=1, dustd=o0; wslB=1, dost B=0:
Wpruwu'dziwszy te waruuki w zrdownania (3) §4, otrzy-

" mamy doste==0, dosthE=os a’ zatem n—0H=g0"%

przytém dostc=dosl C, a zalém c= C: wige troykat
ten bedzie rdwnoramienny, boki naprzeciw katéw
prostych lezgce beda dwiarlkami kola, a bok ¢ bedac
réwny katowi C, bedzie iego miarg: czyli kgt C he-
dzie biegunem fuku ¢. Tu widzimy, ze kqu' na po-
wierzchni kuli wyrgzaigce pochyloéc plaszezyzn, ré-
wne s3 fukom o go° z ich wierzchotka zarysowanym,
i dla tego niemi sig wymierzaig; lak sig to inz oka-
zalo z wiasnosei kuli. Jezeli.te {uki na ¢ pionowe
z drugiey strony przeciagniemy; przeing sie w dru-
gim Dbiegunie, i zamkng plac na powierzchni kuli:
plac ten miedzy dwoma kolami wielkiemi w dwdch
punklach si¢ przecinaigcemi zawarly, nazywaé be-
dziemy tasmq spiczasig powierzehni kulistey, Fran-
cuzi nazywaia to wrzecionem (fusean): brylowatoéc
kulista takg tasma zakoriczona nazywa sie u francu-
zow Onglet sphérique, v nas nazywaé sie bedzie £li-
nem fkulistym: sq to dwie piramidy spoione z sobg
Sciang kaly proste maigeq. W praktyczném wyra-
bianiu globéw ziemskich i niebieskich, cala powierz-
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chnia kuli dzieli sig na tasmy $piczaste, kidre sig
osobno wyeciskaig, i nicmi ohblepia sig kula wyloczo-
na, lub w formie wylana, .

Jezeli troykal kulisty zawierad bedzie wszystkie
trzy katy proste, czy hh A= B—=0==q0% begdzie
wstA—wst B=wstL=1, doslA=dost B—=dostC—o0:
co wprowadziwszy w zrdwnania (3) § 4, olrzymamy
dosta=—0, doslb=0, doste==0; a zatém a—b=—0c==g0"
wiec laki trévkat bedzie réwnokgtnym i réwnobo-
cznym, i kazdy bok réwny cwiartce kola; a przeto
wierzchofek kazdego kgta bedzie biegunem luku so-
bie przééiwfeg-i’ego. Cala” powierzchnia kuli sklada sig
z osmin takowych lréykatow,

Lroykat kulisty ukosno - kqtny:

§ 11. W trovkacie kulistym ukosno-kgtnym za-
chodzi 15 przypadkdw cy_y[i zadan; na co mamy {y-
lez zréownan (1), (2), (3), (4)- Z tych aloli cztéry

tylko sg prawdziwie od smh]e rozne. Dosycby wigc

bylo wymienic te zadania, i skazaé¢ w dopiero wspo-
mnionych zrownauiach le, kiére na kazde zadanie
odpowiedz w sobie zawicraig. Ale lu zachodzg dwie
wazne uwagi: naprzdd wystawiwszy sobie taki tylka
do ‘rozwigzania trdykat, gdzie kazdy kat, i kazdy
bok iest muieyszy od 180°: ile razy wartos¢ boku lab
kala szukanego iest wyvazona przez wslawg, odpo-
wiedz iest watpliwa; bo ta sama wstawa, i z tym sa-
mym znakiem zawsze dodatnym, mnalezy réwnie do
boku lub kgta tak ostrego, isk rozwartego. Rozrd-
znia tylko tle katy dostawa, albo slyczpna; bo iedna
i dringa iest dodatna na bok lub kat ostry; odicmna
zas§ na kgl lub bok rozwarty. Powlidre zréwnania
(1), (3), (4), sa bardzo niewygodne do rachunku




