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gléwne (2), (3), (4), rozwiezuig wszysikie przypadki i
pylania zachodzgce w troykacie kulistym, iako to mni-
zey zobaczymy. Moznaby na ich praystosowaniu skon-
czy¢ trygonomelryq kulistg iak zrobil de la Grange,

z lym potrzebnym przydatkiem, zehy kazdemu zvos—

wnaniu (4) nadadz wygodnieyszg do rachunku przez
logaryliny postac, iakesmy ta zrobili na (1), (3). Ale
tu zachodzi iedna wazna nwaga: zrownanie londamen-
talne (1) wydalo trzy gldwne: kombinacya czterech
tych zréwnan miedzy soba, czy nas nie przyprowa-
dzi albo do nowych iakich prawd o tréykacie kuli-
stym, albo do sposobdéw nlatwiaigcych rachunek wro-
zwigzanin tréykata? Rozbierzmy to zapytanie.

Zréwnania miedzy trzema bokami i lrzema

kgtami razem.

§ 6. Poznawszy fundamentalne i gldwne trygo-~
nomelryl zrownania, kombinuymy ie teraz z sobg,
Lo iesl: zwigzki iedne Yaczmy z drugiemi, przez ro-
zmaite wartosci tychze samych bokdw i katéw. Pier-
wsze zrownanie (3) daie

dost A4 = dosta.wst B.wst C—dost B.dost(’ ;
dosta.dost. 4 = dost*a.wst.B.wst C—dosta.dost.B.dost C.

Aze ze zroéwnan (1) dosta= dostA.wstb.wstc-dostb.doste,

wlozmy te wartos¢ za doste w pierwsza strong zrd-

Wwnania poprzedzaigcego, a elrzymamy

dost?.4.wslb.wste-+dost4.dostb.doste
=dost*a.wstB.wst C—dosta.dost B.dostC;

“

zamietimy doslawy na wstawy: dost?d=—=1-—wsi>A,
dost?a=m1—wst2a , hedzie
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wstbiwste—wsl2 4 wsth,wstcJ-dost A.dostb.doste

—wst BowstC—wsta.wst B.wst C—dosta.dost B.dostC

wdrugim wytazie drugiey strony zréwnania, z(2) po-

wstA. wsl!n wst.A4.wsle
¥6Zmy za wstB— -— - -—— za wst(C=——e——
. wsla. wsla

a lerminy znoszace, si¢ wymazawszy; olrzymamy
wsth.wste.~dostb.doste.dost A==wst B.wst C—dostB.dostCodosta  ({4)

podobnie postapiwszy ze zréwnaniami na dostB3, dostC,
w {3) wynaydziemy dwa inne

wsta.wsth-dosta.dostd.dost C=twst 4. wst B—dost.4.dostB.doste  (33),
wsta.wstetdosta.doste. dostB==wst.4.wst C—dost.4.dost C.dostd  (f4);

kazde ze zréwnan (B,), (A,), (B,) zawiera wszystkie
trzy boki i wszystkie irzy kgty trdykala: podal ie
nayplerqury Cagnoli w swoiey [Lygonometryl Ale
i zréwnanie (m:) w § 2 toz samo wyraza, do ktére-
gosmy przyszli tak prostym i lalwym sposobem. Ka-
zde nawet ze zréwnan (4) moze nas przyprowadzié
do takiego, ktére ogarnia wszystkie rzeczy w trdy-
kacie zachodzace; kiudy n.p. w drugiém (4" albo za
wstb, albo za wstC, wprowadzimy z (2) warlesé wy-
razonyg przez ¢, B. Podobne' zwigzki migdzy wszy-
stkiemi rzeczami w tréykacie miano za zabawke ana-
listéw, poki sig nie pokazalo ich uzycie w zawilszych
astronomii p ylaniach,

Zrdéwnania (e¢,) w § 3 ktére tak prostym sposo-

‘bem wyciggnelismy z (@), zdaig si¢ kazde z dwéch

’ r kd 7 = - s -
fownan zfozone, mna klére iednak nie moglismy ich
ozebrad, Kazde zréwnanie Cagnoli powinnoby nas
do tych, albo do podobnych wypadkéw przyprowa-

dzic. thmy tego probg na (ﬂ) ‘Wiemy z § 51.
Algebry, Ze
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dost;ff:.-' 1—2owst2L 4 —adost24 4y,
dosta ="1—2wst*ia = 2dost>*La—i ;

wstB.wslC4-dostB.dostC — dost(B—C):
-“a zatém | l ' '

dostB.dost C = dost(B—C)—wst B.wstC
dost B.dostC—wst B.wslC = dosl(B|C). .

Ze zrownan (3) wzigwszy pod uwagg pierwsze, ma-
my z niego
1—dosta = awst*ta=—a(1—dost?Llu)=—

.
_ wstB.wstC—dost4—dost B.dostC_
= wsl 3, wstC ?

skad wypada:

owst?Lia.wst B.wst (' — —dost( B4 C)—dost 4,

2dost?1a.wst B.wst ( —=dost(B—C)|-dost A.
Wezmy znowu pierwsze ze zréwnai (1) § 2, i podo-
bnie postgpuigc, wyciagniemy
1—dosld =2 wsl*L A4 = 2(1—dost*L A)

__ wsth.wste - dosta-dostb.doste.

wslb.wsle ?

skad znowu wypada, Ze

2 wst?L 4 wst b.wstc == dost (b—c) — dosta,
2dost? LA wstb.wst c= — dosl(b+c¢)-}-dosla.

Za pomocy przytoczonych tu wartosci, staraymy sie
skiekolwiek zréwnanie Cagnoli, n.p. (8,) przywiesdz
do nayprostszych wyrazéw, zachowuige w niém wszy-
stkie boki i wszystkie katy:

wst bowst c--dost b.dest c.dost4 = wstB.wst C—dost B.dostC.dost a (8.)
‘ 3
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wprowadzmy w (f,) za dost 4 iego wartos¢ 2dost2 LA —y
za doste warte$¢ =1 — 2wst2ia, olrzymamy
—dost(b--c)-2dost?L.A.dostd. doste=—
= dost(B’-[—C)—[-zwsl“la.dostB dostC 06’ BE
aze dowiedlismy wyzey, Ze
adost?i4.dosth,doste=
=4 dOS‘tZ%A.dOS'L(b——c)—-zd;ilst%.zﬁf.wstb.vvsta
=2 dost2}A.dosi{b—c){dost(b-{-c)— dosta 3
awst*Za.dost B.dost C=

— awst2La.dost(B—C)—awstzta.wst B.wstC
= awst*fadost(B— C)+dost(B-]-C)+do_stA :

te'ostatnie warlosci Wprowadzone w(f',); po wyma=
zaniu znoszacych si¢ terminow, dadzg

adost2LA.dosi(b—c)==dost A=
= 2wst?La.dosi(B—C)4-dosta.

W tém zréwnanin za—dost 4 polozywszy 1=2dost2 %
a za dostea = 1— 2 wst*1a; znaydziemy

adost24 A[dost(b—c)~1] = awst2La[dost( B-~C)—1]:
aze dost(b—c) =1 — awst?L(b—c); dost(BwC)==1—
2wst2L(B—C) po wprowadzeniu tych wartosci w zréa
wnanie ostatniey; odmienieniu znakow, 1 po wqu:a'

gnieniu pierwiastkéw, puyydzlemy do -

wsti( b-—-c) _wsli(B—C)
wstla —  dostid

L

- Powtdre: W to samo zréwnanie (8,) polozmy za
dostd=1—2wst>+4, za dosta =1 —2awst?{a, przez
co zamieni sig na -



dost(b—c)—2 wst2L.A.dostb.dost ¢ =
= —dost(B4C)+42 wsl22a.dostB.dost C':

aze dowiedlismy wyzZey, Ze

| dost(b — ¢) =— 2 wst2L A.wstb.wstc-}-dosta,
—dosl(B+ C) =2 wst*1a.wst.B.wst C{-dost.4;

te wartosci wprowadzone w poprzedzaigce zrdwnanie,
zamienig ie na — 2 wst>LA.dosl{b-}-¢) — dostd =
=2 wst?}a.dosi(B — () — dosta; za — dosl4 wlozywszy
iego wartosé¢ — 14-2awst?L A, za —dosta, —1--2wsl*ia,
zZamieni si¢ na

wst2£ A[1 —dost(b+-¢)] = wst* La[dost( B—C)4-1]:

>

azng
1 —dost(b+¢) = awst24(b+),
1 + dost(B—C) =2 dost?4(B—C);

wsti{b+¢)  dosti{B—C) i
wslia ~  wstid T

Potrzecie: Wprowadzmy w zréwnanie (8,) za
dost4, dosta, nastgpuigce warlosci]

dost4d—2dost>t 4 —1; dosta—=2dost2ia —1;
zamieniemy ie na

— dost(b+4-c)42 dost2 X A4.dost b.dost ¢ =
= dost(B—C) — 2 dost*ta.dost B.dostC:

a poniewa%

— dost (b -+ ¢) =2dost2% A.wst b.wst ¢ —dosla,
dost(B — C)==2 dost>ta.wst.B.wst C — dost.4; |



wige
o dost21 4.dosl(b—c)+4dost.4 —
— — 2 dostzia.dost( B+ C)+ dosla:
adost? I A[14-dost(b—c)] = 2dost*£a[x —dost(B-C)]:
skad wypadnie

dosti(b—c) - wsti(B+C) 1
dostia 7 dostid )

Poczwarte: W zréwnaniu (8, ) nadaymy nakoniec
dost.4, dosla, naslgpuigee warlosci :

dostA—=—1 —2wsl*1 A4, dosta—2dost?la—1: za
wsi b.wstc-+dost b.doste, polozmy 2 wsi2i 4wst bowste
+dosta; potém za wstb.wst ¢ — dostb.dost.c —

=— — dosl(b-+c): zrébmy to samo w drugiey sironie
zréwuania z funkeya kgtow B, C; wypaduie

— awst2t A.dost(b4c)f-dostd —
— — adost2ta.dost( B} C)=—dosta:

tu znowu za dostA, dosta, gdy beda wprowadzone
te same wyzey poloZzone warlosci, zréwnanie to za-
mieni. sig na

wst2Ld[14dosl(b4¢)] = dost*La[1{-dost(B 4 O],

przeto _
dost3(b+c) e donf%—(‘_]g_—b_ C) IV,

doslia

‘Nic nie moze hydz prostszego, iak zréwnania I, II,

HL, 1V, z ktérych kaZzde wyraza zwigzek miedzy
wszvstkicmi  bokami i wszystkiemi kqlami tréykgla
kulistego.  Podal ie maprzéd Delambre w ksigzce
Connoissance des tems 1809, k. 45. ktéra wyszla ro-
ku 1807. ale bez zadnego dowodu. Potém Gauss



w dzicle swoiém Theoria Motus Corporum coelestium
wydaném r. 1809. na k. 51. oglosil te zrownania, ia-
ko dotagd w Geomelryi nieznane; ale takze bez Za-
dnego dowoduj; i uzyl ich do waznych zagadnien
astronomicznych. Doszlo mnie dzielo Gaussa na po-
czglku _roku 1811: W niém wspomuione zréwnania
uderzyly mmie 1 swoig prostoty, 1 swoiém uzyciem.
Szukafem zaraz ich dowodu, i ten znalaziszy tak, iak
tu iest wylozony, poslaiem go Adecmu nauk Pelers-
burskiey 24. Marca 1831¢ roku. Connoissance des
terns ¢842. upomnial sig l)elambre przeciwko zdania
Gaussa, o le zréwnania, iako przez siebie naprzod
pedane; ale ich dowodu nie wydal. Dopiero w'wiel-
kiém i wyborném swém dzicle astronomii, wydaney
w Paryzu roku 1814, w tomie I. ki 161..163. dowo-
dzi tych zréwnan Delambre cale innym sposobem,
wyciggaigc ie z analogii Nepera; co robi 1 rachunek
zuwilszvm, i dowdéd ubocznym. Rachunek mdy po-
kazuie, Ze zrownania te wypadaig ze zréwnania Ca-
gnoli, dwie wartosci na dost ., kombinuige z dwiema
wartosciami na dost a: czyli ogolnidy, dwie warlosci
na dostawe kala, kombinuige z dwiema wartodciami na
dostawe boku temuz katowi przeciwleglego ; co stanowi
dowod i WPJ*OS'{'idqcy (c?enmn..w’ra!io direcia), i 0gol-
ny: bo kazde zréwnanie Cagnoli bioragc kal w pier-
wszey stronie przez dOSfd“Q wyrazony, i dostawe
boku temu kalowi przeciwleglego w drigiey stronie
zrownanid bedaca, i poslgpuige sposobem {u skaza-
nym: kazde méwie zréwnanje  Cagnoli wyda czléry
podobue zréwnania. I tak zréwnanie (f,) wyda:
wsttla—0b) __ wsti(A—B) wsti(a+b) __ dosti(A—D)
wstic — dostiC ’ T wstie  wst2C
dosti(a—b) _ wsli(A+| B), (loqtl(tz—l«TJ) dost:(4+4 B)

dogt-‘-c i7a dosl}() > 7 doslic 0 -WSL%C
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zrownanie trzecie (f,) przyprmvadzi nas do czlerech
nastgpuigeych:

wsli(a—c) __ wsti(4—C)  wsti(adc) _dosti(4—C)
wslih  —  dosliB 7 T wstib T wsliB 7

dosti(a —c) \N";L—*(An-!—C) dosti(a4-c)__dosti(:A4-C)
Tdostth T dostEB ! dostyd  —  wslih ’

gdzie zawarte sa wszystkie kombinacye bokéw i k-
téow: co iest skutkiem dowodzenia ogélnégo i wprost
wyciagnionego ze swego wlasciwego poczatku, Cheac
ieszcze to dowodzenie zrobi¢ krétszém i prostszém,
wpadlem na zréwnanie (e,) w § 2: alem poiedynczo
zrownan  Debambra Otrzymad nie mdogl. VVidzimy
bowiem , ze iedno zréwnanie (e,) iest mnogoscig I
przez 111, drugle (e,) iest IxIV,

Chociaz w tréykacie kulistym ani Zaden bok, ani
zaden kgl nie moze bydz wigkszy od 180°, ani na-
wet im rdwuy; iednakze tralic sie czasem moga katy
odiemne; kata odiemnego zawsze wstawa iest odie-
| dost: A wbu(B_
wslr; — “wsti(b—c)
poniewaz pierwsza slrona tego zrownania iesl 1slo-
tnie dodatna, druga strona takaz bydz musi; wige
B--C iest lego samego galunku, co b—c, to iesk,
albo obadwa dodatne, albo obadwa odiemmne: wigc
kiedy 8>C musi bydz b>c, i kiedy B<C', lakze
b<lc: to iest, w kazdym tréykacie kulistym bol wig-
kszy lezy naprzeciw kata wiekszego, a bok mnieyssy
naprzeciw falta mnieyszego, i odwrotnie, Lat wie-
Lszy ma naprzeciw siebie boi wighszy ele. Ziréwna-
nie Il nezy nas, ze réznica dwoch kalow; a zrowna-
nie II1 Ze rdéznica dwich bokdw iest zawsze mnieysza
od 180% co iest rzecza oczywisty. , Zrownanie nako-

mna; zrownanie I, pokazule, ze
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niec 1V. dowodzi; Ze simma dwdch katow; i sum-
ma dwéch bokow przeciwleglych tymze kalom, sg
zawsze isdnego gatunku, to iest albo obiedwie wig-
ksze, albo obiedwie mnieysze od 180%

Analo giie Nepera.

7. Jezeli rozdzielimy naprzdd zréwnaniel przez

I1: powtdre: Il przez 1V : potrzecie 1 praez 1I1: po-

czwarte <11 przez IV y otrzymamy zréwnania naste-
- puigce -

sty ri;:—-c—: dostyZ 4 w

wsiZ(b+c)’ e
'+.' dosti(b ') 2
B0 g o . 908t ==t .
- sty — _dostyﬂ__fdd—ﬂm——oﬂi_(b_i_c),
B b—c ., wsii(B—C)
' = —cly wsli(B+C)° ‘
i (5%)
Styb-;. ik dost L(B—C)

dostl(B-lr- C ’

Zréwnania te nazywaia . sig ;fhmloguamz Nepera: za -
pomocy dwéch plestzych, ze znanych dwoch bo-
kow, i kata migdzy niemi zawartego, wynaydm(,my
dwa kqty za pomocy dwdch ostatnich z dwéch ka-
téw znanych i boku im puvltg]fego wyhayduiemy
dwa boki. Poniewaz czléry zréwnania I, I 111, 1V
dzielgc iedno przez drugie, wydadz moga sze$é wie=
lorazéw : O'dyz———b-’-**ﬁ § 23 Algebry: cztery dziele-
nia odkryly nam analogne Nepera , pozostale dwa,
to iest II przez III, i I przez IV, daig (e;) §2. Te
zréwnania (5) (5”) wypadly ze zréwnan wyciggnio=
nych z (#;). Odhbyte podobne dzielenie ze zréwnas
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niami pochodzacemi z (3,), (#,) wyda dwie pary
z kazdego, a zatém Wszystkich, szes¢ par

' A — B*‘“d , Wsl {a-—b
| sy —— = s S ate)
+ dosli(a —b) S
o ATB 1 raoslz{a —
sty —; .__.dosty (dobtl(a-i—b)
: a.—b____q1 o, WetH(A— B)
S =2 a4+ BY
(517)
b &1 b tvio dosti(4—B)
T TR Qo (A By
A—=C wslH(a—c
sty —— =dosty: B s ((a _}_(3
d 5v)
ate  pdosti(a—o),
My —e= onaly; Bdual Ha+c)
wsld(A— C)

a—c :
=i, ubL (f[—{-—()
(5vD)
atc ] bdmﬂ(ﬁ’—-ﬁ)

Y S e A1 C)

te szes¢ par zréwnan zawieraig wszystkie kombina-
cye bokéw, I katdw migday niemi zawartych, iako
to b,¢,4; bya, C; a,¢, B; i znowu wszystkich kg-
téw, 1 bokow im przyleglych. iako'to B, C,a; 4, B, c;
A, C,b. Zktéreykolwiek pary wycigga sig zréwnanie

sty3(A+4-B)d ostH{a+b) = doslyL C'.,d‘ostﬂq,.-_ b)
albo ,
sty{a4-b)dosti( A+ B) = styic.dosti( A—B):

kazdego tego zréwnania druga strona iest koniecznie
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dodatna; bo kazdy kat, i kaidy bok mnievszy od
180°, wigc 1 pierwsza slrona dodatng bydz musi: a
zatém: polowa summy dwdch fqléw, i polowa
summy dwdch bokdw tym Lgtom przeciwleglych, sq
zawsze tego samego gatunku: lo iest aibo obiedwie
oslre, albo obiedwie rozwarte.

Przypadki nie obigte Analogiiami Nepera.

§ 8. Zachodzi tu ieszcze laki prazypadek: w tréy-
kacie kulistym maigc dwa boki b. ¢, i kat migdzy
niemi zawarly 4, iakze wynalesdz bok trzeci a, za
pomocg logarylmow? Przez analogiie Nepera wy-
nayduig sig katy, a dopiero z tych katéw, bok. Jakze
- wynalesdz zaraz bok trzeci, nie przechodzac przez
kagly ?

dost4.wstb.wst ¢ = dosta — dost b.dost ¢,
aze  dostd = dost*L.4 — wst21 4 ;
(dost>Z.4 — wst* gA)vvsiZ).\fﬁ"s*l:c — dosta—dostb.dost ¢

(— 1 42 dost2L A)wstb.wstcf-dostb.dostc = dosta

dosl{b-f-c)+2 dost* ;A wstb.wstc —=dosla:
polozmy ‘
dost®*tAiwst b.wstc = wst?u; 2 wsl?u=—1— dost 2u;

dost(b+c)4 1 — dost 2u == dost a = 1 — 2 wsl*Za,
wiec
2 wst2ta = dost 2u ~— dost(b-}c)

=2 wst (b+c+ u)wst (?—:-f—- u)

2

wstia=1{/ {WSt (é%_f + M) wst (L;tcﬁ u) : ()7
: .



