ROZDZIAL PIERWSZY.

WELASNOSCI TROYKATA KULISTEGO:
ZROWNANIA I WZORY NA IEGO
ROZWIAZANIE.

Wiadomodé trdykqta  prostokresinego i kuli,
prowadzgea do poigcia bokdw i kqtdw
w trdykgceie kulistym,
§ 1. Wtrdychie prostokreslnym, kidrego ]cqtyJ
sg A, B, C, boki na przeciw tym kalom lezace a, b, c,
podiug Prop. XILI, ksiggi 2. Fuklidesa mamy:
b2 4-c?—a?
2b¢

- ar==b2+}-c*—2abc.dostA: skqgd dosl.d=

a zatém, wst.d=—1/ (1—dostz.4)
5 \/ (4b2c2—(b2fc?—a?)?)__ d
Tabe T~ abe
- nagwawszy d funkcya pod znakiem pierwiastkowym
kiéra bedge roznicg dwdch kwadraléw, moze sig ro-
~zebra¢ na mnozniki: naieden 2bc—(b*}c?a?)—=a*—
(b—c)?, i na drugi 20c4(b*t-c*—a*)=(b+4c)*—a?;
kazdy znown z tych mnoznikdéw bedac takze roZnica,
kwadratow, ma dwa mmozniki: pierwszy @ —0b--c,
a-4-b—c; drugi btc—a, b4c+ta; a zatem
d=\/ [(@a+c—D)(@+b—c)(b+c—a)(b+c+ta)].
Drugi znak pierwiastkowy — nie nalezy do troykata;
~ bo wnim Zzaden kat nie moze bydz wigkszy od 180°
, 1
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a zatém nie ma wstawy odiemnéy. Geometrya nas
uczy , ze ibc.wstd iest powierzchnia troykata; wige
d=—2bc.wstA iest powierzchniag lrdykata czléry razy
wzigtg: co mam daie sposib wyrazenia powierzchmi
iroykata przez wszysikie iego boki.

Kula przecigta plaszczyzng przez iéy srodek prze—
chodzacg wydaie kolo wielkie, ktérego promien ro—
wny promieniowi kuli. Srednica tego kola pionowa
na iego plaszczyzng, nazywa sig iego osig (axis), @&
iéy puukla oslaleczné na powierzchnig kuli wycho—
dzgce zowig sie bieguname kola (poli). Skad sig¢ wno—
si, ze biegun iest zawsze o go° od swego kola odle—
gly. lestto §rodek (centrum), z ktdrego sie cerklerxa
zakrzywionym rysuie kolo wielkie na powierzchni
kuli. lezeli kulg przetniemy druga plaszezyzng prze =
srodek przechodzgcy; powstanie drugie kofo wielkie,
kiore sig przetnie z pierwszém kolem w odleglosci
180° 1 obadwa zamkng plac na powierzchni kuli.
Punkia przecigeia si¢ plaszczyzn zrobig na powierz—
chni kuli dwa katy rowne, o 180° od siehie odlegte,
kiore sa razem katami pochyfodci plaszczyzn do sie—
bie. Nie moze wigc na powierzchni kuli bydz plac
zamknigty od dwdch kol wielkich, chyba ze kazdr
duk kofa iest 180° lezeli checemy mmieyszemi {nka —
mi zamkng¢ plac na powierzchni kuli, irzeba ig prze —
cigé trzecig plaszczyzna przez érodek przechodzacg
poprzecznie do pierwszych pIaézczyzn: to iest, zebyr
la trzecia plaszczyzna przecinala liniig, w kloréy sie
przecinaig dwie pierwsze. Natenczas przetna sig na
powierzchui kuli trzy duki kof wielkich, od trzecla
plaszezyzn zrodzone.

Wystawmy sobie, Ze tréykata prostokreflnego
trzy boki @, b, ¢, sa cigciwaml tych fukéw, a zatéma
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iréykat ABC wpisany w powierzchnig kuli; katy
A, B, C, uwazane na plaszczyznie troykala prostokrésl-
nego, bedg katami-cigeiw; uwazane zaé ma powierz-
chni kuli, beda katami {ukdéw. Od wierzcholkdw tych
kaléw poprowadzone liniie proste do $rodka kuli bedq
iéy promieniami, i wystawia piramide troykatng, ma-
igcq swoy wierzcholek w $rodku kuli, tréoykat pro-
stokredlny a b ¢ za podstawe, aczgsé powierzchni kuli
migdzy plaszezyznami przecinaigcemi albo migdzy
Inkami od plaszczyzn zrysowanemi zawarlg, za mia-
re kata bryfowego. Ta czgé¢ powierzchni kuli zamyka
troylaqt fulisty, maiqey za boki, Luki ESL wielkich
mierzace katy miedzy promieniami kuli w idy Srodfu
zawarte: katy zus lroykale kulistego sa katami slycz-
nych, ktéreby si¢ z wierzchoika poprowadzily do bo-
kéw tréykata. Poniewaz le styczne sa pionowe na
;promien kuli, a kazdy promien iest przecigciem sig
dwich plaszezyzn; wige katy irdykata kulistego, bg-
~dac kazdy =z nich katem dwdch liniy pionowych na
spolne przecigcie, wyrazaig poc/ryfoscz plaszc"}'
przecinaigeych fulg.

A iezeli od wierzcholka kgta IuLowerro A (fie.a
Tab. 1)) przeciggniemy kazde iego ramic AB, AC,
az do 0% i zarysuiemy z tegoz wierzchofka fuk MN
miedzy temi ramionami; punkt wierzchotka 4 bedzie
biegunem tego ostatniego fuku. Promieniec SM, SN
w érodku kuli § przecinaigce sig, i obeymuigce ten
fuk sa rdwnolegle siycznym, kgt {ukowy 4 zawiera-
igcym; bo sa takze pionowe na liniig A8 spélnego
plaszczyzn przecigeia: wige kat migdzy temi promie-
niami iest réwny katowi migdzy stycznemi, czyli ka-
lowi fukowemu 4. Przelo w trdykacie kulistym ka-
zdy kal, iesl rowny fukowi kola wiclkiego migdzy r:
mionami zawartemu, 1 zarysowancmu z wierzcl wlLa
iako z bieguna, w odlwlosm go°.
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Ma wige kuzdy kat w trdykacie kulistym réwny
sobie fuk na powiemcimi kuli. Dla poznania lepszego
tych {ukdw i katdw wystawmy sobie na fig. 2. Tab. 7,
trovkat kulisty ABC, poprzeciggaymy iego boki, ka—
zdy do go% z wierzcholka kazdego kata w odleglosei
q0° zarysuymy luoki, poki sig nawzaiem nie przeing;
powstanie stad inny troykat kulisty 4°5°C", kiory sie
nozywa biegunowy troykata 4ABC. W tym nowym
tréykacie fuk DE=kqtowi 4; ML—=B; NO=C.

Pouiewaz puunkt A" lezy na fuku C".4” odrysowa-—
nym z B, i razem na fuku 8’4 odrysowanym zpun-
ktu C, wige A" iest biegunem boku BC. Podobnie
sig dowodzi ze B’ iest biegnnem boku AC; €’ hie-
gunem boku AB: wige tréykgt ABC iest znowu bie-
gunowym traykata A4 B'C',

7 odlegtosci fuku od swego bieguna wypada: zZe
C' L=g0% MAL—yo% wiec ML czyli kgt B iest do—
peinieniem boku A4’C” do 130° Podobnie si¢ dowo~
dzi, ze luk DF czyli kat A iest dopelnieniem fukua
B'C do 180°: i dfuk NO czyli kyl C iest dopelnie—
niem {uka 4’5" do 180° Znaczac wige kaly troy—
kyta kulistego wielkiemi literami alfabetu, a temiz
samemi literami mafemi boki im przeciwlegle; mamy
nastgpuigce zrownania: )
dAa'=180% B4Lb—180°: [ Le'>=180°
Z tego samego poczatkn wypada: ze BM=—go°;
CN=go°, wige BC iest dopefnieniem {uku NAJ czyli
kgta 4" do 180°: podobnie sig dowodzi, ze A4C iest
dopelnieniem kata B” do 180°% i 4B dopeinieniem do
180° kgta C’: co sie tak wyraza:
A +a=180% B +b=180°% C'4-c=180"
Wige w dwdch tréykatach, z kiérych ieden iest bie-
gunowym drugiego, kazdy kat w iednym ktérym—=
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kolwiek iest do}aelnie\niem do 180° boku sobie odpo-
wiadaigcego w drugim tréykgcie.

Troykat biegunowy wypadaigey z wlasnoéei kuli,
byl nasamprzdd upatrzony i opisany przez Caswell
w dziefach Z77allis Tom I, k. 8g6. Jest on prawda
zasadowy , iak go sprawiedliwie uwaza Euler, nie zas
prawda wypadkows rachunku.

Zréwnanie fundamentalne catey Trygonometryi.

§ 2. Wezmy iuz pod nwage irdykat kulisty 4BC
na fig. 1. zloZzony z trzech kaléw, i z trzech Iuk?w
kot wielkich, Kazdy kat miedzy {ukami przecina-
igcemi si¢ zawarty wyraza¢ bhedziemy wielkg litera
alfabetu, iak si¢ dopiero powiedzialo: taz zas samg
literg malg znaczyé bedziemy {uk czyli bok naprze-
ciwko tego kata lezacy: n.p. A4 znaczy kat, a bok mu
przeciwlegly. Przez takie znaczenie falwo bedzie czy-

Figy 1

ta¢ zréwnania hez pomocy figihry, Mozna sie w ca-
{ey tey nance obeyédz bez figur. Z wierzcholka kata 4
poprowadzmy siyczng 4K do fuku e; styczng AL
do fukub. Przez punkta ostaleczne tych {ukéw B,C,
poprowadzmy ze srodka kuli O liniie proste az do
przecigcia stycznych, to iest QK kidra iesl sieczna
fuku ¢, i OL sieczng luku b: kat KOL w érodku
kuli mierzy si¢ fukiem a. Zilgczmy punkta K, L, li-
niia prostyg K7, ktéra iak widzimy iest spolna dwom
troykgtom prostokresinym K AL, KOL; wigce
RLi=—K / AL.dost.4
— K02} L02>—2K0.LO0O.dosla: .
przetlumaczmy te liniie naich znaczenia’ uygonome-
tryczne, i wypadnie

sly -’-c—{-styzb«mn sty c.sty b.dost 4 —
—=sle?c--sie*b—a2sie c.sie b.dost a.




aze wzigwszy promien kuli za iednos$c
sie2c—sty2c=1, siezb—sty?b=1. Wiemy z Roz-

; ; T e

dzu}[u IV Algebry ze siec== = 4 sie b-——"—"*——'dostb
; st ¢ wst.b , - .

alve— —  — styb—=—-_. 'T'e wartosci wpro-
Y doste ’ Y dosth P

wadziwszy W ostatnie zréwnanie, rozdzieliwszy 1e
przez 2, i zniosfszy ulamkij otrzymamy
dosta—dosthb.doste

wslb.wste

dostd —

[ — .dost
dostB:dOSlb do;jciz dos c )
wslg.wsle

dostc—dosta.dosth
wsta,wsth

dosiC=

;
zréwnania na dostZ, dostC wypadng nam, kiedy to
samo zrobimy zkgtami B, C, coémy zrobili zkgtem 4.
Kazde z nich ten sam zwiazek wyraza, ale przenie-
siony do inszego kgta, Kazde z tych zcownan nazy-
wa sig zréwnaniem fundamentalpém; bo z niego De
la Grange calg trygonomelryg wyciggnal. Zrobimy
i my loz samo w sposib ieszcze iak nam si¢ zdaie pro-
dcieyszy, przydaige inne wiclkiey wagi zréwnania, o
kiorych ten wielki Geometra nawet nie wspomniaf.
Nim daley postagpimy, nadaymy wprzod zréwnaniom
(1) inng wygodnieyszg do rachunku postaé. Poniewaz
§91. Algebry uczy nas, ze 1—dostd—awst>L 4, wigc
wsth.wsle-dosth.doste—dosta
~ wslb.wsle

. dost (b—c¢)—dosta
”—' wslh.wsle

9 W2l —

L fzwst—,}(r:z-{-b-'-c).wst.%(_a—l—c—

b) . :
wslb.wslc §34 Algeb.
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pierwsza stronatego ostatniego zréwnaniu iest koniecz—
nie dodatna; wigc i druga lakg bydz musi: skad wy-
pada ad-b>c¢, a+4c>b: bo gdyby moglo bydz a--56<c,

“atce<b; byloby razem a<lc—0, a<<b—c, a zatém
2a<C0, co iest niedorzecznoscig. Wiec w kazdym tréy~
kacie kulistym swmma dwdch bokdw iest wighsza od
trseciego. A iezeli a+b>c¢, musi bydz a>c—b, to
iest: LaZdy bok trdykqia iest wigkszy odrdéinicy dwdch
imzu]fr:]z,.

Tenze § 51. Alg. dowodzi, ze 1-+dostd = 2dost>L .4,
dodaymy do iednosci pierwsze (1), bedzie

wslb.wste.—dosth.doste. -doste

adost:iA—
# wsth wsle

___dosta—dost(b+c)
" wstb.wste

___awsti(ad-btc).wsti(b+c—a)

wslb.wsle

a rozdzicliwszy wstawe przez dostawe

wsti(a-b—¢).wsii(ac—Db)

SWE%A:\vsl%(a—}-b-?““i-“’—si}z(b+C—a) o

podobnie tobigec z dwoma drugiemi zréwnaniami na

dostB, dostC, przyydziemy do -

wsti(b|-c—a). wsti(b+ta—c)

WHB= Sty b ey wsti(a to—b) "

wsti(a4-c—Db).ws Itﬂ,}(b‘»{- c—a)
wsti(a+b-+c).wsli(atb—c)

Tezeli te trzy zréwnania (1), (1), (1) rozdzielimy
przez siebie, wypadng nam trzy inne, nastgpuiace:

gipAlC— (1),

\



stytd wsti{a-}-c—Db)

styt B wsti(b+c—a) (1,
styid_-wstila+{-b—c) |
slyrC™ wsti(btc—a) (.)

slle wsti(a--b —~c)
Syt C wsti(ate—b) (1,,)

te trzy ostatnie zréwnania czgstokro¢ przydatne , i
u%ywane w,rachunkun analil.ycznym; pokaza sig nawet
w trygonomelryi potrzebue.

Pierwsze zrownanie glowne,

§ 3. 7 zréwnah (1.) wyciagnglismy wstawe, do-—
stawg, 1 wreszele slyczng i polowy kaédego kgtas:
szukaymy teraz wstawy kala calkiego. Poniewaz
wstA=\/ (1—dosl2d), wigc (1) dadzg

{/ [wstb.wst?c—(dosta—doslb. dostc) ]
wslb.wsle ;

wstd —

LB — \/[WSL a.wsl zr,—-(doslb-—doqm do‘;{c) 27
v — =
we wsla. wsle

\/[wst"-awqt b—(dostc—dosta.dostdHr) 2

wstC—
wsla, v&.sl[)

znak drugi — przed -Znakiem pierwiastkkowym opu-—
szczamy , lako nie nalezaey do trdykata, dla ley sa-—
mey przyczyny, kioragsmy dali na réykat prostokre—
Slny w § 1. Niech bedazie
J=1/ [wst>b.wsl?c—(dost a—dostb.dost c)2]_

chociaz f stanowigc licznika ufamku, zdaie sie mied
na kazdy kqt A4, B, C inung warto$é; iezeli iednalke wy —~
razimy wstawy przez dostawys to test wst2a=—=1—d o sL 2 cz;
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wst2hb=—1-—dost?d, wst?cc—1—dost2¢, po wykonaném
mnozeniu, i po rozwinienin w drugim terminie po-
tegi drugiey; Wart‘io'éc’ na f we wszystkich trzech zré-
wnaniach, lo iest na wszystkie trzy katy A, B, C, po-
kaze sig ta sama, i lo nastgpuigeca:

f..—__\/(1-—-d0512a-——dustzb-—doslﬂc—{-adosta;dostb.dostc)

dowodzi sig w Geometryi; ze warloé¢ na f wyraza
stosunek réwnolegloscianu ukosnckatnego, do pro-
stokatnego: to iest: kiedy katy miedzy krawedziami
kat brylowy zamykaigcemi, sa: @, b,¢ ukodne, albo
proste. Le gendre Geométrie Note V. p.29y. Practo:

wstAd — f

RO ——
wslb.wste ?

wstB = f

wste.wsta ?

wstC — 1

wsta.wsth -
wige
wst4  wstB wstC
—_— —— —— (2)
wsla wslb wsle

to iest: w kazdym tréykacie kulistym resfawy Eqtdw
tak sie maiq do siebie, iak wstawy bokdw tym kq-
tom preeciwleglych. Zrownanie (2) iest pierwszém
gréwnaniem gléwném rozrdiniaigeém tréykat kulisty
od prositokreslnego.

Jezeli wsta==wstb; 'wypada z (2) wstd—wstB, i
na odwrot: wige w trdykgcie réwnoramiennym, £qy
- przeciwlegle bokom réwnym sq réwne: i znowu gdy
. dwa kqty w tréykqcie sq rowne, troykqt iest ro-
gnoramienny.

2
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Ze zréwnan (2) wypada, wstA.wslh— wsla.wst ,
wst.4.wste — wsta.wst C,

iezeli te dwa zréwnania raz dodamy, drugi raz odcig-
guiemy od siebie; otrzymamy

wst.A(wsth -+ wstc) = wsta(wst B4 wstCy -
wstA(wstb-—wste) = wsta(wst B—wst ()

(e)

a polozywszy z § 51. Alg. za wst4 =— awstt.4.dostL A,
za wsla = awstla.dostie; 1 polém za summe i réZnice
wstaw, ich warto$¢ w mnogosciach z § 54. k. 284 Al-
gebry, dalwo przyydziemy do nasigpuigcych zréwnan.
wstla dostta _ wstid dosti A
wsii(b1-0) dosti(b—c)  dosti(B—C) wsti(B+C)

(e2,)

wstia dostle __ dostiAd ) wstid
Walt (b—a) dostz(b+¢) - wstx(B—C) dosty( B Cy

kazde z tych zréwnan nie iest-li zfozone z dwdch
zrownan prostych? dowiemy sig nizey.

rugie zZrownanie cldwrne:
D A nan Lo

§ 4. Maigc tréykat kulisty, ktérego katy A, B, C:
boki tym katom przeciwlegle «,b,c; wystawmy sobie
drugi iréykat z katami 4, B;" C/ iz hokami im prze-
ciwleglemi «', 0’, ¢’ tak, Zeby ieden byl biegunowy
drugiego. Podlug tego, co$my powiedzieli na kon-
cu § 1. miéc¢ bedziemy naslgpuigce zréwnania: -

A=—180°—a', B=180°—p', C =180%—=¢',

A'=—=1800—¢a, B'—1800—b, C'=1802—c,
a zatém ) _
A4+ B+ C+a' b ¢’ = 3.180°,
A+4+B'+C'+a+b+tec=23180°
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A iezeli A—180°—a’, wstd—wsta’, dostld——dosta’:
podobnic wstB_:ws{b’, dost B=—dostd’; wstC—=wstc’
dostC = — dost ¢/ ; wstd'= wsla, dost.d' = —dosta;
wstB —wst b, dostB = —dostd; wst('=wste,
dost (' =— — doste., Wprowadzmy te wartosci w zrd-
wnania (1) §1; olrzymamy

| dost A"+ dost.B’ .dostC”

dosta’= wstB . wstC'
wige i
gttt
dost b= dOSt‘Ji 1—20 :Vlfél ostC 5

.Jak zréwnania (1) wyrazaig kazdy kat przez trzy
boki; tak zréwnania (3) wyrazaia kazdy bok przez
trzy katy, Kazde ze zréwnan (3) wyraza ten sam
zwiz;zelé, do innego boku przeniesiony, Nazywac ie
bedziemy drugiém zréwnaniem giéwném. Przerdb-
my ie na Postaé do rachunku wygodnieysza. Po-
niewaz 1—dosla=—awst?la: zrownanie pierwsze (3)
odciggnione od iednosci, wyda

wstB.wst C—dost.B.dost C—dost.4
wsi 3, wsl

2 wst23o =

__dost(B4-C)J-dost.A
SR wsl.B.wst O

, § 54. Algeb.

_ odosty(A). B+ O).dosti( B+ C—A)
- wstB.wstC

k)

Pierwsza strona zréwnania iest komniecznie deodatna;
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 wige w drugiey stronie iedna z dostaw bydz musi

odiemna, azatém kat iey rozwarty. Skad wypada,
26 (A+B4C)>1800: a zalém w #réybqgcie fuli
stym summa wssystlich trzech bqidw iest wighsza od
dwdch kgtdw prostych.

AzZesmy wyzey dowiedli ze A+ B4-C4a'+b0"-¢f
=—3.180°=6.90°% wigc iezeli (A4 B4 C)>2.90°, musi
bydz (&' 4-b'4-c')<b.go°. to iest: w Laidym triykqcie
Fulistym summa wszysthich treech bokdw iest mniey~
sza od czterech katéw prosiych.

Z przedostatniego twierdzenia wnosi sig ieszczo lo;
ze plmuqrnqwszy ktorykolwiek bok irdykata kuli-
stego, poviewaz katy przylegle sa rowne dwom pro-
stym, kqt zewnetrsny w tréykqcie kulistym, iest
mnieyszy od summy dwdch kqtdw wewngirznych.

~Jezeli kazde ze zréwnan (3), przydamy do iedno-
$ci, 1-4dosta = 2dost?la, wypaduie

w stB wstC+dost B.dost CJ-dost.A4
wstB.wstC

adest 2la=r

dost(B C)+doth|
" wstBowst€C

2doq! HA+ B —-C)dosti( A4+ C—B)

wstB.wstC

ﬁi"ozdzielmy wstawg przez dostawe; a olrzymamy

dogt_(d—]- B—[— C) d(J*;l‘(B-J—- C——A)

ty2lo—
Y= T st (A B C)dosti(A+ O—B) (39

Podobnie postapiwszy z dwoma pozostalemi zrdwna=
niami (3) na dostd, doste, mie¢ bedziemy
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dosti(A+ B4 C).dosti (A1 C—B) 3
~ T A1 B—CdosiiBrC—a) )
dosti( A4+ B4'C)dost (AL B —C)

sl y 2% O v M_ﬁ.dosté(d+_cm8)'dos%(8 __FE“___A) {3;{1)

sly21b =

kiedy iedno z tych zréwnan rozdzielimy przez dru-
gie, wypadng tizy naslgpuigce

sty%a, . dosti(B+C—4)

styia __ dosti( B4 C—4A) ‘ g
stytc - dus'tg(A_[__ = ()) (3,)

sty4b  dosty( A+ C—R) 5
Style — dosti(AL B=-C) (3.)

ktére wyrazaig sltosunck bokdw przez katy, tak iak
(1) (1,) (1) w § 2, okazuig slosunek kaldw przez
boki: i iak pierwsze tak drugie wielkie mie¢ moga
nzycie w rachunkn analityczuym,

T'rzecie zrdwnanie glowne.

§5. Wezmy ieszcze do uwagi zréwnanie funda-
mentalne (1) §2; wyciggniemy z niego

dosta = dostb.dosl c}-wstb.wste.dost 4,
doslb = dosla.doslc+wsla.wste.dost 8,
doste == dosta.dost b +wst a.wst b.wst C

iezeli za dostd w pierwszém zréwnaniu, wezmiemy
warto$¢ z drugiego: otrzymamy

dosta=— dosta.dost*c- wsta,wstc,dostc.dost 5
+wslb,wstc,dqsl_‘.f1:

przeniosiszy pierwszy wyraz z drugiey strony zro-
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wnania na pierwszq: i za 1—dost?e=wslt?c, W osla-~

: ; - -wsta.wsLB .
tnim zaé lerminie za wslb— =y W{e)z_yws:r,y le

wartosei, 1 cale potém zréwnanie rozdzieliwszy przez
wslec.wsta, olrzymamy |

dostya.wstc == dostc.dbstB-]-wstB._dostyA (4).

‘W toz samo zréwnanie pierwsze, wprowadziwszy war-
t0$¢ ma daestc z lrzeciego, zamieniwszy 1—dost?db na
it wsta.wstC s " :
wst2b, 1 wstee—= —————, polém cafe zrownauie
wsb.Ad
rozdzieliwszy przez wsla.wslh, mie¢ bedziemy

dostya.wstb — dQS‘LZJ,dOSLC-{-WS'LC,dOSLyﬂ | (4",

Podobnie postgpuige z dwoma zréwnaniami na dostd,
dostc, kazde z nich wyda nam dwa zréwnania, na-
stgpuiace ; —

dosty b, wste = dostc.dost 4 wstA.dosty B,
dostyb.wsta = dosta.dost C4-wstC.dosly 53,
dostye.wste == dosta.dost B+4wst B.dos Ly C, (47)
dostyc,wsth = dostb,dost 4+ wst.4.dosty C,

T'e zrownania zachodzg miedzy dwoma kalami i dwo-
ma bokami, z klérych ieden iest przylegly, drugi
przeciwlegly iednemu z kgldw: Ze zas kazdy kgl ma
dwa boki przylegle, dla tego z kazdego zrdwnania (1),
wypadly dwa. Wszystkie te zréownania (4) sg falwe
do pamiglania: wszystkie wyrazaia flen sam zwigzek
do réznych bokdéw i katéw przeniesiony, kléry sta-
nowi trzecie zrdwnanie glowne. VWszystkie kombi-
nacye zachodzi¢ moggce migdzy dwoma kalami i dwo-
ma bokami, iednym przyleglym, a drugim przeciw-
leglym; zawieraig sig w szescin zréwnaniach (4). Zré-
wnanie fundamentalne (1), i zniego wyciggnione lrzy
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gléwne (2), (3), (4), rozwiezuiq wszystkie przypadki i
pylania zachodzgce w trdykacie kulistym, iako to ni-
zey zobaczymy. MozZnaby na ich przystosowaniu skon-
czyé trygonomelrya kulisly iak zrobil de la Grange,

z ilym potrzebnym przydatkiem, zeby kazdemu zrd=—

wnaniu (4) wadadz wygodnieyszg do rachunku przez
logaryliny poslac, iakesmy ta zrobili na (1), (3). Ale
tu zachodzi iedna wazna nwaga: zrownanie fondamen-
talne (1) wydalo trzy gidwne: kombinacya czterech
tych zréwnan migdzy soba, czy: nas nie przyprowa-
dzi albo do nowych iakich prawd o troykacie kuli-
stym, albo do sposobdw nlatwiaigcych rachunek wro-
zwigzanin tréykata? Rozbierzmy to zapytanie.

Zrownania miedzy trzema bokami i lrzema

kgtami razem.

§ 6. Poznawszy fundamentalune i gldwne trygo-
nomelryi zrownania, kombinuymy ie teraz z sobg,
to iesl: zwigzki iedne fgczmy z drugiemi, przez ro-
zmaite wartosci tychze samych bokéw i katow. Pier-
wsze zréwnanie (3) daie

dost 4 = dosta.wst B.wst C—dost B.dost 3
dosta.dost 4 = dost?a.wslB.wst C—dosta.dost.B.dost C.

Aze ze zréwnai (1) dosta= dostA wstb.wste--dostb.doste,

wlozmy te warto$¢ za dosta w pierwsza strong zrd-
Wnania poprzedzaigcego, a olrzymamy

dost?.A.wsth.wste-}dost4.dostb.doste
=dost*a.wstB.wst C—dosta.dost B.dostCy
zamienmy doslawy na Wstmvy: dost?* A=1-—wstz A4,
dost2a=m1—wst2a , hedzie 1



