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P R A C E  N A U K O W E  P O L I T E C H N I K I  W A R S Z A W S K I E J

N r  49 Budown i c t wo  1976

Maria Ozga -  Zielińska 

Instytut  Inżynier i i  Środowi ska

METODY OPISU I ANALIZY SYSTEMÓW 
HYDROLOGICZNYCH

Rękop i s  dos tar czono  14. 6. 1976

Główną ideą pracy je s t ,  po krótkim omówieniu dotychczas 
stosowanych w hydro log ii  metod modelowania (rozdz.1 .2 ) podanie 
ogólnych podstaw modelowania systemów (rozdz .1 .3 ) oraz przed­
stawienie metod matematycznego opisu systemów sterowania w 
przestrzen i stanu (rozdz.2 ) i  w postaci różnego rodzaju za leż­
ności typu "w e jśc ie -w y jśc ie "  (r o zd z .3 ) .  Jako propozycja zasto­
sowania do hyd ro log ii  nowej metodyki opisu systemów zosta ł 
opracowany integra lny model zlewni w postaci równań stanu 
( rozdz .2 .4.2) oraz transmitancji ( ro zd z .3 .4 .4 ) .  Oba zapropono­
wane modele pozwalają uwzględnić wpływ gospodarczej d z ia ła l ­
ności człowieka na zmianę naturalnego obiegu wody w zlewni. 
Możliwość stosowania różnych form opisu dla tego samego syste­
mu wymaga określenia warunków sterowalności i  obserwalności 
systemu oraz własności i  wzajemnych związków pomiędzy poszcze­
gólnymi postaciami opisu (ro zd z .4 ) .  Jako uzupełnienie metod 
opisu systemów potraktowano rozdz.5 dotyczący problemów iden­
t y f i k a c j i !  w e ry f ik a c j i  systemów hydrologicznych. W rozdz.6 
podano wnioski i  uwagi końcowe sformułowane pod kątem głównego 
przedmiotu pracy, a więc ana lizy  i  możliwości matematycznego 
opisu systemów hydrologicznych jako naturalnych systemów przy­
rodniczych, na które wpływa działa lność gospodarcza człowieka.

1. WPROWADZENIE

1.1. CEL I ZAKRES PRACY

W ostatn ich latach opracowano, w Polsce i  za granicą, wie­
l e  różnorodnych modeli hydrologicznych i  wydaje s ię ,  że proces 
ten coraz bardz ie j potęguje s ię .  Opracowano modele "determ ini­
styczne" i  stochastyczne, lin iowe i  n ie l in iow e , o parametrach 
skupionych i  rozłożonych, modele poszczególnych procesów i



4 Wprowadzenie

ca łe j  zlewni, modele o czasie dyskretnym i  ciągłym, modele 
konceptualne, genetyczne i t d .  W te j  różnorodności modeli (u- 
względniając wszystkie możliwe ich. kombinacje) trudno je s t  
s ię  często zorientować, szczególn ie hydrologom-praktykom, 
którzy mają podjąć decyzję o wyborze jednego z nich do stoso­
wania. Na problem ten szczególn ie ostro zwraca uwagę D o o g e  
[1974,b ] ,  postulując jednocześnie konieczność usystematyzowa­
nia badań w dz ied z in ie  modelowania matematycznego systemów 
hydrologicznych w celu stworzenia odpowiedniej podbudowy do 
rac jonalnej metodologii zastosowań modeli hydrologicznych. 
Wydaje s ię ,  że problem ten j e s t  w rzeczyw istości jeszcze  po­
ważniejszy a to z uwagi na brak nie ty lko  metodologii zasto­
sowań, a le  również braku opracowań w zakresie metodologii 
tworzenia modeli matematycznych systemów hydrologicznych. 
Ogólna metodologia tworzenia modeli matematycznych systemów 
( c z y l i  teo r ia  systemów) i s tn ie j e ,  a więc należy ją  stopniowo 
adaptować do hydro log ii uwzględniając specyfikę zjawisk hy­
drologicznych. Pozwoli to hydrologom stosować teoretyczn ie  
uzasadnione modele, jak również stworzy możliwości wykorzysta­
nia badań i  doświadczeń w zakresie modelowania systemów z in­
nych dziedzin  nauki.

Większość stosowanych dotychczas w h yd ro log ii  modeli opar­
ta j e s t  na zależnościach empirycznych, których postać je s t  
n a jczęśc ie j  f i z y c z n ie  nieuzasadniona, a za leży głównie od 
"gustu" projektanta modelu, a często po prostu od chęci stwo­
rzenia nowej za leżnośc i, innej n iż dotychczas stosowana. Wy­
daje s ię ,  że taka droga tworzenia "nowych" modeli powinna być 
jak na jszybc ie j zaniechana.

Wobec powyższego można przypuszczać, że podjęta w n in ie j ­
sze j pracy próba pewnego uporządkowania metodyki modelowania 
w hyd ro log i i  p rzyn ies ie  pożytek zarówno pracownikom naukowym 
jak i  hydrologom praktykom zajmującym, s ię  projektowaniem i  
stosowaniem modeli systemów hydrologicznych. Główną ideą pra­
cy j e s t ,  po bardzo krótkim omówieniu stosowanych w h yd ro log ii  
metod modelowania (r o zd z .1 .2 ) ,  podanie ogólnych podstaw mode­
lowania systemów (rozdz .1 .3 ) oraz przedstawienie metod opisu 
systemów sterowania wraz z przykładowymi zastosowaniami ich 
do opisu systemów hydrologicznych (rozdz. 2,3 i  4 ) ,
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Część teoretyczna opisu systemów została w pracy potrak­
towana dość szeroko, co wynikało z chęci możliwie pełnego 
przedstawienia metod, które ty lko częściowo były dotychczas 
w h y d ro log i i  stosowane. 0'ako przykłady zastosowań nowej meto­
dyki opisu i  ana lizy  systemów zosta ły  w rozdz.2 .4 .2  oraz 3.4-.4 
przedstawione modele, które należy traktować jako pierwszą 
próbę w tym zakresie . Dotychczas stosowane w hydro log ii  modele 
odpowiadają ty lko nielicznym z omówionych w pracy formom opisu 
systemów. Jako praktyczne uzupełnienie metodyki opisu systemów 
potraktowano rozdz.5 dotyczący problemów id e n ty f ik a c j i  i  wery­
f i k a c j i  modeli hydrologicznych.

Przedstawiona w pracy metodyka opisu systemów hydro log icz­
nych trak tu je  je  jako systemy sterowania. Problem ten wymaga 
krótk iego wyjaśnienia. Hydrologia jako nauka stosowana, stano­
wiąca narzędzia opisu naturalnego środowiska wodnego dla po­
trzeb techniki (głównie gospodarki wodnej) musi operować tym 
samym językiem opisu co dyscypliny ją  wykorzystujące. Dotych­
czasowe modele systemów wodno-gospodarczych uwzględniają czyn­
n ik i  hydrologiczne (przepływy rzeczne, zasoby wód gruntowych 
i t p . )  jedynie jako znane wejścia o charakterze zdeterminowa­
nym lub losowym' (h istoryczne, prognozowane czy generowane). 
Natomiast zupełnie nie uwzględnia s ię  zwrotnego wpływu stero­
wania w systemach wodno-gospodarczych na procesy hydrologiczne, 
a przec ież  j e s t  oczywiste, że sterowanie to zmienia naturalny 
ruch i  akumulację wody w systemie hydrologicznym, a więc nim 
częściowo s te ru je .  Ponadto występuje wówczas sprzężenie zwrot­
ne tzn . zmiany w systemie hydrologicznym wpływają na zmianę 
sterowania w systemie wodno-gospodarczym ( r y s .1 .1 ) .  Nie u- 
względnianie tych faktów i  c iąg łe  przyjmowanie danych hydro­
log icznych jako elementów kształtu jących s ię  i  określanych 
poza systemem wodno-gospodarczym może doprowadzić, szczegó l­
n ie na obszarach małych lub deficytowych w wodę, do jaskrawej 
niezgodności pomiędzy wielkościami hydrologicznymi spodziewa­
nymi (wyliczonymi w oparciu o materiał h is to ryczn y ), a rzeczy­
wistymi, kształtującymi s ię  pod wpływem aktualnego sterowania 
obiektami gospodarki wodnej. Wprowadzenie więc dla modeli z ja ­
wisk hydrologicznych opisów stosowanych przy modelowaniu sys­
temów sterowania s ta je  s ię  oczywistą koniecznością. Należy
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Rys.1 .1. Schemat blokowy sterowania w systemie wodno-gospo-
darczym

zaznaczyć, że systemy hydrologiczne z natury swojej są syste­
mami sterowania* z tym że sterowanie to  [w. F i  n d e i - 
s e n ,  1974-] wynikające z dz ia łan ia  innych systemów (np. 
systemów meteorologic*nych, czy hydrologiesnych przy dopływie 
wody z sąsiadujących obszarów) ma charakter sterowania natu­
ralnego, niezależnego od człowieka i  można by go nazwać s tero­
waniem biernym w porównaniu ze sterowaniem czynnym realizowa­
nym przez człowieka. Tak więc potraktowanie systemów hydrolo­
gicznych jako systemów sterowania j e s t  w pe łn i merytorycznie 
uzasadnione. Ponadto pozwoli to na stosowanie jedn o litego  opi­
su zarówno dla systemów hydrologicznych już obecnie sterowa­
nych czynnie jak i  dla tych, które na raz ie  są sterowane b ie r ­
n ie ,  ale w ra z ie  potrzeby sterowanie czynne będzie mogło być 
do nich wprowadzone. Pozwoli to ponadto na zbudowanie, tak 
potrzebnych szczegó ln ie  d la gospodarki wodnej obszarów r o ln i ­
czych, modeli hydrologiczno-gospodarczych. Problem sterowal- 
ności systemów zosta ł s zerze j omówiony w rozdz.4 .3 .

1.2. MODELOWANIE ZJAWISK HYDROLOGICZNYCH

Wydaje s ię ,  że dla pe łn ie jszego  określenia r o l i ,  zadań i  
możliwości wykorzystania modeli będących przedmiotem n in ie j ­
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sze j pracy, celowe będzie przedstawienie, chociażby szkicowe, 
ca łe j  problematyki modelowania zjawisk hydrologicznych.

W hyd ro log i i  stosowane są zarówno modele f izyka lne  jak i  
matematyczne, jednak z wyraźną przewagą tych ostatnich. Ogra­
niczoność stosowania modeli f izyka lnych wynika głównie z trud­
ności zbudowania w warunkach laboratoryjnych modelu zlewni, 
'.icorego "podobieństwo" z oryginałem byłoby na ty le  adekwatne 
aby wyniki badań przeprowadzonych na modelu mogły być odnie­
sione do zlewni rzeczyw is te j.  I s tn ie je  jednak pewna, chociaż 
n iew ielka, l ic zb a  modeli f izyka lnych  zarówno ca łe j  zlewni jak 
i  modeli poszczególnych j e j  komponentów dla badania wybranych 
procesów, szczegó ln ie  spływu powierzchniowego [np. R.A. 
G r a c e ,  P.S. E a g l e s o n ,  1967; V .T. C h o w .  
1971; J. M u z i  k , 1974-].

Istotnym problemem modelowania f izyka lnego  w hydro log ii  
j e s t  właściwa in terp re tac ja  uzyskiwanych wyników oraz okreś­
len ie  możliwości ich wykorzystywania. Można chyba przyjąć 
stw ierdzen ie , że są to przede wszystkim modele do badań teore­
tycznych, do sprawdzania pewnych hipotez teoretycznych odno­
szących s ię  do wyidealizowanych warunków tzn. do warunków dla 
jak ich  wyprowadzone są wszystkie za leżnośc i w hydrodynamice. 
Natomiast nie są to modele, z których uzyskiwane wyniki były­
by bezpośrednio przydatne dla praktyki, gdyż j e s t  niemożliwe 
zbudowanie modelu będącego modelem w zmniejszonej sk a l i  zlew­
n i hydro log iczne j, z ca łą  złożonością j e j  budowy i  warunków 
przebiegu poszczególnych procesów. N ie znaczy to jednak, że 
są to modele mało przydatne, przeciwnie modele f izyka ln e ,  
szczegó ln ie  modele komponentów zlewni za pomocą których można 
badać pojedyncze procesy lub ich  grupy, są istotnymi i  n ieza­
stąpionymi narzędziami badań z punktu widzenia tworzenia mo­
d e l i  matematycznych w sk a l i  "mikro" tzn. modeli zjawisk opi­
sywanych równaniami różniczkowymi cząstkowymi. Wydaje s ię ,  że 
w oparciu o n iektóre modele f izyka ln e  można by również okreś­
lać  pewne parametry, które za pomocą odpowiednich transforma­
c j i  byłyby następnie przenoszone z modelu na oryg ina ł.

Za pewien rodzaj modeli f izyka lnych  można uważać poletka 
i  małe zlewnie eksperymentalne, tzn. obszary na których poza 
obserwowaniem (pomiarem} naturalnego przebiegu procesów
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hydrologicznych prowadzony j e s t  eksperyment czynny [Repre­
s e n ta t i v e . . . ,  1970; U. S o c z y ń s k a ,  1973} K .J. 
G r e g o r y ,  D.E. W a l l i n g ,  1973]. Właśnie ta 
możliwość prowadzenia eksperymentu czynnego j e s t  jedną z głów­
nych za le t  modeli f izyka lnych . Naturalnie charakter i  zakres 
eksperymentu czynnego będzie inny dla modeli laboratoryjnych 
niż dla poletek doświadczalnych, czy dla zlewni eksperymental­
nych. Eksperyment czynny w laboratorium pozwala na prowadzenie 
badań przy kontrolowanych warunkach początkowych i  brzegowych 
(w łączając czasowo -  przestrzenną zmienność opadów) oraz po­
zwala na wielokrotne powtarzanie eksperymentu przy tych samych 
warunkach. Ograniczoność tak szeroko pojętego eksperymentu 
czynnego w odniesieniu do zlewni eksperymentalnych, j e s t  w 
is to tn y  sposób rekompensowana poprzez fak t prowadzenia badań 
na obiekcie będącym oryginałem.

Powyższe uwagi odnośnie modeli f izyka lnych , zamieszczone 
w pracy dotyczącej modelowania matematycznego, wynikają głów­
n ie  z możliwości, a nawet konieczności korzystania z wyników 
badań na modelach fizyka lnych  dla sprawdzenia i  wstępnej iden­
t y f i k a c j i  modeli matematycznych, a szczegó ln ie  modeli matema­
tycznych w sk a l i  mikro. W tym też chyba zawiera s ię  is to tna  i  
praktyczna celowość prowadzenia trudnych i  kosztownych badań 
na fizyka lnych  modelach laboratoryjnych i  polowych.

Odnośnie modeli matematycznych to i s tn ie ją  dwa ich  rodzaje 
różniące s ię  stosowanymi technikami rozwiązania. Posiadając 
model w postaci opisu matematycznego należy go rozwiązać 
względem interesujących nas zmiennych. Rozwiązanie to drogą 
analityczną j e s t  często bardzo trudne, lub wręcz niemożliwe. 
Stosuje s ię  wówczas bądź przybliżone metody numeryczne wyko­
rzystu jąc  maszyny cyfrowe, bądź też buduje s ię  model analogo­
wy tzn . dobiera s ię  inny pod względem fizycznym, lecz  ła tw ie j ­
szy do badania (pomiaru) ob iekt, którego matematyczny opis 
d z ia łan ia  w zakresie interesujących nas cha rak. tery styk je s t  
identyczny z opisem dzia łan ia  oryginału. N a jc zęśc ie j  analoga­
mi są modele e lektryczne lub hydrauliczne, które są łatwe w 
budowie i  pomiarze. Modele analogowe op ie ra ją  s ię  więc na ana­
l o g i i  opisu matematycznego dzia łan ia  (zachowania s ię )  różnych 
obiektów [ r .H. C a n n o n ,  1973; J. P u ł a c z e w -
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s k i ,  K.  S z a c k a , A.  M a n i t i u s ,  1974-]. Tak 
więc, jeden ze sposobów rozwiązania to rozwiązanie an a litycz­
ne lub numeryczne, natomiast drugi, oparty na an a log ii  matema­
tycznej jaka występuje w równaniach ruchu dla różnych środo­
wisk fizycznych  i  wynikających z n ie j  analogiach fizycznych, 
prowadzi do rozwiązań przy wykorzystaniu modeli analogowych.
W h yd ro log ii  oba te podejścia są reprezentowane, chociaż do­
minuje podejście pierwsze.

Modele analogowe są w hydro log ii  na jczęśc ie j stosowane 
przy modelowaniu ruchu wcdy w gruncie, głównie w s t r e f i e  satu­
r a c j i  [np. N . I .  D r u ż i n i n ,  1956; W.C. W a l t o n ,  
1969; Z. ś m i e t a ń s k i ,  1969], chociaż są próby wy­
korzystania ich przy modelowaniu systemu ca łe j  zlewni hydrolo­
g iczne j [np. T. I s h i h a r a ,  Y.  I s h i h a r a ,  
1961; M.H. D i  s k i  n 1967J. Zastosowanie modelu analo­
gowego j e s t  bardzo korzystne w przypadku systemów skomplikowa­
nych, gdy ich  opis matematyczny j e s t  trudny do analitycznego 
rozwiązania (np. n ie lin iow e równania różniczkowe), wówczas 
możemy w sposób doświadczalny zbadać dz ia łan ie  modelu analogo­
wego i  odnieść wyniki do dzia łan ia  oryginału. Przy stosowaniu 
modeli analogowych należy badany oryg inał i  model bardzo do­
kładnie przestudiować w kategoriach ich środowisk fiżycznych 
[r .H .  C a n n o n ,  1973], gdyż model j e s t  uproszczeniem 
oryginału i  może wykazywać analogię ty lko  do niektórych jego 
cech. Modelowanie, analogowe wymaga specjalnych, zupełnie in­
nych niż modelowanie cyfrowe, technik i  w n in ie js z e j  pracy 
nie będzie rozpatrywane.

L iczba hydrologicznych modeli matematycznych rozwiązywa­
nych analityczn ie  lub numerycznie przy użyciu maszyn cyfrowych 
j e s t  pokaźna i  trudno byłoby wymienić nawet przykładowo te 
na jbardzie j in teresu jące . Pewne porównania i  analizy  dla po­
szczególnych grup modeli zos ta ły  przedstawione w k ilku arty­
kułach przeglądowych, których wykaz znaleźć można w pracy 
[D o o g e '  a 1974,b ] .

Poza omówionymi powyżej rodzajami modeli, których wyróż­
n ien ie  wynikało z bardzo ogólnych kryteriów, można wyodrębnić 
w ie le  innych rodzajów (k las ) modeli stosując różnorodne szcze­
gółowe k ry te r ia .  W każdej d z ied z in ie  nauki są na ogół stosowane

l
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nieco odmienne k lasy fikac je  modeli. Wynika to z jednej strony 
ze sp ecy f ik i danej dyscypliny zaś z drugie j strony ze stoso­
wania różnych kryteriów k la s y f ik a c j i  w zależności od chęci 
uwypuklenia tych czy innych cech i  różn ic .  W pracy [M. 0 z g a- 
- Z i e l i ń s k a ,  1975] podano propozycję k la s y f ik a c j i  
modeli matematycznych stosowanych w h yd ro log i i .  Wydaje s ię ,  
że p rzy ję te  k ry ter ia  k la s y f ik a c j i  ( ta b l ic a  1.1} można uznać, 
z punktu widzenia specy f ik i i  różnorodności modelowania z ja ­
wisk hydrologicznych, za właściwe i  rzeczyw iśc ie  is to tn e .

T a b l i c a  1.1 

K lasy f ikac ja  modeli matematycznych zjawisk hydrologicznych

Lp. Kryterium k la s y f ik a c j i Rodzaj (k lasa ) modelu

1 . Struktura modelu i  
przedmiot modelowania

modele
pojedyn­
czych
procesów

modele
kompo­
nentów

modele
in te ­
gralne

modele
g lo ­
balne

2. Rola czynnika czasu modele
statyczne

modele 
dynamie zne

5. Wartości poznawcze 
modelu

modele
genetyczne

modele
symptoma­
tyczne

modele
tendencji

4. Jednoznaczność uzyski­
wanych wyników

modele
determini­
styczne

modele
probabilistyczne

5. Stosowane podejście 
oraz metody opisu i  
rozwiązań

modele b ia łe j  -  modele czarnej 
skrzynki skrzynki

modele -  modele 
przyczynowo- statystyczne 
opisowe (stochastyczne)

6. Własności funkc ji 
operatora

modele lin iowe -  modele n ie­
lin iowe

modele -  modele 
stacjonarne niestacjonarne

modele -  modele 
o parametrach o parametrach 
skupionych rozłożonych



Wprowadzenie 11

K lasy fikac ja  ta ma na celu usystematyzowanie ca łośc i metod 
matematycznego modelowania zjawisk hydrologicznych, i  nie ogra­
nicza s ię  do modeli omówionych w n in ie js z e j  pracy, które roz­
patrywane są głównie z punktu widzenia posiadanej in form acji 
apriorycznej (początkowej) o własnościach, strukturze i  możli­
wości id e n ty f ik a c j i  systemu oraz wynikających stąd metod opisu 
i  rozwiązań. Tak więc, rozpatrywane tu modele stanowią klasę 
modeli przyczynowo-opisowych, które w za leżności od i l o ś c i  po­
siadanej i  wykorzystanej in form acji apriorycznej są zaliczane 
począwszy od modeli b ia ł e j  skrzynki (równania stanu), aż po­
przez modele "sza re j skrzynki", do modeli czarnej skrzynki 
(postać operatorowa "w e jś c ie -w y jś c ie " ) .

1.3. OGÓLNE PODSTAWY MODELOWANIA SYSTEMÓW

Model matematyczny systemu ( obiektu) może być w zasadzie 
uzyskany dwiema drogami. Jedną z nich, nazywana drogą (metodą) 
analityczną, polega na a n a liz ie  struktury systemu i  jego właś­
c iwości w oparciu o podstawowe prawa f izyczne  (lub chemicznej. 
Druga, nazywana metodą doświadczalną (eksperymentalną, empi­
ryczną) polega na uzyskaniu opisu matematycznego w wyniku 
przeprowadzonego eksperymentu na badanym ob iekc ie . W n in ie j ­
sze j pracy rozpatrywana j e s t  metoda analityczna, która pozwala 
wnikać do wnętrza systemu i  prowadzi do opisu wygodnego dla 
potrzeb sterowania. Natomiast metoda doświadczalna, poza pew­
nymi uwagami podanymi w rozdz.5, nie będzie tuta j omawiana. 
Metodykę oraz praktyczne przykłady określania modelu systemu 
drogą doświadczalną można znaleźć w wielu pracach poświęconych 
metodom id e n ty f ik a c j i  [np. A. P l ą s k o w s k i ,  1965; 
W.M. O r d y n c e w  , 1968; K. M a ń c z a k ,  1971;
Z. B u b n i c k i ,  1974; R. H a g e 1 , 1975].

Głównym zadaniem modelu matematycznego systemu j e s t  opisa­
nie •dzia łan ia  systemu. Wobec tego powinien to być model dyna­
miczny, pozwalający odzwierciedlać (określać) zmiany systemu 
w czas ie , a więc powinien symulować zachowanie s ię  systemu 
c z y l i  być modelem symulacyjnym. Symulacja wymaga aby model był 
systemem izomorficznym względem oryginału. Jednak izomorfizm
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między systemami może dotyczyć ty lko niektórych, wybranych 
cech. W cybernetyce n a j is to tn ie js z y  j e s t  izomorfizm pod wzglę­
dem zachowania s ię  systemów [ a .J . L e r  n e r  , 197l] • Wo­
bec tego za systemy izomorficzne uważa s ię  tak ie  systemy, któ­
re jednakowo reagują na czynniki zewnętrzne, a więc j e ż e l i  
sygnały wejściowe tych systemów będą jednakowe, to również 
jednakowe będą sygnały wyjściowe.

Dwa systemy A i  B są izomorficzne pod względem dzia łan ia , 
j e ż e l i  dla

XA ,1 ( t )  = x B,1( t ) i xA ,2 ( t )  B XBf2( t ) ; . . . j  XAfIn( t )  = * B,m( t )  

spełnione są warunki (1.1)

? A , i ( t )  = y B , i ( t ) , ‘ yA ,2 ( t )  = yB !2( t ) 5-*-5 yA , i ( t )  = y B , i ) t }

dla dowolnej chw il i  t .
Gdzie:

( t ) , . . . ,xm( t )  -  elementy wektora wejścia ; 
y/| ( t )  , . . .  ,y1( t )  -  elementy wektora wyjścia ( r y s .1 .2 ) .

Xi(t)- Wejście Wyjście
•
•
• System •

Rys.1.2. Schemat blokowy systemu

Łatwo zauważyć, że systemy takie mogą różnić s ię  między 
sobą strukturą i  własnościami poszczególnych .elementów wewnę­
trznych, natomiast "podobieństwo" dotyczy wyłącznie zachowania 
s ię  systemu jako ca ło ś c i .  Izomorfizm pod względem dzia łan ia  
j e s t  podstcwą i  warunkiem wystarczającym przy ustalaniu modelu 
na drodze doświadczalnej. W wielu jednak przypadkach j e s t  to 
warunek niewystarczający z punktu widzenia celu dla którego 
model j e s t  tworzony. Np. wymaca s ię  aby model uwzględniał rów­
nież strukturę wewnętrzną oryginału i  własności poszczególnych 
jego elementów, a więc żeby był izomorficznym pod względem 
struktury oraz dzia łan ia  poszczególnych elementów. Taki model 
można uzyskać wyłącznie na drodze an a lityczne j.
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Systemy naturalne charakteryzują s ię  praktycznie nieogra­
niczonym stopniem złożoności i  zbudowanie w pełn i izom orficz­
nego modelu [P. K o w a l i k ,  1967] takiego systemu je s t  
równie nierealne co niecelowe. Modele stanowią zawsze systemy 
uproszczone (zredukowane) w stosunku do oryginału. Uproszcze­
nie systemu może być realizowane w różny sposób. N a jczęśc ie j  
polega ono bądź na zredukowaniu l ic zb y  współrzędnych określa­
jących stan systemu, bądź na zredukowaniu l ic zb y  zmiennych 
wejściowych czy też na agregac ji  obiektów, stanów lub zmien­
nych. Zagadnienie upraszczania systemów szerze j omówiono w 
pracy [ m. O z g a - Z i e l i ń s k a  , 1975]. Z powyższe­
go wynika, że pierwszym etapem ustalania modelu j e s t  uprosz­
czenie oryginału. Model nie stanowi więc systemu izom orficz­
nego względem oryginału lecz  j e s t  izomorficznym systemem u- 
proszczonego oryginału (nazywanego nieraz prototypem). Fakt 
ten ma is to tne  znaczenie przy sprawdzaniu zgodności modelu z 
systemem rzeczywistym c z y l i  przy w e ry f ik a c j i  modelu (rozdz.
5.2) oraz powinien być zawsze brany pod uwagę przy in terp re­
t a c j i  i  praktycznym wykorzystywaniu wyników uzyskiwanych z mo­
delu.

Ustalenie trafnego modelu matematycznego systemu j e s t  za­
gadnieniem trudnym. Trudności w sformułowaniu modelu matematy­
cznego wynikają z jednej strony z dużej złożoności oryginałów, 
z drugiej zaś z braku wystarczających in form acji o własnościach 
oryginału. Należy zauważyć, że zbyt uproszczony model może po­
mijać is totne własności (charakterystyki) oryginału, a zbyt 
skomplikowany będzie stwarzał trudności matematyczne. Odpo­
wiedni model stanowi więc kompromis między trudnościami matema­
tycznymi, jak ie  powoduje komplikacja równań go opisujących, a 
wymaganą dokładnością ostatecznego wyniku.

W przypadku systemów bardzo złożonych może okazać s ię ,  że 
dopuszczalne uproszczenia z punktu widzenia zachowania własnoś­
c i  f izycznych  oryginału, są niewystarczające z punktu widzenia 
możliwości rozwiązań matematycznych. Potrzebny j e s t  wówczas 
podział tzn. dekompozycja oryginału w celu określenia zadań 
dla poszczególnych jego elementów, a następnie opracowanie od­
dzielnych modeli tych elementów z uwzględnieniem ich wzajem-
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nych sprzężeń oraz celu nadrzędnego, którym j e s t  poprawny mo­
del całego systemu.

Budowa wszystkich modeli matematycznych systemów f i z y c z ­
nych opiera s ię  na prawach zachowania (masy, en e rg i i ,  pędu) i  
wobec tego, pomimo dużej różnorodności postaci f izycznych  po­
szczególnych systemów, ich modele matematyczne są podobne. 
Systemy dynamiczne opisywane są przez dynamiczne prawa zacho­
wania odnoszące s ię  do stanu nieustalonego, który charaktery­
zuje s ię  zmiennym w czasie  stopniem akumulacji w ie lkośc i pod­
lega ją ce j  zachowaniu. Równania zachowania mają charakter rów­
nań bilansowych i  wyróżnia s ię  dwa sposoby podejścia przy ich 
określaniu dla układów (systemów) dynamicznych [ j .C .  F r i e d -  
1 y , 1975] • Jeden odnosi s ię  do bilansów w ska li  makro, a 
drugi w ska li mikro. W za leżności od tego system j e s t  nazywany 
systemem w ska li  makroskopowej lub mikroskopowej.

Równania bilansowe w ska li  makro są równaniami różniczko­
wymi zwyczajnymi, przy czym są to zawsze równania pierwszego

rzędu. Naturalnymi i  niezbęd­
nymi elementami równań zacho­
wania są tylko pierwsze po­
chodne względem czasu. J e ż e l i  
w danym układzie rozpatruje 
s ię  k ilka w ie lkośc i, wówczas 
jego model będzie zawierał 
zb iór rownan różniczkowych 
pierwszego rzędu względem 
czasu. Wyższe pochodne wzglę­
dem czasu mogą pojawiać s ię  
jedynie w wyniku tworzenia 
s ię  kombinacji przy prze­
kształcaniu tego zb ioru.
Układy (systemy) dyflamiczne 
opisane równaniami różniczko­
wymi zwyczajnymi noszą nazwę 
układów o parametrach skupio­
nych.

Równania zachowania w
Rys.1.3. Schemat procedury opra- sk a l i  mikro są równaniami 

cowywania modelu
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różniczkowymi cząstkowymi o pochodnych pierwszego rzędu wzglę­
dem czasu. W równaniach tych mogą występować drugie pochodne 
(lub wyższe) względem położenia. Systemy dynamiczne opisywane 
równaniami różniczkowymi o pochodnych cząstkowych są nazywane 
systemami o parametrach rozłożonych.

Postępowanie według którego odbywa s ię  opracowywanie do­
wolnego modelu można przedstawić w postaci algorytmu, w którym 
wyodrębnia s ię  k ilka głównych etapów [ j .C .  D o o g e , 1974; 
m. O z g a - Z i e l i ń s k a ,  1974-]. N a jogó ln ie j wyróż­
nić można t r zy  kolejne etapy ( r y s .1 .5 ) :

-  specy fikację ,
-  id en ty f ika c ję ,
-  w ery fikac ję .
Specyfikacja j e s t  to proces wyboru modelu, określenia jego 

generalnej i  szczegółowej koncepcji i  struktury oraz p rzy jęc ia  
ogólnych postaci funkc ji  transformujących. Przystępując do te ­
go n a j is to tn ie js zego  w opracowywaniu modelu etapu, należy 
przede wszystkim wyraźnie ok reś lić  przeznaczenie modelu, a na­
stępnie uzyskać dokładne rozeznanie odnośnie rzeczyw iste j 
struktury badanego systemu oraz możliwości określenia parame­
trów modelu. Przeznaczenie modelu, c z y l i  praktyczny c e l ,  dla 
którego model j e s t  opracowywany, w największym stopniu będzie 
decydował o wyborze ogólnej koncepcji modelu. Należy wybrać 
tak i model, aby za jego  pomocą uzyskać możliwie największą in­
formację użyteczną. Z drugie j jednak strony wybór modelu je s t  
ś c iś le  uzależniony od posiadanej in form acji apriorycznej (po­
czątkowej) o strukturze badanego systemu, tzn. in form acji o 
wewnętrznej budowie i  własnościach fizycznych  systemu, o pro­
cesach w nim zachodzących i  ich  wzajemnych współzależnościach. 
T rzec i  czynnik decydujący o wyborze modelu, to możliwości o- 
k reś len ia  parametrów funkc ji  transformujących. Możliwości te 
za leżą  przede wszystkim od rodzaju i  dokładności prowadzonych 
badań eksperymentalnych (pomiarów czynników hydrometeorologi­
cznych i  f i z j o g r a f i c z n y c h ) . Problem ten wiąże s ię  bezpośrednio 
z następnym etapem opracowywania modelu, a mianowicie z jego 
id en ty f ika c ją .

Id en ty f ikac ja  modelu j e s t  to proces określenia os ta teczne j, 
szczególnej dla badanego systemu, postaci modelu, tzn. dopaso­
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wania p rz y ję te j  ogólnej struktury i  funkc ji operatorów do wa­
runków badanego systemu (konkretnej z lew n i).  Tak więc identy­
f ik a c ja  to głównie proces określania liczbowych, wartości para­
metrów, chociaż n ieraz również postaci funkc ji operatora 
( r o zd z .5 .1 ) .  Przystępując do id e n ty f ik a c j i  modelu, należy mieć 
rozeznanie odnośnie charakteru i  ewentualnego znaczenia po­
szczególnych parametrów. W przypadku występowania parametrów 
mających znaczenie f izy czn e  ich liczbowe wartości powinny być 
określone w wyniku bezpośrednich pomiarów. Również inne para­
metry, których zależność od mierzonych charakterystyk systemu 
j e s t  znana, powinny być chociażby wstępnie (np. poprzez poda­
nie ograniczeń) oszacowane w oparciu o bezpośredni pomiar tych 
charakterystyk, a następnie, o i l e  zachodzi potrzeba, uśc iś la­
ne w dalszym procesie id e n ty f ik a c j i .  W wielu jednak przypad­
kach spotykanych w h yd ro log i i  nie dysponujemy pomiarami pozwa­
lającymi na bezpośrednie oszacowanie parametrów i  d latego mo­
dele  hydrologiczne n a jczęśc ie j  muszą być traktowane jako sys­
temy o niemierzonych parametrach. Parametry są wówczas in te ­
gralną częśc ią  modelu i  nie mają żadnego znaczenia poza mode­
lem. Są one abstrakcjami, które n ieraz mogą być co najwyżej 
uważane za aproksymacje niektórych parametrów o znaczeniu f i ­
zycznym. Szacowanie parametrów w systemach o niemierzonych 
parametrach dokonywane j e s t  n a jczęśc ie j  na drodze os iągn ięc ia  
maksymalnie możliwej zgodności pomiędzy sygnałem wyjściowym 
z modelu y ( t ) ,  dla danego sygnału wejściowego x ( t ) ,  a obser­
wowanym w rzeczyw is tośc i wyjściem z systemu y r z ( t ) .

Weryfikacja modelu je s t  to proces sprawdzenia rzeczyw iste j 
jakośc i modelu, tzn. porównania modelu z rzeczywistym systemem 
i  określen ia stopnia zgodności, a następnie sprawdzenia, czy 
uzyskany stopień zgodności j e s t  dostateczny i  kw a lif iku je  mo­
de l do praktycznego stosowania. Sprawdzenie zgodności modelu 
z rzeczywistym systemem powinno być przeprowadzone dwukrotnie. 
Pierwsze powinno dotyczyć zgodności modelu z materiałem obser­
wacyjnym, w oparciu o który model był identyfikowany (w e ry f i ­
kacja I ) , natomiast drugie zgodności z niezależnym materiałem 
obserwacyjnym (w eryfikac ja  I I ) .  Przedstawiona propozycja odnoś­
nie powtórnego sprawdzenia modelu na materiale niezależnym mo­
że wydawać s.ię n ierealna, a nawet niesłuszna, gdyż wychodząc
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z za łożenia uzyskania jak najlepszego oszacowania parametrów 
powinno s ię  do tego celu wykorzystać cały  posiadany materiał 
obserwacyjny, który i  tak ala wielu zlewni j e s t  stosunkowo 
mało obszerny. Taki sposób postępowania j e s t  rzeczywiście w 
pełn i uzasadniony przy szacowaniu parametrów modeli stochasty­
cznych (s tatystycznych ), dla których z jednej strony mamy zna­
cznie mniejsze możliwości zmiany ogólnej postaci modelu, z 
drugie j zaś sprawdzenie zgodności na materia le niezależnym 
wymaga w ie lo le tn ich  ciągów obserwacyjnych i  to równych lub 
nawet dłuższych od wykorzystywanych dla szacowania parametrów, 
a przec ież  wiadomo, że prawidłowe oszacowanie parametrów mode­
l i  statystycznych wymaga co najmniej k i lku dz ies ięc iu  l a t  obser­
w ac j i .  Dlatego też k ry ter ia  w e ry f ik a c j i  modeli statystycznych 
(w postaci testów zgodności, sprawdzania is to tn ośc i współczyn­
ników k o r e la c j i ,  błędów prognozy i t p . )  okreś la ją  jakość modelu 
ty lko w odniesieniu do materiału użytego do szacowania jego 
parametrów. Inaczej przedstawia s ię  zagadnienie id e n ty f ik a c j i  
i  w e ry f ik a c j i  przyczynowo-opisowych modeli symulacyjnych. Dla 
id e n ty f ik a c j i  modelu wystarcza na ogół okres od 5 do 5 l a t  
obserwacji dobowych (czy  godzinnych). Podobnej długości mate­
r i a ł  n ieza leżny wystarczy do drugiego zweryfikowania modelu.
H t e j  sy tu ac ji  propozycja dwukrotnego weryfikowania modelu 
j e s t ,  dla większości zlewni, w zupełności realna.

Problemy id e n ty f ik a c j i  i  w e ry f ik a c j i  modeli h yd ro log ic z­
nych zosta ły  szerze j omówione w rozdz.5»

2. OPIS SYSTEMU ZA POMOCĄ RÓWNAŃ STANU

2.1. WSPÓŁRZĘDNE I PRZESTRZEŃ STANU

W ielkości charakteryzujące zachowanie s ię  systemu nazywamy 
współrzędnymi stanu systemu lub krócej współrzędnymi stanu. 
Najmniejszy l ic zeb n ie  zespół współrzędnych wystarczający do 
opisania zachowania s ię  systemu nazywa s ię  stanem systemu. 
Mówiąc ś c i ś l e j ,  stan systemu j e s t  to najmniej l ic zn y  zb iór  
wartości ( l i c z b ) ,  które należy ok reś lić  dla czasu t  = t Q, aby
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móc jednoznacznie przewidzieć zachowanie s ię  systemu dla każ­
dej chw il i  czasu t  >  t Q, dla każdego sygnału wejściowego na­
leżącego do zbioru sygnałów wejściowych, przy założeniu, że 
wszystkie elementy zbioru wejść są znane dla t  i* t Q 
[o g a t  a , 1974].

Załóżmy, że dla pełnego opisu zachowania s ię  danego syste­
mu potrzeba co najmniej k współrzędnych z,j ( t )  ,Z2( t ) , . . . ,  
zk( t j .  Zbiór k współrzędnych można traktować jako k -e le -  
mentowy wektor z ( t )

z ( t )  =

z^ {t )

z2( t )

z-Jt)

( 2 .1 )

zwany wektorem stanu, zaś k-wymiarowa przestrzeń o współrzęd­
nych z^ ( t ) ,Z g ( t ) , . . . t z ^ ( t )  określa przestrzeń stanów.

Liczba wymiarów przestrzen i stanów j e s t  więc równą l i c z b ie  
w ie lkośc i określających stan systemu tzn. l i c z b ie  współrzęd­
nych systemu i  nazywa s ię  rzędem systemu (ob iek tu ).

W przestrzen i stanów każdy stan systemu można przedstawić 
jako punkt, który nazywamy punktem stanu. Punkt w przestrzen i 
stanów w chw ili t  nazywa s ię  punktem bieżącym. Punkt ten 
przemieszczając s ię  w przestrzen i stanów k r e ś l i  pewną krzywą 
zwaną t ra jek to r ią  stanu systemu. Droga punktu bieżącego dla 
określonego przedzia łu czasowego < t Q, t^ >  stanowi tra jek to ­
r i ę  stanu systemu dla tego przedziału czasu.

W systemach rzeczywistych nie wszystkie współrzędne mogą 
zmieniać s ię  w sposób nieograniczony tzn . od -  0 0  do + 0 0  , 
Często niektóre współrzędne mogą przyjmować jedynie wartości 
leżące w ś c iś le  określonym, skończonym przedz ia le  c z y l i  
z^ ^  z^ <  z^, gdzie i  ograniczają p rzedz ia ł wartości
dozwolonych współrzędnej z Z  powyższego wynika, że punkt 
stanu może poruszać s ię  ty lko w pewnej ograniczonej przestrze­
n i stanów. Przestrzeń tę nazywamy obszarem stanów dozwolonych. 
Mówiąc więc o p rzestrzen i stanćw danego systemu należy rozu­
mieć obszar jego stanów dozwolonych.
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2.2. RÓWNANIA STANU

Zależności, wiążące zmiany zachodzące w systemie ze stanem 
systemu i  z sygnałami wejściowymi działającymi na system, na­
zywamy równaniami stanu. Rozpatrzymy najpierw systemy o para­
metrach. skupionych., w których zmiany za leżą jedynie od czasu 
(a nie za leżą np. od współrzędnych przestrzennych!, równania 
stanu przedstawiają wówczas układ równań różniczkowych zwy­
czajnych pierwszego rzędu. Dla systemu dynamicznego rzędu k
o współrzędnych stanu z^ ( t j , z2( t ) , . . . , z fc( t ) , równania stanu 
można zapisać w następującej ogólnej postaci

ż1 ( t )  = [z1 ( t )  , z2( t )  , . . . ,  z fc( t )  , x1 ( t )  , . . .  ,xm( t )  , t ]

ż 2( t )  = f 2 [z1( t j  , z 2( t )  , . . . , z k( t )  , x1( t j  , . . . , x m( t )  , t ]
(2*2)

żk ( t )  = f k jz1( t )  , z 2( t )  , . . . , z k ( t )  , X l ( t ) ........xm( t ) , t ]

oraz dla t  = t Q

zl ( t o) = z1o» z2^o^ = z2o>*** »zk^t ô  = zko » ( 2*3) 

przy czym

* l ‘ l ■ .

gazie  w ie lkośc i x1( t ) ,  x2( t ) , . . .  ,x ( t) są sygnałami wejśc io­
wymi (rozpatrywany j e s t  więc systemem o m wejściach), zaś 
Z l ( t 0) ,  z2( t Q) , . . . , z fc( t 0) okreś la ją  wartości współrzędnych 
stanu w chw il i  początkowej t Q, a więc stanowią warunki po­
czątkowe systemu.

x1(t)— ► *i(t)
ẑ(t) — *■ yz(t)

•
•

•
<  ••

•
• „ . *k(t)

W <)-*
N

Rys.2.1. Ogólny schemat systemu
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W praktyce in teresu ją  nas często w ie lkości wyjściowe sys­
temu, które na ogół nie są współrzędnymi stanu ( r y s .2 .1 ) .  Na­
le ż y  wówczas ok reś lić  zależności poszczególnych sygnałów wyjś­
ciowych y1( t ) , y 2( t ) , . . . . y ^ t )  (gdz ie  1 j e s t  l ic zb ą  wyjść) 
od współrzędnych stanu, bądź od współrzędnych stanu i  w ielkoś­
c i  wejściowych, a więc w postaci

y1( t )  = cp1 [z^ (t )  , z 2( t )  , . . . , z k ( t )  ,x1( t )  ,x 2( t )  , . . . , x m( t )  , t ]  

y2( t )  = (|>2 [z1( t )  , z 2( t )  f . . . , z fc( t )  ,x1( t )  ,x 2( b) , . . . , x m( t )  , t j

yx ( t )  = <pl [z1( t )  , z2( t )  , . . .  , z k( .t) ,x1( t )  ,x 2( t )  , . . .  ,xm( t )  , t ]

(2 .4 )

Należy zauważyć, że równania wyjść nie są równaniami róż­
niczkowymi, le c z  równaniami algebraicznymi, gdyż cała dynamika 
systemu j e s t  zawarta w równaniach stanu (2 .2 ) .

a )

* ( t )
M I

*m(t)

h  (U) Zi (to) fto)

l  l - l
Obiekt

ii - A  ($*■>*) 
i z -M h b * )

żk~fk(z,Xjt)

Zi(t)
Zz(t)

jk lłL

CzTon wyjściowy

y r  Pi (£,*>*)

yi

TT

M l

Uiftj

b)
J (Ą S

l l ( t ) y-<p(i,*,t)
1— 1

u O l

Rys.2.2. Schemat systemu opisov/ego równaniami stanu: 
aj w zap is ie  poszczególnych równań, o) w zap is ie  wekto­

rowym

Jla opisu systemów uużych, tzn . wysokiego rzędu i  o dużej 
l i c z b i e  wejść i  wyjść, konieczne j e s t  dla uproszczenia zapisu
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stosowanie postaci wektorowej i  macierzowej ( r y s .2 .2 ) .  Równa­
nia od (2 .2 ) do (2 .4 ) w zap is ie  wektorowo-macierzowym mają po­
stać

ż ( t )  = f  [  z ( t )  , x ( t )  , t ]  5 ( t Q) = zQ . (2.5)

yi t) = cp[z( t ) , x ( t ) ,  t ]  (2.6)

Dla systemów stacjonarnych równania powyższe upraszczają 
s ię ,  gdyż nie występuje zależność własności systemu ( fu n kc j i  
f  i  cp) od czasu i  wówczas

ż ( t )  = f  [ z ( t ) ,  x (t )J  = z0 • (2.7)

y ( t )  = £f>[z(t), x( t )] (2.8)

Wektory z ( t ) ,  x( t )  , ^ ( t ) ,  f ,  cf, są postaci

z1( t ) ‘ "x1( t )

I

ct
_

_
_

_
_

I

V <P1
z2( t ) x 2( t) f 2 ?2

z( t )  =

ż fc( t )

x( t) = o

•

X ( t) ni

y( t) = •

•

yx ( t)

f  = •

•

•

_f k.

1  =

. 1

Należy pamiętać, że dla równań stanu [2.5) czy (2.7) nale
ży podać warunki początkowe tzn. stan początkowy wektora 
z ( t Q) = ĵ ẑ j ( t Q) , z2( t Q) , . . . ,  zk( t Q)J 'C. Ponadto dla równań stanu 
i  równań wyjść należy podać ewentualne ograniczenia na wektor 
sygnałów wejściowych x ( t )  i  współrzędnych stanu z ( t ) .

Dla stacjonarnego systemu lin iowego względem z( t )  i  x ( t )  
równania stanu stanowiące układ k równań różniczkowych rzędu 
pierwszego oraz 1 równań wyjść można, w zap is ie  wektorowo-ma­
cierzowym ( r y s .2 .5 ) ,  przedstawić w postaci

ż ( t  i = A z ( t )  + B x ( t )  2 ( t Q) = (2 .9 )

2_(t; = G z ( t )  + D x ( t ) ( 2 .10)
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Rys.2.5. Schemat blokowy systemu liniowego o- 
pisanego wektorowym równaniem stanu i  równa­

niem wyjść

przy czym

a11 a12 • • • a1k 'b11 ^ 2 0 0 0 b1m

A =
a21 a22 • • • a2k

B =
b21 b22 0 0 0 b2m

_ak1 ak2 •  • • akk. bk1 bk2 0 0 0 bkm.

C11 c12 0 0 0 c1k ' d11 d12 0 0 0 d1m

C21 c22 •  • • °2k d21 d22 0 0 0 d2m
C = D =

°11 C12 0 0 0 clk_ > d12 0 0 0

---------
1

sHTJ

Dla systemu niestacjonarnego niektóre współczynniki w ma­
cierzach  A,B,C i  D są w funkc ji czasu, a więc za leżności od­
powiadające równaniom (2 .9 ) i  (2.10) przyjmą postać

ż ( t )  = A ( t )  z ( t )  + B (t )  x ( t )  • (2.11)

y ( t )  = C( t )  z ( t )  + D (t )  x ( t )  (2.12)

Elementy macierzy A za leżą  od parametrów systemu i  ca ł­
kowicie opisują własności systemu bez uwzględniania oddziały­
wania wektora wejść;elementy macierzy B pokazują oddziaływanie 
wektora wejść na stan systemu;elementy macierzy C pokazują jak 
sygnały wyjściowe są powiązane ze współrzędnymi stanu;zaś e l e ­
menty macierzy D pokazują bezpośredni wpływ sygnałów w e jśc io ­
wych na wyjściowe.
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Należy zaznaczyć, że dowolny system opisany równaniem róż­
niczkowym zwyczajnym k-tego rzędu można zawsze zastąpić ukła­
dem k równań różniczkowych rzędu pierwszego [K. 0 g a t  a,
1974] , a więc sprowadzić dc opisu w postaci równań stanu. Za­
gadnienia p rze jśc ia  od opisu w postaci równania różniczkowego 
zwyczajnego dowolnego rzędu q o  opisu w postaci równań stanu i 
odwrotnie zosta ły  omówione w rozdz.4.

Wszystkie powyższe zależności odnoszą s ię  do systemów bez 
opóźnień tzn. wszystkie zmienne określane są dla t e j  samej 
ch w il i  t .  W rzeczyw is tośc i obserwujemy często systemy z 0-  
późnieniami wejścia i  stanu [h. G ó r e c k i ,  1971].
W systemach, w których występują procesy transportowe (masy, 
c iep ła  i  innej należy uwzględniać opóźnienia wpływu wektora 
wejść na stan i  w y jśc ie .  Równania stanu przyb iera ją  wówczas 
postać

ż ( t )  = f [ z ( t ) ,  x ( t ) ,  x ( t— J, . . . ,  x ( t - r r ) ,  t ]  , (2.13) 

gdzie

-  są czasami opóźnień, przy czym r r  >  rr_ 1 . . . .  T ^> 0
Tak w ięc, dla określen ia stanu systemu w chw il i  t  >  t o

nie wystarczy już znajomość stanu początkowego z ( t Q) oraz 
wektora wejść w p rzedz ia le  czasu < tQ, t >  , le c z  niezbędna 
j e s t  również znajomość wektora wejść w przedzia le  <'^ o ~ ^ r , '̂o'> 
Jednak fa k t  ten, z uwagi, że wektor wejść j e s t  znaną funkcją 
czasu, nie komplikuje rozwiązania równania ( 2 . 13 ) ,  które pozo­
s ta je  nadal równaniem różniczkowym zwyczajnym. Natomiast, j e ­
ż e l i  w badanym systemie pojawiają s ię  opóźnienia stanu (system 
ze sprzężeniem zwrotnym) wówczas zależność (2.13) przyjmuje 
postać

ż ( t )  = f [ z ( t ) ,  z ( t  — z ( t  -  Tr ) ,

(2.-14)
x ( t ) ,  x ( t  -  tv,) , . . . ,  x ( t  -  r r ) ,  t ]

przy czym

Tj, J> Tr_ i  .> . . .  >  0

i  nosi nazwę równania różnicowo-różniczkowego.
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Dla określenia stanu systemu, opisanego równaniem (2 .14 ),  w 
ch w il i  t  >  t Q nie wystarczy znajomość wektora z ( t Qj i  wek­
tora wejść w przedzia le  < t Q, t>  , ale j e s t  wymagana ponadto 
znajomość wektorów wejścia i  stanu w przedz ia le  < t  -  r r , t 0> , 
które wraz z wektorem stanu początkowego z ( t  ) stanowią 
"stan początkowy zupełny" (stan uogólniony układuj. Dla syste­
mów lin iowych zależność (2.14) przyjmuje postać

ż ( t )  = ^ ' [A i ( t )  z( t  -  r± ) + Bi ( t )  x ( t  -  ^ j ] ;  
i = 0

rQ = o . ( 2 . 15 )

J e ż e l i  zmiany w systemie nie za leżą  ty lko od czasu, a le  
również od innych zmiennych niezależnych, np, od współrzędnych 
przestrzennych, to systemy takie zwane systemami o parametrach 
rozłożonych, są opisywane równaniami różniczkowymi cząstkowymi 

[H. G ó r e c k i ,  1971; J.C. i1 r  i  e d 1 y , 1975; W. 
F i n d e i s e n ,  1972] typu

dzi  dz^ 3z2 dẑ ,
~ W  = f i ( z l » z2’ * * * » zk» au~ » FuT » * * • »  Ja~  » x i » x2 ' * * * » xm*t)

( i  = 1 ,2 , . . . , k )  (2.16)

dla poszczególnych współrzędnych stanu z i , gdzie u j e s t  
zmienną nieza leżną (np. zmienną położenia w p rz e s tr zen i ) ,  zaś 
x  sygnałem wejściowym przestrzennie rozłożonym c z y l i  x ( t , u ) .  
Równania stanu są naturalnie równaniami rzędu pierwszego wzglę­
dem t ,  natomiast mogą w nich występować pochodne cząstkowe 
wyższych rzędów (d la  procesów fizycznych  n a jczęśc ie j  rzędu 
drugiego) względem innych zmiennych [l i .  G ó r e c k i  , 197lJ. 
Dla systemów o większej l i c z b ie  zmiennych niezależnych oraz o 
dużej l i c z b ie  współrzędnych stanu równanie (2.16) bardzo s ię  
komplikuje, gdyż występują w nim pochodne cząstkowe (p ierwsze­
go i  ewentualnie drugiego rzędu) każdej współrzędnej stanu 
względem każdej zmiennej n ie za leżne j.

Większość procesów fizycznych  niejednorodnych może być 
opisana liniowymi równaniami różniczkowymi cząstkowymi rzędu 
drugiego o następującej postaci ogólnej dla p zmiennych n ie ­
zależnych
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V , 32 y
2___ _ ai j  U1’ U2’ * * * *up̂  5HT 3u, +

+ ^ 'bi ( û  , u2, . . . ,  Up) + c( û  ,u2, . . .  ,up) y =
/=/' 1

= x (u1 fU2f •••» Up) , (2.17)

gd z ie :

ai  j   ̂U1 * u2* ’  * * * Up̂  ’ ^i^ U1 ’ U2’ • * * * up̂  » U1 * u2’ * * * ’ up̂  ~ 
parametrami modelu w fun’t c j i  p zmiennych niezależnych, zaś

x(u1,u2, . . . ,u p )  j e s t  funkcją wymuszającą, c z y l i  sygnałem 
wejściowym przestrzennie rozłożonym.

Jedną ze zmiennych niezależnych j e s t  na ogół czas û  = t ,  
zaś pozostałe są bądź współrzędnymi położenia, bądź współrzęd­
nymi dowolnej wielowymiarowej p rzes trzen i.

Fojedyncze procesy hydrologiczne są n ieraz rozpatrywane w 
ska li  mikro i  wobec tego do ich  opisu mogą być wykorzystywane 
zarówno równania różniczkowe zwyczajne jak i  cząstkowe. Postę­
powanie takie j e s t  z resz tą  od dawna stosowane przy modelowa­
niu różnych procesów hydrologicznych. Modele te z uwagi, że 
opisują ruch wody w oparciu o prawa i  równania hydrędynamiki 
są n ieraz nazywane modelami hydrodynamicznymi [b . K o r d a s ,  
1974-] . Przykłady tego rodzaju modeli nie będą tu ta j podane, 
gdyż w n in ie js z e j  pracy nie są rozpatrywane modele hydro log i­
czne o parametrach rozłożonych. Opis procesów hydrologicznych 
równaniami różniczkowymi cząstkowymi można znaleźć w wielu 
publikacjach [np. P.S. B a g l e s o n ,  1970; Z. K a c z - 
m a r e k ,  1970; B. K o r d a s ,  1971; P. K o w a 1 i  k,
H. Z a r a d n y ,  1970; H. Z a r a d n y ,  P.  K o w a ­
l i  k , 1971 a ,b j .

2.3. USTALANIE OPISU SYSTEMU ZA POMOCĄ RÓWNAŃ STANU

Postępowanie zmierzające do ustalenia opisu systemu w po­
s ta c i  za leżności (2 .5 ) i  (2 .6) obejmuje k ilka etapów [w. 
P i n d e i s e n ,  1972]:
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I .  Określenie współrzędnych stanu (oraz ewentualnych ogra­
niczeń na te w ie lk o ś c i ) .

I I .  Ułożenie równań stanu.
I I I .  Określenie w ie lkośc i wejściowych (oraz ewentualnych 

ograniczeń na te w ie lk o ś c i ) .
IV . Określenie w ie lkośc i wyjściowych.
V. Ułożenie równań wyjścia .
Trzy pierwsze etapy doprowadzają do wyczerpującego opisu 

systemu dynamicznego, gdyż ułożone równania stanu wyczerpują 
opis dynamiki systemu i  tym samym stanowią pełen jego model 
matematyczny (stanowią pełen opis matematyczny zachowania s ię  
systemu). Natomiast etapy IV i  V wynikają z celu i  sposobu 
wykorzystania modelu. Po lega ją  one na określeniu tych charak­
terystycznych w ie lkośc i systemu, które in teresu ją  nas z punktu 
widzenia wykorzystania modelu oraz na powiązaniu tych wielkoś­
c i  ze stanem i  sygnałami wejściowymi.

Należy zauważyć, że is to tną  charakterystyczną cechą równań 
stanu j e s t  fa k t  nie występowania po ich  prawych stronachs po­
chodnych współrzędnych stanu względem czasu, pochodnych w ie l­
kości wejściowych względem czasu i  w ie lkośc i wyjściowych.
W prawych stronach równań stanu, poza współrzędnymi stanu wy­
stępują ty lko dwa rodzaje w ie lkośc i,  a mianowicie parametry 
systemu i  w ie lkośc i wejściowe. N iektóre z tych dwóch rodzajów 
w ie lkośc i mogą być p rzy ję te  bądź jako parametry bądź jako w ie l­
kości wejściowe, w zależności od zdefiniowania systemu (po­
dz ia łu  na system i  otoczenie) oraz od ustalonej struktury i  
zadań modelu. Np. j e ż e l i  w modelu procesu parowania, w postaci 
równania różniczkowego d y fu z j i  pary wodnej, c iśn ien ie  powie­
trza  uznamy za s ta łe  (c zęs to  właśnie tak postępujemy, przyjmu­
jąc  p = const. = 1000 mb) wówczas s ta je  s ię  ono parametrem o 
p rz y ję te j  przez nas s t a łe j  wartości, natomiast w przypadku u- 
względniania jego zmienności w czasie -  s ta je  s ię  w ie lkośc ią  
wejściową. Wobec powyższego wynika pytanie jąka j e s t  różnica 
pomiędzy sygnałami wejściowymi a parametrami, szczegó ln ie  pa­
rametrami zmiennymi w czas ie . Wydaje s ię ,  że można wyróżnić 
dwa is to tne  czynniki (k ry te r ia )  pozwalające zakwalifikować 
daną wielkość do sygnałów wejściowych czy parametrów. Jednym, 
j e s t  wspomniane wyżej zdefiniowanie systemu tzn. wydzie len ie
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tych obiektów, które z punktu rozwiązywanego problemu będziemy 
uważali za system, a więc za przedmiot naszego modelowania. 
Charakterystyki własności systemu określone są przez cechy 
własne wydzielonych obiektów. Cechy te stanowią właśnie para­
metry systemu lub są ich  funkcjami. J e ż e l i  charakterystyki 
systemu będą u legały zmianom w czasie wówczas stan systemu 
będzie podlegał innym ilościowym zmianom pod wpływem tych sa­
mych wartości bodźców zewnętrznych (w e jść ),  gdyż u leg ły  zmia­
nie jego własności. Mechanizm zmian parametrów stanowi jednak 
n ieza leżny, oddzielny podsystem, którego model (mogą to być 
nawet bardzo proste reguły zmiany parametrów) musi być włączo­
ny (wbudowany) do modelu rozpatrywanego systemu -  j e s t  to 
właśnie ten drugi czynnik pozwalający rozróżn ić parametry 
zmienne w czasie  od sygnałów wejściowych. Np. Zmienność czaso­
wa parametrów modelu ewapotranspiracji uzależniona j e s t  od 
przebiegu cyklu wegetacyjnego ro ś l in  i  j e s t  wprowadzona do 
modelu ewapotranspiracji jako znana jednoznacznie określona 
funkcja czasu, również zmienność parametrów modelu spływu po­
wierzchniowego j e s t  związana z cyklem wegetacyjnym ro ś l in  
chociaż w zupełnie inny sposób (zmiana szorstkości powierzchni
i  oporów ruchu) i  jako zupełnie inna, le c z  także znana funkcja 
czasu j e s t  wprowadzana do modelu spływu powierzchniowego. Tak 
więc z punktu rozpatrywanego systemu jego zmienne parametry 
są znanymi zdeterminowanymi funkcjami czasu wbudowanymi w 
model. Natomiast potraktowanie sta łego sygnału wejściowego 
jako sta łego parametru j e s t  chyba oczywiste, gdyż n ieza leżn ie  
od nazwy "s ta łe  w e jśc ie "  czy "parametr", wielkość ta i  tak bę­
dzie s ta łą  modelu.

Z k o le i ,  należy zwrócić uwagę, że nie wszystkie w ie lkośc i, 
które zosta ły  określone jako wejściowe będą mogły być w modelu 

uwzględnione. N iektóre z nich są pomijane i  traktowane bądź 
jako zakłócenia dopuszczalne, gdyż wpływ ich na stan systemu 
j e s t  mały (mało is to tn y ) ,  bądź jako zakłócenia przymusowe 
(nieuniknionej, gdy z pewnych obiektywnych względów (np. po­
miarowych) nie mogą być uwzględnione jako kontrolowane sygnały 
wejściowe.

Wyróżnienie p ięc iu  powyższych etapów ustalania opisu sys­
temu za pomocą równan stanu ma na celu pewne uporządkowanie



28 Opis systemu za pomocą równań stanu

postępowania, chociaż w zasadzie wszystkie te etapy są ze so­
bą bardzo śc iś le  powiązane i  w praktyce realizowane prawie 
jednocześnie (szczegó ln ie  t r zy  p ierwsze). Jednak zasadniczym 
je s t  niewątpliw ie etap drugi, w którym w oparciu o p rzy ję tą  
koncepcję układane są równania stanu opisujące całą dynamikę 
systemu.

2.4. MODELE SYSTEMÓW HYDROLOGICZNYCH 
OPISANE RÓWNANIAMI STANU

2.4.1. Uwagi ogólne

Do chw il i  obecnej metody opisu systemów w przestrzen i sta­
nu, stanowiące najnowocześniejszą formę opisu systemów stero­
wania wprowadzoną w latach sześćdzies iątych, nie znalazły  
szerszego zastosowania w hydro log ii i  gospodarce wodnej. Za­
ledwie w kilku pracach podjęto próbę wykorzystania ich do opi­
su systemów hydrologicznych, a głównie systemów woano-gospo- 
darczych [L. D u c k s t e i n ,  C.C. K i s i e l ,  1972; 
A . S z o l l ć s i - N a g y ,  19 74-] .

Pon iżej zaproponowano model zlewni hydrologicznej potrak­
towanej jako złożony system opisany w wielowymiarowej prze­
s trzen i stanu.

2.4.2. Proponowany model zlewni

Przy układaniu równań stanu mogą być stosowane dwie kon­
cepc je . Jedna polega na wyprowadzaniu tych równań ze znanych, 
wynikających z praw f i z y k i ,  równań różniczkowych opisujących 
procesy zachodzące w badanym systemie, zaś druga oparta je s t  
na a n a liz ie  struktury systemu i  prawach zachowania. Druga kon­
cepcja j e s t  na ogoł stosowana w przypadku niemożności zastoso­
wania koncepcji p ierwszej. II przedstawionym poniżej przykła­
dzie  modelu zlewni hydrologicznej p rzy ję to  koncepcję drugą, a
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to ze względu na niejednakowy stopień rozpoznania i  szczegóło­
wości opisu poszczególnych procesów hydrologicznych zachodzą­
cych w zlewni. N iektóre z nich są opisywane równaniami różn i­
czkowymi zwyczajnymi, inne równaniami różniczkowymi cząstkowy­
mi, a niektóre w ogóle nie posiadają opisu matematycznego wy­
nikającego z praw f i z y k i .

K o n c e p c j a  m o d e l u .  P rzy ję ta  koncepcja za­
kłada, że zlewnię hydrologiczną można potraktować jako system: 

^ -  w ska li  makro, a więc o parametrach skupionych,
2 -  lin iowy,
 ̂ -  składający s ię  z kilku podsystemów (elementów) stanowią­

cych oddzielne akumulatory wody,
l\ -  powiązania (sprzężenia) pomiędzy poszczególnymi podsy­

stemami są przyczynowo-skutkowe tzn. wynikają z praw ruchu 
wody w zlewni.

Wobec powyższego poszczególne elementy akumulujące wodę w 
zlewni mogą być opisane liniowymi równaniami różniczkowymi 
zwyczajnymi o postaci (2 .9 ) i  równaniami wyjść o postaci 
(2 .10 ).  Określenie l ic zb y  współrzędnych stanu wynikało z ana­
l i z y  struktury zlewni tzn. wydzielenia głównych elementów 
akumulujących wodę. W rezu ltac ie  wyodrębniono siedem następu­
jących elementów wraz z odpowiadającymi im współrzędnymi sta­
nu z^ charakteryzującymi stopień nasycenia wodą danego e le ­
mentu:

-  obszar nieprzepuszczalnej powierzchni zlewni ( z ^ ) ,
-  in t e r cepcję ( z ?) ,
-  obszar przepuszczalnej powierzchni zlewni ( z - ) ,
-  górną warstwę gruntu powierzchni przepuszczalnej ( z^) ,
-  s t r e fę  a e ra c j i  ( z ^ ) ,
-  s t r e fę  sa tu rac ji ( z ^ ) ,
-  koryto rzeczne jako cztery  szeregowo połączone elementy

( z7> a8’ z9 ’ Z10J*
K.ażdy z wyazielonych elementów akumuluje dopływającą do

niego wodę i  odprowadza we właściwy (charakterystyczny) dla 
s ieb ie  sposob, wynikający z własności fizycznych środowiska 
które reprezentuje. Tak więc każdy element stanowi pewnego 
rodzaju zbiornik retencyjny, a wobec założenia lin iow ośc i sy­
stemu zlewni -  l in iow y zbiornin retencyjny, natomiast napeł­
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nienia tych zbiorników okreś la ją  współrzędne stanu. Własności 
f iz y czn e  środowisk, reprezentowanych przez poszczególne zb ior­
n ik i ,  mogą być odzwierciedlone poprzez współczynniki wypływu 
kj ,̂ ograniczenia napełnień c z y l i  ograniczenia dolne i  górne 
nałożone na współrzędne stanu oraz poprzez tzw. ograniczenia 
progowe współrzędnych stanu, c z y l i  wartości po przekroczeniu 
których rozpoczyna s ię  lub zanika odpływ wody z danego środo­
wiska (zb io rn ik a ).  Na progową strukturę zlewni zwracają uwagę 
J.C. D o o g e [1974,b] oraz R.P. I  b b i  t  , T. 0'D o n- 
n e 1 1 [l971J i  L .S . K u c z m e n t  [197^] podkreśla­
jąc jednocześnie trudności występujące przy id e n ty f ik a c j i  pa­
rametrów ze względu na powstawanie "p lateau" i  przerw w c iąg­
ło ś c i  kryterium zgodności ( fu n kc j i  c e lu ) .

Schemat zastępczy (poglądowy) dz ia łan ia  systemu zlewni 
jako systemu zbiorników retencyjnych podano, wraz z objaśnie­
niami przyjętych oznaczeń, na r y s .2.4. Wejściem do systemu 
j e s t  parowanie E oraz opad deszczu P, który j e s t  ro zd z ie la ­
ny na opad x^, spadły na powierzchnię nieprzepuszczalną zlew­
n i i  na opad X2 , spadły na powierzchnię przepuszczalną, pro­
porcjonalnie do pól (Fn i  Fp) tych powierzchni w -stosunku do 
pola ca łe j  powierzchni'z lewni ( P ) .

Wyodrębnienie w schemacie systemu zlewni obszarów o po­
wierzchni nieprzepuszczalnej, które bezpośrednio sąsiadują 
z rzeką (łączn ie  z powierzchnią samej r z e k i ) ,  ma istotne zna- 

'czenie w przypadku zlewni na k tóre j np. występują s i ln ie  za­
budowane, lub nieprzepuszczalne obszary przyrzeczne. natomiast 
w przypadku gdy na obszarach przyrzecznych występują grunty 
przepuszczalne współrzędną z  ̂ można pominąć.

Trudnym dc modelowania elementem zlewni j e s t  in tercepc ja . 
Jak wiadomo rozkład szaty roś linnej na obszarze zlewni j e s t  
bardzo nierównomierny i  niejednorodny, tak więc wyodrębnienie 
obszarow, na których nie występuje zjawisko in tercepG ji j e s t  
praktycznie niemożliwe. Wobec tego . 1  modelu p rzy ję to ,  że cały 
opau na powierzchnię przepuszczalną spada na szatę roślinną 
z tym, że część jego (v: za leżności od wartości współczynnika 
kPJ może od razu dotrzeć uo powierzchni gruntu ( otvvor na po­
ziomie dna zbiornika in te rc ep c j i )  .
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Oznaczenia: Qi -  odpływ z obszaru zlewni nieprzepuszczalnej

S— opad bezpośredni 
-  opad z intercepcji po jej wypełnieniu 

Qj -  Infiltracja 
Q'j -odpływ powierzchniowy 
Qj -przepływ w strefie aeracji 
Qg -odpływ podpowierzchniowy 
Uf -  filtracja do strefy saturacji 
Q( -odpływ gruntowy (ze strefy saturacji)
On -  stalu odpływ do niższych horyzontów 
07 -  odpływ rzeczny z zasilania podpowierzchniowego 
Qf -  odpływ rzeczny z zasilania podpowierzchniowego 

i obszaru powierzchni przepuszczalnej 
Os -  odpływ rzeczny z zasilania podpowierzchniowego,

obszaru powierzchni przepuszczalnej i nitprzeputzczcdnej 
On -  odpływ rzeczny całkowity 
Pozostałe oznaczenia podano w tekście

Rys.2.4-. Poglądowy schemat dzia łan ia  systemu zlewni
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W modelu przewidziano również możliwość uwzględnienia “po­
ziomego" odpływu ze s t r e fy  a e ra c j i  tzn. odpływu podpowierzch- 
niowego Odpływ ten nie zawsze zachodzi, gdyż j e s t  on
wynikiem występowania w s t r e f i e  a e ra c j i  bądz anizotropowej 
warstwy gruntu, bądz warstw o różnorodnej przepuszczalności 
[p .S . i a g l e s o n ,  1970; Model matematyczny z le w n i . . . ,  

1975s].
w obu przypadkach e fek t j e s t  podobny tzn. występuje więk­

sza zdolność ruchu wody w kierunku poziomym niż pionowym i  na­
wet przy niewielkim spadku warstw w kierunku koryta rzecznego 
występuje spływ podpowierzchniowy. if warunkach jednorodności 
s t r e fy  a e ra c j i  spływ podpowierzchniowy nie zachodzi i  wówczas 
odpływ j e s t  w modelu pomijany.

Własności akumulujące koryta rzecznego przedstawiono w po­
s ta c i  kaskady czterech zbiorników (z^q, z^, Zq, z ^ ) , do któ­
rych kole jno doprowadzono odpływ ze s t r e fy  sa tu rac ji  (Q^), 
obszaru nieprzepuszczalnej powierzchni zlewni (Q^), obszaru 
przepuszczalnej powierzchni zlewni (Q, )̂ oraz s t r e fy  a e ra c j i  

( % ) .
P rzy ję c ie  założenia o l in iow ośc i zbiorników, pozwala 0-  

kreślać wypływ z nich jako wprost proporcjonalny do wysokości 
napełnienia ponad poziomem położenia otworu przez który wy­
pływ ten zachodzi, c z y l i

Qi  = ki ( z ± -  a± ) , (2.18)

gdzie
k^ -  współczynnik wypływy, określany w wyniku id en ty f ika ­

c j i  metodą op tym alizac ji,
z^ -  odpowiednia współrzędna stanu,
a^ -  ograniczenie progowe odpowiedniej współrzędnej stanu.
Wszystkie ograniczenia współrzędnych stanu traktowane są 

jako sta łe  modelu określone z warunków fizycznych poszczegól­
nych środowisk hydrologicznych, które współrzędne te reprezen­
tu ją . P rzy ję to  następujące ograniczenia dla poszczególnych 
współrzędnych:
a° -  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe zeru, gdyż od­

pływ wody z powierzchni nieprzepuszczalnej rozpoczyna s ię  
w zasadzie jednocześnie z 'wystąpieniem opadu,
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-  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe zeru, z uwagi 
na występowanie obszarow niepokrytych roś linnośc ią , na 
które opad spada bezpośrednio,

-  progowe ograniczenie współrzędnej z2 równe max. wartości 
wysokości in te r c e p c j i  dla dominującego rodzaju roślinnoś­
c i  na obszarze zlewni. Wyznaczenie tego ograniczenia moż­
l iw e  je s t  np. z modelu in te r c ep c j i  [w. F e 1 u c h ,
1975] lub pomiarów in te rc ep c j i ,

-  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe zeru, gdyż in­
f i l t r a c j a  rozpoczyna s ię  od razu po spadnięciu opadu na 
powierzchnię gruntu,

-  progowe ograniczenie współrzędnej z^ równe wysokości re­
t e n c j i  powierzchni gruntu, przy k tóre j rozpoczyna s ię  
odpływ powierzchniowy. Wyznaczenie tego ograniczenia moż­
l iw e  j e s t  np. z modelu r e ten c j i  powierzchniowej [w. F e- 
1 u c h , 1975]  ,

-  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe minimalnej po­
jemności górnej warstwy gruntu, c z y l i  w ilgotności h igro- 
skop ijne j,

a^ -  górne ograniczenie współrzędnej z^ równe maksymalnej po­
jemności górnej warstwy gruntu, c z y l i  maksymalnej w ilg o t­
ności -  maksymalnej pojemności wodnej [p. K o w a l i k ,  
1973],

a^ -  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe minimalnej po­
jemności s t r e fy  a e ra c j i  c z y l i  w ilgotnośc i h ig roskop ijn e j , 

a^ -  pierwsze progowe ograniczenie współrzędnej z^ określone 
w wyniku badania anizotropowości i  uwarstwienia s t r e fy  
a e ra c j i ,

-  drugie progowe ograniczenie współrzędnej z^ równe w i lg o t ­
ności, przy k tóre j rozpoczyna s ię  ruch wody graw itacyj­
ne j,  a więc równe kapilarnej pojemności wodnej [P. K o ­
w a l i k ,  1973] w c a łe j ,  a szczególnie dolnej, s tre ­
f i e  a e ra c j i ,

ag -  progowe ograniczenie współrzędnej z^ równe minimalnemu
położeniu zw ierciadła wody gruntowej, przy którym wystę­
puje odpływ ze s t r e fy  sa tu rac ji  do rzek i,  

â , -  dolne ograniczenie współrzędnej Zy równe zeru, gdy od­
pływ podpowierzchniowy (Q^) równy j e s t  zeru,
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ag -  dolne ograniczenie współrzędnej z8 równe zeru, gdy od­
pływ podpowierzchniowy (Q^) oraz odpływ z przepuszczalnej 
powierzchni zlewni (Q^) są równe zeru, 

a^ -  dolne ograniczenie współrzędnej z^ równe zeru, gdy kory­
tem płynie wyłącznie odpływ ze s t r e fy  sa tu rac ji  (Qg), 

a°Q- dolne ograniczenie współrzędnej z^q równe zeru, przy ze­
rowym przepływie w korycie rzecznym.

W proponowanym modelu i s tn ie je  możliwość uwzględnienia 
parowania traktowanego jako ujemne w e jśc ie ,  określane poza 
modelem. Jak wiadomo, proces parowania nie przebiega jedno­
cześnie i  jednakowo z każdego środowiska zlewni, a wobec tego 
sposób uwzględniania parowania w modelu powinien za leżeć od 
stopnia nasycenia wodą w poszczególnych środowiskach, c z y l i  
od stanu systemu wyrażonego wartościami poszczególnych współ­
rzędnych. Proponuje s ię  następującą koncepcję:

1. -  Gdy P >  0 wówczas E = 0
tzn. zakłada s ię ,  że w czas ie  trwania opadu parowa­
nie nie zachodzi.

2. -  Gdy P = 0 oraz z^ > 0, z2 >  0
wówczas parowanie odbywa s ię  z r e t e n c j i  powierzchni 
nieprzepuszczalnej i  in t e r c e p c j i

E F E F
*1 * 2 - T T * .

aż do ich  wyczerpania.
5. -  Gdy P = 0 oraz z^ = 0, z2 = 0, z^ >  a^

wówczas parowanie odbywa s ię  z r e t e n c j i  powierzchni 
przepuszczalnej aż do j e j  wyczerpania

E3 = E .

4. -  Gdy P = 0 oraz z1 = 0 ,  z2 = 0, z^ = 0 ,  z^ >  z£
wówczas parowanie odbywa s ię  kosztem r e t e n c j i  górnej 
warstwy gruntu, aż do os iągn ięc ia  przez współrzędną 
z^ j e j  dolnego ograniczenia a£
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5. -  Gdy P = 0 oraz z^ = 0 ,  z2 = O, z^ = 0 ,  z^ = a£,

z5 >  a5
wówczas parowanie jako ewapotranspiracja odbywa s ię  
kosztem re t e n c j i  s t r e fy  a e ra c j i ,  aż do os iągnięcia 
przez współrzędną z^ j e j  dolnego ograniczenia a^

Wielkość parowania, w każdym przypadku, j e s t  określana z 
modelu parowania traktowanego jako oddzielny system lub w inny 
dowolny sposób. Naturalnie model parowania może, ale nie musi, 
uwzględniać wartości jak ie  przyjmują poszczególne współrzędne 
stanu systemu zlewni. Np. można przyjąć, że w przypadku 2 i  3 
parowanie określane j e s t  z równania d y fu z j i  pary wodnej, gdyż 
i s tn ie je  wówczas pełne nasycenie wodą zlewni i  parowanie prze­
biega jak z powierzchni wody; natomiast w przypadku 4- parowa­
nie można ok reś lić  w funkc ji w ilgotności górnej warstwy gruntu 
( z^J i  czynników meteorologicznych; zaś w przypadku 5 z za le ż ­
ności ok reś la jące j wielkość ewapotranspiracji w funkc ji w i l ­
gotności s t r e fy  a e ra c j i  ( z ^ ) ,  czynników meteorologicznych i  
rodzaju roś linn ośc i.

R ó w n a n i a  s t a n u  i  w y j ś ć .  Przy usta­
lan iu równań stanu wyodrębniono pięć podukładów z uprzednio 
wyróżnionych siedmiu elementów akumulujących wodę. Równania 
stanu dla współrzędnych z^,z^,z^ muszą być ustalane jednocześ­
nie z uwagi na występujące między nimi sprzężenia zwrotne (Q- 
za le ży  od z^, zaś za leży  od z^ i  z ^ ) .

Równania stanu i  wyjść zosta ły  podane w dwóch wersjach.
W p ierwsze j, równania te są zapisane oddzie ln ie dla każdego 
z p ięc iu  podukładów, natomiast w drugie j są one zestawione dla 
całego modelu zlewni w jednym układzie. <Versja I  zapisu pozwa­
la  przedstawić wszystkie równania w prostych postaciach ze 
współrzędnymi stanu naturalnymi ( nieprzekształconymij oraz 
pozwala prześ ledzić  mechanizm układania tych równań. Natomiast 
wprowadzenie w ers j i  I I  wynika z warunków id e n ty f ik a c j i  modelu, 
gdyż nie wszystkie podukłaay mogą być oddzie ln ie identyfikowa­
ne i  wobec tego zachodzi konieczność identyfikowania niektó­
rych z nich w oparciu o kryterium zgodności wyjścia z całego 
modelu.
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W związku z występującymi w modelu ograniczeniami górnymi
i  progowymi współrzędnych stanu oraz p rzy ję tą  koncepcją u- 
względniania parowania, za is tn ia ła  konieczność wprowadzenia 
fu n kc ji  symulującej dz ia łan ie  przełącznika tzn. powodującej 
występowanie lub znikanie pewnych wyrażeń. Rolę tę  dobrze 
spełn ia funkcja skoku jednostkowego /?(x)^ charakteryzująca 
s ię  następującymi własnościami

gdy x >  0
(2 ‘ 19)gdy x <  0 .

Wobec powyższego, dla uwzględnienia, p rzy ję tego  założenia , że 
gdy P > 0 to E = 0  a gdy P = 0 to parowanie zachodzi, 
wprowadzono człon [ i  -  7(P)J , k tóry  przyjmuje wartość równą 
zeru gdy opad występuje, zaś równą jedności gdy opad zanika. 
Ponadto, parowanie zachodzi najpierw z powierzchni n ieprze­
puszczalnej i  in te rc ep c j i ,  zaś gdy retenc ja  powierzchni n ie ­
przepuszczalnej wyczerpie s ię  (z^ = 0) wówczas parowanie od­
bywa s ię  wyłącznie kosztem in te rc ep c j i  co uwzględniono wpro­
wadzając mnożnik 7(z^) dla określania E^. Tak więc parowa­
nie z obszaru powierzchni nieprzepuszczalnej i  in te rc ep c j i  
j e s t  określane odpowiednio

F
E1 = E ? ( z^) [ i  -  7 (P ) ]

E2 = (E -  E1) [ i  -  p (P )] .

Z k o le i  po wyczerpaniu s ię  r e ten c j i  in te r c ep c j i  ( z 2 = 0) 
parowanie zaczyna odbywać s ię  kosztem r e t e n c j i  obszaru po­
wierzchni przepuszczalnej ( z , ) ,  co uzyskuje s ię  poprzez 'wpro­
wadzenie mnożnika -  ^ (z2^] * k tóry  przyjmuje wartość równą 
jedności gdy z2 = 0 i  wówczas E  ̂ = E2 [ i  -  ^ ( Z2 Ĵ a 
całe parowanie odbywa s ię  z r e t e n c j i  obszaru powierzchni 
przepuszczalnej gdyż E, = E2 . W identyczny sposób wprowadzo-

 ̂ Funkcja q ( x )  oznaczona je s t  również symbolem 1 (x ) ,  k tóry 
jednak ze względów technicznych je s t  mniej wygodny.
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no parowanie z r e t en c j i  górnej warstwy gruntu (E^) i  s t r e fy  
a e ra c j i  (E ^ ).

Podobnie wykorzystano funkcję skoku jednostkowego przy 
uwzględnianiu ograniczeń współrzędnych, stanu, stosując mnożnik 
9( z i -a i ) .  Np. odpływ powierzchniowy = k‘y  ( z^-a^) • ę( zj - aj )
i  gdy Zj <  a^ wówczas ^ (z j-a^ ) = 0 i  również = 0, zaś 
dla Zj >  a^, r ; (z j-a j) = 1  i  wówczas Qj = ^ ( z j  -  a^).

WERSJA I  zapisu równań stanu

W t e j  w e rs j i  zapisu współrzędne stanu występują w postaci 
naturalnej, natomiast wszystkie wyrazy s ta łe ,  wynikające z na­
łożonych na współrzędne stanu ograniczeń, zosta ły  wyprowadzone 
do zmiennych wejścia i  wyjścia i  wobec tego w op is ie  występują 
one w postaciach przekształconych. Zmienne przekształcone (w 
obu wersjach) oznaczono symbolem zmiennej naturalnej ze zna­
kiem ~  umieszczonym u góry (np. Q5 ) •

Dla każdego z p ięc iu , wydzielonych podukładów podano ko­
le jno : równania c ią g ło śc i  wynikające z praw zachowania masy, 
równania stanu i  wyjść (w ramkach) oraz wyrażenia na zmienne 
przekształcone. P rzy ję to  następujące oznaczenia: z. -  wektor 
stanu, w -  wektor wejść, wektor wyjść.

P o d u k ł a d  1

ż = w1 -

gdzie

ŵ  = 3Ł, -  E/j, = kn z1

M  = [ -  ki] H  ♦ [1]  h ]  
f t ]  “ [ ki ]  M
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P o d u k ł a d  2

gdzie

w2 ~ ^2 “  B2» ^2 ~ k2 z2» §2 = k2 ̂  z2-a2 ̂  * 9 ̂  z2” a2 ̂

[ Ż2 ]  “  [ "  ^2 “  *2 ’ ? ( z2-a2^] [ z2] + [1]  [ " 2]

^2 *2 • 7 (z2 )

kP
-’

1 ^2 * 9 (z2—®2̂
M

w2 = X2 -  E2 + kg a2 * 9(^2 ~ a2  ̂

Q2 = Q2 k2 a2 * z2 ~~ ^2 ̂  *

P o d u k ł a d  3

gdzie

w

*3 *  ” 3 -  %  -  <*3

gdzie

3 = Q2 + q2 “  E3 ' %  = k3 (a4“ z4 ) * 9 ( 2 3 )

E3 = e2 [1 ■ ?CZ2 )J Q.j = ^3 ( z3~a3 ) ‘ ? ( z3-a 3 )

ż4 = w4 “  fy.

w4 = Q3 -  E4* fy. = k4_(z4- z 5)

= E2 [1 -  9( z 2 )] [1 -  9 ( 83) ]
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ż5 = » 5 -  %  -  %

gazie

*5 = ^4 — ^5» ^5 = *5 (8 5 -8 5 ) r j(z^— a^j , = k^ (z^ — a^) ( z ^ —a^) 

^5 = E2 [1 -  i7(z2j ]  [ i  -  9 ( z 3j] [ i  -  ęi(z4 ;]

-^3*?(z^~a^ ), k5*9(z3)

0
k 4

I<1*

1

I

O O
i r

rA
O

+ O _A O

* 4

0  0  1
-  w 5  -

-k^-k5-7(z5-a5)-lć5* t)(z5-a'5)

1-JT*
to

*
l

k 3  9 < z 3 - a '3 )  *

1
O O

i 1
N

V
Ĵ

S

II O <• 0 ,  k'5 * 7 ( z 5 - a 5 )
z 4

■

IG
?_. 

1

0 0 ,  k y  9 ( z 5 - a ' 5 )

... 
j

LA
N

-i

Wj — —■̂ 2 pl — 9^z2^] + ^2 + ^2 + ^3aj "  ~ ^3a4 *

w4 = -is.2 [1 -  rj(z2) ]  [1 -  r?(z3j]  + k^a^ • r jU j)

w5 = -Jś2 [l -  9( z2)] [1 -  7( z3)] [1 -  7 (z4)]  +

+ k^a^ • rj( z^ -a ^ ) + k^a'  ̂ • tj( z^ -a^ )

%  = Q5 + k3 a j  • 9(z3-a 3)

Q5 = Qj_ + k5 a5 • 9(z3-a 3)

Q5 = Ql, + *5 85 * 7 ( 25- 8^) .

P o d u k ł a d  4

ż6 = w6 -  %
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gdzie

w6 = ^  ~ V  = kb( z 6-a6J * 9 (z6- a6J

[ż6] = [~ kb 9 (z6~aó)]  [ zs ]  + M  [ w&]

[% ]  = [  k6 ‘ ?( z 6-ao ']  [ zó ]

%  = %  ~ + k6 a6 * 9(®6“ a6} *

P o d u k ł a a  5

ż y  =  +  Q y  -

gdzie gdzie

^7 = k7 z7 *̂ 9 = k9 Z9

żg = + Q7 -  Qq ż 10 = %  + Q9 ~ Q̂ iq

gazie  gdzie

Qq = k8 z8 ^10 = k10 z10
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T/niHSJA I I  zapisu równań stanu

Jak uprzednio podano, wersja I I  zapisu równań stanu i  
wyjść w postaci jednego układu wynika z warunków id e n ty f ik a c j i  
modelu systemu zlewni. Wprowadzenie jednego układu spowodowało 
konieczność stosowania przekształconych współrzędnych stanu 
( z ±) ,  natomiast wejścia P, E i  ^  oraz wyjście występują 
w postaci naturalnej.

W wyniku sprowadzenia równań stanu i  wyjść, podanych w 
w ers j i  I  dla poszczególnych podukładów, do jednego układu 
otrzymano poniższy opis systemu ca łe j  zlewni

J10

[ A11 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 A 22 0 0 0 0 0 0 0 0

0 A32 A33 A34 0 0 0 0 0 0

0 0 0 A44 A45 0 0 0 0 0

0 0 0 A54 A55 0 0 0 0 0

0 0 0 0 A65 A66 0 0 0 0

0 0 0 0 A75 0 A77 0 0 0

0 0 A83 0 0 0 A87 A88 0 0

A91 0 0 0 0 0 0 a98 A99 0

0 0 0 0 0 A 106° 0 A109A10,10 J10

311 B12 0

B21 B22 0

0 B32 0

0 B42 0

0 B52 0

0 0 B<
0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0

63

P

E

^n



42 Opis systemu za pomocą równań stanu

= [o ,  o, o, o, o, o, o, o, o, c 10J

gdzie :

A11 = “  A9, 1 "  ~k1 ’ ^  z 'l̂

A22 = A j 2  =  k2 • 7(z2  ̂ + k2 ’  '

A33
= -  a83 = " S  • ?( z r a3)

A34 = k5 -  i?(a4- z 4)

A 4 4 = ~ k3 ? (a4 "z5)

A 4 5
= A 5 4  = k 4

A 5 5
= -k5 9(z5-a ? ) -  k'5 f}( z^-a.

A65 = k^ r^(z^—a^)

A 6 6
= A10,6= ~k6 ’? (z6“ a6)

A 7 5
= k^ rj(z^-a^)

A77
=

~A87 = ~k7

A88 = “ A98 = ~k8

A99
=

" A10,9 = ~k9

A10,» ' 1 0 . ~ _ ~ C '1 0  “  ~ k l °

B11 =
V F

B12 = -  F n  9<Z1> [ 1  "  ? I P ) ]  / F

9 (z2-a2)

J10
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b21 .  y *

■®22 ~ ~ — F~ ^ Z1^ ~ *?(^J '?( z 2)

B32 =  B22 [1 ~

B42 = B32 [1 "  ?(Z3J]

B52 = B42 [1 "  f?( z 4) ]

z2 = z2 + b z6

NII - ai
z5 = z3 + c z8 = z8 + f

24 = Z4 + d *9 = z9 + s

25 = z5 + e z10 = z10 + h

gdzie

b = f 1(k2,k2 )

c = f 2^k3 »k:3,a3,a4 ’  ̂
d = f 3(k4,k5 ,k'5,a4 ,a5 ,a^J

e = f^ (k^ ,k^ ,k^ f a^f a^,a^)

f  = f ^ ( k j , k g , a^, )

g = f  , k^, kg, a^,)

h = f k ^ , k j , k^Q,a^, ) .

Funkcje f\ (  i  = 1, . . . ,  7). są prostymi funkcjami wymierny­
mi odpowiednich parametrów.

W a r u n k i  p o c z ą t k o w e .  Zgodnie z zależnoś­
c ią  (2 .3 ) należy, obok równan stanu,podać wektor stanu począt­
kowego tzn. należy ok reś lić  wartość początkową każdej współ­
rzędnej stanu. Z uwagi, że w proponowanym modelu niektóre 
współrzędne stanu są niemierzalne określen ie warunków począt­
kowych nie j e s t  sprawą prostą, gdyż nie dla każdej chw ili t 
warunki te mogą być określone. Rozwiązaniem j e s t  p rzy jęc ie  
takich warunków początkowych, dla których współrzędne niemie­
rzalne przyjmują z góry znane s ta łe  wartości, wartościami zna­
nymi współrzędnych stanu są ich ograniczenia a^, traktowane 
jako s ta łe  modelu.
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Systemy hydrologiczne charakteryzują s ię  dużą l ic zb ą  
współrzędnych niemierzalnych, gdyż zmierzona może być akumu­
la c ja  wody tylko w niektórych środowiskach, a mianowicie w 
s t r e f i e  a e ra c j i ,  sa tu rac ji  i  korycie rzecznym. Niemierzalnymi 
współrzędnymi są przede wszystkim z- »̂z2 i  óla których 
znane są jedynie ich dolne ograniczenia równe zeru. Tak więc, 
ze względu na te t r zy  współrzędne, warunki początkowe należy 
przyjmować w okresach, w których z  ̂ = 0, = 0 oraz z^ = 0. 
Sytuacja, w k tóre j współrzędne te na pewno przyjmują wartości 
zerowe zdarza s ię  dość często, gdyż in tercepcja  i  retencja po­
wierzchni gruntu występują ty lko w okresie trwania opadu i  
bezpośrednio po opadzie. Tak więc znalezien ie  t  = t  , gdy 
z1( t Q) = Z1Q = 0, z2( t 0) = Z20 = 0 i  Z j ( t 0) = Z -0 = 0 nie 
nastręcza większych trudności.

K łopotliwe je s t  natomiast określenie wartości początkowych 
współrzędnych koryta rzecznego, które są współrzędnymi trudny­
mi dla f iz y c zn e j  in t e rp re ta c j i .  Jedynie współrzędną z^Q moż­
na interpretować jako całkowite napełnienie koryta w p ro f i lu  
zamykającym zlewnię, natomiast Zr,,Zy,Zg nie mają w zasadzie 
jednoznacznej in te rp re ta c j i  f i z y c z n e j ,  a wprowadzenie ich było 
spowodowane dążeniem do możliwie adekwatnego odzwierciedlenia 
własności akumulujących koryta rzecznego. Można by co prawda 
przyjąć następującą ich in terp re ta c ję :  poszczególne współrzęd­
ne okreś la ją  napełnienie koryta, w różnych jego strefach , wy­
wołane dopływem z poszczególnych komponentów (podukładów) 
zlewni. Tak więc odpowiednio: współrzędna z^ - przepływem pod­
powie rzchn i  owym (Q^), współrzędna Zg -  przepływem podpowierzch- 
niowym oraz przepływem powierzchniowym z przepuszczalnej po­
wierzchni zlewni (Q^ i  , współrzędna z^ -  przepływem pod- 
powierzchniowym i  przepływem powierzchniowym z przepuszczalnej 
oraz nieprzepuszczalnej powierzchni zlewni (Q^,Q^ i  f y ) ,  nato­
miast współrzędna z^Q -  napełnienie wywołane przez całkowity 
przepływ prowadzony korytem rzek i.  Jedynie dla okresu, w któ­
rym ^  = 0, = 0 oraz = 0, tzn. gdy przepływ w korycie 
rzek i j e s t  pochodzenia wyłącznie gruntowego, warunki początko­
we współrzędnych Zr;,Zg,Zg są dokładnie określone i  wynoszą 
Z y { t Ql = Zjq = 0 , z Q( t oJ = Zg0 = 0, Z y ( tQ) = Zy0 = 0. równo­
cześnie spełniony je s t  wówczas warunek c ią g ło śc i
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Pozostałe współrzędne z^,z^ oraz zg są mierzalne i  ich  
wartości początkowe mogą być określone w wyniku pomiaru w i l ­
gotności gruntu (z^  i  z^J oraz pomiaru poziomu zwierciadła wód 
gruntowych ( z&) w chw ili t Q. Nieraz może za is tn ieć  sytuacja, 
że na obszarze modelowanej zlewni nie są prowadzone pomiary 
w ilgotnośc i gruntu, a nawet brak j e s t  pomiarów wód gruntowych. 
Można-wówczas naturalnie ok reś lić  sytuacje, w których z^,z^ i  
Zg przyjmą znane wartości swoich ograniczeń. Np. z^ i  z^ 
przyjmują dolne ograniczenia z ^ ( tQ) = a° oraz z - ( t Q) = a^, 
zaś z^ przyjmuje progowe ograniczenie c z y l i  zg i t 0) = a5 * 
Jednak sytuacja taka zdarza s ię  w rzeczyw istości rzadko, gdyż 
jedynie w końcu bardzo długiego okresu bezdeszczowego i  dużego 
parowania może dojść do sytuac ji osiągnięcia w ilgotności h i-  
groskopijnej w całym p ro f i lu  s t r e fy  a e ra c j i .  Jeszcze r zad z ie j ,  
a dla większych rzek praktycznie nigdy, może zdarzyć s ię  sy­
tuacja gdy zC)( t 0J = a^ tzn. brak j e s t  dopływu do rzek i nawet 
ze s t r e fy  sa tu rac ji .  Oznacza to, że rzeka wysycha a cały sy­
stem zlewni znajduje s ię  w zerowym stanie początkowym, a więc 
nie ma w zlewni zmagazynowanej wody która mogłaby s ię  prze­
mieszczać.

wależy jednak wyraźnie podkreślić, że j e ż e l i  którakolwiek 
współrzędna, czy dowolna inna charakterystyka systemu, je s t  
mierzalna to powinna ona być bezwzględnie mierzona, gdyż nie 
wolno dopuszczać do sytuac ji  utraty jak ie jko lw iek  in form acji.  
Jedynie dla współrzędnych niemierzalnych mogą być, a w łaści­
wie muszą być, warunki początkowe określane dla wybranych sy­
tu a c j i ,  w których przyjmują one znane wartości swoich ograni­
czeń.

M o ż l i w o ś c i  i d e n t y f i k a c j i  i  w y ­
k o r z y s t a n i a  m o d e l u .  Współczynniki k^ są 
parametrami modelu, które należy ok reś lić  w wyniku id e n ty f i ­
k a c j i  metodami op tym alizac ji.  Można zastosować jedną z dwóch 
koncepcji ia e n ty f ik a c j i .  Pierwsza polegałaby na estymowaniu 
wszystkich parametrów k ^ , . . . ,k ^  jednocześnie (równania stanu 
wg I I  w ers ji  zap isu ), przy kryterium zgodności odpływu rzecz­
nego. Druga natomiast polegałaby na określaniu poszczególnych
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parametrów lub ich  grup, c z y l i  przeprowadzaniu oddzielnej
id e n ty f ik a c j i  wyodrębnionych podukładów zlewni (równania stanu 
wg I  w e rs j i  zap isu ). Wybór jednej z tych koncepcji za leży od 
posiadanego materiału obserwacyjnego. W pierwszym przypadku 
wystarczają pomiary opadu i  przepływu rzecznego, natomiast w 
drugim należy posiadać pomiary wszystkich współrzędnych mie­
rzalnych, a ponadto jeszcze  pewne informacje o własnościach 
akumulujących koryta rzecznego.

Stosując koncepcję pierwszą otrzymamy zbiór parametrów, 
który będzie optymalny pod kątem modelowania odpływu rzecznego, 
natomiast nie będzie w pe łn i spełniać warunków adekwatności 
modeli poszczególnych procesów. Wynika to z faktu, że jedynie 
ograniczenia współrzędnych stanu określone są w wyniku analizy 
poszczególnych procesów, natomiast współczynniki wypływu k  ̂
nie będą odzwierciedlać przebiegu procesów akumulacji i  ruchu 
wody w poszczególnych środowiskach, lec z  g lobaln ie w całym 
systemie zlewni. Wobec powyższego iden ty fikac ja  tego rodzaju 
prowadzi do uzyskania pseudo-integralnego modelu zlewni, tzn. 
modelu zlewni, w którym poszczególne procesy nie są poprawnie 
odzwierciedlone ze względu na nieadekwatne wartości parametrów 
w odniesieniu do każdego oddzie ln ie rozpatrywanego procesu.

Stosując natomiast drugą koncepcję id e n ty f ik a c j i  można 
azyskać, przy oddzielnym identyfikowaniu każdego podukładu, w 
pe łn i in tegra lny model zlewni. W I  w e rs j i  zapisu równań stanu 
zosta ło  wyodrębnionych pięć podukładów. Dwa pierwsze podukłady 
o współrzędnych niemierzalnych muszą być identyfikowane łącz­
n ie , w oparciu o kryterium zgodności odpływu z całego modelu, 
a więc na końcu po zidentyfikowaniu trzech pozostałych.

Podukład 5 powinien być identyfikowany w oparciu o in fo r ­
mację o własnościach akumulujących koryta. Informacja taka 
może być uzyskana np. z analizy  za leżności pomiędzy napełnie­
niem koryta a przepływem (można wykorzystać krzywą przepływu 
po uwzględnieniu położenia zera wodowskazu). Zależność ta je s t  
n ie lin iowa, wobec tego należy przeprowadzić j e j  l in earyzac ję  
dla poszczególnych zakresów napełnień (w tym przypadku cz te -  
rach) i  przyjąć odpowiednie współczynniki kątowe jako wartości 
określa jące k^.kgjk^ i  k^Q, które powinny spełniać warunek
k ^ >  k g  >  k ^  >  k ^ Q .
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Podukład 4 można identyfikować przy wykorzystaniu warunku 
(2.20) w oparciu o obserwacje stanów wód gruntowych (z^) i  
napełnienia koryta ( z^q ) w okresie gdy = 0, Q̂  = 0 i  Q^ = 0 
oraz w oparciu o określony uprzednio współczynnik

Podukład J, na jbardzie j złożony, może być identyfikowany 
w oparciu o pomiary w ilgotnośc i gruntu w górnej s t r e f i e  aera- 
c j i  ( z^) i  s t r e f i e  dolnej (z^) a ponadto w oparciu o przyrosty 
wód gruntowych wywołane dopływem i  odpływem ze s t r e fy  sa­

tu ra c j i  który można ob liczyć  na podstawie uprzednio ziden­
tyfikowanego współczynnika kg.

Przedstawiony model, chociaż dość trudny do zidentyfikowa­
nia, może być szeroko wykorzystywany, a to głównie ze względu 
na możliwość łatwego uwzględniania d z ia ła ln ośc i człowieka w 
zakresie sterowania obiegiem wody w zlewni. Sterowanie to moż­
na realizować poprzez wprowadzanie wejść lub wyjść do odpowied­
nich podukładów. Np. pobór wody studniami ze s t r e fy  sa tu rac ji  
można uwzględnić wprowadzając dodatkowe ujemne wejśc ie  do rów­
nania stanu współrzędnej z^, natomiast nawadnianie czy odwad­
nianie drenami lub rowami, wprowadzając dodatnie bądź ujemne 
w e jśc ie  w równaniu stanu współrzędnej z^. Podobnie każdy 
zrzu t czy pobór wody z rzek i,  zwiększona ewapotranspiracja 
w wyniku in ten sy f ik a c j i  produkcji r o ln e j ,  czy też jeszcze  inne 
formy sterowania rozrządem wody w zlewni mogą być łatwo u- 
względniane w modelu.

Poza powyższym rodzajem sterowania obiegiem wody w zlewni 
można wyróżnić sterowanie polegające na zmianie wartości l i c z ­
bowych parametrów modelu w wyniku zmiany własności fizycznych 
zlewni pod wpływem j e j  zagospodarowania (zabudowy). Ten rodzaj 
sterowania nie był w n in ie js z e j  pracy rozpatrywany, poza pew­
nymi uwagami ogólnymi zamieszczonymi w rozdz.6 .

3. OPIS SYSTEMU ZA POMOCĄ RÓWNANIA 
„WEJŚCIE “ WYJŚCIE”

Opis systemu za pomocą za leżności "w e jśc ie -w y jśc ie "  j e s t  
często  w praktyce stosowany, gdyż nie wymaga on, w porównaniu
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z opisem w oparciu o równania stanu, znajomości struktury we­
wnętrznej systemu i  może być stosowany nawet przy zupełnym 
braku in form acji odnośnie własności i  struktury systemu. Wy­
maga on jedynie in form acji o sygnałach wejściowych i  w y jścio­
wych systemu. Poniżej zostaną podane różne formy takiego opisu.

3.1. RELACJA „WEJŚCIE-WYJŚCIE” W POSTACI RÓWNANIA 
RÓŻNICZKOWEGO ZWYCZAJNEGO DOWOLNEGO RZĘDU

Zależność między sygnałem wejściowym x ( t j  i  wyjściowym 
y ( t )  systemu, którego schemat podano na r y s .3.1, może być

przedstawiona za pomocą równa-
Wejście

System
Wyjście nia różniczkowego zwyczajnego

x(t) V(t) dowolnego rzędu 0 ogólnej
postaci

Kys.3 .1. Schemat blokowy sy­
stemu

( n ) ( n - 1 )  .  ( r ) ( r - 1 )

f  ( y ,  y , . . . , y , y ,  x, x , . . . , x , x , t )  = o, ( 3 . 1 )

przy czym

(n) dny (r )  dr
y = —  » x = -S-| . . . .  i tp . 

dt dt

Równanie (3*1) zapisane w formie rozdzielonych zmiennych 
w ejśc ia  i  wyjścia ma postać

(n )(n -1 ) ( r ) ( r - 1 )
( y ,  y , . . . , y , y , t  = fx ,  x , . . . , x , x , t ) .  ( 3. 2)

i)la systemów lin iowych równanie (3 .2 ) przybiera postać 

(n) (n-1)
a n ^ t ^ y  +  a n - i ^  +' "  ai < y + a0^^y =

(3.3)
( r) ( r -1 )

= b ( t )  + b . ( t )  + . . .  b . ( t )  x + b x ,
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przy czym

n >  r

gdzie
a - ( t)  oraz b . ( t )  są współczynnikami, zależnymi od charak- 

J
terystyk  systemu i  nazywanymi parametrami modelu. Równanie
(3 .3 ) zapisywane je s t  często w formie skróconej o postaci

( i )  ( j )
2___ a± ( t) y = 2  bj ^  x n > r .  (3.4)

i = 0  J - 0

Parametry a - ( t )  oraz b^Jt) mogą być funkcjami czasu*------------------- i  ---  tJ
(systemy niestacjonarne) lub mogą być s ta łe  ai f b. (systemy

■*- U
s tacjonarnej.. N a jczęśc ie j są one liczbami lub prostymi funkcja­
mi zależnymi od charakterystyk f izycznych systemu. Stopień rów­
nania różniczkowego n je s t  nazywany rzędem systemu. Dla r e a l­
nych systemów dynamicznych obowiązuje zależność n r .

Określenie stopnia równania różniczkowego opisującego ba­
dany system dokonuje s ię  na drodze ana lizy  własności f i z y c z ­
nych systemu, bądź na drodze doświadczalnej przy zastosowaniu 
metod op tym alizac ji.

Dla systemów wielowymiarowych, tzn. dla systemów w ie lo -  
wejściowych i  wielowyjściowych, parametry równania (3 .4) sta­
nowią macierze A . ( t )  o wymiarach 1 x 1  i  B . ( t )  o wymia- 

, J
rach 1 x m, zas y j e s t  1-elementowym wektorem wyjść, a x
m-elementowym wektorem wejść.

3.2. MODELE SYSTEMÓW HYDROLOGICZNYCH OPISANE RÓWNANIEM 
RÓŻNICZKOWYM „WEJŚCIE-WYJŚCIE”

Równanie różniczkowe, stanowiące model matematyczny syste­
mu dynamicznego, opisuje zachodzące w tym systemie procesy. 
Wobec tego, poprawne ułożenie równania różniczkowego, nazywa­
nego często równaniem dynamiki, wymaga dokładnej znajomości 
dynamiki systemu wynikającej z rodzaju zachodzących w systemie 
procesów i  praw fizycznych  (czy chemicznych) rządzących tymi 
procesami. Złożoność i  duża l ic zba  procesów, składających s ię
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na system zlewni, wyklucza realność bezpośredniego określenia 
równania różniczkowego zwyczajnego stanowiącego opis łącznego 
efektu wszystkich procesów tzn. opis zlewni traktowanej g lo ­
balnie jako jedna całość. *v'obec tego i s tn ie ją  jedynie zastęp­
cze drogi postępowania stosowane często w różnych dziedzinach 
nauki i  dające nieraz zupełnie zadawalające rezu lta ty .

Jedną z nich, j e s t  droga analityczna polegająca na po­
d z ia le  systemu na proste układy, możliwe do an a lizy . Następ­
nie na podstawie ustalonych równań dla poszczególnych układów 
oraz analizy  przyczynowo-skutkowych powiązań między nimi, do­
prowadzenie do jednego równania różniczkowego opisującego ca­
ł y  system. Jest to jednak dla systemów złożonych, wymagających 
podziału na dużą l ic z b ę  układów prostych, droga bardzo żmudna, 
a z drugie j strony z pcnktu widzenia praktyki tzn. problemów 
związanych z rozwiązaniem tego równania, zupełnie bezcelowa. 
Przyjmując np., że l ic zba  wydzielonych pojedynczych procesów 
w zlewni j e s t  około 7 -  8, z których każdy opisany j e s t  rów­
naniem różniczkowym rzędu pierwszego lub wyższego, uzyskujemy 
po żmudnych przekształceniach równanie różniczkowe rzędu około 
d z ies ią tego  lub wyższego, ze współczynnikami o zawikłanych 
postaciach.

Przykładowo przekszta łca jąc, podany w rozdz.2 .4 .2  opis 
zlewni w oparciu o równania stanu, do jednego równania różn i­
czkowego "w e jśc ie -w y jśc ie "  uzyskalibyśmy równanie rzędu d z ie ­
s ią tego  ze współczynnikami o bardzo złożonej postac i. Rozwią­
zanie takiego równania j e s t  poważnym problemem i  to problemem 
sztucznie stworzonym, gdyż z punktu widzenia praktyki rozwią­
zywania wygodniej j e s t  rozwiązywać układ kilku równań (w tym 
przypadku d z ies ięc iu ) rzędu pierwszego, do którego zresztą  
sprowadza s ię  często rozwiązywanie równań różniczkowych rzędów 
wyższych.

Drugą drogą postępowania je s t  droga doświadczalna, polega­
jąca na określeniu rzędu równania i  parametrów, czy też ty lko 
parametrów gdy rząd równania j e s t  znany, na podstawie pomie­
rzonych sygnałów wejściowych i  wyjściowych. Postępowanie ta­
k ie ,  szczegó ln ie  w pierwszym przypadku, sprowadza s ię  do po­
traktowania modelowanego systemu jako "czarnej skrzynki", dla 
k tó re j  przyjmuje s ię  funkcję transformującą w ogólnej postaci
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równania różniczkowego rzędu n-tego. Podejście  takie j e s t  w 
h yd ro log i i  często stosowane, chociaż w zasadzie teore tyczn ie .
W praktyce rozwiązanie je s t  sprowadzane, dla zerowych warunków 
początkowych, do ca łk i  splotu o postaci ( 3 . 12 ) ,  dla które j

ana litycznej lub wykresu ( rozdz .3 .4 .2 ) .  Tak więc rozwiązanie 
nie j e s t  doprowadzone do postaci okreś la jące j w sposób jawny 
rząd i  parametry równania (3 *4 ).  Określeniem rzędu równania i  
parametrów, jednak wyłącznie dla modelu spływu powierzchniowe­
go, zajmowali s ię  np. V .T. G h o w i  V.G. K u l a -  
d a i s w a m y  [ l 97l ]  uzyskując n = 2 , zaś r  = 1 , a więc 
proces spływu powierzchniowego może być, przy założeniu miaro­
dajności uzyskanych przez nich wyników (analizowano 27 wezbrań 
z 6 z le w n i ) , traktowany jako układ rzędu drugiego. Natomiast 
w pracy [ j .  B a l e k ,  L.  J o k l ,  1974] z góry za ło­
żono, że r e la c ja  opad-spływ powierzchniowy może być opisana 
równaniem różniczkowym rzędu drugiego o postaci ( 3 . 8) i  do­
świadczalnie wyznaczano ty lko je s t  parametry.

Reasumując, wydaje s ię ,  że w odniesieniu do zjawisk hydro­
log icznych stosowanie opisu "w e jśc ie -w y jśc ie "  w postaci równa­
nia różniczkowego j e s t  celowe i  realne jedynie dla oddzielnych 
procesów i  ewentualnie komponentów zlewni.

3.3. R E L A C J A  „W E J Ś C IE -W Y J Ś C IE ” W  PO S T A C I O PE R A T O R O W E J

33.1. Ogólna postać opisu

Zależność między sygnałem wejściowym i  wyjściowym systemu, 
można przedstawić stosując operator T ( r y s .3.2) który prze­
kszta łca wektor wejścia x ( t )

y ( t )  = T [ x ( t ) ]  . (3.5) Rys.3 .2 .Schemat blokowy syste­
mu w postaci operatorowej

.Ola systemów niestacjonarnych operator T będzie funkcją 
czasu, co zaznaczamy w jednej z dwóch poniższych postaci

funkcja h ( t  -  t ) j e s t  określana doświadczalnie -  w postaci

w wektor wyjścia y ( t )
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y ( t )  = T ( t )  [ x ( t )J (3.6a)

lub

y( t )  = T [ x ( t ) , t ]  . ( 3.6b)

Operator i1 może zawierać takie operacje jak całkowanie, 
różniczkowanie, przesunięcie w czasie i t p .  Dla lin iowych sy­
stemów stacjonarnych operator T zastępuje s ię  symbolem L, 
zaś dla liniowych niestacjonarnych symbolem L ( t )  lub posta­
c ią  analogiczną do zależności ( 3 . 6b ) .

Stosując do opisu systemu postać operatorową należy pamię­
tać, że przebieg sygnału wyjściowego y ( t )  za leży  również od 
warunków początkowych tzn. od początkowego stanu systemu. Na­
leża łoby  więc zależność ( 3 . 5 ) zapisać w postaci

le c z  taka postać wymaga określenia wektora stanu z ( t Q) w 
ch w il i  t Q co z ko le i  wymaga ustalenia współrzędnych stanu, a 
więc znajomości wewnętrznej struktury systemu. Wobec powyższego 
postać operatorowa stosowana je s t  bądz dla zerowych warunków 
początkowych, bądź dla stałych warunków początkowych, które 
z punktu widzenia modelowanego procesu można traktować jako 
zerowe, bądź też dla systemu, w którym istotna j e s t  ty lko za­
leżność między wejściem i  wyjściem, natomiast stan początkowy 
systemu j e s t  n ie is to tn y  (mało is to tn y ) .

Postać operatorowa opisu "w e jśc ie -w y jśc ie "  może być uzys­
kana bądź w oparciu o równanie różniczkowe (3 .4 ) stanowiące 
opis rozpatrywanego systemu, bądz na drodze doświadczalnej, 
j e ż e l i  równanie to j e s t  nieznane.

33.2. Całka splotu

Równanie (3-4) często zapisywane j e s t  w postaci

(3 .7 )

n ( i )
y ( t) = x( t )  , (3.8)
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gdzie x ( t )  j e s t  znaną funkcją czasu sygnału wejściowego.
Z t e o r i i  liniowych równań różniczkowych wiadomo, że rozwiąza­
nie równania (3.4) czy (3 .8 ) ,  spełniającego zadane warunki 
początkowe, można przedstawić w postaci sumy rozwiązania ogól­
nego odpowiadającego mu równania jednorodnego spełniającego 
zadane warunki początkowe i  rozwiązania szczególnego równania 
niejednorodnego spełniającego zerowe warunki początkowe, a 
więc

y ( t )  = y0 (* )  + y j ^ J *  (3.9)

gdzie
yg:( t )  -  rozwiązanie równania jednorodnego, 
y-j-(t) -  rozwiązanie równania niejednorodnego.
Z uwagi na liniowość równania, yQ(t) można przedstawić 

w postaci

n
yo ( t )  = TL c± y± ( t ) , ( 3 . 10)

gdzie
y.j_(t) są lin iowo niezależnymi rozwiązaniami równania 

jednorodnego, zaś
c^ -  są stałymi wyznaczonymi z warunków początkowych. 
Rozwiązanie szczególne y j ( t )  równania niejednorodnego 

przy zerowych warunkach początkowych można przedstawić w po­
s tac i

y j ( t )  = J  h ( t ,  r ) • x ( r )d r  , ( 3 . 1 1 )

0̂
gdzie

t  -  chwila wystąpienia sygnału wejściowego, który j e s t  
przesunięty (opóźniony) w stosunku do czasu t  wystąpienia 
sygnału wyjściowego, zaś funkcja

n ( t , r j -  jest i'unkcją tireena równania różniczkowego (3 .6 ) .  
Rozwiązanie równania (3 .3) o stałych współczynnikach o- 

brzymamy analog icznie, z tym, że nie za leży  ono od chw ili 
t Q -  wystąpienia sygnału wejściowego. Można więc, dla uprosz­
czenia analizy , wybrać t  dogodnie na początku os i czasu, 
c z y l i  t Q = 0 i  wobec tego
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t
y i ( t )  = J  h ( t  - r )  • x ( r )d r  , ( 3 . 1 ;

h( t  -  r ) j e s t  teraz funkcją tylko jednej zmiennej, a mia­
nowicie różnicy czasu wystąpienia sygnału wejściowego i  odpo­
w iedz i.  Gałki splotu (3*11) i  (3«12) zwane także całkami Du­
hamela, opisują odpowiednio system niestacjonarny (współczyn­
n ik i  zmienne w czas ie ) i  system stacjonarny (współczynniki 
s t a ł e ) . Przy zerowych warunkach początkowych, dla których 
y^tt ) = 0 , całka splotu stanowi całkowite rozwiązanie równania 
różniczkowego, a tym samym stanowi całkowity opis własności 
dynamicznych systemu. W t e o r i i  systemów yg f t )  nazywa się od­
powiedzią swobodną systemu (układu), zaś y-j-(t) odpowiedzią 
wymuszoną. Odpowiedź swobodna określa ruch własny systemu, gdy 
nie d z ia ła ją  na niego żadne oddziaływania zewnętrzne ( x ( t ) = 0) 
a więc za leży  ona jedynie od własności fizycznych systemu, a 
nie za leży  od funkcji wymuszającej. Odpowiedz swobodna określa 
transformację stanu początkowego systemu i  równa s ię  zeru gdy 
stan początkowy (warunki początkowe) j e s t  zerowy. Natomiast 
odpowiedź wymuszona ma charakter taki jak funkcja wymuszająca 
[h.H. C a n n o n ,  1973]•

Wobec powyższego całka splotu oraz funkcja h ( t  -  V l , czy 
też h ( t ,  r ) ,  odgrywają is totną  ro lę  w matematycznym modelowa­
niu systemów. Funkcja h ( t  -  r )  j e s t  odpowiedzią systemu na 
impulsowe wejście w postaci funkcji S Diraca i  w t e o r i i  syste 
mów nazywana je s t  impulsową funkcją przejścia., lub reakcją 
systemu na impulsowe wymuszenie. Natomiast całka (3-11) -  dla 
systemu liniowego niestacjonarnego, zaś całka ( 3*12 ) -  dla 
systemu liniowego stacjonarnego określa ją  odpowiedź tych sy­
stemów na dowolne wymuszenie x( t) , przy zerowych warunkach 
początkowych.

Dla systemów o znanym op is ie  w postaci równania różniczko­
wego funkcja h ( t ,  r )  j e s t  określana jako stosunek dwóch wy­
znaczników utworzonych z lin iowo niezależnych rozwiązań odpo­
wiadającego równania jednorodnego [ i i .  S o b c z y k ,  1973; 
A.A. S w i e s z n i k o w ,  1965]. W przypadku równania 
różniczkowego ( 3*3) o zmiennych współczynnikach nie ma wygod­
nych wzorów pozwalających ob liczyc  h ( t ,  f )  i  z tego względu,
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z wyjątkiem prostych przypadków, jesteśmy zmuszeni przeprowa­
dzać całkowanie numeryczne dla ob liczen ia  h ( t , r  ) w syste­
mach niestacjonarnych [k .  0 g a t  a , 1974]. Natomiast w 
przypadku nieznajomości równań różniczkowych opisujących ba­
dany system funkcja h (t )  może byc określona eksperymentalnie. 
Ten drugi właśnie sposób postępowania je s t  często stosowany 
w h yd ro log i i .

333. Transmitancja operatorowa

Transmitancją operatorową H(s) układu liniowego s tac jo ­
narnego nazywamy wielkość określoną jako stosunek transforma­
ty  Laplace 'a  Y (s ) odpowiedzi y ( t )  do transformaty Lapla­
ce ' a X(s) wymuszenia x ( t )  przy zerowych warunkach począt­
kowych [T .  K a c z o r e k ,  1974]

def

przy czym
Y (s ) -  transformata Laplace 'a sygnału wyjściowego

OO
Y (s ) = oC [y(t )] = J  y ( t ) e - s t  dt (3.14)

o
X(s) -  transformata Laplace 'a sygnału wejściowego

oo

x(s) = d [x ( t)J = J  x ( t ) e ~ s t  dt . ( 3 . 15 )
0

Transmitancja operatorowa j e s t  w ie lkośc ią  zespoloną za leż­
ną od parametrów systemu i  od zmiennej zespolonej s.

Znając transmitancję operatorową H(s) oraz transformatę 
X(ś) dowolnego sygnału wejściowego x ( t ) ,  można stosując od­
wrotną transformatę Lap lace 'a  znaleźć odpowiedź systemu y ( t )  
na to w e jśc ie .

Z za leżności (3.13) mamy

Y (s )  = H(s) • X(s) (3.16)
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stosując transformatę odwrotną otrzymujemy

y ( t )  =o6“ 1 [ y ( sj]  = i ~ 1 [ h ( s ) • X (s ) ]  . (3.17)

Dla systemu liniowego stacjonarnego opisanego równaniem 
różniczkowym ( 3 «3 ) le c z  ze stałymi współczynnikami transmitan- 
c ję  operatorową uzyskujemy dokonując transi'ormacj'i Lap lace 's  
obu stron równania przy założeniu zerowych warunków początko­
wych

Y (s ) =[ an sI1 + an-1  s““ 1 + ••• + a1 s + a0]

= Jjbr s* + b ^  sr_1 + . . .  + blS  + bQJ Z (s)

stąd

( 3. 18)

Y ( b s 1 + b .Sr~1 + . . .  + bn ^ bj S° 
l U  r  I ^ l  O  J  = 0  °  1 -z
HlsJ -  XTs] -  -----5------------ ---------------------  -  n--------7 ' (3.19)

ans + an_ lS + . . .  + aG ^ ^ s 1
Ł = 0

Analizując za leżności (3.19) łatwo zauważyć, że transmitan- 
c ja  systemu liniowego stacjonarnego ( r y s .3. 3) j e s t  funkcją wy­

mierną zmiennej s, n ie­
zależną od w ie lkości 
wejściowych i  wyjściowych, 
a jedynie od parametrów

x(t) brsr * br.fSr~,+ —  ♦ bfS + b0 y(*l
ansn*an.isn~1+ ••• +G/5 +a0

Rys.3.3. Schemat blokowy systemu o- ^ ra k te ry z u ją c y c h  włas- 
pisanego transmitancją ności systemu.

Dla systemu jednowy­
miarowego tzn. dla systemu z jednym wejściem i  z jednym wyjś­
ciem transmitancja operatorowa je s t  skalarem, natomiast dla 
systemu wielowymiarowego o m wejściach i  1 wyjściach uzy­
skujemy macierz transmitancji operatorowej nazywaną transmitan­
c ją  macierzową (pełne brzmienie: transmitancja macierzowa 
"we j  ście-wy j s c ie 1;)
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H^Łs) H12( s ) . . .  HV s f

H(s) =
H21( s) H22( s ) . . .  H2m(s)

(3*20)

Hl 1 (s ) H12( s ) . . .  Hlm(s)_

Transmitancja operatorowa H . . (s )  między i-tym wyjściem
 ̂J

a j-tym wejściem określa stosunek transformaty ( s) i - te g o  
wyjścia y± ( t )  ’ J '  ' ' ' ’ ' ‘do transformaty X -(s ) tl x . ( t ). x . . „ j . .  j - t e g o  wejścia
przy założeniu, że warunki początkowe i  wszystkie wejścia z 
wyjątkiem j - te g o  są równe zeru

Y, (s )
Hi j (s )  = iTTsT 

d
(3.21)

i  = 1 , 2 , . . . , 1 ;  j  — 1 , 2 , . . . ,m.

Metoda opisu systemu dynamicznego za pomocą transmitancji 
operatorowej sprowadza równania różniczkowe do równań a lge­
braicznych, a tym samym znacznie ułatwia analizę skomplikowa­
nych systemów. Należy jednak pamiętać, że transformaty Lapla­
ce 'a można stosować tylko do równań liniowych o stałych współ­
czynnikach, a więc za pomocą transmitancji opisywać możemy wy­
łącznie lin iowe systemy stacjonarne.

Pomiędzy opisem systemu w postaci ca łk i Duhamela podanym 
w rozd z .3 . 3.2  i  transmitancją operatorową i s tn ie je  jednoznacz­
na zależność. Impulsowa funkcja reakc ji  systemu h (t )  związa­
na j e s t  z transmitancją poprzez odwrotną transformatę Laplace 'a

h (t )  = o T 1 [ h ( s ) ] ( 3 . 22)

Tak więc h (t )  oraz K(s) stanowią tę samą charakterystykę 
własności dynamicznych systemu, z tym, że pierwsza z nich 
określona je s t  w dz iedz in ie  czasu, a druga w dz iedz in ie  zmien­
nej zespolonej s ( r y s .3 .4 ) .

Transmitancja operatorowa, tak jak i  postacie operatorowe 
omowione w rozdz.3 .3.1  oraz 3*3*2, może być określona bądź 
w oparciu o stanowiące opis rozpatrywanego systemu równanie
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Dziedzina czasu

Wektor ’  Wektor"

wejść

&(*)

— «*■ L/(t)-Jh(t-r)x(t)dt -~ -
wyjść

y jt)

-E

I
8<3

S*
Dziedzina zmiennej 
zespolonej s

■S'

1CL

-E
I
3

S T
3
§•

Transformata 
Laplace'a 
wektora 
wejść
X(s)

■* Y(s)-H(s)~X(s) -

Transformata 
Laplace’a 
wektora 
wyjść
Y(s)

Rys.3.4. Współzależność postaci opisu systemu za 
pomocą transmitancji macierzowej i  ca łk i splotu

różniczkowe zwyczajne o s ta łych współczynnikach, bądź na dro­
dze doświadczalnej jako i lo r a z  transformat Laplace 'a  pomierzo­
nych funkc ji sygnału wyjściowego i  wejściowego.

3.4. M O D E L E  SY S T E M Ó W  H Y D R O L O G IC Z N Y C H  O P IS A N E  R Ó W N A N IE M  

„W E J Ś C IE -W Y J Ś C IE ” W  PO ST A C I O P E R A T O R O W E J

3.4.1. Uwagi ogólne

Relacja "w e jśc ie -w y jśc ie "  w postaci operatorowej stanowi 
na jczęśc ie j  dotychczas stosowany opis z lewni, wynika to z k i l ­
ku powodów. Po pierwsze j e s t  -cc najprostsza forma opisu jaką 
możemy uzyskać doświadczalnie w wyniku eksperymentu ograniczo­
nego do pomiaru sygnałów wejściowego- i  wyjściowego. Po drugie
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w wielu praktycznych przypadkach model zlewni j e s t  opracowy­
wany dla potrzeb prognozy przepływu rzecznego w okresie wez­
brań, a więc w okresie występowania dużych wartości sygnału 
wejściowego (dużych opadów). Wówczas to składowa swobodnej 
odpowiedzi systemu (wynikająca z warunków początkowych) je s t ,  
w stosunku do odpowiedzi wymuszonej mała i  wobec tego postać 
operatorowa będąca opisem odpowiedzi wymuszonej daje zadawa­
la ją ce  p rzyb liżen ie .  Po tr z e c ie  w modelu prognostycznym prze­
pływu rzecznego znajomość stanu innych komponentów zlewni nie 
j e s t  potrzebna i  wówczas postać operatorowa "w e jśc ie -w y jśc ie "  
pozwalająca określać przebieg sygnału wyjściowego ze zlewni 
traktowanej g lobaln ie j e s t  postacią w pełn i uzasadnioną pod 
warunkiem, że jypływ gospodarowania wodą, w obszarze zlewni, 
na kształtowanie s ię  przepływu rzecznego może być pominięty.

3.4.2. Modele hydrologiczne w postaci całki splotu

Jak już wspomniano w rozdz .3. 3 . 2 , funkcja h( t  - r )  wystę­
pująca w całce splotu może być określana bądź w wyniku rozwią­
zania równania różniczkowego opisującego badany system, bądź 
na drodze eksperymentalnej. Dla systemu zlewni postać równania 
różniczkowego nie j e s t  znana i  wobec tego funkcja h (t  -  r )  
określana je s t  wyłącznie w wyniku eksperymentu.

Całka splotu stanowi na jczęśc ie j  i  na jchętn ie j stosowaną 
postać modelu zlewni, a właściwie modelu "opad skuteczny -  
spływ powierzchniowy". W związku z tym is tn ie je  obecnie pokaź­
na l ic zb a  modeli, w których stosowane są różnorodne metody 
określania funkc ji r ea k c j i  systemu h ( t  -  r ) .  Obszerny prze­
gląd tych metod oraz modeli je  wykorzystujących, można zna­
le źć  w pracach Ł.S. K u c m e n t a  [ l9 7 2 ] , D o o g e 'a  
[l974, a] i  innych.

Jedną z pierwszych (1932 r . )  i  najbardzie j f i z y c z n ie  uza­
sadnioną j e s t  metoda hyórogramu jednostkowego opracowana przez 
Shermanna. Metoda ta w oparciu o analizę  pomierzonego sygnału 
wyjściowego prowadzi do określenia wykresu funkcji h ( t  -  r )  
jako odpowiedzi systemu na impuls jednostkowy. Dalszym rozwi­
nięciem te j  metody j e s t  określenie hydrogramu chwilowego 
(1945 r . )  będącego odpowiedzią systemu na impuls 6 -  Diraca.
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Inne metody, stanowiące najobszern iejszą grupę, to tzw. metody 
konceptualne polegające na wykorzystaniu in form acji o własnoś­
ciach i  działaniu systemu zlewni dla określenia modelu systemu 
zastępczego, o znanej lub łatwej do wyznaczenia funkc ji h ( t - r ) ,  
który im itu je dz ia łan ie  rzeczywistego systemu zlewni. W grupie 
t e j  wyróżnić można znane modele oparte na koncepcji izochron, 
różnego rodzaju kaskad zbiorników, kanałów i t p .  Wreszcie i s t ­
n ie je  grupa modeli opartych na próbach dobierania różnych po­
s tac i  funkc ji przekształcających sygnał wejściowy w obserwo­
wany sygnał wyjściowy. Próby te dotyczyły stosowania szeregów 
Fouriera, funkcji Lageurre a, szeregu Maclaurina, czy też roz­
kładów prawdopodobieństwa typu gamma, Pearsona i  innych jako 
aproksymacji funkc ji hydrogramu jednostkowego, fy n ik i  więk­
szości tych prób, szczególn ie rozwinięć w szereg są niezadawa- 
la ją ce  i  to głównie z powodu n ies tab iln ośc i rozwiązania przy 
wzroście l ic zb y  wyrazów [ l .S. K u c m e n t  , 1972; 1974-]. 
Również i  inne sposoby rozwiązywania ca łk i  splotu polegające 
np. na przekształceniu j e j  za pomocą formuły kwadraturow&j 
(metoda prostokątów), czy określaniu funkc ji h( t  -  r )  na pod­
stawie t e o r i i  zagadnień ż le  uwarunkowanych, nie dają zachęca­
jących wyników.

3.43. Modele hydrologiczne w postaci transmitancji

Termin "transmitancja" nie był dotychczas w hydro log ii 
stosowany (L .S . K u c m e n t  [l972] -  stosuje termin funk­
c ja  p r z e jś c ia ) , chociaż ten sposób opisu systemów hydrolog icz­
nych był stosowany aczkolwiek rzadko i  wyłącznie dla modeli 
"opad skuteczny -  odpływ powierzchniowy", które są często n ie­
właściwie nazywane modelami "opad -  odpływ".

Pierwsze próby dotyczyły  zastosowania transformaty Lapla- 
c e 'a  dla określenia funkc ji  reakc ji  systemu h ( t  - V I  w za­
leżnośc i (3.12) i  były podjęte w 1952 r .  przez Paynter'a 
[v .T .  C h o w ,  1964; J.Ć. D o o g e , 1974,a ] ,  a następ­
nie przez A m o r o c h o  i  O r l o b ' a  w 1961 r. 
oraz D i s k i n ' a  w 1964 i  1967 r .  uzyskiwane wyniki 
nie były jednak zadawało.’'ące, a to głownie z powodu trudności 
związanych z funkcyjnym opisem sygnałów wejścia i  wyjścia
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w systemach, hydrologicznych. Inn i badacze [np. J.W. D e 1 -  
1 e u r  , R.A. R a o , 1971; G. H u t h m a n n  1975]; 
poszukiwali funkcji h ( t  -  r )  stosując nie ty lko transforma­
c ję  Laplace*a, ale i  inne transformaty całkowe a mianowicie 
Fouriera i  jL (d la  sygnałów dyskretnych). R)ównież ostatnio 
w Zakładzie Gospodarki Wodnej i  Hydrologii PW wykonano pewne 
próby, w ramach pracy magisterskiej [h. W y r z y k o w ­
s k a  -  K o p a c z ,  1976], wykorzystania transformaty 
Fouriera (szybk ie j transformaty Fouriera -  FFT) dla określe­
nia funkcji r ea k c j i  systemu.

We wszystkich tych pracach dążono do doświadczalnego o- 
kreś len ia  funkc ji h (t  - T " ) ,  c z y l i  do określenia funkcji chwi­
lowego hydrografu jednostkowego w wyniku stosowania różnych 
przekształceń całkowych sygnałów wejściowego (opadu skutecz­
nego) i  wyjściowego (odpływu powierzchniowego) oraz prze­
kszta łcen ia  odwrotnego typu (3 .22 ).

3.4.4. Proponowany model zlewni w postaci transmitancji

Podana poniżej propozycja opisu systemu zlewni w oparciu
o transmitancję nie ogranicza s ię  do doświadczalnego określe­
nia funkc ji H(s) jako reakc j i  ca łe j  zlewni, le c z  przedstawia 
możliwość określania postaci transmitancji dla poszczególnych 
podsystemów (podukładów), zlewni, w wyniku analizy  ich włas­
ności dynamicznych, a następnie składania ich w transmitancję 
zastępczą (łączną) dla całego systemu zlewni. Jak wiadomo, 
transmitancja określona , je s t  dla zerowych warunków początko­
wych, które nigdy nie są spełnione w systemie zlewni i  wobec 
tego w proponowanym modelu przedstawiono koncepcję uwzględnia­
nia warunków początkowych dla poszczególnych podukładów.

Przedstawiony na rys .3 «5  schemat blokowy modelu odpowiada 
strukturze systemu zlewni opisanego równaniami stanu w rozdz.
2 .4 .2 . Również schematy zastępcze poszczególnych elementów 
( r y s . 3 .6- 3 . 9 ) oraz ich transmitancje wynikają z odpowiadają­
cych im równań stanu. Model ( r y s .2 .4 ) opisany je s t  d z ie s ię c io ­
ma równaniami stanu i  wobec tego na schemacie przedstawionym 
na r y s .3.5 wyróżniono również dz ies ięć  elementów, z tym, że
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elementy T j ,  i  T^, z tych. samych powodów jak przy  op is ie  
równaniami stanu, są rozpatrywane łączn ie  jako jeden element

T545*

Rys.3*5» Schemat blokowy modelu systemu zlewni opisanego
transmitancją

W modelu występuje p ięć elementów l in i o ­
wych Łj t Tg, Tq i  T10, d la których 
schematy zastępcze są jednakowe i  bardzo 
proste ( r y s . 3.6 ) a odpowiadające im trans­
mitanc je  mają postać

Hi ( s )  ■ t -t s ;  • (5 -25>
Rys. 3. 6 . Sche mat
zastępczy elementów i  = 1, 7» 8, 9» 10.
liniowych T i ( i  = 1,

7 ,8 ,9 ,10)

Uwzględniając składową przejściową (odpowiedź swobodna sy­
stemu) pochodzącą od warunków początkowych
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M O )  k,
£i  = s (3*24)

gdzie

z i ( ° )  = M V
otrzymamy całkowitą odpowiedź każdego z elementów liniowych, 
w postaci

z A O )  k± k.
= -B~+  k^ + s + k^ wi ( s ) (3*25)

i  = 1 ,7 ,8 ,9,10  ,

gdzie W^(s) je s t  transformatą Lap lace 'a  sygnału wejściowego 
i - t e g o  elementu.

Wobec p rz y ję c ia ,  w proponowanym w rozdz.2 .4 .2  modelu, pro­
gowej struktury systemu zlewni, elementy T2 , oraz Tg 
stanowią układy n ie lin iow e w sensie n ie lin iow ośc i systemu, 
chociaż opisane są one zależnościami liniowymi w sensie mate­
matycznym. Jak wiadomo transmitancja może być określana wyłą­
cznie dla układów liniowych, a więc chcąc elementy n ie lin iowe 
opisać transmitancjami musimy ok reś lić  transmitancje oddzie l­
n ie d la poszczególnych przedziałów (pomiędzy progowymi ogra­
niczeniami zmiennych s tanu ), w których układ spełnia warunki 
l in iow ośc i.  W elementach T2 ( r y s .3 »7 )  i  Tę ( r y s . 3. 8) wystę­
pują po dwa takie p rzedz ia ły , a więc są to elementy dwuzakre­
sowe, natomiast w złożonym elemencie ( r y s .3. 9 ) występują 
c z te ry  ograniczenia dwuzakresowe oraz jed.no trzyzakresowe, co 
po uwzględnieniu wszystkich dróg (kombinacji) p rz e jś c ia  sygna­
łu wejściowego daje 192 przypadki. Dla każdego z tych przypad­
ków system zlewni będzie opisany inną transmitancją zastępczą. 
Przykładowo podano wyznaczanie transmitancji zastępczej modelu 
dla jednego przypadku spełniającego następujące warunki (ogra­
n iczen ia  zmiennych stanu)

1 . a2 ^  z2 O

2.
Z3 > a 3
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Xi-Ez

Rys•3.7• Schemat zastępczy 
elementu nie lin iowego Tg

4
/

0* *<

Rys.3*8. Schemat za­
stępczy elementu n ie­

liniowego Tg

Hys.3 . 9 . Schemat zastępczy elementu n ie lin iowego ^34.5
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3.

4.

5.

6.

a4 > >  a4

a5 > z5 > a5

z6 >  a6

z i  >  0 ( i  = 1 ,7 ,8 ,9 ,10 ).

Kt - £ f

Warunek 1 powoduje, że schemat blokowy elementu n ie l in io ­
wego 2̂ upraszcza s ię  do postaci l in iow e j ( r y s .3 .10 ).  Podob­
nie warunki 2 , 3 i  4 stanowią podstawę do
uproszczeń w schemacie blokowym do

/ \postaci l in iow e j (ry s .3 .1 1 ) .  Schemat b lo­
kowy elementu n ie lin iowego Tg ( r y s .3 .8) 
przy warunku 5 s ta je  s ię  analogiczny do 
schematu elementu T2 ( r y s . 3. 10 ) z tym, 
że na wejściu nie pojawia s ię  ze wzglę­
du na warunek 4.

Schemat blokowy całego modelu przy Rys.3.10. Schemat
warunkach 1 - 6  przedstawiono na r y s .3. 12, bl°kowy elementu 

*  J J ’ T? przy  warunku 1
gdz ie  d la elementów Tj_ ( i  = 1 ,2 ,3 ,3 ,9 ,10 )
transmitancje przyjmują postać

Hi< s > = • (3 .26)

zaś generatory zastępcze warunków początkowych

zŁ( 0) kŁ
i .  = ---- ,—1 s + ki

i  = 1 ,2 ,7 ,8 ,9 ,10

(3.27)

oraz

[ z 3 ( 0) -  a3]  k*3 

"  ‘  s + k3 ’

[z5( ° )  "  a6"| %
-----------s~ + k , -------

(3.28)

(3.29)
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Rys.3.12. Schemat blokowy modelu przy  wa­
runkach 1 - 6
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Schemat przedstawiony na r y s .3 .12 można zre­
dukować (po prostych przekształceniach) do po­
s ta c i  końcowej o jednym elemencie TQ ( r y s .3*13) 
i  transm itancji zastępczej

Ho<s > = {“p ^  T3 T8 + kn Tl }  T9 T10 ( 5. 30)

oraz generatorze zastępczym warunków początkowych Rys.3 . 1 3 .
Zredukowany

f — i r r n m m r p m  , Schemat b lo—
o 2 2 3 8 9 1 0  kowy modelu

+ ( £2 ”  E3 “  %^T3 T8 T9 T10 +

+ ( f i j  + + £y)Tg T10 + Tx| Tg T^q +

+ (£^| + 6 3 ) ^ 9  +  (d g  + Qg)TyjQ  • ( 3 * 3 1 )

Przedstawiony in tegra lny model zlewni przy użyciu transmi­
ta n c j i  chociaż posiada dość złożoną strukturę, to jednak wszy­
s tk ie  192 wyróżnione przypadki, określenia transmitancji za­
s tępcze j,  są możliwe do zapisania w postaci algorytmów o b l i ­
czeniowych automatycznie je  uwzględniających.

Natomiast z punktu widzenia praktycznej przydatności model 
ten charakteryzuje s ię  analogicznymi, jak w przypadku opisu 
równaniami stanu ( r o z d z .2 .4 .2 ) , własnościami w zakresie m ożli­
wości wprowadzenia do poszczególnych elementów sterowań wyni­
kających z bieżącego gospodarowania wodą w obszarze zlewni.

4. WŁASNOŚCI I WZAJEMNE ZWIĄZKI PRZEDSTAWIONYCH 
POSTACI OPISU SYSTEMÓW HYDROLOGICZNYCH

4.1. PROBLEMY RÓWNOWAŻNOŚCI POSZCZEGÓLNYCH FORM 
OPISU SYSTEMU

Przedstawione w rozdz.2 i  3 op isy systemów dynamicznych 
uwidaczniają możliwości stosowania różnych postaci modelu dla 
tego samego systemu. Wynikają więc pytania:

-  czy  op isy te są równoważne tzn. czy znajomość jednego 
pozwala jednoznacznie ok reś lić  pozo'stałe?
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-  ja k ie  są związki między tymi opisami?
-  kiedy w praktyce który z nich należy stosować?
Odpowiedź na pierwsze pytanie j e s t  negatywna. Okazuje s ię ,

że opisy te nie zawsze są równoważne. N a jpe łn ie jszy  opis włas­
ności systemu uzyskujemy stosując równania stanu, mniej do­
kładny j e s t  opis "w e jśc ie -w y jśc ie "  za pomocą równania różn icz­
kowego zwyczajnego dowolnego rzędu, a najmniej dokładny w po­

s ta c i  operatorowej. Wyłącznie dla systemu opisanego równania­
mi stanu i s tn ie je  możliwość jednoznacznego określenia opisu 
"w e jśc ie -w y jśc ie "  w postaci równania różniczkowego zwyczajnego 
dowolnego rzędu i  w postaci transmitancji operatorowej o i l e  
system j e s t  lin iowy i  stacjonarny. Dla systemu opisanego rów­
naniem różniczkowym zwyczajnym dowolnego rzędu można ok reś lić  
jednoznacznie transmitancję operatorową naturalnie też tylko 
w przypadku, gdy system ten j e s t  l in iow y  i  stacjonarny. Nato­
miast dla systemu, którego opis znamy ty lko w postaci transmi­
ta n c j i  operatorowej nie można ok reś lić  jednoznacznie żadnej z 
dwóch pozostałych postaci opisu systemu. Wynika to z faktu 
is tn ien ia  wielu nieekwitoalentnych opisów za pomocą równań sta­
nu, dla których opis "w e jśc ie -w y jśc ie "  w postaci równania róż­
niczkowego zwyczajnego dowolnego rzędu j e s t  ten sam, a z ko le i  
i s tn ie j e  w ie le  równań różniczkowych liniowych o s ta łych  współ­
czynnikach ( są one opisami różnych systemów), których transmi­
tancja operatorowa j e s t  taka sama.

Posiadając opis lin iowego systemu stacjonarnego w postaci 
transmitancji można naturalnie ok reś lić  dla niego zarówno opis 
w postaci równania różniczkowego o na jprostsze j lub zadanej 
postac i, jak również można ok reś lić  równania stanu o najprost­
sze j ( r e a l iz a c ja  minimalna macierzy A,B,C,D), lub zadanej po­
s ta c i  jednak należy wyraźnie zdawać sobie sprawę, że'uzyskane 
przekształcenia nie są jedynymi lecz  ty lko jednymi z wielu 
możliwych. Natomiast znając opis systemu w postaci równań sta­
nu ( 2. 9 ) i  wyjść ( 2. 10) można jednoznacznie ok reś lić  odpowia­
dający mu opis "w e jśc ie -w y jśc ie "  w postaci równania różniczko­
wego i  transm itancji. w tym celu należy poprzez-wielokrotne 
(w za leżnośc i od l ic z b y  współrzędnych stanu) różniczkowanie 
równań ( 2 .9 ) i  ( 2. 10) doprowadzić do ty lu  równań, aby można 
było wyeliminować z nich współrzędne stanu z^, . . . ,  oraz
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ich  pochodne. W ten sposób uzyskuje s ię  związek, w którym będą 
występowały wyłącznie zmienne wejściowe i  wyjściowe. Szerokie 
omówienie metod wzajemnego (przy różnych założeniach i  ograni­
czeniach) przekształcania przedstawionych tutaj trzech postaci 
opisu systemu można znaleźć w pracy [o  g a t  a 1974-].

4.2. WARUNKI POCZĄTKOWE

Dla niektórych systemów, szczególnie dla naturalnych sy­
stemów przyrodniczych a więc i  systemów hydrologicznych, 
is to tną  ro lę  w określaniu reakc j i  na sygnał wejściowy odgry­
wają warunki początkowe tzn. warunki, w których znajduje s ię  
system w chw il i  wystąpienia sygnału wejściowego.

Opis systemu w postaci równań stanu wymaga znajomości wek­
tora zQ, a więc uwzględnia warunki początkowe systemu, nato­
miast zupełnie inaczej przedstawia s ię  ten problem w przypadku 
przekszta łcenia równań stanu do za leżności "w e jśc ie -w y jśc ie "  
w postaci transm itancji.

Posiadając opis systemu w postaci równania stanu (2.9) i  
równania wyjścia ( 2 . 10) można, stosując obustronną transforma­
c ję  operatorową Laplace 'a  tych równań, bezpośrednio okreś lić  
transmitancję operatorową. Równanie (2 .9 ) po przekształceniach 
można zapisać w postaci

Z(s) = [ s l  -  a] " 1 z q  + [ s l  -  a ] “ 1 B X (s ) ,  (4 .1 )

gdzie I  -  j e s t  macierzą jednostkową.
Oznaczając

H^(s) = [ s l  -  a] - "1 -  macierz o wymiarach k x k (4.2a) 

H2 (s ) = [ s l  -  a] - "1 B -  macierz o wymiarach k x m (4.2b) 

równanie (4 .1 J przyjmuje postać

Z(s) = H^(s; zQ + ń2 (s ) X (s ) . (4.5)
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Pierwszy składnik zależności (4 .3 ) odpowiada rozwiązaniu 
równania jednorodnego ( x ( t )  = 0) odnośnego równania n ie jed ­
norodnego ( 2. 9 ) i  stanowi odpowiedź swobodną systemu zależną 
od stanu początkowego zQ, zaś drugi j e s t  odpowiedzią wymuszo­
ną systemu zależną od wektora sygnału wejściowego i  niezależną 
od stanu początkowego systemu zQ.

Stosując transformację Laplace 'a  do równania wyjść (2.10) 
otrzymamy w postaci operatorowej

Y (s ) = C Z (s) + D X(s) . (4.4)

Zgodnie z d e f in ic ją  ( rozdz.3 .3 .3 ) transmitancja operatoro­
wa "w e jśc ie -w y jśc ie "  ustalona j e s t  dla zerowych warunków po- 
czątkow.ych, a więc przyjmując, że wektor stanu w chw il i  t Q = 0 
przybiera wartość zerową t j .  zQ = 0 i  podstawiając zależność 
(4 .3 ) do równania (4 .4 ) otrzymujemy

Y(s ) = C H2(s )  X (s) + D X(s) = H(s) X( s) , (4.5) 

gdzie wobec (4.2b)

H(s) = 0 [ s i  -  A] -1  B + D (4.6)

j e s t  transmitancją macierzową "w e jśc ie -w y jśc ie "  o wymiarach 
1 x  m.

Schemat blokowy przedstawiony na r y s .4.1 i lu s tru je  za le ż ­
ność (4 .5 ) i  wyraźnie uwidacznia, że transmitancja charaktery-

y n , (S)  a

\Ło
Rys.4.1. Schemat blokowy systemu opisanego 

transmitancją macierzową

żuje jedynie wpływ wektora sygnałów wejściowych na wektor syg­
nałów wyjściowych, pomijając wpływ stanu początkowego systemu,
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gdyż nie zawiera g a łę z i  H^(s) wobec za łożen ia , że zQ = O. 
Transmitancja nie stanowi więc pełnego opisu systemu i  wobec 
tego nie zawsze może być uznana za opis wystarczający.

Odnośnie innych postaci zależności "w e jśc ie -w y jśc ie " ,  a 
mianowicie równania różniczkowego zwyczajnego dowolnego rzędu, 
to naturalnie pełne rozwiązanie równania (5 .4) czy (3 .8) wyma­
ga podania warunków początkowych

( n-1)
y ( t Q) , y ( t Q) y  ( t Q) , (4 .7 )

a więc uwzględnia stan początkowy. Natomiast stosowanie do 
opisu systemu jedynie ca łk i splotu ( 3 -1 1 ) czy ( 3 . 12 ) pociąga 
za sobą p rzy jęc ie  zerowego stanu początkowego. Wobec tego, tak 
jak i  transmitancja, całka splotu nie stanowi pełnego opisu 
systemu i  nie może być stosowana dla systemów, w których w 
ch w il i  wystąpienia sygnału wejściowego nie is tn ie je  zerowy 
stan początkowy tzn . system nie znajduje s ię  w stanie spoczyn­
ku. Odrzucane je s t  bowiem wówczas wyrażenie (3.10) określa jące 
swobodną odpowiedź systemu, która stanowi transformację stanu 
początkowego.

Podobnie, stosowanie do opisu systemu dowolnej za leżności 
typu ( 3 . 5 ) pociąga za sobą pominięcie odpowiedzi swobodnej 
systemu.

4.3. 5TEROWALNOŚĆ I OBSERWOWALNOŚĆ

Wynika ponadto pytanie czy przechodząc od równań stanu, 
które są najpełniejszym opisem systemu, do opisu za pomocą 
transm itancji czy c a łk i  splotu t ra c i  s ię  informację ty lko o 
stanie początkowym systemu czy też jeszcze  inną. Okazuje s ię ,  
że dla systemów nie w pełn i obserwowalnych i  nie w pe łn i s te ­
rowalnych t ra c i  s ię  znacznie w ięcej in form acji,  a mianowicie 
część in form acji zawartej w elementach macierzy A,B,C i  D rów­
nań stanu i  wyjść. Aby ok re ś l ić ,  które elementy tych macierzy 
u legają pominięciu należy chociaż ogóln ie zapoznać s ię  z poję­
ciami sterowalności i  obserwowalności systemu. Podane poniżej 
d e f in ic je  okreś la ją  sterowalność i  obserwowalność systemu
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w sensie Kalmana i  odnoszą s ię  do systemów liniowych i  s tac jo ­
narnych [ j . P u ł a c z e w s k i ,  K.  S z a c k a , A.  
M a n i t i u s ,  1974; A. N i e d e r l i ń s k i  , 1974].

System dynamiczny nazywamy całkowicie sterowalnym (lub po 
prostu sterowalnym), j e ż e l i  dla każdego t  i s tn ie je  takie 
sterowanie v ( t ) , które spowoduje w skończonym przedz ia le  cza­
su ( t^ - t^ )  zmianę dowolnego stanu początkowego z ( t Q) w do­
wolny stan końcowy z ( t ^ ) .  A więc sterowalność systemu oznacza 
możliwość, poprzez odpowiedni dobór v ( t ) ,  doprowadzenia syste­
mu od dowolnego stanu początkowego do dowolnego żądanego stanu 
końcowego. Wektor x( t) obejmuje te spośród sygnałów w e jśc io ­
wych x ( t ) ,  za pomocą których j e s t  prowadzone sterowanie sy­
stemu i  nosi nazwę wektora sterowań.

System dynamiczny nazywa s ię  całkowicie obserwowalnym (lub 
po prostu obserwowalnym) w przedzia le  czasu t Q <  t  < t ^ ,  j e ­
ż e l i  dla każdego t  możemy ok reś lić  stan początkowy systemu 
z ( t Q) na podstawie znajomości wektora sygnałów wejściowych 
x ( t )  i  wyjściowych y { t )  w tym p rzed z ia le .  Tak więc, dla 
systemu obserwowalnego możemy ok reś l ić  wszystkie współrzędne 
wektora stanu w oparciu o obserwacje (poniar) wektora sygnałów 
wyjściowych przy znanym sygnale wejściowym.

Wobec powyższego w systemach całkowicie sterowalnych wszy­
s tk ie  współrzędne stanu są zależne od sygnału steru jącego, a

więc są sterowalne, natomiast w 
systemach częściowo sterowalnych 
n iektóre współrzędne stanu są n ie­
zależne od sygnału steru jącego, 
więc są n iesterowalne. Z k o le i ,  w 
systemach całkowicie obśerwowalnych 
wszystkie współrzędne stanu mogą 
być wyznaczone w oparciu o pomiar 
sygnału wyjściowego, a więc są 
obserwowalne, natomiast w syste­
mach nie w pełn i obśerwowalnych 
n iektóre współrzędne stanu nie mogą 
być określone w oparciu o pomiar 
sygnału wyjściowego, a więc są n ie -  

obserwowalne. Prowadzi to do wydzielen ia w systemie czterech

j m

Rys.4.2. Schemat blokowy 
systemu podzielonego ze 
względu na sterowalność i  

obserwowalność



Własności i wzajemne związki opisu systemów 73

częśc i systemu (podsystemów): sterowalnej i  obserwowalnej 
(S -  0 ) ,  sterowalnej a le  nieobserwowalnej (S -  NO), n ies te ro -  
walnej a le obserwowalnej (NS -  0) oraz niesterowalnej i  n ie -  
obserwowalnej (NS -  NO). Na r y s .4.2 przedstawiono schemat blo­
kowy systemu z wydzielonymi częściami i  ich wzajemnymi związka­
mi ze względu na sterowalność i  obserwowalność.

Dla systemu niecałkowicie sterowalnego i  niecałkowicie 
obserwowalnego równania stanu (2 .9 ) i  wyjść (2.10) można do­
prowadzić, po uwzględnieniu macierzy zerowych które wynikają 
z faktu niesterowalności lub nieobserwowalności poszczególnych 
grup współrzędnych stanu ( r y s .4 .2 ) ,  do następującej postaci 
kanonicznej Kalmana [ A . N i e d e r l i ń s k i  , 1974]

- s - o As - o , s - o  0 a s - o , n s - o 0 - s - o

-S-NO as - n o , s - o AS-N0,S-N0 AS-N0,NS-0 a s - n o ,NS-NO 5s - no

% S -0 0 0 an s - o , ns- o 0 -NS-0

“ NS-NO 0 °  ANS-N0,NS-0 ANS-N0,NS-NO -NS-NO_

“ s - 0

b s - no

o 

o

(4.8)

Z -  [ GS-0 0 °NS-0 ° ]

-s -o DS-0

-S-NO •f
0

%S-0 0

_ %S-N0_ 0

(4.9)

przy czym z = z( t )  , V  = v ( t ) , y = y( t )  .
Z powyższych równań można ok reś lić  transmitancję operato­

rową, która będzie miała postać

H( s )  = Cg_0 ( s l  -  As - 0 , S - 0 ) - 1  Bg_ 0 + D g ^  . (4 .1 0 )
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Tak więc transmitancja opisuje ty lko część sterowalną i  obser- 
wowalną systemu, a więc daje pełen opis własności dynamicznych 
systemu (przy zerowych warunkach początkowych) wyłącznie dla 
systemów całkowicie sterowalnych i  obserwowalnych. Natomiast 
w żadnym przypadku transmitancja nie daje opisu struktury sy­
stemu.

Problem sterowalności i  obserwowalności z o s ta ł . tu ta j  jedy­
n ie zasygnalizowany, natomiast szersze jego omówienie można 
znaleźć w wielu pracach [np. A. N i e d e r l i ń s k i ,  
1974} T . K a c z o r e k ,  1974; J. P u ł a c z e w s k i ,  
K.  S z a c k a ,  A.  M a n i t i u s ,  1974]. Po jęc ia  s tero­
walności i  obserwowalności, związane ś c iś le  z praktyką opraco­
wywania i  id e n ty f ik a c j i  modeli obiektów sterowania, nie były  
dotychczas stosowane w odniesieniu do systemów hydrologicznych 
i  d latego uznano za celowe wprowadzenie ich nawet w t e j  wstęp­
nej form ie.

Według A. N i e d e r l i ń s k i e g o  [1974] wszy­
s tk ie  ob iekty rzeczywiste są lub powinny być całkowicie s tero­
walne i  obserwowalne, nie oznacza to jednak, że modele matema­
tyczne tych obiektów są zawsze całkowicie sterowalne i  obser­
wowalne. Tak więc znajomość i  uwzględnienie warunków sterowal­
ności i  obserwowalności przy modelowaniu matematycznym obiek­
tów stepowania są nieodzowne. Problem ten w odniesieniu do 
systemów hydrologicznych i  ich  modeli wymaga dalszych badań 
i  stanowi oddzielne zagadnienie, które będzie w przysz łośc i 
rozwiązywane. Wobec tego rozd z ia ł  ten oraz zawarte w nim s fo r ­
mułowania należy traktować jako luźne i  wstępne uwagi związa­
ne z wprowadzeniem pojęć sterowalności i  obserwowalności do 
ana lizy  naturalnych systemów przyrodniczych jakimi są systemy 
hydrologiczne.

W t e o r i i  sterowania wydzielane są na ogół ty lko dwa ro­
dzaje w ie lkośc i wejściowych: sterowania i  zakłócenia. W syste­
mach naturalnych, które nie są sterowane przez człowieka lecz  
przez Naturę, w ie lkośc i wejściowe można p od z ie l ić  na: wejścia 
kontrolowane (mierzone) i  zakłócenia. Opis rea k c j i  systemu na 
wejścia kontrolowane będzie identyczny jak w odniesieniu do 
sterowań, gdyż system n ieza leżn ie  od tego czy określone wejś-
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c ie  j e s t  sterowaniem czy też ty lko wejściem kontrolowanym, 
będzie na nie w ten sam sposób reagował.

Z podanej uprzednio d e f in i c j i  sterowalności wynika, że 
system sterowalny może być pod wpływem odpowiedniego sterowa­
nia doprowadzony do dowolnego, żądanego stanu końcowego. W od­
n ies ien iu  do systemów naturalnych, tak sformułowany warunek 
nie może być spełniony, gdyż znając wejścia kontrolowane może­
my jedynie ok reś lić  stan końcowy, do którego system zosta ł do­
prowadzony przez wymuszenia wynikające z dzia łan ia  innych na­
turalnych systemów oraz przez wymuszenia sterowane przez c z ło ­
wieka. Na steru jący charakter sygnałów wejściowych, będących 
wielkościami narzuconymi badanemu obiektowi (systemowi) przez 
inny obiekt, zwraca uwagę [w. F i n d e i s e n  1974] wy­
d z ie la ją cy  t r zy  grupy w ie lkośc i wejściowych:

-  wejścia obiektu pochodzące od innych obiektów (mające 
charakter sterowań),

-  sterowania, c z y l i  w ie lkośc i wejściowe manipulowane,
-  zakłócenia, to znaczy te f izy czn e  w ie lkości wejściowe, 

które nie są ani sterowaniami, ani wpływem innych obiektów 
systemu.

Dwie pierwsze grupy wyróżnionych w ie lkośc i wejściowych są 
niewątpliw ie sterowaniami dla systemu, który prze.cież nie od­
różnia kto nim s te ru je .  Natomiast sama grupa pierwsza stanowi, 
w odniesieniu do czynnej d z ia ła ln ośc i człowieka c z y l i  sterowa­
nia manipulowanego, sterowanie które można by nazwać biernym.

Biorąc powyższe pod uwagę wydaje s ię ,  że celowe będzie 
wprowadzenie do opisu systemów hydrologicznych następujące 
w ie lkośc i wejściowe:

x ( t )  -  sterowanie b ierne, c z y l i  wejścia kontrolowane (mie­
rzone) a le  niesterowane przez człowieka, 

v ( t )  -  sterowanie czynne, c z y l i  wejścia sterowane przez 
człowieka, 

f ( tj -  zakłócenia.
Pozwoliłoby to stosować do opisu naturalnych systemów hy­

drologicznych jak i  w przysz łośc i systemów hydrologiezno-go".- 
podarczych c z y l i  systemów sterowanych czynnie, jedno litego  
rodzaju wejść -  a mianowicie sterowań biernych i  czynnych.
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Wobec tego podana uprzednio d e f in ic ja  sterowalności syste­
mu odnosiłaby s ię  do sterowania czynnego, natomiast w odnie­
sieniu do sterowania biernego (czy  wejść kontrolowanych -  j e ­
ż e l i  określen ie sterowanie bierne byłoby uznane na n ietra fne ) 
można ją  sformułować następująco: "System j e s t  sterowalny 
b ie rn ie  [kontrolowalny], j e ż e l i  dla każdego t  i s tn ie je  ta­
k ie  sterowanie bierne [w e jśc ie  kontrolowanej x ( t ) ,  które spo­
woduje w przedzia le  czasu ( t^ -  t Q) zmianę stanu początkowego 
z ( t Q) w określony, możliwy do przewidzenia [kontrolowany] stan 
końcowy z ( t ^ ) " .

Zagadnienie obserwowalności systemu wiąże s ię  z możliwoś­
c ią  ok reś len ia ’współrzędnych stanu w oparciu o pomiar (obser­
wację) wektora sygnałów wyjściowych. W przypadku możliwości 
określen ia wszystkich współrzędnych stanu na podstawie znajo­
mości j ( t )  mówimy, że system j e s t  całkowicie obserwowalny.
Aby warunek ten był spełniony wektor ;̂( t )  musi być zależny 
od każdej współrzędnej stanu z ( t ) .

W systemie zlewni hydrologicznej sygnałem wyjściowym mie­
rzonym j e s t  całkowity przepływ rzeczny, który j e s t  bezpośred­
nio zależny ty lko od jednej współrzędnej stanu a mianowicie 
całkowitego napełnienia koryta. Gdyby is tn ia ła  możliwość nieza­
leżnego pomiaru poszczególnych składowych przepływu rzecznego, 
a więc przepływu gruntowego, przepływu z powierzchni n ieprze­
puszczalnej, przepływu z powierzchni przepuszczalnej i  prze­
pływu podpowierzchniowego, wówczas za is tn ia łaby  możliwość o- 
kreślenia na podstawie pomiaru przepływu w rzece w iększej l i ­
czby współrzędnych stanu. Jednak pomiar tak i j e s t  zupełnie 
n ierea lny i  wobec tego pozostają wyłącznie różne sposoby po­
średnie, polegające na wydzielaniu z hydrogramu poszczególnych 
jego składowych. Prowadzi to do pośredniego (sztucznego) 
zwiększania obserwowalności systemu zlewni.

Innym sposobem zwiększenia obserwowalności systemu zlewni 
j e s t  podzia ł j e j  na podukład^ modelowane i  identyfikowane nie­
za leżn ie , co wymaga jednak rozszerzenia zakresu obecnie prowa­
dzonych pomiarów. Przy obecnie prowadzonych standardowych 
obserwacjach, naturalny system zlewni j e s t  w małym scopniu 
obserwowalny i  sterowalny (kontrolowalny).
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Reasumując można s tw ierdz ić , że wydzie len ie z hydrogramu 
jego składowych, zmienia w is to tny  sposób obserwowalność syste­
mu zlewni. Natomiast pominięcie, w modelu zlewni, in te rc ep c j i  
powoduje, że współrzędna obszaru powierzchni przepuszczalnej 
s ta je  s ię  współrzędną sterowalną i  wówczas razem ze współrzęd­
ną powierzchni nieprzepuszczalnej tworzą grupę współrzędnych 
sterowalnych. W oparciu o powyższe łatwo zauważyć, że model 
"opad skuteczny- odpływ powierzchniowy" (d la wydzielonego z 
hydrogramu odpływu powierzchniowego) obejmuje wyłącznie część 
sterowalną i  obserwowalną i  wobec tego transmitancja czy całka 
splotu daje pełen opis własności dynamicznych powierzchniowej 
częśc i zlewni hydro log iczne j.

W przeprowadzonej a n a l iz ie  sterowalności b iernej i  obser- 
wowalności systemu zlewni nie brano pod uwagę parowania, któ­
re stanowi niemierzalne bezpośrednio wyjście i  zwiększa n ie -  
obserwowalność systemu zlewni. Potraktowanie natomiast paro­
wania jako znanego sterowania biernego, wynikającego z d z ia ła ­
nia innego systemu, prowadzi do zwiększenia sterowalności sy­
stemu zlewni.

4.4. WARUNKI STOSOWALNOŚCI ORAZ WADY I ZALETY 
POSZCZEGÓLNYCH FORM OPISU SYSTEMU

Każda z omówionych w rozdz.2  i  5 form opisu systemu posia­
da określone za le ty  i  wady, które należy dokładnie znac przed 
przystąpieniem do wyboru postaci modelu. Poszczególne formy
opisu wymagają innej in form acji do ich opracowania, a więc

/
tym samym zawierają różną informację o systemie, która je s t  
mniej lub bardziej przydatna dla określonego celu wykorzysta­
nia modelu.

Jak już wspomniano najbardzie j ogólną, a zarazem najbar­
d z ie j  pełną formę opi.^u systemu stanowi opis w oparciu o rów­
nania stanu, które są podstawą nowoczesnej t e o r i i  układów 
wielowymiarowych [A .  N i e d e r l i ń s k i ,  1974-]. Do 
połowy l a t  p ięćdz ies ią tych  metody opisu obiektów sterowania 
op iera ły  s ię  na klasycznym pojęciu transmitancji operatorowej 
i  widmowej (ta  ostatnia nie j e s t  omawiana w n in ie js z e j  p racy j.
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Gwałtowny rozwój maszyn cyfrowych, pod koniec l a t  p ięćdz ies ią ­
tych oraz możliwości zastosowania ich przy projektowaniu, sy­
mulowaniu i  sterowaniu obiektów wielowymiarowych umożliwiły 
stworzenie t e o r i i  układów wielowymiarowych oparte j na metodach 
p rzestrzen i stanu.

Wyższość opisu systemu równaniami stanu w stosunku do in ­
nych form opisu j e s t  bezsprzeczna, jednak równocześnie wymaga 
największej in form acji początkowej (apriorycznej) o strukturze 
i  własnościach systemu, gdyż podstawowym sposobem wyznaczania 
równań stanu j e s t  wyprowadzenie ich  z równań opisujących pra­
wa f izyczne  rządzące systemem. Liczba równań stanu może być 
interpretowana f iz y c z n ie  jako równa l i c z b i e  elementów systemu, 
które mają zdolność magazynowania masy lub en e rg i i .  Wobec tego 
równania stanu mogą być również ustalone, dla wydzielonych w 
systemie elementów akumulujących ( rozdz.2 .4 .2 ) jako równania 
bilansowe wynikające z praw zachowania. Ponadto równania sta­
nu mogą być wyprowadzone z równania różniczkowego wyższego 
rzędu opisującego dany system. Wówczas współrzędne stanu są 
kolejnymi pochodnymi względem czasu pierwszej wybranej współ­
rzędnej i  noszą nazwę współrzędnych fazowych. Współrzędne tego 
rodzaju, szczególnie ptzy wysokich rzędach równania, nie mają 
na ogół in te rp re ta c j i  f i z y c z n e j .  Należy jednak podkreślić , że 
nie ty lko w tym przypadku współrzędne stanu mogą być wielkoś­
ciami nie posiadającymi in te rp re ta c j i  f i z y c z n e j .  Dla każdego 
systemu można napisać nieskończenie w ie le  różnych równań sta­
nu i  wyjść, w których współrzędne wynikają z dowolnego, jedno­
znacznego przekszta łcenia . Macierz przekształceń .współrzędnych 
stanu P o wymiarach k x k j e s t  macierzą nieosobliwą. Prze­
kształcone równania stanu (2 .9 ) i  wyjść (2.10) przyjmują po­
stać

ż’ ( t )  = A' z ' ( t )  + B' x (  t )  , (4 .11 )

y( t )  = C' z' ( t )  + D x( t ) (4 .12 )

przy czym

A’ = P A P ' 1, B' = ?  B, O' = C P~1 (4 .13 )



Własności i wzajemne związki opisu systemów 79

Przekszta łcenia  współrzędnych stanu są często stosowane ze 
względów obliczeniowych i  analizy  własności systemu. Np. prze­
kszta łcen ie  macierzy stanu A do postaci kanonicznej Jordana 
umożliwia prostą ocenę własności dynamicznych układów (sys te ­
mów] wielowymiarowych, upraszcza modelowanie cyfrowe, umożli­
wia uproszczenie modelu matematycznego układu, upraszcza kry­
te r ia  sterowalności i  obserwowalności układów [ a . N i  e -  
d e r l i ń s k i ,  1974],

Dla układów złożonych z podukładów można w prosty sposób 
otrzymać równania stanu na podstawie znajomości równań stanu 
podukładów oraz struktury układu. Is to tną  za le tą  równań stanu 
j e s t  możliwość włączenia do rozwiązania warunków początko­
wych oraz ograniczenie s ię  w ob liczen iach do k równań róż­
niczkowych pierwszego rzędu zamiast badania równania różn icz­
kowego rzędu wyższego. Ponadto równania stanu (2 .5 ) stanowią 
wygodną formę zapisu zarówno dla liniowych jak i  n ie lin iowych 
systemów.

Jedną z poważniejszych wad opisów w oparciu o równania 
stanu j e s t  niemożność bezpośredniego uzyskania ich metodą do­
świadczalną (pomiarową). I s tn ie je  co prawda możliwość, poprzez 
wybór współrzędnych stanu (metodą bezpośrednią, równoległą lub 
ite racy jn ą ) i  określen ie macierzy A,B,C,D, wyprowadzania rów­
nań stanu na podstawie transmitancji uzyskanej metodą doświad­
czalną. Sposób ten prowadzi jednak do wyznaczenia macierzy 
A,B,C,D jako r e a l i z a c j i  minimalnej (o minimalnej l i c z b ie  współ­
rzędnych stanu) , która je s t  w pe łn i sterowalna i  obserwowalna. 
Wobec tego można w ten sposób jednoznacznie odtworzyć równania 
stanu wyłącznie dla systemów w pełn i sterowalnych i  obserwo- 
walnych.

W przeciwieństwie do równań stanu, jedną z ważniejszych 
z a le t  opisów w oparciu o transmitancję lub całkę splotu j e s t  
możliwość uzyskania ich  na drodze doświadczalnej. Nie zawsze 
przec ież  udaje s ię  dokonać analizy  wewnętrznej struktury i  
własności systemu i  wówczas trzeba ograniczyć s ię  i  zadowolić 
badaniami doświadczalnymi, które w oparciu o pomierzone prze­
b ie g i  sygnałów wejściowych i  wyjściowych pozwalają wyznaczyć 
transmitancję, lub odpowiedź systemu na impulsy jednostkowe a 
więc opis w postaci ca łk i  splotu. Jednak opisy te cechują s ię
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wieloma, uprzednio już szerze j omówionymi, mankamentami, z 
których głównymi są niemożność włączenia do równań warunków 
początkowych oraz opis wyłącznie systemów liniowych, a ponadto 
w odniesieniu do sransmitancji -  wyłącznie systemów stacjonar­
nych. Niemniej metoda doświadcżalna pozwala uzyskać operator 
"w e jśc ie -w y jśc ie "  nawet dla bardzo złożonych systemów, natu­
ra ln ie  jedynie dla systemów w pełn i sterowalnych i  obserwowal- 
nych lub dla ich sterowalnych i  obserwowalnych c zęśc i .

Opisy w postaci "w e jśc ie -w y jśc ie "  można uzyskać na drodze 
doświadczalnej dla is tn ie jącego  systemu, natomiast dla po­
trzeb projektowania systemu są one trudne do wykorzystania. 
Ponadto opisy te dla systemów z wieloma wejściami i  wyjściami 
są n ieraz w ogóle niemożliwe do uzyskania metodą doświadczalną. 
Oduzielne badanie wpływu poszczególnych wejść, przy stałych 
lub zerowych wartościach pozostałych, nie zawsze je s t  przecież 
możliwe.

Możliwość i  celowość stosowania poszczególnych form opisu 
systemu za leżą  przede wszystkim od dwóch rodzajów in form acji,  
a mianowicie od in form acji apriorycznej oraz od in form acji 
•użytecznej. Pierwsza z nich stanowi informację początkową jaką 
posiadamy przystępując do opracowania modelu tzn. informację 
w oparciu o którą przeprowadzana j e s t  specyfikacja i  id e n ty f i ­
kacja modelu. A więc będzie to informacja o strukturze i  włas­
nościach systemu (oryginału ) oraz wynikach pomiarów uzyskanych 
z eksperymentu czynnego lub biernego. Opis systemu w oparciu
o równania stanu wymaga największej in form acji apriorycznej, 
natomiast postać operatorowa "w e jśc ie -w y jśc ie "  może być zasto­
sowana przy in form acji apriorycznej minimalnej, którą stanowią 
p rzeb ieg i sygnałów wejściowych i  wyjściowych uzyskane w wyniku 
eksperymentu biernego. Drugi rodzaj in form acji to informacja 
użyteczna, którą chcemy uzyskać za pomocą modelu, a więc in­
formacja dla które j model j e s t  w ogóle opracowywany i  która 
uzasadnia jego celowość. I  tu ta j,  podobnie jak w odniesieniu 
do in form acji apriorycznej, największą informację użyteczną 
(zarówno dla potrzeb prognozowania jak i  sterowania) otrzymu­
jemy z modelu integralnego opisanego równaniami stanu, nato­
miast najmniejszą z modelu globalnego w postaci operatorowej 
"w e jś c ie -w y jś c ie " .  Należy wyraźnie podkreślić , że dla uzyska-
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nia pożądanej in form acji użytecznej, model musi być opracowa­
ny w oparciu o odpowiednią i lo ś ć  in form acji apriorycznej. 
Uzyskiwana informacja użyteczna j e s t  ś c iś le  związana i  wynika 
z wykorzystanej in form acji apriorycznej.

Naturalnie o możliwości zastosowania t e j  czy innej formy 
opisu systemu decyduje jeszcze  w ie le  dodatkowych czynników, 
takich jak np. możliwości r e a l i z a c j i  p rzy jętego rozwiązania, 
rodzaj i  czas pracy maszyny matematycznej oraz inne czynniki 
techniczne, ekonomiczne i tp .

5. PROBLEMY IDENTYFIKACJI I WERYFIKACJI 
MODELI HYDROLOGICZNYCH

5.1. WARUNKI IDENTYFIKACJI SYSTEMÓW HYDROLOGICZNYCH

Istotnym problemem rzutującym na ostateczny wybór postaci 
opisu systemu j e s t  możliwość id e n ty f ik a c j i  modelu. Problem 
ten j e s t  szczegó ln ie  znaczący v. przypadku systemów id en ty f ik o ­
wanych w oparciu o eksperyment bierny oraz systemów nie w peł­
n i mierzalnych i  nie w pe łn i obserwowalnych, a właśnie do ta­
kich z a l ic z a ją  s ię  w większości systemy hydrologiczne.

Jak wiadomo zastosowanie określonej metodyki id e n ty f ik a c j i  
za le ży  od pierwszego etapu opracowania modelu tzn. od specy f i­
k a c j i .  W^wyniku przeprowadzonej sp ecy f ika c j i  systemu może za­
is tn ie ć  jedna z czterech sy tu ac ji :

1. System je s t  w pełn i rozpoznany pod względem jego  włas­
ności, struktury, postaci opisu matematycznego i  parametrów -  
posiadamy pełną informację aprioryczną.

2. System j e s t  rozpoznany pod względem własności, struk­
tury i  ogólnej postaci opisu matematycznego le c z  wartości l i c z ­
bowe parametrów są nieznane tzw. funkcja opisująca dz ia łan ie  
systemu j e s t  określona z dokładnością do parametrów.

3. System j e s t  częściowo rozpoznany -  określony j e s t  ogó l­
ny charakter jego dzia łan ia  pozwalający na p rzy jęc ie  pewnej 
zastępczej koncepcji jego opisu.

4. System j e s t  całkowicie nierozpoznany -  posiadamy zerową 
informację aprioryczną.

t
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Każdej z powyższych sytuac ji odpowiada inny poziom in fo r ­
macji apriorycznej. Wybór metody id e n ty f ik a c j i  za leży  właśnie 
głównie od poziomu posiadanej in form acji apriorycznej oraz 
ponadto od dwóch dalszych czynników:

-  czy określane są charakterystyki statyczne, czy dynami­
czne systemu, oraz

-  czy może być zastosowany eksperyment czynny, czy też 
musimy ograniczyć s ię  do eksperymentu biernego.

W odniesieniu do systemów hydrologicznych, specyfikacja 
nie doprowadza do za is tn ien ia  sytuac ji pierwszej tzn . do uzy­
skania najwyższego poziomu in form acji apriorycznej. Najczęś­
c i e j  natomiast spotykamy s ię  z sytuacją t r z e c ią  oraz drugą. 
Sytuacja czwarta występuje w rzeczyw istości bardzo rzadko 
le c z  j e s t  dość często w praktyce przyjmowana (zakładana).

W przypadku pierwszym, specyfikacja doprowadza do pełnej 
id e n ty f ik a c j i  systemu i  mówimy wówczas, że system zosta ł ziden­
tyfikowany na drodze ana lityczne j,  a więc opis systemu wypro­
wadzony j e s t  z praw fizycznych  (lub chemicznych) wraz z war­
tościami liczbowymi parametrów mającymi sens f izy c zn y .  Jest 
oczywiste, że sytuacja taka zdarza s ię  rzadko i  z praktycznego 
punktu widzenia może być ona w ogóle pomijana. Natomiast sy­
tuacja druga j e s t  tą do k tóre j dążymy w każdej d z iedz in ie  
nauki i  która stanowi połączenie ana lityczne j metody identy­
f i k a c j i  z metodą eksperymentalną. Ogólna postać matematycznego 
opisu systemu określona j e s t  wówczas na drodze an a lityczne j,  
zaś liczbowe wartości parametrów na drodze eksperymentalnej. 
Metoda ta nazywana j e s t  nieraz metodą kombinowaną lub metodą 
analityczną z uwagi, że metoda czysto analityczna j e s t  prak­
tyczn ie  nierealizowana. Podobny tok postępowania zachodzi w 
sy tu ac ji  t r z e c ie j ,  z tym, że postać opisu matematycznego o- 
kreślona j e s t  nie w oparciu o prawa f izyczne  rządzące badanym 
systemem lec z  o pewną koncepcję jego dzia łan ia  (modele koncep­
tualne) i  wówczas p rzy ję ty  model j e s t  właściwie opisem systemu 
zastępczego, którym symulujemy dz ia łan ie  systemu badanego.
Opis ten, jak poprzednio, j e s t  w postaci ogólnej a parametry 
określone są w wyniku eksperymentu. Czwarta sytuacja wymaga 
określenia w wyniku id e n ty f ik a c j i  zarówno postaci fu n kc ji  opi­
sującej dz ia łan ie  systemu jak i  liczbowych wartości parametrów.



Problemy identyfikacji i weryfikacji modeli 83

7/obec braku jakiejkolwiek, ogólnej in formacji apriorycznej o 
własnościach i  działaniu modelowanego systemu-pozostaje wyłą­
cznie droga czysto eksperymentalna. Jak już wspomniano, sytu­
acja zupełnego braku in form acji apriorycznej o systemie zda­
rza s ię  w rzeczyw is tości rzadko, niemniej sytuacja taka j e s t  
w praktyce często zakładana ze względu na trudności w realnym 
wykorzystaniu małej in form acji apriorycznej tzm. ze względu 
na niemożność określen ia postaci modelu na podstawie t e j  in­
fo rm acji .  N ieraz jednak możemy spotkać s ię  z sytuacją posia­
dania zerowej in form acji apriorycznej o własnościach i  struk­
turze systemu i  wówczas bądź przyjmujemy model "czarnej skrzyn­
k i " ,  bądź też w wyniku analizy  pomierzonych odpowiedzi systemu 
na określone wymuszenia możemy na ty le  poznró charakter dzia­
łania systemu, że pozwoli nam to ok reś lić  dla niego model kon­
ceptualny w oparciu o p rzy ję ty  system zastępczy. Tak w ięc, w 
tym ostatnim przypadku informacja aprioryczna o systemie zo­
s ta ła  w wyniku eksperymentu na ty le  zwiększona, że można iden­
tyfikować go jak w sytuac ji  t r z e c i e j .

Z powyższego wynika, że eksperyment, w większym czy mniej­
szym stopniu, j e s t  zawsze niezbędny przy praktycznej id e n ty f i ­
k a c j i  systemu, v/obec tego powstaje problem sposobu przeprowa­
dzania eksperymentu. W odniesieniu do systemów hydrologicznych 
może być zastosowany, prawie wyłącznie ty lko eksperyment b ie r ­
ny. Eksperyment bierny, w stosunku do czynnego, ma w ie le  wad, 
z których głównymi są:

-  ograniczona l ic zb a  eksperymentów,
-  występowanie zakłóceń 'trudnych, lub wręcz niemożliwych, 

do usunięcia,
-  ograniczony zakres zmienności poszczególnych sygnałów,
-  niemożność badania odpowiedzi systemu na typowe, sp ec ja l­

nie dobrane sygnały wejściowe, lecz badanie wyłącznie odpowie­
d z i  na sygnały naturalne na ogół trudne do opisania matematy­
cznego.

W związku z powyższym charakterystyki statyczne (d la  sta­
nów ustalonych) czy charakterystyki dynamiczne (d la  stanów 
nieustalonych) systemu mogą być określone w eksperymencie 
biernym jedynie statystycznymi metodami id e n ty f ik a c j i ,  gdyż 
sygnały mierzone w obecności zakłóceń (przypadkowych i  niemie-
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rzalnych) są właściwie rea lizac jam i funkcji losowych. Do naj­
bardz ie j popularnych, opartych na eksperymencie biernym, sta­
tystycznych metod id e n ty f ik a c j i  (d la  sytuac ji  czwartej tzn. 
przy nieznajomości postaci ogólnej funkc ji operatora) należy 
metoda funkc ji  kore lacyjnej do wyznaczania charakterystyk dy­
namicznych oraz metoda analizy  r e g r e s j i  do wyznaczania charak­
terystyk  statycznych [k .  M a ń c z a k , 1971]• Obie te 
metody są szeroko stosowane w h yd ro log ii  przy id e n ty f ik a c j i  
modeli stochastycznych [ z .  K a c z m a r e k ,  1970? 1973] . 
Natomiast często w praktyce, nie ty lko hydro log icznej, stoso­
wane są przy eksperymencie biernym metody id e n ty f ik a c j i  typowe 
dla eksperymentu czynnego. Zakłada s ię  wówczas, że sygnały 
wejściowe są zdeterminowane o znanej typowej postaci np. sko­
ku jednostkowego, impulsu 6 -Diraca , czy s inusoida lnej. Syg­
nały wejściowe naturalne (mierzone w eksperymencie biernym) 
na ogół nie występują w postaci takich przebiegów typowych, 
le c z  w niektórych przypadkach mogą być traktowane jako wynik 
nakładających s ię  lub przesuniętych sygnałów o postaci typo­
wej. Taki właśnie sposób podejścia stosowany je s t  przy okreś­
lan iu hydrogramu jednostkowego będącego odpowiedzią na impuls 
prostokątny, czy hydrogramu chwilowego będącego odpowiedzią 
na impuls D irac 'a .  Analizowane są wówczas pomierzone sygnały 
wejściowe w postaci histogramu opadu tzn. skwantowanego w cza­
s ie  opadu deszczu dla założonych (czterogodzinnych, sześc io­
godzinnych czy innych) okresów próbkowania, li-b w postaci 
nietogramu tzn. opadu deszczu w postaci sygnału c iąg łego . Na­
tomiast pomierzony sygnał wyjściowy w postaci hydrogramu, 
traktowany j e s t  jako odpowiedź wynikowa uzyskana w oparciu o 
zasadę superpozycji (obowiązującą dla systemów liniowych) z 
odpowiedzi na pojedyncze impulsy wejściowe. Wobec tego odpo­
wiedź na pojedynczy impuls można uzyskać w wyniku rozłożen ia  
(np. metodą krzywej S) pomierzonego sygnału wyjściowego.

Iden ty fikac ja  analityczna kombinowana polegająca na okreś­
len iu , w znanych funkcjach operatorów, liczbowych wartości pa­
rametrów może być przeprowadzana bądź poprzez bezpośredni po­
miar tych parametrów, bądź poprzez określen ie ich  na podsta­
wie pomierzonych sygnałów wejściowych i  wyjściowych w wyniku 
eksperymentu biernego lub czynnego. Bezpośrednie określen ie
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parametrów w przypadku pomiaru bez zakłóceń (mało realne w 
praktyce, ze względu chociażby na błędy samego przyrządu po­
miarowego) wymaga jednokrotnego pomiaru każdego parametru. 
Natomiast pomiar w obecności zakłóceń wymaga wielokrotnego 
pomiaru każdego parametru i  następnie, przy znajomości rozkła­
du prawdopodobieństwa zakłóceń, oszacowania w ie lkośc i tych 
parametrów [z .  B u b n i c k i ,  1974], W przypadku normal­
nego rozkładu zakłóceń, o wartości oczekiwanej równej zeru, 
prowadzi to do oszacowania parametru jako wartości średniej 
arytmetycznej z pomierzonych, która j e s t  estymatorem zgodnym 
i  nieobciążonym.

Pośrednie określenie parametrów w sytuac ji  w pełn i deter­
m inistycznej, tzn. przy adekwatnym określeniu funkcji opisu­
jących system oraz pomiarze sygnałów wejściowych i  wyjściowych 
bez zakłóceń, wymaga wykonania r  par pomiarów wejścia i  
wyjścia , równej l i c z b ie  r  parametrów. Natomiast w przypadku 
pomiaru w obecności zakłóceń parametry szacowane są w oparciu
o n pomiarów, gdzie n >  r ,  metodami optym alizacji w wyniku 
m in im alizac ji p rz y ję te j  funkc ji celu, opartej na porównaniu 
zgodności sygnałów wyjściowych pomierzonych i  obliczonych 
z modelu. Ten osta tn i sposób szacowania parametrów j e s t  często 
stosowany w hydro log ii  gdy postacie funkc ji operatorów wynika­
ją  z praw f izycznych lub stanowią modele konceptualne. Wobec 
tego również modele w postaci równań stanu mogą być id e n ty f i ­
kowane w powyższy sposób. Metoda ta ma jednak pewne wady. Po 
pierwsze nie możemy oceniać dokładności określania poszczegól­
nych parametrów, po drugie uzyskuje s ię  optymalny zb iór  para­
metrów dla założonej a rb itra ln ie  iu n kc ji  celu, która nie zaw­
sze prowadzi do uzyskania jednakowej i  na jlepsze j zgodności 
modelu z oryginałem dla całego zakresu zmienności sygnałów. 
Problem określenia najodpowiedniejszej funkc ji celu. (k ry te ­
rium zgodności), d la id e n ty f ik a c j i  systemów hydrologicznych 
metodami op tym alizac ji,  nie zosta ł dotychczas rozwiązany i  
wymaga dalszych badan. Interesujące rezu lta ty  uzyskano osta t­
nio w wyniku przeprowadzonego w Zakładzie Gospodarki Wodnej i  
H ydro log ii P o l i te ch n ik i Warszawskiej eksperymentu numerycznego 
\_'H. F e l u c h ,  H.  H e r n i k ,  1976]. A n a liz ie  poddano 
siedem funkc ji celu stosowanych, przez różnych badaczy, przy
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id e n ty f ik a c j i  modeli z lewni. Eksperyment przeprowadzono na 
ciągach wygenerowanych z modelu Nash'a o przyjętych parame - 

trach n = 2 i  k = 2. Okazało s ię ,  że topogra fia  poszcze­
gólnych funkc ji celu j e s t  bardzo zróżnicowana. Posiadają one 
różn ie zlokalizowane minima, a ponadto niektóre z nich charak­
teryzu ją  s ię  dużą l ic zb ą  minimów lokalnych. Najlepszą funkcją 
celu , w sensie przyjętych warunków:

-  posiadanie względem parametrów modelu minimum w punkcie 
odpowiadającym rzeczyw iste j zgodności modelu z oryginałem,

-  posiadanie ty lko jednego minimum w założonym obszarze 
zmienności parametrów,

-  szybka zbieżność, a więc duży gradient względem parame­
trów,
okazała s ię  funkcja określa jąca średni względny bład kwadratowy

gdzie
Qo i »Qi -  odpowiednio i - t e  rzędne wyjścia z oryginału i  

obliczone ( i  = 1 ,2 , . . . ,m ) ,

J e ż e l i  wartość średniego błędu kwadratowego nas nie in te ­
resu je , to wystarczy stosować uproszczoną, nie zmieniającą 
lo k a l i z a c j i  minimum, postać

m

Dobrą, le c z  w o ln ie j zbieżną funkcją celu okazała s ię  rów­
nież funkcja określa jąca specjalny współczynnik k o re la c j i

(5.1)

m
-  l ic zb a  wezbrań,
-  l ic zb a  rzędnych wszystkich wezbrań łącznie
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Najgorsze wyniki uzyskano dla często stosowanej w praktyce 
hydrologicznej funkc ji  o postaci

Przeprowadzony eksperyment wykazał, że lokalne minima 
funkc ji  nie są spowodowane ty lko błędami pomiarów i  nieadek­
watnością modelu, a le  przede wszystkim własnościami funkc ji 

celu -  stąd duży wpływ postaci funkcji celu na uzyskiwane war­
to śc i  parametrów.

Wynikająca z potrzeb praktyki chęć określania optymalnych 
wartości parametrów modelu jednocześnie w odniesieniu do róż­
nych kryteriów zgodności prowadzi do sformułowania funkc ji 
celu w postaci w ie lo k ry te r ia ln e j . Biorąc jednak pod uwagę omó­
wione powyżej wyniki badania to p o g ra f i i  funkcji jednokryte- 
r ia lnych, należy zachować dużą ostrożność przy tworzeniu funk­
c j i  wieloczłonowych, których topogra fia  będzie jeszcze  bar­
d z ie j  złożona a ponadto znacznie trudniejsza do ana lizy .

Należy zaznaczyć, że we wszystkich eksperymentalnych meto­
dach id e n ty f ik a c j i  pomiary powinny być przeprowadzane dla tych 
samych warunków początkowych lub dla każdorazowo określonych
i  uwzględnionych warunków początkowych.

Osobny problem stanowi iden ty fikac ja  systemów n ies tac jo ­
narnych. I s tn ie ją  tu ta j dwa sposoby podejścia^1 [ z .  B u b n i -  
c k i  1974]. Jeden polega na określeniu modelu rzeczyw iście 
niestacjonarnego, a więc modelu o parametrach zmiennych w cza­
s ie  przy czym zmiany te nie są przypadkowe, lecz  zdetermino­
wane i  określone konkretną postacią zależności od czasu. Drugi 
sposób podejścia , stosowany dla systemów o niestacjonarnych 
parametrach zmieniających s ię  powoli, polega na p rzy jęc iu  mo­
delu stacjonarnego. Model stacjonarny może stanowić wystarcza-

A
Rozpatrywane są wyłącznie systemy, których niestacjonarność 
wynika ze zmieniających s ię  w czasie  wartości parametrów, 
nie zaś ze zmieniającej s ię  struktury i  własności systemu 
tzn. ze zmieniającej s ię  postaci fu n kc ji  operatorów, gdyż 
wówczas problem sprowadza s ię  do id e n ty f ik a c j i  innego, nowe­
go systemu.
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jąco dobre przyb liżen ie  systemu dla pewnego odcinka czasu, w 
ciągu którego parametry systemu n iew ie le  zmieniły s ię .

W obu przypadkach iden ty fikac ja  zależna je s t  nie ty lko od 
długości s e r i i  pomiarowej lecz  również od czasu w jakim wyko­
nano eksperyment, a więc od początkowego momentu eksperymentu. 
W przypadku drugim występuje ponadto problem określen ia dłu­
gośc i id en ty fiku jące j s e r i i  pomiarowej jako podstawy optymal­
nego wyznaczenia wartości parametrów dla potrzeb wykorzystania 
modelu w określonym momencie (lub p rzedz ia le ) czasu następują­
cym po momencie, z którego pochodzi ostatnia wartość s e r i i  po­
miarowej. Określenie optymalnej długości s e r i i  id en ty fiku ją ­
c e j ,  c z y l i  optymalnego okresu obserwacji systemu, wynika bez­
pośrednio z faktu występowania parametrów zmieniających s ię  
w c zas ie .  Im dłużej trwa obserwacja systemu tym bardz ie j osza­
cowane parametry różnią s ię  od wartości rzeczywistych jak ie  
występują w okresach następnych. Tak więc, w systemie n iesta­
cjonarnym, aproksymowanym (przybliżonym) systemem stacjonar­
nym, im dłuższa (powyżej długości optymalnej) będzie seria  
obserwacyjna to tym gorsze uzyskamy oszacowanie parametrów dla 
potrzeb prognozy. Zachodzi wówczas potrzeba zastosowania mode­
lu adaptacyjnego, którego algorytm id e n ty f ik a c j i  ( id en ty f ik a ­
c ja  "o n - l in e " )  przewiduje możliwość c ią g łe j  zmiany wartości 
parametrów w oparciu o informację roboczą. Informację roboczą 
uzyskuje s ię  w czas ie  eksp loa tac ji modelu poprzez s ta łe  porów­
nywanie wyników otrzymywanych z modelu z pomiarami rzeczywis­
tymi.

W systemach hydrologicznych występuje ponadto n ie s ta c jo -  
narność okresowa wynikająca z sezonowych zmian wartości n ie ­
których parametrów w cyklu rocznym. Szersze omówienie i  pro­
pozycje praktycznej r e a l i z a c j i  id e n ty f ik a c j i  modeli okresowo- 
-c yk l ic zn ie  niestacjonarnych znaleźć można w pracy [Model ma­
tematyczny zlewni 1974; 1975 a»b ] .

Jak podano na początku tego rozdzia łu , trudności identy­
fikowania systemów hydrologicznych wynikają nie ty lko z ko­
nieczności stosowania prawie wyłącznie eksperymentu biernego, 
le c z  również z faktu występowania znacznych ograniczeń w prze­
prowadzaniu tego eksperymentu. System zlewni, traktowanej ca­
łościowo, ma dwa w y jśc ia : odpływ rzeczny i  parowanie. Pomie­



Pr oblemy identyfikacji i weryfikacji modeli_____ 89

rzony w korycie rzecznym przepływ stanowi zawsze sumę odpły­
wów z różnych komponentów (podukładów) zlewni i  ro zd z ie len ie  
jego na poszczególne składowe je s t  praktycznie niemożliwe. 
I s tn ie ją ,  co prawda, różnego rodzaju pośrednie metody rozdzie­
lan ia  hydrogramu na przepływ gruntowy, podpowierzchniowy i  po­
wierzchniowy, jednak są to metody przybliżone, w znacznym 
stopniu subiektywne i  nie dające zadawalających rezultatów. 
Jedynie w okresie bezdeszczowym, gdy występuje wyłącznie zas i­
lan ie  ze s t r e fy  sa tu rac ji ,  może być bezpośrednio pomierzona 
składowa przepływu gruntowego, natomiast pozostałe składowe 
nie mogą w żadnym przypadku być pomierzone oddz ie ln ie . Jeszcze 
gorze j przedstawia s ię  sytuacja z pomiarem parowania terenowe­
go, które jak wiadomo nie może być określone w wyniku bezpo­
średniego pomiaru.

Wobec powyższego, w oparciu o pomierzone wyjścia z syste­
mu zlewni nie mogą być określone wszystkie współrzędne stanu, 
co oznacza niepełną obserwalność systemu zlewni. W t e j  sytua­
c j i  jedyną możliwością zwiększenia in form acji,  dla potrzeb 
id e n ty f ik a c j i ,  j e s t  p rzy ję c ie  koncepcji wykorzystywania pomia­
rów tych wszystkich współrzędnych stanu i  wyjść z poszczegól­
nych podukładów zlewni, które są mierzalne i  i s tn ie ją  realne 
możliwości ich pomiaru. Pozwoli to na identyfikowanie parame­
trów oddzie ln ie  dla modeli poszczególnych komponentów (pod­
układów) , a następnie na włączenie ich do modelu ca łe j  zlewni.

Zwiększenie in form acji dla potrzeb id e n ty f ik a c j i  stanowi 
we współczesnej hyd ro log i i  problem dużej wagi. Z jednej strony 
zwiększenie in form acji pozwoli l e p ie j  zidentyfikować systemy 
hydrologiczne, z drugie j jednak wiąże s ię  ze wzrostem kosztów. 
Np. zwiększenie l ic zb y  mierzonych czynników i  częs to t l iw ośc i 
wykonywania pomiarów oraz wprowadzenie dokładniejszych metod
i  przyrządów pomiarowych może okazać s ię  zbyt kosztowne i  zbyt 
złożone w odniesieniu do przetwarzania, opracowywania i  wyko­
rzystania tych danych. Szczególn ie is to tne  s ta ją  s ię  koszty 
przetwarzania in fo rm ac ji.  Zmusza to do kompromisów i  określe­
nia zakresu eksperymentu dla potrzeb id e n ty f ik a c j i  również 
pod kątem efektów ekonomicznych. Nakłady na id en ty f ikac ję  nie 
mogą przewyższać korzyści uzyskiwanych w wyniku polepszenia 
jakośc i modeli hydrologicznych wykorzystywanych w praktyce
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gospodarowania wodą. Należy ponadto pamiętać, że dla identy­
f i k a c j i  poszczególnych rodzajów modeli, wykorzystywanych dla 
różnych celów i  dających różne korzyści, potrzebna je s t  inna 
informacja aprioryczna, irfobec tego problem rodzaju i  gęstości 
s ie c i  pomiarowej oraz j e j  wyposażenia i  częs tośc i wykonywania 
pomiarów musi być rozpatrywany z puntctu widzenia różnych po­
trzeb praktyki i  uzyskiwanych korzyści.

5.2. KRYTERIA WERYFIKACJI MODELI

Problem w e ry f ik a c j i  modeli hydrologicznych nie zosta ł do­
tychczas rozwiązany. Brak j e s t  ogóln ie przyjętych  zasad doboru 
kryterium jakości modelu oraz sposobu przeprowadzania w e ry f i­
k a c j i .  Wobec tego w praktyce weryfikacja albo w ogóle nie j e s t  
przeprowadzana, albo dla poszczególnych modeli są stosowane 
różne metody ich  w e ry f ik a c j i  [ j .W . D e 1 1 e u r  , R.B. S a r- 
m a, A. R. R a o .  1973; Model matematyczny zlewni 1975,a ] .  
Wydawałoby s ię ,  że najprostszym rozwiązaniem je s t  p rzy jęc ie  
jako kryterium jakośc i tego samego kryterium które było stoso­
wane przy id e n ty f ik a c j i  modelu. Jednak podejście takie nie 
j e s t  w pe łn i uzasadnione.

Określenie parametrów modelu, czy też parametrów i  posta­
c i  fu n kc ji  operatora, w oparciu o p rzy ję te  kryterium zgodności 
( funkcję celu) prowadzi do ustalenia modelu najlepszego z da­
nej klasy, dla danego kryterium zgodności i  dla danej s e r i i  
id en ty f ik u ją ce j .  N ie oznacza to jednak, że zosta ł opracowany 
na jlepszy  model dla danego oryginału, a nawet nie oznacza, że 
zosta ł opracowany zadowalający model. Uzyskana minimalna war­
tość kiyterium zgodności może być na ty le  duża, że model nie 
będzie dawał zadowalających wyników ( r y s .5 .1 ) .  Oznacza to , że 
dla danej klasy funkc ji operatora, przy jętego kryterium zgod­
ności i  posiadanej s e r i i  pomiarowej nie może być opracowany 
model lepszy, a tym samym nie może być opracowany model przy­
datny dla określonych potrzeb praktyki. Z powyższego automa­
tycznie wynika pytanie: jak ie  są warunki (k ry te r ia )  przydat­
ności modelu dla poszczególnych potrzeb praktyki? Odpowiedź 
na to pytanie zmusza do sformułowania kryteriów jakośc i modelu
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Rys.5.1. Zmienność wartości minimalnej funkcji celu Z, dla 
szacowanego parametru oc, w zależności od p rzy ję te j  postaci 

modelu ( I  lub I I )  oraz postaci funkc ji  celu (a lub b)

i  określenia ich  granicznych wartości wynikających z potrzeb 
praktyki. Ponadto z uwagi na fak t ,  że wartość kryterium zgod­
ności może być w ie lkośc ią  mianowaną, zależną od zakresu war­
to śc i  przyjmowanych przez j e j  składniki, wynika bezwzględna 
potrzeba stosowania bezwymiarowego kryterium jakośc i.  Wprowa­
dzenie kryterium bezwymiarowego pozwoli porównywać modele te j  
samej klasy opracowane dla różnych oryginałów (różnych zlewni) 
jak również porównywać między sobą modele różnych klas tego 
samego oryginału.

Drugim istotnym aspektem w ery f ik ac j i  j e s t  sprawdzenie ja ­
kości modelu pod kątem charakterystyk nie branych pod uwagę 
przy id e n ty f ik a c j i .  Jest zrozumiałe, że przy id e n ty f ik a c j i  
modelu nie mogą być uwzględnione wszystkie in teresujące nas



92 Uwagi i wnioski końcowe

własności sygnałów wyjściowych, chociaż jak wspomniano w 
rozdz.5.1 są prowadzone próby tworzenia funkcji celu jako 
funkc ji w ie lo k ry te r ia ln e j . Wobec powyższego je s t  uzasadnione, 
a nawet konieczne, możliwie wszechstronne sprawdzenie jakości 
modelu przed wykorzystaniem go dla określonych potrzeb prakty­
k i .  Takie potraktowanie r o l i  w e ry f ik a c j i  prowadzi do określe­
nia zbioru kryteriów jakośc i, właściwych d la poszczególnych 
rodzajów modeli i  poszczególnych potrzeb praktyk i. Pozwoliłoby 
to na poprawę jakości stosowanych w praktyce modeli, gdyż mo­
de l n ie spełn ia jący  z góry  określonych wymagań byłby odrzuca­
ny, lub musiałby ulec pewnej korekcie czy to poprzez zmianę 
jego struktury, funkc ji  operatorów (rys. 1-. 3), czy też  sformuło­
wania funkc ji celu. Pewne nowe propozycje oraz omówienie do­
tychczas stosowanych miar jakości modeli hydrologicznych można 
znaleźć w pracy [Model matematyczny zlewni, 1975ia] wykona­
nej w Zakładzie Gospodarki Wodnej i  H ydrolog ii P o l i te ch n ik i 
Warszawskiej. Wyróżniono tam c z te ry  grapy miar jakośc i,  a mia­
nowicie miary oparte na: charakterystykach statycznych, funk­
c j i  celu, en trop i i  systemu oraz an a liz ie  szeregów czasowych.

Należy podkreślić , że ocena jakości modelu ma dwa aspekty. 
Jeden to odpowiedź na pytanie: czy opracowany model można ar­
b i t r a ln ie  uznać za "dobry" tzn . czy spełnia postawione mu z 
góry  wymagania. Drugi, to odpowiedź na pytanie: czy opracowa­
ny model można uznać za "dobry" w porównaniu z innymi modela­
mi. Z punktu widzenia praktyki weryfikacja  powinna prowadzić 
do odpowiedzi wyłącznie na pierwsze pytanie. Porównywanie ja ­
kości różnych modeli wydaje s ię  zagadnieniem badań naukowych, 
a nie praktycznej d z ia ła ln ośc i,  która wymaga akceptacji lub 
odrzucenia opracowanego konkretnego modelu.

Problem w e ry f ik a c j i ,  a szczególn ie określen ie (wybór) 
właściwych kryteriów (miar) jakośc i modeli zos ta ł  tu ta j j e ­
dynie zasygnalizowany jako temat wymagający szerszych badań.

6. UWAGI I WNIOSKI KOŃCOWE

Podane poniżej uwagi i  wniTski zosta ły  sformułowane pod 
kątem głównego przedmiotu pracy, a więc analizy  i  możliwości
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matematycznego opisu systemów hydrologicznych, jako naturalnych 
systemów przyrodniczych na które wpływa działalność gospoda3>- 
cza człowieka, a właściwie jeden z j e j  przejawów. Z hydrolo­
gicznego punktu widzenia is to tne  znaczenie mają dwa aspekty 
dz ia ła ln ośc i gospodarczej w obrębie zlewni. Jeden to wpływ 
gospodarowania wodą na naturalny j e j  obieg w zlewni, zaś dru­
g i  to wpływ zagospodarowania (zabudowy) zlewni na zmianę włas­
ności f izycznych systemów hydrologicznych. W n in ie js z e j  pracy 
zajmowano się wyłącznie pierwszym z tych aspektów i  wobec te ­
go wszystkie wnioski i  uwagi dotyczą ty lko niego. Niemniej 
drugi aspekt d z ia ła lnośc i gospodarczej ma równie is to tne  zna­
czenie i  to zarówno z punktu opracowywania poprawnych modeli 
hydrologicznych jak i  możliwości sterowania systemem zlewni 
poprzez zmianę jego własności f izycznych . Zabudowa powierzchni 
zlewni w wyniku urban izacji,  uprzemysłowienia, eksp loatac ji 
zasobów naturalnych, zmian w rolniczym wykorzystaniu poszcze­
gólnych obszarów jak również budowa retencyjnych zbiorników 
wodnych, kanałów i t p . , powodują zmianę własności fizycznych 
zlewni. Prowadzi to bądź do zmiany wartości liczbowych parame­
trów modelu, bądź do zmiany postaci funkc ji  opisujących (ope­
ratorów ), a nawet do zmiany struktury modelu. Szersze omówie­
nie wpływu tego aspektu dz ia ła ln ośc i gospodarczej można zna­
le źć  w pracy [Model matematyczny zlewni, 1975,c] oraz w cyto­
wanej w t e j  pracy l i t e ra tu r z e .

Konieczność uwzględniania wpływu sterowania zasobami wod­
nymi zlewni przez system wodno-gospodarczy na zmianę tych za­
sobów, a więc tym samym na zmianę naturalnego obiegu wody w 
zlewni, wynika ze sprzężenia zwrotnego przedstawionego na rys.
1.1. Nieuwzględnianie tego sprzężenia w modelach, prowadzi do 
błędnego prognozowania stanu zasobów wodnych. Modelami, do któ­
rych sprzężenie to może być wprowadzone są integralne modele 
zlewni o op is ie  matematycznym uwzględniającym zarówno wzajemne 
naturalne sprzężenia pomiędzy poszczególnymi komponentami zlew­
n i jak i  sprzężenia wynikające ze sterowania w systemie wodno- 
-gospodarczym. Wydaje s ię ,  że na jpe łn ie jszy  i  najbardziej 
przydatny dla tych potrzeb je s t  model opisany równaniami stanu 
lub innymi postaciami wynikającymi z tych równań. Natomiast 
zupełnie nieprzydatny je s t  model g lobalny zlewni (z lewn ia trak­
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towana je s t  jako całość ) w postaci "w e jśc ie -w y jśc ie " .  Dlabego 
też w pracy podjęto jedńą z pierwszych, prób zastosowania meto­
dy przes trzen i stanu do opisu systemów hydrologicznych.. Należy 
jednak jeszcze raz podkreślić , że model opisany w rozdz.2 ,4 .2  
oraz odpowiadający mu opis w postaci transmitancji w rozdz.
3 .4 .4 , są jedynie propozycjami, które po praktycznym zweryfi­
kowaniu mogą ulec znacznym zmianom. Ponadto p rzy ję ta  koncepcja 
układania równań stanu, w oparciu o prawa zachowania, powinna 
w p rzysz łośc i również ulec zmianie i  być zastąpienia równania­
mi stanu wynikającymi z fizyczno-matematycznych opisów poszcze­
gólnych procesów hydrologicznych.

Z uwagi na fa k t ,  że systemy hydrologiczne są systemami na­
turalnymi, na które oddziaływują inne systemy naturalne, nale­
ży wyróżnić t r z y  rodzaje w ie lkośc i wejściowych:

-  sterowanie b ierne, c z y l i  w ie lkośc i wejściowe kontrolowa­
ne (mierzone) będące wynikiem dzia łan ia  innych systemów na sy­
stem badany,

-  sterowanie czynne stanowiące w ie lkośc i wejściowe r e a l i ­
zowane przez człowieka,

-  zakłócenia stanowią je w ie lkośc i wejściowe ąiemierzone i  
na jczęśc ie j  nieuwzględniane w modelu.

Niepełna obserwowalność systemu zlewni oraz niepełna jego 
mierzalność stwarza znaczne trudności opisu i  id e n ty f ik a c j i  
modeli hydrologicznych. Możliwości pe łn ie jszego  opisu systemów 
hydrologicznych, na obecnym etap ie  badań teoretycznych i  moż­
l iw o śc i  obliczeniowych, są ograniczone głównie zakresem badań 
ekspe ryme ntalnych.

Dla poprawy warunków identyfikowania modeli zjawisk hydro­
logicznych i s tn ie je  konieczność zwiększania zakresu pomiarów, 
ich dokładności i  c zęs tośc i wykonywania, gdyż prowadzone obec­
nie standardowe obserwacje hydrologiczne są zdecydowanie n ie­
wystarczające dla potrzeb id e n ty f ik a c j i .  Wobec dużych kosztów 
badań eksperymentalnych, rozwiązaniem problemu je s t  prowadze­
nie szerokiego eksperymentu na wybranych zlewniach doświad­
czalnych, a następnie na t e j  podstawie określen ie niezbędnego 
zakresu pomiarów hydrologicznych prowadzonych na obszarze ca­
łego kraju. Iden ty fikac ja  złożonych systemów hydrologicznych, 
poza rozszerzeniem zakresu eksperymentu, wymaga ponadto prowa­
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dzenia badań metodycznych nad określeniem najwłaściwszej posta­
c i  funkc ji kryterium zgodności oraz stosowania id e n ty f ik a c j i  
w ie lok ry te r ia ln e j  i  wielopoziomowej.

Dotychczas nierozwiązany, a bardzo is to tny  z punktu widze­
nia zastosowań modeli hydrologicznych w praktyce, j e s t  problem 
ich w e ry f ik a c j i .  Badania w tym zakresie powinny doprowadzić do 
ustalenia metodyki w e ry f ik a c j i  oraz zbioru kryteriów (miar) 
jakości modeli pod kątem określonych potrzeb praktyki.
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METOtfbl OnHCAHHil H AHAJIH3A TH^POJIOrHHECKHX 
CHCTEM

K p a T K o e  c o a e p a c a H H e

TJiaBHaH HfleH p a S o T N  3aKJiKmaeTCH b  t o m ,  ^ t o C h  nocjie KpaTKO- 
ro oÓcyac^eHHa npnMeH’ieMHx jto c h x  nop b  raapojiornn MeTO^OB m o -  

aejiHpOBaHHH (pa3^;. 1 .2 ) ,  Aa  tb oóąee 0CH0BaHHe ę j ie  MoaeJiHpoBaHH.i 
CHCTeM (pa3fl. 1 .3 ) ,  a T a i c x c e  npeflCTaBHTB Meio^H MaTeMaTHuecKoro 
onHcaHHH CHCTeM ynpaBJieHHH b  npooTpaHCTBe c o c t o h h h h  (pasji;. 2 )

H B  BHflfc pa3JIHtIHOrO pOfla 3aBHCHM0CTH THna "BXOfl-BHXOa" (pasa .  
3 ) .  B KaqecTBe npeflJioaceHHH npHMeHeHHH rnapojiorHH hoboS Me- 
to^hkh  onHcaHHH CHCTeM CNJia paspafiOTaHa HHTerpaoiBHaH MO^ejiŁ 
B0,n0c60pH0fl njioąaflH b BHjje ypaBHeHHił coctohhhh (pa3fl. 2 .4 .2 )  
h nepe^aTO^HOft $yHKii;HH (pa3fl. 3 . 4 . 4 ) .  06e npeflJiaraeMHe MOflejm
n03B0JLH KT  y ^ ie C T B  BJIHHHHe X 0 3 H ftC T B e H H 0 i ł  ^ e H T e j IB H O C T H  W eJIOBeKa
Ha H3MeHeHiie npHpo^Horo BO^oofiMeHa Ha BOflocCopHOii iuionjaflH.
B03M02CH0CTB HpHMeHeHHH paSJIH'IHHX $OpM OIIHOaHKH flJUI OflHOił H TOft 
see MOj;ejiH TpedyeT onpeflejieHHH ycjiOBHft ynpaBJiHeMOcth h nafijno^ae-
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MOCTH CHCTeM H, 8  TSUCXe CBOflCTB H B 3 aHMOCBJI3 H MeaC^y OTfle JIBHHMH
b h ^ s m h  o n H c a H H a  ( p a s ^ .  4) .  B K a q e o i B e  f lo n o j iH eH m i MeTOflOB o h h -  
c a H H a  c h c t o m  B H C T y n a e T  p a 3 f l .  5, 0 TH0 cjimHiic.fi k  npofi j ieM aM  n j e H *  
TH$HKai*HH H B epH $H K a ip iH  rHflpOJIOrHiie  CKHX CHCTeM . B p a 3 f l .  6

BHBOflH H 3 EKJIIO^HTeJIŁHH6 3 aMe*iaHHJ:, C$OpMyjIHpOBaHHHe n o j  
y r j iO M  r j i a B H o r o  n p e ^ M e T a  p a Ó O T N ,  i . e .  a H a a H 3 a  h b o s m o jk h o c t h  M a -  
T e M a T H ^ ie o K o ro  o n n c aH H H  r a j p o j i o n m e c K H x  c h c t c m ,  KaK e c i e c T B e H -  
h h x  np H po f lH H x  CH CTeM , Ha K O T o p n e  BJiHHex x o 3 HftctcBeHHaa ^ e H T e j iB -  
HOCTB ^ e j I 0 B6 K a .

THE METHODS OF DESCRIPTION AND ANALYSIS OF 
HYDROLOGICAL SYSTEMS

S u m m a r y

Following a b r i e f  summary o f  the modeling methods used 
thus f a r  in hydrology (Chapter 1 .2 ) ,  the work focuses on the 
general fundamentals of systems modeling (Chapter 1.3) and on 
the methods o f mathematical descriptions o f  contro l systems 
in the s tate  space (Chapter 2) and various input-output r e la ­
tionships (Chapter 3 ) .  In teg ra l models o f  hydro log ica l-catch­
ment in the form o f  the sta te  equations (Chapter 2.4.2) and 
trans fer  function (Chapter 3.4.4) have been developed as a 
proposed new methodology o f  system descr ip tion  f o r  introduction 
to hydrology. In both o f  the proposed models allowance i s  made 
fo r  including the e f fe c ts  o f  man s economic a c t i v i t i e s  on the 
natural c ircu la t ion  o f  water in the catchment. For application  
o f  various descr ip tion  forms to the same system, the condi­
tions o f  system c o n t r o l la b i l i t y  and ob se rvab il i ty  as w e l l  as 
the p roperties  and mutual re la t ionsh ips  between ind iv idual 
descr ip tion  forms (Chapter 4) must be defined. The methods o f 
system descr ip tion  are supplemented in Chapter 5 which is  
concerned with id e n t i f ic a t io n  and v e r is ic a t io n  o f  hydro log ica l 
systems. Conclusions and f in a l  remarks presented in Chapter 6 
are concerned with the main subject o f  the whole work; namely, 
analyzing the p o s s ib i l i t i e s  o f  mathematical descriptions o f  
hydro log ica l systems considered as natural systems disturbed 
by man's a c t i v i t i e s .
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