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rzedu
. Warunki graniczne. Zagadnienie graniczne — sformutowanie klasyczne
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. Sprowadzanie rownan czgstkowych liniowych drugiego rzedu do postaci kanonicznej
. Orientacja hiperpowierzchni (krzywej, powierzchni) wzgledem réwnania czgstkowego drugiego
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Czes¢ 3A. Probabilistyka

(wprowadzenie — konspektowe)
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6.1. Podstawowe poje¢cia i twierdzenia
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6.3. Weryfikacja hipotez statystycznych
Literatura pomocnicza
Wykaz rozktadow prawdopodobienstwa
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Roman Nagorski

METODY MATEMATYCZNE INZYNIERA LADOWEGO
I

Background:

Syntetyczny przeglad zakresu podstawowej wiedzy matematycznej
klasycznej 1 wspotczesnej, czyli
krotka podroz po dziatach matematyki ,,gdzie jestesmy i dokad zmierzamy”

1. Logika matematyczna
- zdania,
- rachunek zdan,
- prawa rachunku zdan,
- formy zdaniowe, kwantyfikatory,
- teorie i ich wtasciwosci.(metamatematyka)
2. Teoria mnogosci (teoria zbiorow)
- zbiory,
- rachunek zbioréw,
- prawa rachunku zbiorow,
- iloczyny kartezjanskie,
- relacje matematyczne, ich rodzaje 1 wtasciwosci,
- funkcje, ich rodzaje 1 wtasciwosci,
odwzorowanie f zbioru XwY,
odwzorowanie f zbioru X na zbior Y (f(X) =Y) — surjekcja,
odwzorowanie f zbioru XwY ,1-— 1”7 (r6znowartosciowa) — injekcja
injekcja i surjekcja f zbioru X na zbiér Y — bijekcja
- rownolicznos¢ zbiordéw, zbiory skonczone, przeliczalne i kontinua, moc zbiorow
(liczby kardynalne).
2a. Topologia
- zbiory i ich szczegolne wlasciwosci (domknigto$¢, otwartosé, spojnosé, zwartosc),
- funkcje 1 ich szczegodlne wlasciwosci (ciggtos¢ funkcji na zbiorach otwartych 1 domknigtych,
homeomorfizmy).
3. Algebra klasyczna
- zbiory liczbowe i ich whasciwosci,
- dziatania na zbiorach liczbowych i ich wtasciwosci
- funkcje liczbowe na zbiorach liczbowych i ich wtasciwosci (wynikajace z wlasciwosc |
dziatan na liczbach),
- rachunek macierzowy
4. Algebra wspolczesna
- struktury algebraiczne i ich wlasciwosci (potgrupa, grupa, pierscien, ciato, przestrzen
liniowa, algebra)
- przeksztatcenia podzbioréw struktury algebraicznej na zbiory struktury algebraiczng i ich
wlasciwosci.
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4a. Algebra liniowa
- przestrzenie liniowe,
- odwzorowania liniowe i wieloliniowe, formy i tensory,
- rownania liniowe
5. Geometria klasyczna — euklidesowa (podejscie aksjomatyczne),
- zbiory punktow i ich wiasciwosci,
- przeksztatcenia zbiorodw na zbiory i ich wlasciwosci.
5a. Geometria wspélczesna — afiniczna (podejscie strukturalne)
- przestrzenie afiniczne ich wlasciwosci, przestrzen euklidesowa
- zbiory afiniczne i quasi-afiniczne i ich wiasciwosci,
- geometria analityczna (reprezentacje arytmetyczne zbiorow i ich przeksztatcen),
6. Analiza matematyczna (klasyczna)
- ciagi 1 szeregi liczbowe oraz ich wlasciwosci,
- funkcje rzeczywiste zmiennych rzeczywistych i ich wtasciwo$ci (monotoniczno$¢,
wypuklos¢, ekstrema, roznowartosciowosc¢; funkcje elementarne) oraz:
= granica 1 ciaglo$e,
« pochodna i rézniczkowalnosc,
» catka 1 catkowalno$¢, miara.
5b. Geometria wspolczesna — rézniczkowa
- rozmaitosci rézniczkowe w przestrzeniach afinicznych,
- pola na rozmaitosciach,
- geometrie nieafiniczne.
6a. Analiza matematyczna (wspolczesna)
- odwzorowania liniowe i wieloliniowe ograniczone na przestrzeniach unormowanych
(analiza funkcjonalna),
- odwzorowania na przestrzeniach afinicznych metrycznych i ich wtasciwosci:
« granica i ciggtos¢,
= pochodna i r6zniczkowalnos$¢,
«miara i catka.
6b. Analiza matematyczna — kontynuacje
- analiza numeryczna, Il metody numeryczne — algebra i analiza numeryczna
- analiza tensorowa,
- rOwnania rozniczkowe (zwyczajne i czastkowe),
- rbwnania catkowe,
- probabilistyka:
= rachunek prawdopodobienstwa (prawdopodobienstwo i zmienne losowe)
= procesy stochastyczne,
« Statystyka matematyczna

Podkreslone elementy sq przedmiotem materiatu ,,Metody Matematyczne Inzyniera
Ladowego I1”
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1. PRZESTRZENIE METRYCZNE

1.1. Pojecie przestrzeni metrycznej

Definicja. Przestrzenia metryczna nazywamy ukiad { D, d }, gdzie D jest niepustym
zbiorem elementéow X. Y, Z, ..., zwanych punktami, a d odwzorowaniem

d: DxD —> ® (R zbior liczb rzeczywistych), zwanym metryka, spetniajgcym nastepujace
warunki:

1) dX,Y)=0<=X=Y,;

2) d(X,Y)=d(Y,X) VX, YeD

3) d(X,Y)<d(X,2)+d(Z,Y) VX)Y,ZeD.

Liczbe d(X,Y) nazywamy odlegloscig punktu X od Y lub (na mocy warunku 2)) odlegtoscia

miedzy punktami XiY.Jezeli BcDid'=d ||3><|3 , to uktad {B, d’} nazywamy

podprzestrzenia metryczng przestrzeni { D, d }, a B nazywamy podzbiorem metrycznym
przestrzeni D.

Uwaga. Mowimy i piszemy krotko: przestrzen (metryczna) ID — chociaz na danym zbiorze
(punktéw) moze by¢ okre§lonych wiele roznych metryk. Metryki d i d’ s3 rtOwnowazne
(z definicji), jesli

da,feR O<a<pf) ad(X,Y)<d'(X,Y)<pd(X)Y) VX YeD.

Przyktad. Niech ®" = {X = (X1,...,Xn); Xi € ®, i = 1,..., n} zbiér ciaggéw n-elementowych
0 wyrazach rzeczywistych i niech D = ®". Niech nastepnie

n 1/2
d(X, Y) = {z (y, —xﬂ ,

i
n

X Y)=21Yi—%l,
i

d”(X,Y) = miaxlyi—xil,

dla dowolnych X = (xi), Y = (yi) . Odwzorowania d, d’, d” sa metrykami na przestrzeni
ozn

R " (i to metrykami rownowaznymi). Zazwyczaj R" = '{D, d} nazywamy arytmetyczng

przestrzenig metryczng (Z metryka euklidesowq).

Przyktad. Niech Q dowolny zbiér elementow &, m, &, ... . Zbior odwzorowan

def.
D=FQ; R) = {f:Q>®;sup| f(&)|<o},
£eQ)

t]. odwzorowan o wartos$ciach rzeczywistych i ograniczonych na QQ wraz z odwzorowaniem
def

d(f,.g) = sup|g(&)-f(9)]

£eQ
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jest przestrzenig metryczng (tzw. funkcyjng); punktami przestrzeni D sa tu odwzorowania ze
zbioru F(Q; ®) z metryka ‘supremum’.

Przyktad. Niech {ID;,d;}, ..., {ID,,d,} przestrzenie metryczne. Wtedy {ID,d} przy

jest przestrzenig metryczna.

1.2. Podstawowe, wybrane pojecia topologiczne
Niech D przestrzen metryczna z ustalong metryka d.

Odlegtos¢ miedzy zbiorami A, Bc D:
d(A, B)=infd(X,Y), X, YeD.

Zbior Z (4 < D) ograniczony;

p(Z)= sup d(X,Y)<w (po(Z) - srednica zbioru).
X, Yed

Ciag (Xn) punktow z {ID,d} (neN) jest zbiezny do X z {ID,d} (ma granic¢ X € D), co
zapisujemy:

def.
Xn = X (limX,=X) < d(X,,X) = 0 (limd(X,,X)=0).
n—o n—o

nN—oo n—o0

Domknigcie zbioru Z (4 — D):

ozn def

Z = clos(Z) ={X'eD;3(X,)cZ lim X,=X}.
N—o0

Y =y &

def . _
Zbior Z jest domknicty < Z=17.

def. _ —
Zbior A jest gesty w zbiorze B (AcBcbD) © Bc A cD (AcBcZ cD).

Kula (otwarta) o srodku C i promieniu r :
KCnrnN={Xeb;d(X,C) < r}.

Kula domknieta o srodku C i promieniu r — domknigcie kuli K (C, r):
K(C,r={XeD;dX,C) < r}.

Sfera o $rodku C i promieniu r:
SC,n={Xeb;dXC) = r}.
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Punkt X zbioru Z nazywa si¢ wewnetrzny < Ir>0K (X, r)c 7.

Wnhetrze zbioru Z (ozn. Int Z ) = zbior (wszystkich) punktow wewnetrznych zbioru Z.

Brzeg zbioru 7 :
oZ=closZ-intZ.

Punkt brzegowy zbioru Z — punkt nalezacy do brzegu 0 Z.

Zewngtrze zbioru Z — D:
outZ = D—clos 7.

Punkt zewnetrzny zbioru Z — punkt nalezacy do zewnetrza out Z.

def.
Zbior Z otwarty < Z=intZ.

I Kula (otwarta) jest zbiorem otwartym, kula domknigta i sfera sg zbiorami domknigtymi.
Sfera jest brzegiem kuli otwartej i kuli domknigte;.

Il Tloczyn dowolnie wielu i suma skonczenie wielu zbioréw domknigtych jest zbiorem
domknigtym.

11! Suma dowolnie wielu i iloczyn skonczenie wielu zbiorow otwartych jest zbiorem
otwartym.

Dopetnienie zbioru Z :
7ry’=pD-1.

! Dopehnienie zbioru domknigtego jest zbiorem otwartym, a dopetnienie zbioru otwartego jest
zbiorem domknigtym.
Il D’ =0 (zbior pusty), @ =D.

def.
Zbior 7 jest otoczeniem punktu X < XeintZ

Jesli Z jest otoczeniem punktu X ,to Z — {X} sasiedztwo punktu X.

def .
Punkt X zbioru Z izolowany < 3r>0 KX;r)nZ =(X).

Zbior ztozony jedynie z punktow izolowanych — zbior dyskretny.

Zbior Z skonczony (policzalny) — wszystkie elementy zbioru Z mozna ponumerowac
liczbami 1, 2, ..., N dla pewnego Ne % (policzy¢), tj. przedstawi¢ w postaci (X1, X2, ..., Xn).

Zbior Z przeliczalny — wszystkie elementy zbioru Z (nieskonczonego) mozna ponumerowaé
liczbami naturalnymi (ze zbioru #), tj. ustawi¢ w ciag (nieskonczony) (X1, X2, ...).

I Zbior liczb wymiernych Q jest przeliczalny, gesty w zbiorze liczb rzeczywistych ..
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def . — —
Zbior Z jest spojny < Z=AUB =>(ANnBzxZdVvANnBzJ),

tj. zbioru Z nie mozna rozdzieli¢ na dwa podzbiory A i B tak, by domknigcie jednego
podzbioru nie miato punktéw wspolnych z drugim podzbiorem.

Zbidr otwarty i spojny, to obszar V , a domkniecie obszaru V, to obszar domkniety

V =closV =V UV . Obszar domknigty i ograniczony, to bryta.

def .
Zbior 7 jest zwarty < kazdy ciag ograniczony punktéw zbioru Z ma podciag zbiezny do

punktu zbioru Z,tj. (V (X1, Xz, ...) c Z p((Xj)) <) =
(EIXeZ/\EI(ij)c(l,Z,...)_Iim X; =X).
1, —>00

oo
J
I Z zwarty, to Z domknigty i ograniczony.

def. _ __
Zbior Z jest wypukly < VX, YeZ XY cZ (XY -odcinek o koncach X1Y).

Odcinek o koncach X i Y w przestrzeni D :

X_Yde:f{ZeD:d(X,Y):d(X,Z)+d(Z,Y)}.

1.3. Przestrzenie metryczne osrodkowe i zupelne

Definicja. Niech {ID,d} przestrzen metryczna. Przestrzen D jest osrodkowa, jezeli istnieje

w niej zbior B co najwyzej przeliczalny i gesty (I_3 =D).

I Dowolny podzbior Z przestrzeni osrodkowej {ID,d} jest przestrzenig osrodkowa {Z,d’} z
metrykg d’ = d|z<z .
11 Zbiér R jako przestrzen metryczna jest osrodkowy.

1 Produkt (iloczyn) kartezjanski przestrzeni metrycznych Dix...xIDy jest przestrzenia

o$rodkowg <> wszystkie przestrzenie Dj sg osrodkowe (por. P. 3z p. 1.1).

Definicja. Niech {ID,d} przestrzen metryczna. Przestrzen D jest zupelna, jezeli kazdy ciag

(Xn) punktow przestrzeni D, spelniajacy warunek Cauchy’ego:

Ve>03INenN nm>N d(X,,X,)<e,
jest zbiezny do pewnego X € D (tzn. lim X, = X).

N—o0

I Kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cauchy’ego.

11 Zbior R jako przestrzen metryczna jest zupeiny.

11 Podzbior Z przestrzeni zupeinej {ID,d} jest przestrzenig zupeing {Z, d’} z metryka

def.
d’=dlzxzx & Z =clos Z (4 jest domknigety).

IV Produkt (iloczyn) kartezjanski przestrzeni zupelnych Dix...xIDp jest przestrzenig zupelng

<> wszystkie przestrzenie Dj sa zupelne (por. P. 3z p. 1.1).
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2. PRZESTRZENIE LINIOWE

2.1. Konwencja sumacyjna

W sumach wielko$ci indeksowanych postaci:
n
A= Zaiﬂi =B +a,B,+..+a,p,,
i=1

n
B = Zaijﬂj = By + &, By + ot 4 B
=

n
C =Za“ =, +a,+.+ta,,,
i=1

pomijamy symbol 2, jesli wskazniki podlegajace sumowaniu, zwane martwymi, powtarzaja sie.

Piszemy zatem:
A=a;f;, Bi = aj 5j, C=qa;.

Oznaczenie wskaznika martwego jest nieistotne:

n n
A= a;p ZKZakﬂk = )+t ta, By
i-1 )

Wskazniki nie podlegajace sumowaniu, zwane wolnymi, muszg by¢ jednakowe po obu stronach

réwnosci, Na przyktad:
B = a; ;-
Wskazniki umieszczamy takze na gérnym poziomie (i bywa, ze po lewej stronie litery
rdzeniowej). Na przyktad:
A=a!, B'=d"B, ‘C=fap.

Nie nalezy wskaznikéw na gérnym poziomie rozumie¢ jako wyktadnikow poteg. Wielkosci
potegowane umieszczamy w nawiasach:

(ai)Z, (ai)jﬂjv ((aij)kﬂk'
Jezeli wyrdzniamy ,,i-ty” sktadnik sumy

afi=af+afr+. oS,

to wskaznik tego sktadnika podkre§lamy (wytaczamy go z konwencji sumacyjnej), czyli:

& fii = a1 i+ 0 B+ i i+t By -

Wielkos$ciami numerowanymi za pomocg wskaznikow moga by¢ wielkosci liczbowe
1 wektorowe (a takze inne obiekty matematyczne).
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2.2. Pojecie przestrzeni liniowej

Definicja. Przestrzenia liniowa (wektorowa) nad ciatlem liczb rzeczywistych ® nazywamy

niepusty zbior V elementow, zwanych wektorami (oznaczanych przez x,y, ... ) wraz

z dwoma dzialaniami:
- sumg wektorow

— — —

VxV oV z=x+y,
- iloczynem wektora przez liczbe
RxV >V Z=ax,
spetniajgcymi warunki:
1) tacznosci dodawania
(;(+§/)+E=;+G/+E) ,
2) przemiennos$ci dodawania
X+Yy=Y+X,
3) rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia
a(;+§):a;(+a9, (a+ﬂ);(:a;+ﬂ;,
4) tgcznoscei iloczynu
a(px) = (@p)x,
5) istnienia wektora zerowego 0 takiego, ze
Xx+0=0+x=X,
6) istnienia wektora przeciwnego x do wektora X takiego, ze
X+HX) = (-X)+X = x=x=0,
7) niezmienniczo$ci wektora mnozonego przez liczbe 1
1x=X,
dla dowolnych wektorow X , 9 , 7 oraz liczb o e
I 0x=0 dlakazdego XeV (X+0x=1x+0x=(1+0)Xx=1x=X, X+0=x=>0x=0).
W ponizszych przyktadach przedstawiamy trzy gtowne kategorie przestrzeni wektorowych.

Przyklad. Przestrzen arytmetyczna
Zbior

_ def ozn
R"={ X =X Xp) =(X); X €R,i=1,....,n}
czyli
R"=RX R x...xR
n razy
z dzialaniami
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~ _, def

X+y = (X +VYi) =0+ Y Xy + Yn),
. def
ax = (aX)=(aX,..ax,)

dla dowolnych X = (X ),9 =(y;) € R" i @ e R, jest przestrzenig wektorowa.
Wektorem zerowym jest cigg n zer:
0=(0,...,0),
a wektorem przeciwnym do wektora — ciggu X = (x;) jest ciag liczb przeciwnych do X;:
X = (X)) = (X=X, ).
Dla n =1 wnioskujemy, ze ® jest takze przestrzenig wektorowg przy

ozn ozn
1

R1=®, (X)=Xe

Przyklad. Przestrzen funkcyjna

Niech Q dowolny zbidr, a V dowolna przestrzen wektorowa. Zbior funkceji (odwzorowan)

F(Q,V)={x=f(&),ccQ},

wraz z dziataniami

FrE=T@+3@), £eq,

- def _,
(@f)(&) =af(), ceQ
dla dowolnych x = f (&), 9 = 5(5) (£€eQ)i aer,tworzy przestrzen wektorowa «

Przyklad. Przestrzen ciagow

Niech {\7. ,1eTl} (I - zbior skonczony lub przeliczalny indekséw) bedzie rodzing przestrzeni
wektorowych. Zbior

V ={x=(x); xieVi, ier}
z dziataniami

~ . def _ - — def =
x+y = (Xi+y,), aXx = (ax)

dla dowolnych X= (;(. ),9 = (S;I) eV iae R, jest przestrzenig wektorows.
Na przyktad, gdy 7= WV (zbior liczb naturalnych), to

X = (3(}) = (;(1,...,;(n ,...) — cigg wektorow,
agdy ponadto Vi=® , ie /=9, to

X = (%) =(X;yees X, ...) — ciag liczbowy o

Definicja. Zbior u zawarty w przestrzenl wektorowej (liniowej) Vi nazywamy podprzestrzemq

(liniowg) przestrzeni Vi , jezeli U z dziataniami okreslonymi w Vi ograniczonymi do U
stanowi przestrzen wektorowa.
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Twierdzenie (kryterium podprzestrzeni). Jezeli dla kazdych §§ ceUcViac R jest
;+§ ceUi ax e U, to U jest podprzestrzenia (liniowg) przestrzeni V.

ozn

Definicja. Niech {\71,...,\7m} cV dowolny skonczony podzbior wektoréw i niech (\7i) =
(V1,...,Vm). Wektor
X = fi\7i (! konwencja sumacyjna),

dla (&)=(&,....&,) e R™, nosi nazwe kombinacji liniowej wektorow — ciggu (\7i) :
Przyktad. Niech

—oxn def _ -

U =lin(vi) ={x=&vi; (§) ek "},
gdzie (\7i) dowolny ustalony podzbior (cigg, uktad) m wektoréw przestrzeni wektorowej V.
Zbior U wszystkich kombinacji liniowych wektorow (\71,. e Vi ) jest podprzestrzenig liniowa

przestrzeni Vi (na mocy Kkryterium) — tzw. przestrzenia generowana przez uktad wektorow
(Vi,...,Vm) lub przestrzenia rozpieta przez uktad (zbiér, ciag) wektorow (Vi,..., Vi ).

Definicja. Niech UriUz podprzestrzenie liniowe przestrzeni liniowej V . Zbior

] :Ul+Uz :{i:;l+72; X? EUl,X_é EUZ}
nazywamy sumg podprzestrzeni Ui Uz. Jezeli, ponadto, U1 nU 2 ={0}, to mamy wtedy
sume prosta u podprzestrzeni U1i Uz, co zapisujemy U=Ui@U>.

I Suma, a w konsekwencji suma prosta U=U1®U; podprzestrzeni (liniowych) Uri Uz

przestrzeni liniowej vV jest jej podprzestrzenig liniowa.

2.3. Przestrzenie skonczenie wymiarowe. Baza algebraiczna

- ozn o

Definicja. Podzbior {51,..., en}=(ei) = (51,..., _én) przestrzeni wektorowej Vi nazywa si¢
liniowo niezaleznym, jezeli prawdziwa jest implikacja:

aiéi =0 = a, =0, 1=12,..,n.
Definicja. Zbior B= (ei) wektordw z przestrzeni liniowej Vi nazywamy baza (algebraiczng),
jezeli:
1) B jest liniowo niezalezny,

2) B generuje \7(Iin§: \7).

Definicja. Jezeli w przestrzeni Vi istnieje n-elementowa baza B,toV nazywamy
Nn-wymiarow3g (skonczenie wymiarowa o wymiarze n) i piszemy dimV =n.
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! Jezeli istnieje w V baza n-elementowa, to istnieje nieskonczenie wiele baz i kazda jest
n-elementowa.

Il Jezeli B jest n-elementowg baza przestrzeni \7, to
VxeV I(xNer" ;IXiéi,

gdzie (x') sa tzw. wspdtczynnikami rozktadu lub wspétrzednymi wektora X W bazie B . Przy
tym rozktad ten jest jednoznaczny, bowiem

x=xei=ye = (xX-yli=0 = x'—y' =0Vi=1..n.
Przyktad. Bazg przestrzeni arytmetycznej ® " jest uktad ciggow (,,n-tek™)

e1=(1,0,0, ...,0),
e2=(0, 1,0, ...,0),

czyli

gdzie

jest tzw. symbolem Kroneckera.

! Przestrzen funkcyjna F(Q; V) jest w ogdlnosci nieskonczenie wymiarowa.

Przyktad. Niech (éi) (i=1,...,k, k+1, n) wektory liniowo niezalezne przestrzeni V. Wtedy

lin €)= lin &) @ lin ())
i=L,...,n i=L,....k j=k+1,...,n

I Niech (éi) i (éi)oin(éi-) (i, 1’ =1, ..., n) beda dwiema bazami przestrzeni N-wymiarowej.
Zatem:
er=Aei, e=Ae,
a w konsekwencji
ei =Aii|éi :N.Aij'ej., ei :5ijléj',
skad
AA=5),
czyli w notacji macierzowej
[ATIA 1=[5/]
lub w zapisie absolutnym
AA'=E, A=A,
przy
A=[A],  A=[AT,
- tzw. macierzach transformacji baz (z bazy (_éi ) do (ér) i na odwrot).
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Jezeli det A >0, to bazy (_éi )i (éi-) sa zgodnie zorientowane.

Niech
Q::ﬂ§i=x'&
Wobec
E:=Xrér==XrA;& = Xiéi==X“ﬁré'
mamy

Xi' — Ailxi, Xi — ~i.Xil,
czyli (w notacji macierzowej)

X'1=[A1IX'T, [X1=[AIX].

Otrzymali$my regule transformacji wspotrzednych wektora.

przestrzenie liniowe (wektorowe)

przestrzenie skonczenie
wymiarowe

przestrzenie liniowe metryczne
przestrzenie liniowe metryczne zupeine
przestrzenie (liniowe) unormowane v
v przestrzenle Banacha
przestrzenie liniowe unitarne
I—— przestrzenle Hilberta

2.4. Przestrzenie unormowane i unitarne

Definicja. Przestrzenig (liniowa, wektorowa) unormowang nazywamy pare (uktad)

{ vV .| - |}, gdzie vV jest przestrzenig wektorowa, a | - | funkcja, zwang norma,
o nastepujacych wiasnosciach:

'V > [0,0)cR ,
1) |x|=0 < x=0,
2) lax|=a||X| Vae® VxeV,
3) |x+Y|<|X|+]Y] VX yeV.

Liczba | x| — norma lub dlugos$¢ wektora X .

I Wektor jednostkowy (inaczej wersor) — wektor o dlugosci jednostkowej (i — Wersor < | i |=1).

Przyktad. Przestrzen wektorowa arytmetyczna ®” jest unormowana — z norma dla X = (%) :

_, def n

| Xl =2I%1,

i=1

~ N1
2
| X1, =(inj )
i1
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- def
[ Xl = Max |-

Il Jezeli przestrzen V jest skonczenie wymiarowa, to kazde dwie normy na V sg réwnowazne,
tzn.

Ja, >0 a| X[ X|,< B X], VXeV .

M Jezeli U jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni unormowanej {\7; |- [}, to u jest rOwniez

unormowana — z norma | - | obcieta do U .

Twierdzenie. Niech {\7, | - [} przestrzen liniowa unormowana, D = Vi dDxD» R:
d (;(, ;l) = ‘;l —;(‘, )?,)7 eV. Wtedy {D, d} jest przestrzenig metryczng. Metryk¢ d nazywamy

generowang (indukowang) przez norme | - |.

Definicja. Jezeli przestrzen unormowana jest zupetna ze wzgledu na metryke generowang przez
norme, to nosi ona nazwe¢ przestrzeni Banacha.

! Przestrzen unormowana skonczenie wymiarowa jest przestrzenig Banacha.

!l Podprzestrzen skonczenie wymiarowa przestrzeni unormowanej jest domknigta.

Przyktad. Niech K zbior zwarty przestrzeni ® ". Niech C(X, ®™) przestrzen liniowa funkc;ji
cigglychna K o warto$ciach w ® ™ (jako podprzestrzen liniowa przestrzeni funkcyjnej F(K, ™)
funkcji ograniczonych). Przestrzen ta jest przestrzenig Banacha z normg

|f]=sup|f(x)) (-|dowolnanormaw ®")

Xek

Przyktad. Niech U zbior otwarty w przestrzeni ®". Niech L(U, R ) przestrzen liniowa funkcji
catkowalnych na U o warto$ciach w ® — jako podprzestrzen liniowa przestrzeni funkcyjnej
F(U, ®). Przestrzen ta jest przestrzenig Banacha z normg

If]l=[]f()|dv  (dV—miara elementarnego podobszaru dv’
U
w zbiorze U réwna dV = dXi...dxn).

*

Definicja. Przestrzenia (liniowa) unitarna (przestrzenia z iloczynem skalarnym) nazywamy
par¢ {V ; <-,->1},gdzie V jest przestrzenig liniowa (wektorowa), a < -, - > odwzorowaniem

- — (074 ) [N

<-,->:\7x\7—>q1 (<X, y>=Xx-Y),
zwanym iloczynem skalarnym (produktem wewnetrznym), spetniajgcym nast¢pujace warunki:
1) x-x>0, x-x=0<x=0,
2) X-y=y-X,
3) (aX+pX")-y=ax-y+pBx"y.
Twierdzenie. Przestrzen unitarna jest unormowana (,,automatycznie”) — z norma:
X=X X, xeV
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(tzw. norma generowang przez iloczyn skalarny).

Definicja. Jezeli przestrzen unitarna jest zupetna ze wzgledu na metryke indukowang przez
norme¢ generowang przez iloczyn skalarny, to nosi ona nazwe przestrzeni Hilberta.

! Przestrzen unitarna skonczenie wymiarowa jest przestrzeniag Hilberta.

Il Prawdziwa jest nierownos$¢ Cauchy’ego — Buniakowskiego — Schwartza):
l<x, y>I<|x]yl
Definicja. Wektory X i 9 nazywamy prostopadtymi (;(’ 1 )7 ), gdy X S; =0.

111 Wektor 0 jest prostopadty do kazdego wektora X.

Przyktad. W przestrzeni ®" iloczyn skalarny, zwany standardowym, okreslony jest nastepujaco:
;'9:§i&yw ;:(K), 9:(%)-

Generuje on normg (tzw. norm¢ eukﬁdesowa):

| Xl =X %; o

Przyktad. Niech U oznacza obszar w przestrzeni ®" i niech

v
przy dV =dxz...dxn 1 X = (X1, ...,Xn), bedzie przestrzenig tych funkcji z przestrzeni funkcyjnej
F(U;R), ktore sa catkowalne na U z kwadratem i waga p : U —[0,%). Jest to przestrzen
liniowa (jako podprzestrzen liniowa przestrzeni F(U;®)), a przy tym unitarna z iloczynem
skalarnym

L%, (V) :{f eF(U;R): [ p(x) F2(x)dV <oo},

<f,9>,= [ p()f(x)g(x)aV .
v

Dla p =1 mamy przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem na obszarze U, tj. przestrzen
Hilberta L2 (V) ziloczynem skalarnym
<f,g >:j f(x)g(x)dv .
(Y

Iloczyn skalarny generuje normg $redniokwadratowg — odpowiednio z waga p iz waga p=1

i i)
It = jvp(x)fz(x)dv ’ , HE jUfZ(x)dV ‘.
Vol

Przyktad. Przestrzenig unitarng jest przestrzen ciaggdw sumowalnych z kwadratem z waga
p=(pi) izwagez p=(11,..):
IILZ, (n= {X =(X); X% R Viel } , I —przeliczalny zbiér wskaznikéw (indeksow),
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|2(1)={§<=(xi); X €R. Vie]},

w szczegblnoscei, gdy |/2) (1) = {;( =(X); % €R Viel= W} oraz

:{(Xi); X eR Viel=% in2<°°}’

i
Nastepujace twierdzenia sg prawdziwe w odniesieniu do przestrzeni unitarne;j:
Twierdzenie (Pitagorasa). Jezeli x Ly, to |x+ y[2=|x]? +|y|*.

T T o i
Twierdzenie. Niech U podzbior przestrzeni unitarnej V . Zbior U ={yeV;y L X, Xt €U},

zwany dopetnieniem ortogonalnym, jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni V.

Twierdzenie (o rzucie ortogonalnym). Niech V przestrzen unitarna, a U jej skoficzenie
wymiarowa podprzestrzen liniowa. Wtedy

vxeV JaeU x=y+a, {y}LU.
Wektor a=rzut — x nosi nazwe rzutu ortogonalnego x na U .
U
Twierdzenie. Zbior (e_;,...,a)jest liniowo niezalezny w {\7; <, >}, jezeli

G=det[ei-e;]=0.

Definicja. Ciag (; ) wektoréw przestrzeni unormowane;j vV jest zbiezny do wektora X W
- N
normie |-| przestrzeni Vi (Xn - X), tj. ma granicg X (I|m xn—x) jesli |Xn —x| —> 0.

Definicja. Wektor s jest suma nieskonczona (szeregiem ciagu meskonczonego) (Xn) wektorow

Sl - Il

przestrzeni unormowanej V | tzn. s= ZXn , jesli I|m Sn=s, gdzie S = Zx.
n=1 i=1

( (gn) cigg sum czeSciowych). Mowimy, ze szeregz;(n jest zbiezny (do wektora S W normie ||
n=1
przestrzeni V).

e 1
'Jezehs an,to Ilmrn—O przyr—Zxk—s Sn, NeEN.

n=1 k=n+1

Ogdblna teoria szeregOw Fouriera

Niech V przestrzen wektorowa (liniowa) z iloczynem skalarnym ,, - ,, (<, - >)inorma | - |
generowang przez ten iloczyn.

Definicja. Ciag (én) elementow przestrzeni Vi nazywamy ukladem ortogonalnym /

ortonormalnym, jezeli QLQ dla k=m / Q-e_m’:@m (k,m=123,..).
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I Elementy ciagu (én) mozna indeksowa¢ dowolnymi elementami ze zbioru przeliczalnego (np. (
én,m) przy (n,m)e o x N ). Numerowanie liczbami naturalnymi jest tu stosowane dla ustalenia
uwagi.

! Uktad ortogonalny (§n ) mozna tatwo zortonormalizowac: en = §n /| an | (an # 6)

Definicja. Szeregiem Fouriera elementu X z przestrzeni Vi wzgledem uktadu ortonormalnego

(én) nazywamy szereg (jesli jest zbiezny) Z(i . én) en , CO zapisujemy nastgpujaco:
n=1
e}

X ~ ) (;(én) én.
n=1
Definicja. Uktad ortonormalny (En) W przestrzeni vV nazywamy:
a) baza hilbertowska, jezeli
- - -H® .. .
vxeV x= > (Xx-en)en
n=1
(szereg Fouriera elementu X jest zbiezny do X w normie dla kazdego X z \7).
b) ukladem zupelnym, jesli
X-n=0Vnen = x=0,

c) ukladem zamknietym, jezeli

vxeV |x]P=3(x-en)?.

Twierdzenie. Niech (én) uktad ortonormalny w przestrzeni Hilberta V. Wtedy nastepujace
warunki sg rownowazne:

a) (_én ) jest bazg hilbertowska przestrzeni Vv,
b) (én) jest uktadem zupelnym przestrzeni Vi ,

c) (_én ) jest uktadem zamknigtym przestrzeni V.

Twierdzenie. W osrodkowe;j przestrzeni Hilberta istnieje baza Hilberta.

Uwaga. Jezeli (§n ) jest uktadem ortogonalnym przestrzeni unitarnej vV (wektory en = §n/ | ﬁn |

tworzg uktad ortonormalny), to mamy nastepujace definicje:

- szeregu Fouriera elementu x z przestrzeni V. wzgledem uktadu ortogonalnego

. 2% -
X~ Z - nz gn’
n=1|gn|

- bazy hilbertowskej (§n)
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x|
Il
M

T
IR

- uktadu zupetego (an)
XxLg,=0VnenN = x=0,
- uktadu zamknigtego (§n )
~ o 2(X-g.)>2
| X |2: z - n2 '
n=1 | g n |
Uwaga. Niech 7 obszar domkniety® w przestrzeni ®" i niech
L2 ={u:¥ > & [u’(x)dV <o}
%
przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem na obszarze ¥ ( X = (X,...,X,) € 7). Jest to
przestrzen liniowa, a przy tym unitarna (Hilberta) z iloczynem skalarnym:

<u,v>= [u()Vv(x)dV
('V
1 normag
1/2
[|u ||:(Iu2(x)dV] .
v
W przestrzeni tej dwie funkcje uwazamy za rowne, jezeli sa rOwne prawie wszedzie na v

(notacja: u v ), tzn. z wyjatkiem zbioru, ktérego miara V (dtugos¢ dla n=1, pole dla n=2,

objetos¢ dla n=3) jest rOwna zeru (jezeli U i V sg ciggle, to u=v 0znacza U=V) «

Uwaga. Niech (¢n) oznacza uktad ortogonalny zupetny funkcji w przestrzeni L2 (/) i niech

|| : ” 0 <Uu ¢ >
— _ rn
S= Zun¢n v Uy = 2
n=1 o, |l
oznacza szereg Fouriera funkcji u.
Zbiezno$¢ w normie ||-||, czyli tzw. zbiezno$¢ Sredniokwadratowa szeregu s do funkcji u, tj.

-1 oo

U(X) = Z:‘iunq)n (X) )

gdzie
Ju()e@, (x)dv
v

T etV
(4

n=123,... ,

n

oznacza, Ze

! ¢czyli domknigcie pewnego obszaru
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2
lim j[u(x)—%ungon(x)} dv =0.
Nl—)oorV n=1

Oproécz tej zbieznoSci mozemy jeszcze rozwazac zbiezno$¢ punktowa szeregu s do funkcji u:

U(X):ilun(Pn(X)’ Xev,

tj. zbiezno$¢ ciggu liczbowego dla kazdego X

N
u(x) = lim > u,,(x),
Ni—oo n=1
czyli

N
Ve>0 Vxe? INenN Vn>N|u(X)-Du,p,(X)|<e,
n=1

a takze zbiezno$¢ jednostajna szeregu s do funkcji u na zbiorze zwartym? K v

u(x)%um(x), xex,

gdy
N
Ve>0 INenVn>N Vxek |u(X)— D u,e,(X)|<e.

n=1

2 zbior zwarty W przestrzeni ®" — zbiér domkniety i ograniczony
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2.5. Przestrzen euklidesowa

Definicja. Przez wektorowa (liniowa) przestrzenia euklidesowa rozumiemy przestrzen
wektorowg skonczenie wymiarowa z iloczynem skalarnym i norma generowang przez ten

iloczyn.

Przykitad. Jak wczesniej to juz skonstatowano, ale przypominamy dla podkreslenia, ze przestrzen
arytmetyczna ® " ciggow X = (%) = (X,,..., X, ) jest wektorowa skonczenie wymiarowa (n-
wymiarowa) z dziataniami

) +(yi) = (+yi), alx)=(ax), vV (%), (yi)ek", aewr,
a formuta

(%)-(Yi) = %Y,

okresla iloczyn skalarny (ktory generuje norme | (X;) |= \/H ) —czyli R "jest przestrzenig
euklidesowa.
Baza standardowa: (5;) = (9jy,---,6iy) (1 =1,...,n) jest ortonormalna ((5; ) - () = 56 = 9 ), @

wiec jest hilbertowska, co w konsekwencji oznacza, ze

n n

(%) = 2% (Ji) |(6) = 2% »

k=1 k=1
Niech (én) bedzie ustalong (dowolng) bazg przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej E . Uktad
liczb (G;;), gdzie

Gij = _éi e i

nazywamy obiektem lub tensorem podstawowym, zas G =[G;], a G =det[G;] -
wyroznikiem obiektu podstawowego. Przy tym jest:

G; =G, (G=G"), G>0, G;>0.

ij ~ i

Niech

[G ! 1= [Gij ]_1-
Uktad liczb (G") nazywamy obiektem (tensorem) podstawowym odwrotnym. Oczywiscie jest
[G"]=G™. Poniewaz GG =1 (macierz jednostkowa), wicc

Gy GY =5/,
(( 5ij ) — symbol Kroneckera). Ponadto

Gl =G, det[G1]=1/G.
Nastepnie definiujemy wektory:
e =Gle; (i=1..n).

Przy tym mamy

S = L S O . .
e-e =(G"ej)-ex=G"¢j-ex =G"G, =,
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ei-e¥=(Gej)-¢ =Gle;- e* =G5k =G*.
~i K : ~i —
Poniewaz det[e -e J=det[G*]=1/G, wigc (e ) jest baza przestrzeni E — nazywamy ja

kobaza (baza wzajemn3) bazy (_éi ).

Niech x € E — dowolny wektor. Dokonujemy rozktadu X w obu bazach (éi )i (él ):
;(=Xiéi =Xiéi.

Wspotrzedne (x') wektora X nazywamy wspélrzednymi kontrawariantnymi, a wspotrzedne (
X;) — kowariantnymi. Przy tym jest:

x'=x-e' =Gix;, x=xe =Gx.
Iloczyn skalarny wektorow mozna przedstawi¢ w nastepujacych postaciach:

§-§:Gijxiyj =x'y, =G'x;y; =x;y’.

Niech teraz
1L3,))=012) L, j,k)=(12,3),(2,31),(312)
€=1-L@1,))=@2) dlan=2, ,=1-1(,],k)=(213),(321),(32) dlan=3.
0,(i,))=@D,(2,2) 0; w pozostatych przypadkach
oraz
eij:\/aeij’ eij:%eiw eiJZGikekj’ e'=Gre, (n=2),
Ci =\/aeijk' et :%Eijki ey =G"ey, €4 =Gley, ..., e’ =Guel" (n=3).

Obiekty (e;) i (&, ) nosza nazwe symboli Ricci’ego, a obiekty (e ), (e"), ..., (e ) -
pseudotensoréw Ricci’ego (odpowiednio w przestrzeni dwu- i tréjwymiarowe;j).

W przestrzeni tréjwymiarowe;j E (n=3) definiuje si¢ iloczyn wektorowy i mieszany wektorow:

— — .

oK -
xxy=eyXx'yle, xyz=eyx'y'z"

—_ — —

przy czym
ST ik . i jzk
Xxy:e lejekZEJkXIy e =,

xyz=(xxy)-z=x-(yxz)=e™xy;z =€y xy'z" =....

Niech teraz (Ei) oraz (éi- ) beda dwiema bazami, a (él ) oraz (él ) — ich kobazami. Korzystajac z
reguly transformacji baz mozemy uzyska¢ nast¢pujace zwigzki transformacyjne
wprowadzonych obiektow:

er=Alei, e =Aer,
e :Aii'_é , él :Ai'él ,
W' = Aii'Xi , W = Aiilxi"

1-2/15



X = Aii'Xi ' X; = Aiilxi"

Gi'j' = AiI'AjJ'Gij ’ Gij = Aﬁl Ail Gi'j"
Gl :Aii'Ajj'Gij’ Gl :AiilAjlei'j"
L aiAd NN
ei.j. =c Ai.Aj.eij , eij =c A Ai ei.j.,
el =cA’Alel, el =epAleT,

_—_ R
& =€ AiI'AjJ'Ak'eijk’ ik =€ AA A ke
e =c ATATASE™, T =c ALA ALY
gdzie

e=sgn det[N.],
przy czym

MY i ik it iz ijk =~ i'jk =~

K
XiY 2y

Przez przestrzen euklidesowa zorientowana rozumiemy przestrzen (wektorowa) euklidesowg z
rodzing baz zgodnie zorientowanych (det[A.]>0, e=1).

Natomiast przez przestrzen wektorowa kartezjanska rozumiemy przestrzen euklidesowg z
rodzing baz (dopuszczalnych) ortonormalnych zgodnie zorientowanych (tzw.kartezjanskich).

Niech (-éi ) baza ortonormalna (kartezjanska), tj.
ei-ej=5,  (i,j=12,..n).

)
W konsekwencji:

G, =6,, G'=6" G=1, e =e,
X; =x' dladowolnego x=x"g; =X, €i.
Zatem o
X'y:5ijxiyjzxiyi'

Jezeli (ei) oraz (ei) dwie bazy kartezjanskie, to
ozn

e = Aei = A€ (A=A,
| foNEAE (T
a wiec
A A0y =0y,
czyli

[A“][A“]T :[5”']-

I W przestrzeni kartezjanskiej znika réznica pomigdzy kowariatnoscia 1 kontrawariatnoscia.
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3. ODWZOROWANIA LINIOWE | WIELOLINIOWE
3.1. Odwzorowania liniowe

Niech \7, W dowolne przestrzenie wektorowe (liniowe).
Definicja. Odwzorowanie L:V >W:z=Lx (52 eV, z eV_\/) nazywa si¢ liniowym, jezeli:
L(x+y)=L x+Ly Vx,yeV,
L(a;):aL X YaeR, VxeV .
! Zamiast okreslenia (terminu) ,,odwzorowanie liniowe” uzywa si¢ rowniez okreslen:
przeksztalcenie liniowe, funkcja liniowa a takze (w szczegdlnych przypadkach) operator liniowy,
funkcjonat liniowy — w zalezno$ci od kontekstu lub zwyczaju.
Twierdzenie. Niech L:V — W odwzorowanie liniowe.
1) odwzorowanie L|U jest liniowe, jesli u jest podprzestrzenia liniowa \7;
2) zbior ker L=L '1({6}) :{; eV;Lx= 6} jest podprzestrzenig liniowa v ;
3) zbior Im L= L(\7) :{E eW;z=Lx, X 6\7} jest podprzestrzenig liniowa W ;

4) jeshi v jest skonczenie wymiarowa, to
dimV = dim(ker L) +dim(Im L) ;
5) L jest injektywne® (nieosobliwe) wtedy i tylko wtedy, gdy ker L ={0}.

Twierdzenie. Zbiér odwzorowan liniowych V WW , tj. L(V;W) ={L:V W ;
L - liniowe}, z dzialaniami:
(L'+L"")x=L" x+L"x, (aL)x=a(Lx) VxeV,

jest przestrzenia liniowg (podprzestrzenig liniowg przestrzeni F (\7 ; W) ).

Przyktad. Niech V=g, a W dowolna przestrzen liniowa. Funkcja
L: Xe® > XweW
jest liniowa dla kazdego ustalonego weW (Le L(®; W) ). Liniowe jest tez odwzorowanie
W — L(R;W); Iw=L, Lx = xw.
Jest ono ponadto bijektywne?, a wigc jest izomorfizmem?® miedzy przestrzeniami W
i L(R;W).

! odwzorowanie injektywne = odwzorowanie roznowartos$ciowe
2 odwzorowanie bijektywne = odwzorowanie injektywne i ,,;na” (surjektywne) (L (V )= W)

% izomorfizm = odwzorowanie liniowe i bijektywne
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Przyktad. Niech B= (éi) ustalona baza przestrzeni wektorowej n-wymiarowej V.
Odwzorowanie

I VR IE(Q):(xi), x=xlej.
Jest liniowe, a ponadto bijektywne, czyli jest izomorfizmem pomig¢dzy Vig".
JesliV =E jest euklidesowa a B= (éi) ortonormalna , to |5 jestizometrig (zachowuje iloczyn

skalarny 1 norme).

Przyktad. Niech V= R"iW = F(I; R) (I=[ea, Bl=®) . Niech (&) ustalony ciag punktow
podziatu przedzialu [o, B] : a =& <&, <...< &, = . Odwzorowanie
§-¢ :
‘§i+1_lgi X o S €[&, Gyl (I=1...,n=1)
jest liniowe (wykres funkcji & — f (&) jest lamang o wierzchotkach (&, x;) w przestrzeni ® 2

par (&, x)).

LR" > F(5R) () (), f(&)=x+

Twierdzenie. Niech \7, W , U przestrzenie wektorowe i niech L e LN;W), N e L(V_\/; U).
Ztozenie odwzorowan L i N, tj.

NL:V>U; (NL)x=N(Lx), VxeV,

jest liniowe.

—

Niech V i W przestrzenie wektorowe skonczenie wymiarowe (dim\7 =n, dimW = m) i niech (
\7i) baza \7, a (ij ) baza W . Rozwazmy 7=Lx dla xeV, zeW i Le L(\7;VV). Dokonajmy
rozktadow:

;:XVi, E:zvaj, L\ZZLijVVj.
Poniewaz

7= ZjVVj = Lx= L(Xi\7i): X' Lvi :XiLij\TVj,
wiec (z porOwnania):
2 =x'L lub z=L"x,

przy x =[x’ o 2= [Z' Joas L= [Lll 1o - Zwiazki te okreslaja odwzorowanie liniowe przestrzeni
R" w przestrzen R".

Uktad liczb ( Lij) nazywamy reprezentacijg liczbowg (L - reprezentacjg macierzowa)

odwzorowania L (w bazach (\7i) i (Vv i )), a zarazem reprezentacjg odwzorowania liniowego
®R" w ® ™ (w bazach standardowych).

I Jezeli L jest injektywne (nieosobliwe), to
dimV =dim(ImV) <dimW .
1 Jezeli (Vi),(Vi') dwie bazy V i Vi =Alvi, a(w;),(wj) dwie bazy C

L =ALls, U=ALlB.
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I W ustalonych bazach dziedzin i1 przestrzeni warto$ci odwzorowan liniowych:

- macierz sumy odwzorowan liniowych jest rowna sumie macierzy tych odwzorowan;

- macierz iloczynu odwzorowania liniowego przez liczbg rzeczywista jest rowna tej liczbie
rzeczywistej przez macierz odwzorowania;

- macierz ztozenia odwzorowan liniowych jest rowna iloczynowi macierzy tych odwzorowan.

Twierdzenie. Niech V i W przestrzenie unitarne, a odwzorowanie L e L(\7;VV) . Wtedy:

1) V =ker L® (ker L)*, jesli dim V < oo,
2) W=ImLO(IML)",jeslidimV < oo i dimW < w0

Definicja. Niech przestrzenie {\7| : }\7} i {W| . |W}Iiniowe unormowane,a L e L(\7;VV).
Odwzorowanie L nazywamy liniowym ograniczonym (odwzorowanie jest ograniczone) ,
jezeli

3c>0 ‘L)?Lv SC‘;(L7 VXxeV.
Twierdzenie. Zbior B(\7 ;VV) wszystkich odwzorowan liniowych ograniczonych jest

podprzestrzenig liniowa przestrzeni L(\7 ; W) , unormowang wzgledem normy

||L||:‘;Er_<)1 LXLV:F(IE;C |‘L)—(‘WSC, xeB\V;W),

! Jezeli dimV < oo, to odwzorowanie L e L(\7;VV)jest ograniczone.

Definicja. Niech przestrzenie N| : b} i {W| : |W} liniowe unormowane. Odwzorowanie

Le L(\7 ,W) jest ciagle na przestrzeni vV wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (;(n)

— - -
wektorow z przestrzeni V zbieznego w normie | . l\7 do wektora x ( lim xp=x) jest
N—o0

IR
lim Lxn=Lx (w normie |
N—o0

. |W ) dla kazdego xeV .
Twierdzenie. Odwzorowanie L e L(\7 ; W) jest ciggte wtedy i1 tylko wtedy, gdy:

1) jest ciagle dla X =0;
2) jest ograniczone.

3.2. Funkcjonaly liniowe

Definicja. Przez funkcjonaly liniowe, zwane rowniez formami liniowymi, rozumiemy
odwzorowania liniowe okreslone na przestrzeni liniowej (dowolnej) o warto$ciach w przestrzeni
liczb rzeczywistych. Jezeli dziedzina funkcjonatu liniowego jest skoficzenie wymiarowa, to
nazywamy go takze kowektorem.

Uwaga. W odniesieniu do funkcjonatow liniowych pozostaje prawdziwe wszystko, co
sformutowano w rozdz. 3.1 w przypadku, gdy W =R (jako jednowymiarowa przestrzen
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arytmetyczna). Ponizej podano niektore (dodatkowe, specyficzne) fakty dotyczace funkcjonatow
liniowych i przestrzeni tych funkcjonatow.

Przyktad. Niech I = [0, | ] = R przedziat liczbowy, a V niech bedzie zbiorem tych funkcji
ciagtych u(-):1 — ® takich, ze u(0) =0. Zbior v jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni
F(I;® ) (co nietrudno sprawdzi¢ na podstawie kryterium podprzestrzeni liniowej), a wigc jest
przestrzenig liniowg (funkcyjna).

Niech p(-):7 > ® bedzie funkcja przedziatami ciggly. Odwzorowanie
u©) - [ p(&u(&)de

jest funkcjonatem liniowym na V . Jest nim takze odwzorowanie

u()—>Pul) (Pewr).
Sa to, na przyktad, prace wirtualne sit obcigzenia zewnetrznego (o gestosci p) dziatajacych
podtuznie na pret o dlugosci | zamocowany w koncu o wspotrzednej &= 0 i obcigzenia
skupionego o wartosci P w koncu &= 1 tego preta.

Przyktad. Niech V bedzie przestrzenig unitarng, a V ustalonym jej wektorem. Odwzorowanie
* * _, def N

VZ\7—)Q{;VX =<V, X>=V-X
jest funkcjonatem liniowym.

Definicja. Przestrzen V = L(\7 ; ®)) funkcjonatéw liniowych na V nosi nazwe przestrzeni
dualnej do V.

! Jezeli U jest podprzestrzenig liniowa v ,to V jest podprzestrzenig liniowa U w tym sensie, ze
xeV=x eU.
U

Twierdzenie. Jezeli dimV =n, to dimV =n . Ponadto, jezeli (éi)jest baza v , to istnieje
i

doktadnie jedna baza (e "Y przestrzeni dualnej V , zwana baza dualna, taka ze € "o j =0
(i,j=12,...,n).

I' Niech dimV =n, (e') baza dualnado (ei)oraz x=xie', gdzie (Xi) sa tzw. wspohzednymi

kowariantnymi kowektora x . Wtedy x x=x; x' dla X=X 6.
Kazdy ciag liczbowy (Xi)z ® " definiuje kowektor na przestrzeni ® " okreslony wzorem:

(Xi) —Xi X (R " mozna utozsami¢ z R " ). Baza dualng do bazy standardowe;j jest baza
standardowa.

M Jesli e = Aii.éi — regula transformacji bazy (éi) do (éi') W przestrzeni \7, ae)iEh -

bazy dualne, to e '= A e' . Jesli przy tym x=xie'=xie',to xi = A\ Xi.
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Twierdzenie (Riesza). Niech E - przestrzen cuklidesowa. Wtedy:
VxeE 3x= Is xeE ‘v’?eE XS/’:;(’-S;.
I Odwzorowanie Riesza I: E —E jest izomorfizmem.
Il Niech (éi) baza przestrzeni E, (é i) — jej kobaza, a (e') — baza dualna w przestrzeni E .
Poniewaz

. e LN e - - .
wige 1 e'=e . Jesli ponadto zdefiniujemy e, = G;e ! to wobec e x=¢i-x dlakazdego X ,

jest Ioe.=e;.

. ozn.
Uwaga. Przestrzen B(V;®R) = V' funkcjonaléw (form) liniowych ograniczonych jest

*

podprzestrzenig liniowg przestrzeni V

3.3. Operatory liniowe

Definicja. Przez operator liniowy rozumiemy odwzorowanie liniowe okreslone na przestrzeni
liniowej lub na jej podprzestrzeni liniowej o wartosciach w tej przestrzeni liniowej.

Przyktad. Niech V= C(® ;R ) bedzie przestrzenig funkcji ciggtych na ® o wartosciach w ® (jest
to podprzestrzen liniowa przestrzeni funkcyjnej F(®R ;R ) ), a u=c (R;R) jest podprzestrzenig

—

liniowg przestrzeni V , ztozong z funkcji rézniczkowalnych o cigglej pochodnej na ® .

Odwzorowanie

K: \7:>U —>\7; Ku=Du=—u.
jest operatorem liniowym.

I Przestrzen operatorow liniowych na przestrzeni V o warto$ciach w V , czyli przestrzen liniowa
L(V;V) oznaczamy przez L(V).

Uwaga. Jezeli K, S eL(\7 ), to przez SK rozumiemy ztozenie (iloczyn) operatorow:

K s .
SK:V -5V o ImK -V .

W ogodlnosci SK # KS . Jesli jednak SK = KS | to operatory Ki S nazywamy przemiennymi

wzgledem siebie.
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Szczegbdlnym przypadkiem skiadania (mnozenia) operatorow jest potegowanie: K 0= (operator
identycznosei), K" = K K" (n=1,2,3,...). Jezeli K jest injektywny (nieosobliwy), to jest
odwracalny, tzn. istnieje

KLV oImK—-V,; K'K=KK'=1,

Powyzsze operacje wprowadzaja w przestrzeni L(\7 ) dodatkowg strukture — algebre operatorow.

Il Niech V' przestrzen skoficzenie wymiarowa, dimV =n, (e;) - baza. Macierz operatora

Ke L(\7 ) jest okreslona nastepujaco:

K=[K/1; Kei=Klej.
Przy tym, jesli

x=x'e;, z=17'ei, =KX,
to

z'=K'jxJ . z=KX.
Jezeli V =E - euklidesowa, to piszemy K e, =K1 & oraz Ke; =Kijéj, Ke =K'gj i
~i D= : i i i R PR

Ke =K'e , czyli K;=G K, K'j:G”Krj,..., K'=(Kei)-e , Kj=(Kei)-ej,....

I Jezeli (éi) , (éi-) dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej V oraz & = A,' ei, to
Ki?': Aii.Ajj'Kij [ Kij :Aii'Ajj.Ki?", gdzie [Kij] i [Ki?"] macierze operatora K odpowiednio
w bazach (&) i (eir).

IV Operator K e L(\7 ) jest injektywny (nieosobliwy) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz tego

operatora w dowolnej bazie jest nieosobliwa. Przy tym kazdy operator injektywny na przestrzeni
skonczenie wymiarowej jest bijektywny.

V Macierz ztozenia operatorow (w danej bazie) jest iloczynem macierzy tych operatorow.
Macierz operatora odwrotnego do operatora nicosobliwego (w danej bazie) jest odwrotnos$cia
macierzy operatora (w tej bazie).

Definicja. Niezmiennikiem operatora liniowego K na przestrzeni wektorowej skonczenie
wymiarowej V nazywamy wyrazenie utworzone z wyrazow macierzy K tego operatora w bazie

(éi) , niezalezne od wyboru bazy (tj. wyrazenie o tej samej wartosci w kazdej bazie).

Waznymi przvktadami niezmiennikéw operatora sa:

tr K=K/,  detkK =det[K/]

I Kazda funkcja liczbowa niezmiennikdw operatora jest jego niezmiennikiem. Na przyktad, jesli
I (K) jest niezmiennikiem operatora K, to jest nim rowniez |2(K) oraz /1 (K) itp.

Definicja. Operator K na przestrzeni unitarnej v nazywamy $cisle dodatnio okreslonym /
dodatnio okreslonym / pélokreslonym dodatnio <> odpowiednio:
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3¢>0 (KX)-Xx=cx-X VXeV;
(KX)-x>0 VxeV, x#0;
(KX)-x=0 VxeV.

I Operator liniowy na przestrzeni unitarnej $cisle dodatnio okreslony jest dodatnio okre$lony, a
operator dodatnio okreslony jest dodatnio potokreslony.

Definicja. Niech \7przestrzer’1 liniowa unormowana, a K eL(\_/ ) . Operator K nazywamy
eliptycznym, jezeli

3c¢>0 VxeV |Kx|zc|x| VxeV.
I Kazdy operator liniowy eliptyczny jest nieosobliwy. Jezeli v jest skonczenie wymiarowa
(i unormowana), to kazdy operator liniowy nieosobliwy na v jest eliptyczny.
Il Jezeli operator K na przestrzeni unitarnej v jest $cisle dodatnio okreslony, to jest eliptyczny,
gdyZ (na mocy nierownosci Cauchy’ego):

clX P=cx- X< (KX)-X<| K X[ X|=c| X|<| KX].

Uwaga. Niech \7przestrzeﬁ liniowa unormowana, a K eL(\7 ) . Operator K jest ograniczony,
jezeli
Jc¢>0 VxeV |Kx|<c|x| VxeV.

— — ozn -
I Niech L(V) przestrzen liniowa unormowana. Wtedy sup| Kx|=infc =| K| przy |x|<1 jest
e x|<L
normg w przestrzeni L(V).

Il Jezeli V. unormowana jest skonczenie wymiarowa, to kazdy operator liniowy na V jest
ograniczony.
Definicja. Niech V przestrzen liniowa unormowana, a K eL(\_/ ) . Operator K nazywamy

pelnocigglym (zwartym), jezeli obraz dowolnego zbioru ograniczonego w v jest zwarty w V.

Twierdzenie. Zbior operatorow pelnocigglych K(\7 ) na przestrzeni liniowej unormowanej \7jest
podprzestrzenig liniowg unormowang przestrzeni operatoréw ograniczonych B(\7 ) . Ponadto,

jesli operator K jestna V skonczenie wymiarowy ( z def. dim(Im(K)) < ), to jest
pelnociagly .

Definicja. Niech V przestrzen liniowa skofczenie wymiarowa unitarna. Mowimy, ze operator
K" eL(V) jest transpozycja operatora K eL(V), jezeli
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(Kx)-y=x-(KTy), Vxye(V).
lJezeli KT = K / KT ==K ,to operator K nazywamy symetrycznym / antysymetrycznym.

Twierdzenie. Operacja transpozycji operatora liniowego T: L(\7) — L(\7); T(K)=K' maprzy
tym nastgpujace wlasciwosci:

1) (K, +K,) "= K" +K,", (@K) T =aK" (T jest liniowa),

3) |KT|5|K]|, jezeli Ki K™ —ograniczone,

4) jezeli (Ei) baza ortonormalna przestrzeni V=E , to macierz transpozycji operatora
liniowego jest rowna transpozycji macierzy tego operatora,
5) przestrzen L(E) jest unitarna z iloczynem skalarnym K -N dif tr (N'K),
6) operatory S=KK'Ti N=K'"K sa symetryczne,
7) dowolny operator liniowy K mozna przedstawi¢ w postaci
K=S+A, S :%(K+KT) , A=%(K—KT),

gdzie S operator symetryczny, a A operator niesymetryczny.
Ponadto, jezeli V skonczenie wymiarowa (dimV =n),to K=B+D, B=[1/n)trK]I -
cze$¢ kulista operatora K, D - dewiator operatora K .

Definicja. Niech v przestrzen unitarna i niech U operator na v taki, ze istniejg operatory U T
Ut JezeliU'=U",to U nazywamy operatorem unitarnym.

IJezeli Re L(E) oraz R unitarny i detR =1, to R nazywa si¢ operatorem rotacji (lub po prostu:
rotacja).

Twierdzenie (o rozktadzie polarnym operatora). Niech K e L(E) i det K>0.Wtedy istniejg
jednoznacznie okreslone operatory unitarne U i Q oraz operatory dodatnio okreslone C i B
takie, ze

K =CU =0B, C?=KKT, B’=K'K.

Definicja. Niech \7przestrzer’1 unitarna oraz a,beV . Iloczynem tensorowym wektorow a,b
nazywamy odwzorowanie
a®b:V -V; a®bx=(a-x)b, VxeV.
Twierdzenie. a®b e L(V ). Ponadto:
1) (a®b)' =b®a,
2) a®(b+c)=a®b+a®c, (a+b)®c=a®c+b®c,
3) a(a®b)=(aa)®b)=a®(ab), ack.
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Twierdzenie. Jezeli (Ei ) jest bazg przestrzeni euklidesowej E,to (Ei ®e j) jest baza przestrzeni
L(E ). Ponadto, jesli K e L(E), to K=K" ¢ ®¢j, gdzie K e =K, '¢;
([K; J ] jest macierzg operatora K w bazie (éi ), a Ki=g" Krj zgodnie z ,,grg wskaznikow”).

Twierdzenie. Niech U podprzestrzen liniowa domknigta przestrzeni Hilberta V. Wtedy operator
rzutowania ortogonalnego P:V —-U cV; P(x) = rzuty X (istniejacy na podstawie tw. o rzucie

ortogonalnym) ma nastgpujace wlasciwosci:

1) PP=P, [Ply=1: 2 m(P)=U, ker(P)=U ; 3)|P|=1.

Bardzo waznym elementem ,,teorii operatorow liniowych” jest analiza widmowa.

Definicja. Niech K operator liniowy (dowolny), a | operator identycznosci na przestrzeni
wektorowej (dowolnej) V. Liczba A nazywa si¢ wartoscig regularng operatora K, jezeli
operator K - Al jest izomorfizmem na v (bijekcja, bo K - A1 jest liniowy z definicji). Zbior
wszystkich warto$ci regularnych operatora nosi nazwe rezolwenty operatoraK a jego
dopetnienie — widmem (spektrum) operatora K (ozn. SpK).

Definicja. Liczba A nazywa si¢ warto$cia wlasng operatora K na przestrzeni wektorowej v :
jezeli istnieje wektor X #0 taki, ze K X=AX,tzn. K -1 jest operatorem osobliwym. Jadro
tego operatora, czyli ker(K - 1 1) (a wigc zbior wszystkich X takich, ze K X = AX nazywa si¢

podprzestrzenig wlasng operatora K odpowiadajgca wartos$ci wtasnej 4 (ozn. v 7).

Twierdzenie. Niech V skoriczenie wymiarowa (dim\7 =n). Wtedy zbiér wszystkich wartosci

wlasnych jest widmem operatora K e L(\7 ), a kazda z wartosci wlasnych jest pierwiastkiem
réwnania charakterystycznego det (K -11)=0 (jest przy tym niezmiennikiem operatora K ).

Ponadto, jesli A jest p-krotnym pierwiastkiem tego roéwnania, to dimV 1 = p. Jesli za$ Moo Ay jESE
widmem operatora K, to V =V, @...®V ;.

Twierdzenie. Niech E przestrzen euklidesowa (n-wymiarowa) i niech K e L(E) . Wtedy:

1) A jest warto$cig wlasng operatora K < A jest warto$cig wlasng operatora K T
2) A jest wartoScig wlasng operatora K = istnieje y € E takie, Zze rownanie K Xx—AX =Yy nie
ma rozwigzania. ROwnanie to ma rozwigzanie < 9 1E, (KT) (tzn. 9;( 2 =0 dla wszystkich

wektorow wilasnych X , operatora KT);

3) jesli K™= K, to SpK <[4, 2"], gdzie 2'=inf (Kx)-X, A"=sup(KX)-x. Ponadto, jesli

[Ix|<1 X<

A# Ay, KX =X, KX, =4,X

) 2,to X1J-Xz;

4) jezeli operator K jest dodatnio okreslony, to jego wszystkie warto$ci wiasne sg dodatnie;
5) jesli K'= K i (A4,4y,..,4,)=SpK (4, <4, <...< A, (wciagu (4, 4,,...,4,)
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p-krotna warto$¢ wlasna wystepuje p razy), to istnieje taka baza (e, €z, ..., én) w przestrzeni

E , zwana baza spektralna, ktéra jest ortonormalna i VXeE Kx= anzlﬂk (X-ex)ex.
Uogdlnienieniami tego twierdzenia sa:

Twierdzenie. Niech V przestrzen Hilberta, a K =K' € B(V). Wtedy rowniez Sp K = [4°, 1],

gdzie A'=inf (K)?) X, A= sup(K?) - X oraz podprzestrzenie wtasne odpowiadajace roznym
=<2 <1

wartosciom wlasnym sg ortogonalne. Ponadto, jesli K jest dodatnio okreslony, to wszystkie

warto$ci wlasne sg dodatnie

Twierdzenie. Niech V przestrzen Hilberta (nieskonczenie wymiarowa) i K = KT e K(\7 )
operator symetryczny petnociagly. Niech (A1, Ao, ...) ciag niezerowych wartosci wlasnych
operatora K takich, ze [A1] > |42, ... oraz ki — krotno$¢ wartosci whasnej A1 (K; = dingl), ko —
krotno$¢ wartosci wlasnej A2 (K, = disz? ), ....Niech (un) (n=1,2, 3, ...) ciag ztozony z
kolejnych wartoéci wlasnych A wystepujacych tyle razy, ile wynosza krtotnosci kj. Niech
nastepnie (En ) tzw. uktad ortonormalny petny wektoréw wilasnych odpowiadajacych wartosciom

wlasnym () w ten sposob, ze (51, ""Ekl ) jest baza ortonormalng przestrzeni vV P

(5k1+1, ...,Ek1+k2 ) jest baza ortonormalng przestrzeni vV 4, itd. Wtedy:

1) jezeli v jest osrodkowa, to istnieje baza hilbertowska ztozona z pelnego uktadu

ortonormalnego (_én ) i bazy ortonormalnej przestrzeni Vo=kerK, jesli K osobliwy, tzn. jesli A
= 0 jest warto$cia wtasng operatora K (baz¢ t¢ nazywamy spektralng);

2) VxeV Kx=Y (u,X-€n)en;
n

3) nastgpujace warunki sg rOwnowazne:

a) pelny uktad ortonormalny jest zupetlny w przestrzeni vV (nazywamy go baza hilbertowska
spektralng);

b) operator K jest odwracalny,

c) zbior wartosci operatora K jest gesty w v (tzn. clos(Im(K)) =V );
4) zbidr warto$ci wlasnych operatora K jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy K jest
skonczenie wymiarowy (dim (Im K)) <o0);
5) jezeli K jest dodatnio okreslony, to wszystkie wartosci wiasne K sg dodatnie, a najwicksza jest
rowna ||K]| .

Definicja. Niech K i M operatory liniowe na V. Liczbe A nazywamy wartoscig regularng
operatora K wzgledem operatora M , jezeli operator K - 4 M jest bijekcja. Zbidr warto$ci

nieregularnych nosi nazwe widma (spektrum) K wzgledem M (Sp K /M ). Naleza do niego
wartos$ci wlasne K wzgledem M , tzn. te liczby A, dla ktorych istnieja xeV i x#0, ze
(K-AM)x=0.

Twierdzenie. Jezeli M jest bijekcjg na V , to wyznaczenie warto$ci regularnych / widma
(spektrum) operatora K wzgledem operatora M jest rownowazne temu ,,zadaniu” (w znaczeniu

,zwyktym”) dla operatora K = M 'K .
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3. 4. Odwzorowania wieloliniowe

Definicja. Niech \71 Vo i W dowolne przestrzenie wektorowe. Odwzorowanie
L: \71x... ><\7m — V_\/
nazywamy wieloliniowym (m-liniowym), jezeli jest liniowe dla kazdego argumentu, tzn.

L(X1 00X + B 1oy Xim) = @ L(XL s X ooy Xin )+ BLIXL ooy BX ooy Xm) = 1,2,

—

I Odwzorowania 1-liniowe (dla m = 1) sg to odwzorowania liniowe. Je$li Vi=...=Vn =V
i W =@ , to odwzorowania wieloliniowe (m-liniowe) nazywamy zazwyczaj formami
wieloliniowymi (formami m-liniowymi) na V .

" Zbior L (V1,..., Vm; W) wszystkich odwzorowan m-liniowych, z dziataniami dodawania
odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe, jest przestrzenig liniowa — podprzestrzenia

liniowg przestrzeni F(Q;W) przy Q= Vix...xVn.

Przyktad. Niech \712 = \7m =V =W = ®R.Wtedy R™—> R:
(X, Xy e Xy ) = T (X X500, X )= X X X, X jest forma m-liniowa na R,

Przyktad. Niech E * oznacza trojwymiarowg zorientowang przestrzen euklidesowa.
Odwzorowanie
E3x E®> E®: (X,y) > xxy
jest dwuliniowe, a odwzorowanie
EPx E'E’> R (0y.7) > Xy

jest trojliniowe.
Przyktad. Niech 51 =[ay;], ..., an =[a;] wektory kolumnowe z przestrzeni ® ", czyli kolumny
macierzy [a;;]. Odwzorowanie

(a,,8,,..., an)—> det[a;;]

jest forma n-liniowa. Jest to przyktad odwzorowania wieloliniowego alternujacego (alternatora
m-liniowego):

-

A:\71x... Vi — W
takiego, ze A ()ﬁ(1 ,;(2 yeres ;(m) = 6, gdy w ciggu wektoréw (;1 D S ;(m) przynajmniej dwa
elementy sg sobie rowne, tzn. gdy istnieja (i, j) takie, ze. ;i =X E Konsekwencja tego warunku
definicyjnego alternatora jest antyprzemiennos$¢, czyli

-

A(xl,...,xr,...,xS yerrs Xm) = —A(xl,...,xs,..., Xt ooy Xm).
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Twierdzenie. Niech V1, ...,\7m i W skonczenie wymiarowe. Dowolne odwzorowanie
.. — - . ~(D) =(m), . = . .
m-liniowe LeL(V1, ...,V m; W), po ustaleniu baz (ei, ), ..., (ei, )i(€j)odpowiednio

przestrzeniach Vi , ...,\7m W , jest okreslone przez uktad liczb ( Lijliz...im ) taki, ze Lijliz. - -éj =

-
-1 =(2) ~(m) .
=L(ei, , €, ,..., €, ) czyli

-

v Yoy =yl im a5 i — i im
L (Xp e Xm) = Xgy-Xm L ej=12'ej=1, zJ-x(ll)...x(m)L

b I
i 1ipecdn i gipeadny !

> i, 2@ > iy z(m)
dla X, = X4 €i, ..., X = X €i, -

—

| Jezeli Vi= ... =V =V , to dla przestrzeni odwzorowan m-liniowych stosujemy oznaczenie
L" (\7 W ), w szczegOlnosci oznaczenie L™ (\7 ® ) dla form m-liniowych.

I Jezeli V skonczenie wymiarowa, (éi) i (éi') dwie bazy takie, ze eir = Aii.éi , to
i,

_ Ah
Li'l"‘ilm - AIlAIITn Lil"'im )

Definicja. Odwzorowanie m-liniowe Le L (V1, ...,V m; W) nazywa si¢ ograniczonym na

przestrzeniach unormowanych V1, ...,V m o warto$ci w przestrzeni unormowanej W , jezeli

_ ...‘ka .
Vo m

Twierdzenie. Zbior odwzorowan m-liniowych L: Vix...xVm — W , oznaczany przez

X2

3c >0V(;(1,;(2,...,;(m) eVix...xVn ‘L(il,iz,...,im)‘w SC‘;(.lv
1

B(\71 , ...,\7m ; W ), jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni L (\71 , ...,\7m ; W ), aprzy tym
unormowang tzw. norma dualng
L) = sup [ Lk Xz, Xm)| . =inf ¢ fwarunekccef }
Xi i

Twierdzenie. Odwzorowanie m-liniowe LeL (\71, ...,\7m ; W) na przestrzeniach

unormowanych Vi, ...,V m o wartoéci w przestrzeni unormowanej W jest ograniczone wtedy i

. : It (1) B (1) B (1) - _ -~
tylko wtedy, gdy jest ciggle, tzn. lim (x1 ", X2 ",..., Xm ) = (X1, X2,..., Xm) Np. W normie sup‘x.L7
nN—o0 i i

implikuje lim [LGA, 55", X0

lim =| L%t X2, . Xm)| . w normie [l

W

Uwaga. Niech \71, ...,\7k ,\7k+1..., \7m X W przestrzenie liniowe i niech
X=L(MV1, .. .Vi:L(Vket.., Vin: W),
Y=L(V, ---,\7k ,Vk+1..., Vi W)

Wtedy odwzorowanie
A:X->Y; K- L=AK,

L(XL, oes XKy XkLery Xm) = K (XL, evrs Xk )(XK42-s Xm)
jest izomorfizmem (liniowa bijekcja).

Podobnie, jesli V1, ...,Vk,Vk+1..., Vm; W przestrzenie liniowe unormowane i
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X=B(N1,...Vk;BNVki1..., Vim; W)),

Y=B(Vi, .. .Vk V... Vi; W)
Wtedy odwzorowanie
A:X->Y; K— L=AK,

L(X1, e Xk, XktLorss Xim) = K (X100, X)Xk 1.0, Xin)
jest izometrig (|L| = |K|).

3.5. Formy dwuliniowe

Sposrod odwzorowan wieloliniowych szczegdlnie wazne znaczenie maja formy dwuliniowe
(biliniowe) Be Lzﬁ; ®R.). Przy tym odwzorowanie Q VS R; Q()?) = B()?, ;<) nosi nazwe formy

kwadratowej na przestrzeni v (generowanej przezB).

Definicja. Forma dwuliniowa B nazywa si¢:
- symetryczna, jezeli

B(x,y) = B(y,X), VxyeV;
- antysymetryczna, jezeli

B(,Y) ==B(Y,X), VXYeV;
- §cisle dodatnio okreslona (eliptyczna), jesli

Ab>0 VX#0 B(XX)>b|X|* ( XV — unormowana);

- dodatnio okreslona, jesli

B(x,x)>0, VX#0 (XeV);
- polokreslona dodatnio, jezeli

B(X,X) >0, VXeV;

I Jezeli przestrzen jest unormowana, to kazda forma dwuliniowa eliptyczna jest takze dodatnio
okreslona. Ponadto, gdy v jest skonczenie wymiarowa, to rowniez na odwrét kazda forma
dwuliniowa dodatnio okreslona jest eliptyczna. Oczywiscie kazda forma dodatnio okreslona jest
potokreslona dodatnio.

1 Jezeli przestrzen v jest unormowana, to forma dwuliniowa B na podprzestrzeni jest
przestrzeni jest ograniczona, gdy

3c>0 VxyeV [BR.Y)|<clXIl.

Przyktad. Niech v przestrzen unitarna. Iloczyn skalarny jest forma dwuliniowa, symetryczna i
eliptyczng.

Twierdzenie. Jezeli B forma dwuliniowa jest symetryczna i dodatnio okre$lona na przestrzeni

V (dowolnej), to
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jest iloczynem skalarnym (generowanym przez B),a{V ; < §§ >g | staje si¢ unitarna.

Twierdzenie. Niech V skofczenie wymiarowa (dim\7 =n), (éi) baza przestrzeni \7, a B forma
dwuliniowa na V . Wtedy

B(Q,?/):Bijxiyj =x"By, Vx=x'ei,y=ylejeV,
gdzie B=[B;;], B;; = B(éi,éj), x=[x'], y=[y']. Przy tym, jesli (Eiv) druga baza V oraz

e :Aii.éi, a [B; ;] macierz formy B w bazie (€i'), to By :Aii.Ajj.Bij.

Uwaga. Niech B=[B;;] dana macierz o wymiarach n xn. Wtedy B =B;;x'y’ = XT%y jest
formg dwuliniowa na przestrzeni ®" . Jest to takze forma dwuliniowa na przestrzeni V (dowolnej
n-wymiarowej) w ustalonej bazie tej przestrzeni. Ponadto:

- forma B jest symetryczna (antysymetryczna) < macierz tej formy jest symetryczna
(antysymetryczna),

- macierz [B;;] jest dodatnio okreslona (pétokreslona dodatnio) <> forma B = B, in y) jest

dodatnio okreslona (pétokreslona dodatnio).

Twierdzenie (Sylwestra). Niech dim V =n.Jezeli Be LZN ;R ) 1 B jest symetryczna, to istnieje
taka baza (éi) przestrzeni \7,Ze macierz [B;;] formy B w tej bazie jest diagonalna, tzn.
[Bi;]1=diag[4,..., 4,]. Ponadto, jesli (éi')jest druga taka baza, Ze [B;.; ] = diag [24_,,2,1] ,to

w ciggach (A;,..., Ay) i (A,.... A, ) jest tyle samo elementéw dodatnich, zerowych i ujemnych.

W konsekwencji forma B jest dodatnio okre$lona (potokreslona) <> wszystkie /; sg dodatnie
(nieujemne).

Twierdzenie (kryterium Hurwitza). Forma dwuliniowa symetryczna na przestrzeni skonczenie
wymiarowej jest dodatnio okreslona < wszystkie wyznaczniki gtdowne macierzy tej formy

(w dowolnej bazie) sg dodatnie.

Twierdzenie. Niech K operator liniowy na przestrzeni V z iloczynem skalarnym ,, - “< . Wtedy
B(X,y)=(Kx)-y, Xx,yeV

jest formg dwuliniowa. Ponadto:

a) jesli operator K jest symetryczny, to forma B jest symetryczna,

b) jesli operator K jest eliptyczny, to forma B jest eliptyczna,

c) jesli operator K jest dodatnio okreslony (potokreslony), to forma B jest dodatnio okreslona

(potokreslona).

Uwaga. Niech K e L(E) i B e L*(E;®) takie, ze B (x,y) = (K X)-y (X, y € E) i niech
(i) baza E . Zatem mamy: B = B(ei ,éj) = (Kei)-ej=(K"e,)-€j= Ki'Gy =K;j.
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Twierdzenie. Niech B e Bz(\7;f1{) , gdzie V unitarna. Witedy (na mocy twierdzenia Riesza)

istniejg jednoznacznie okreslone operatory K, K Te B(\7 ) takie, ze
B(xy)=(Kx)-y=x(K'y), Vx,yeV.
Ponadto:

a) jesli forma B jest symetryczna, to operator K jest symetryczny,
b) jesli operator K jest eliptyczny, to forma B jest $cisle dodatnio okreslona,
c¢) jesli forma B jest dodatnio okreslona (potokreslona), to operator K jest dodatnio okreslony

(potokreslony).

Twierdzenie (Laxa-Milgrama). Niech V przestrzen Banacha. Jezeli forma dwuliniowa B jest
ograniczona, symetryczna i dodatnio okreslona, to

VEeV 3lxeV B(x,y)=Fy Vye V.
Ponadto, gdy \7przestrzer’1 Hilberta, a B forma dwuliniowa, $cisle dodatnio okreslona i

ograniczonana V , to
VFeV dlxeV B(X,y)=F-y VyeV

Uwaga. Niech V =L(V;®). Odwzorowanie
C B, CeL(VV),Bel2V:r), (CX)Y=B(XY), VX,yeV
jest izomorfizmem przestrzeni L(\7;V), L2(\7;Q{).

3.6. Produkt dualny

*

—

Niech V dowolna przestrzen wektorowa, a V' przestrzen dualnado V (V - przestrzen form

liniowych).

Definicja. Przez produkt dualny rozumiemy odwzorowanie dwuliniowe z przestrzeni
* o def

odwzorowan L(\/ V; R): V><V e<X,X> = XXER.

—_

'JeZeli V skonczenie wyrmarowa (e.) bazaV a(e )baza dualna (baza przestrzeni V taka,

7e <e'e . >—§)to <xx>_xx przyx xe x XE.,(X)(X)ER

Uwaga. Jezeli V przestrzer'l unormowana , to przestrzer’l form liniowych ograniczonych V"~ jest

*
*

podprzestrzenia liniowa V I wtedy produkt dualny < x X>'=< X, X > VXV jest ograniczony,
a wiec nalezy do przestrzeni B (V 'V R) . Jezeli ponadto v jest skonczenie wymiarowa, to
V =V’iwtedy <-->'= < >*

1-3/16



*
-

! Jezeli V. jest przestrzenia Hilberta, to na mocy tw. Riesza jest < x,x>"'=< 9)7 9 X, gdzie

—

*
y = I; X (I — izometria Riesza).

*

Definicja. Niech V przestrzen dualna do \7, W przestrzen dualna do Wi < >\*7 <y >\%

odpowiadajgce im produkty dualne. Niech L e L (\7 ,W) . Odwzorowaniem dualnym do
odwzorowania L (odwzorowaniem sprzezonym z L) nazywamy odwzorowanie

x * * k% *

LW —>V:<Lw, V>V—<W v> VWeW VVEW

3.7. Tensory

Definicja. Tensorem o walencji (p,q) (p,q € & W{0}); N —zbior liczb naturalnych ) nazywamy
odwzorowanie p+q liniowe (p-krotnie kontrawariantne i g-krotnie kowariantne) :

* *

TelL(V,..V,V,...ViR)
p—razy q-razy

*

gdzie V dowolna przestrzen wektorowa, a V przestrzen do niej dualna (przestrzen form

liniowych na \7).

Uwaga. Przez tensory o walencji (0, 0) rozumiemy (z definicji) elementy przestrzeni ®
(przestrzeni ®) , czyli tzw. skalary (T e ® ).

ozn *k

Przyktad. Przez tensory o walencji (1,0) rozumiemy elementy przestrzeni L (\/ R) =

Poniewaz V CV (Scislej vV jest izomorficzna z podprzestrzenia przestrzem V ), wigc wektory
_, Isom =

przestrzeni V' mozna traktowac jako tensory o walencji (1,0). Jezeli V = V (np., gdy Vi

skonczenie wymiarowa), to przyjmujemy, ze tensorami o walencji (1, 0) sg wektory.

Przyktad. Tensorami o walencji (0,1) sg elementy przestrzeni L (\7 ;R)=V, czyli formy

(funkcjonaty) liniowe (kowektory, gdy v jest skonczenie wymiarowa).

Przyklad. Niech <-,->" produkt dualny na przestrzeni V x V , czyli odwzorowanie
zprzestrzeni L(V,V;®).Zatem T (-,-)=<-,-> (T(X,X)=<X,X>=XX, VXeV,
Vv x e V') jest tensorem o walencji (1, 1).

Przyklad. Tensory o walencji (0, 2), to elementy przestrzeni L(V,V;®)=L*V;®), czyli

formy dwuliniowe.

| Przestrzen (wektorowa) tensoréw o walencji (p, g) oznaczaé bedziemy przez L9 (V V; R).
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* B

Definicja. lloczynem tensorowym elementéw Va,...,Vp przestrzeni V oraz elementow Vi ..., Vq

*
przestrzeni V nazywamy odwzorowanie:

Vi ®...®\7p V1 ®..Qvq: Vx..xVxV x...xV — R ;
p — razy q - razy

(\71 ®...®Vp ®v1®...®vqj[x1,...,xq,il,...,ipj:

* * * *

— —_— — —_—

= <Xg, V> < Xp,V > <V X > <G, Xy >

Twierdzenie. lloczyn tensorowy Vi ®...®\7p ®v1®...®vV jest tensorem o walencji (p, q) (z

przestrzeni L»9(V ,V; R )) — tzw. afinorem.

Twierdzenie. Niech V przestrzen wektorowa skonczenie wymiarowa (dimV =n) i niech

np+q

(éi ) baza przestrzeni \7, a (e ') baza dualna (baza przestrzeni V ). Wtedy uktad afinorow (

* *

éil ®...®éip e @ .®ek ) jest baza przestrzeni tensorow LDV ,V; R ), tj. dla
dowolnego tensora T z tej przestrzeni jest:

T=T""

P

o - * E
e, ®.®e ®el®. .®e’,
1-Jq P

gdzie (T. il““ipjl ;. ) jest uktadem wspotrzednych tensora T w powyzszej bazie przestrzeni
: g

tensorow, przy czym

g

il o (e e ip,é,-l,...,é,-qj.
Ponadto, jesli (ei') druga baza przestrzeni Vi e = Al.e; , to

Ji-dg Jpdg

i — Al i’ij1 quTil“"ip
T Ay AT A A

Uwaga. Niech V = E przestrzen euklidesowa (n-wymiarowa). Wtedy E jest izomorficzna z E

(Ig: E—> E jest izomorfizmem Riesza tak, ze < X, X > =< Ig X, X >= I: X- X ). Zatem, jesli
* * * . - _ - - -
T e LPP(E,E;R), 10 T(X10s Xpy Xy Xq) = TR Ygs s IREY s Xy eees Xg) =

='T'(yl,...,§p,;(1,...,;<q) dla dowolnych 91,...,9p,§<1,...,§<q cE (oraz >*<l= |E1§,l,._., Xp = |§1§,p),

—

gdzie T e LP*9(E; ) jest forma p+q liniowa na przestrzeni E , a wicc jest tensorem, zwanym
tensorem euklidesowym rzedu p+q. Przy tym
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i _ " i,z = \_ =z ~i, SO T~ T

T. ig = T [e L., e ”,eh,...,e,qj- T (e L € ",e,l,...,ejq)- T iy
gdzie (éi) jest kobaza bazy (éi) (é '=G'le i)- W tym sensie uzasadnione jest okreslenie,
iz tensor T jest p-krotnie kontrawariantny i g-krotnie kowariantny. Z tym jednak, ze

= gher T _
g

w przypadku tensora euklidesowego T mamy (przyktadowo): T bte. Fiodg =

I
=G, T '1"""’331.2 i (1 podobnie w przypadku innych wskaznikéw, co okreslane jest mianem ,,gry
g

wskaznikow™).

I Niech T e LP*9(E; ®) tensor euklidesowy rzedu r = p+q .. Wtedy jest:

T=T"" & ®.0e . .®e,
ji--dq P
przy czym
il....ip _ (—b il - ip - ) - ) )
T. jlqu_T et 8P, ,8j ).

Definicja. Przez afinory euklidesowe rozumiemy tensory (euklidesowe) nast¢pujace:

- . . = N o def_ _ o L
a®.®arel'(E;R); (a1 ®...0ar)(X1,...,Xr) = @1-X1...ar - Xr

dla dowolnych x1,...,xr €E .

Definicja. Niech V przestrzei wektorowa (dowolna), T e LDV V;®), Se L9V ,V;R).
Przez iloczyn (tensorowy) tensoréw T i S rozumiemy tensor

T®S e LP a9 V: g )taki, ze

— -

T(xl,...,xp,ﬁl,...jq) S(yl,...,yr,§1,...,§/s):T ® S (X, Xpy Yirees Vi il,...,xq,yl,...,ys)

ipdpkyke B P TP
JpeJglyeds Ja-Jg s

Il Jezeli V skofczenie wymiarowa, to (T ® S)
Definicja. Niech V przestrzen wektorowa skoficzenie wymiarowa. Kontrakeja tensora
T e LDV V; ® )wzgledem pary (ir , js ) (przy p =1,q>1) nazywamy tensor

T e LPLaD (v Vi g ) taki, ze T 2ir v S . w kazdej

jl'"js—ljs+l"'jq jl-'-js—lkjs+1'"1q

bazie (éi) przestrzeni V oraz bazie dualnej (e') przestrzeni V .

Uwaga. Jezeli przestrzen V jest unormowana, to mozemy rozpatrywaé tensory ograniczone z

przestrzeni B(P.a) \%A V; ®R.) , w definicji, ktorych zamiast produktu dualnego <-,->*

zZ przestrzeni L(V,\7; ® ), mamy produkt dualny <-,-> "z przestrzeni BN‘,V; R).
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3.8. Rownania liniowe

Niech V i W dowolne przestrzenie liniowe (wektorowe) a L 'V —W dowolne odwzorowanie
liniowe (dane).

Przez réwnanie liniowe rozumiemy roéwnanie postaci

—

@ Lx=b,
gdzie b jest (danym) elementem przestrzeni W ,a X jest (nieznanym, szukanym) elementem

przestrzeni V .

Przez rozwigzanie rOwnania (1) rozumiemy kazdy element X, ktory spetnia to rownanie , tzn.
b =L x. Rozwigzaniem ogélnym réwnania (1) w zbiorze U 'V nazywamy natomiast
wszystkie rozwigzania ze zbioru

(2) X610y = L'l{B}mU
lub

(2) X ) = L™{b},
jesli U=V,

Rownanie nazywamy jednorodnym, jezeli b=0 (w przeciwnym przypadku —
niejednorodnym). Wtedy odpowiednio

3) X /0y =kerLAU, X@ =kerL.
Zatem zbior (2) mozna przedstawi¢ w postaci
4) )7(6/6) 2{;6\73;2;0 +Xs, Xo e)—(>(6)}ﬂU,

gdzie Xs jest jakimkolwiek rozwigzaniem rownania (1), a )7(6) =kerL.
Jezeli dimV =n, dimW =m, (\7i)jest baza V,a (VVJ ) jest baza W , Za$ Lvi = Lvaj , to dla

X =X'Vi, b=bJwj réwnanie jest rtownowazne nastepujgcemu:

(5) Lix' =bJ, j=1,....m.

Rownanie (5) jest szczegdlnym przypadkiem rownania liniowego algebraicznego (uktadu
rownan algebraicznych liniowych), ktére w notacji macierzowej zapisujemy nastepujaco:
(6) Kx=Db,

gdzie K = [Kij]nxm, X = [Xi]wxn , b = [bj]1xm , tzn. jest reprezentacja rownania (1) przy
L:®"—> &™ L) =K

Zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Capelli rozwigzanie rownania (6) istnieje (zbior (4) przy

—

V=U-= ®", W = ® " jest niepusty) wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy K jest rowny
rzedowi macierzy dotaczonej Kgq , czyli

(7) rank K = rank Kg ,

gdzie Kq = [Kij, bj], tzn. do macierzy K dodajemy jako ostatnig kolumng¢ wektor b.
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Poniewaz dimV = dim(Im L) + dim(ker L), wigc w przypadku réwnania (5) wynika z tego, ze

n=dim(ImL)+dim(ker L), dim(ImL)<m, dim(kerL)>0.

Zatem warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania réwnania (6) dla kazdego b € ® " jest

n > m (liczba niewiadomych wigksza lub rowna od liczby réwnan). Natomiast warunkiem
koniecznym jednoznaczno$ci rozwigzania rownania (6) jest n <m. W efekcie dla n=m
rozwigzanie rOwnania (6) istnieje i jest jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy ker L = 0, tzn.
macierz K jest nieosobliwa (det K # 0).
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4. PRZESTRZENIE AFINICZNE

1.1. Pojecie przestrzeni afinicznej

Definicja. Przestrzenig afiniczng nazywamy uktad { A , Vv, @}, gdzie A jest niepustym
zbiorem elementow X. Y, Z, ..., zwanych punktami, a \7jest przestrzenia liniowg, zwang

przestrzenig stowarzyszong z A ,a ¢:AxA >V - spetniajagcym nastepujace warunki:

ozn.
jesli wprowadzimy oznaczenie @ (X,Y) = XY, to

1) dla dowolnych X, Y, Z € A jest XY +YZ+2ZX =0,
2) dla dowolnego ustalonego O € A odwzorowanie A —>\7; X — OX jest bijekcja.

Wektor XY = »(X,Y) nazywamy wektorem zaczepionym o poczatku X i koncu Y (lub

wektorem zaczepionym w punkcie X o koncu Y), za§ wektor V z przestrzeni V nosi nazwe
wektora swobodnego przestrzeni afinicznej.

Uwaga. Zamiast ,,przestrzen afiniczna { A, V, ¢ } 'uzywamy skrétu ,,przestrzen afiniczna A

2

I Z definicji przestrzeni afinicznej wynika, ze

1) VX,YeA F1iVeV v=XY;

2) VXeA VieV AYeA XY=V (0zn.Y = X+V);
3) VX,YeA XX=0,XY=-YX;

4) VXeA vv,weV X+(§+Vv):(X+§)+Vv;

5) wektor swobodny v jest tozsamy z klasg rOwnowaznos$ci w relacjigp X ~Y & XY =v

. . o — def._,
Przyktad. Niech V dowolna przestrzen wektorowa. Przyjmujac A =V oraz ¢(X,y) = y—X

nietrudno jest wykaza¢, ze uktad { A = i , i , ¢(-,-) } jest przestrzenig afiniczna, jesli
wektory ;(, 9 , ... potraktujemy jako punkty. W szczeg6lnosci, jako afiniczng mozna

traktowac przestrzen arytmetyczng ® ".

Definicja. Jezeli na zbiorze A jest okre$lona metryka d (tzn.{ A ; d } jest przestrzenia
metryczng), to A nazywamy przestrzenig afiniczng metryczng.

Szczegblny przypadek przestrzeni afinicznej metrycznej otrzymujemy wtedy, gdy przestrzen
wektorowa stowarzyszona jest unormowana, a metryka generowana jest przez norme.

Twierdzenie. Niech przestrzen stowarzyszona V przestrzeni afinicznej A jest unormowana,
znormg |- | . Wtedy odwzorowanie:
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d:AxA>®; d(X,Y)=|XY|
jest metryka na zbiorze A.

Il Jezeli V jest unitarna, z iloczynem skalarnym ,,-”, to metryka jest ,,generowana” przez

iloczyn skalarny: d(X,Y):|W|: XY XY, X,Y €A,

Definicja. Jezeli przestrzen wektorowa V , stowarzyszona z przestrzenig afiniczng A , jest
skonczenie wymiarowa (n-wymiarowa), to A nazywamy skonczenie wymiarowg

przestrzenig afiniczng (N-wymiarowa; dim A = n; ozn. A ").

Uwaga. Niezwykle wazng strukturg matematyczng, taczacg cechy skonczenie wymiarowe;j
przestrzeni wektorowej unitarnej, przestrzeni metrycznej i przestrzeni afinicznej jest afiniczna
przestrzen euklidesowa, w ktorej ,,uprawia si¢” geometri¢ euklidesow3.

Definicja. Afiniczna przestrzenia euklidesowa E (n-wymiarowa E ") nazywamy
skonczenie wymiarowa (N-wymiarowg) przestrzen afiniczng z euklidesowa wektorowa

przestrzenia stowarzyszong E (n-wymiarowa E ") i metryka generowang przez norme

(generowana przez iloczyn skalarny w przestrzeni E ).

Przyktad. Afiniczng przestrzenig euklidesowg (tzw. arytmetycznag) jest przestrzen ®" ciggow

ozn. ozn.
liczbowych n-elementowych x = (x;),y = (y;) (ciagi te maja dualny charakter — punktow i

wektorow, tj. X =;(, y =§/) takich, ze @ =(Y; = X;), Xty =(X+Y;), ax=(aX),

X-y=%Y, X=%X, dxy)= \/(yi —%)(Y; — %) (przy zastosowaniu konwencji
sumacyjnej).

Przyktad. Przestrzen E = E, przy @ = 9 —X , gdzie E jest wektorowg przestrzenia

euklidesows, jest afiniczng przestrzenia euklidesowa.

Definicja. Niech {A, \7, @ } przestrzen afininiczna, B podzbior A (B c A) , U podprzestrzen
liniowa V oraz w obciccie ¢ do B, czyli y (X, Y) = ¢ (X, Y) dla X, Y e B. Jezeli uklad
{B, U, l} } jest przestrzenig afiniczng, to mowimy, ze jest podprzestrzenig afiniczng
przestrzeni {A, \7, ¢} (k-wymiarows, jesli dimU =k ). O zbiorze B mowimy, ze jest

(pod)zbiorem afinicznym przestrzeni A.

I Jesli E jest afiniczng przestrzenig euklidesowsg, a F podzbiorem afinicznym
(k-wymiarowym), to F jest afiniczng przestrzenia euklidesowg (k-wymiarowa).

Przyktad. Niech A ustalony punkt przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej Vi
niech (Gl,ﬁz,...,ﬁk) ustalony podzbidr przestrzeni V. Wtedy zbior
B={YeA;Y=A+7lT;, (n) e}
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jest podzbiorem afinicznym przestrzeni A (k-wymiarowym, jesli (U j) (1=1,...,k) sa liniowo

niezalezne). Przestrzenig stowarzyszong B jest U = lin(U i ).

4.2. Podzbiory przestrzeni afinicznej

Pierwszg klasg (typem) zbioré6w w przestrzeni afinicznej sa podzbiory afiniczne, w tym
podzbiory skonczenie wymiarowe. Nazywamy je odpowiednio:

- prostymi, je$li sg to zbiory 1-wymiarowe,

- plaszczyznami, jesli sa to zbiory 2-wymiarowe,

- hiperptaszczyznami, jesli sa to zbiory k-wymiarowe w przestrzeni n-wymiarowej lub
nieskonczenie-wymiarowe;j.

Podzbiory przestrzeni afinicznej nie bedace afinicznymi nazywamy nieafinicznymi. Jest wigc
,,W sumie” mnoga ,,rozmaitos¢” podzbiorow przestrzeni afinicznej, ktorych whasnosci oraz
podziaty na typy (klasyfikacje) zaleza od dodatkowe;j struktury, w jaka wyposazona jest
przestrzen i od wlasnosci stanowiacych kryteria klasyfikacyjne.

I tak, w dowolnej przestrzeni afnicznej mozemy zdefiniowac rdwnolegto§¢ dwoch zbiorow
afinicznych B i B’, jezeli odpowiednio ich przestrzenie stowarzyszone (jako podprzestrzeni

afinicznych) uiu' sg takie, ze U jest podprzestrzenia liniowa U" lub na odwrét lub U =
U’ (ozn. B || BY).

W przestrzeni afinicznej, ktorej przestrzen stowarzyszona jest unitarna mozna zdefiniowac
prostopadtos¢ (ortogonalnosc) dwoch zbiorow afinicznych B i B, jezeli odpowiednio ich

przestrzenie stowarzyszone (jako podprzestrzeni afinicznych) Uuiu: s ortogonalne, tzn.
Uulu® (ozn.B L B’).

Sposrod zbiorow nieafinicznych (w dowolnej przestrzeni afinicznej A) mozna wyrdznic¢
zbiory quasi-afiniczne k-wymiarowe: zbior C jest quasi-afiniczny k-wymiarowy (w
przestrzeni afinicznej A), jezeli istnieje k-wymiarowy zbior afiniczny B zawierajacy C

(C = B c A)inie istnieje zaden I-wymiarowy zbior afiniczny zawierajacy C (np. odcinek jest
quasi-afiniczny 1-wymiarowy, okrag jest quasi-afiniczny 2-wymiarowy i — jak zobaczymy
dalej — jest nieafiniczny zakrzywiony 1-wymiarowy, koto jest quasi-afiniczne 2-wymiarowe
itd.).

W wypadku, gdy przestrzen afiniczna jest metryczna, do jej podzbiorow odnoszg si¢
wszystkie pojecia 1 wlasciwosci ,,topologiczne” sformutowane w p. 1.2. Afiniczno$é
jednakze, a zwtaszcza euklidesowos¢, daje nowe mozliwosci definiowania pojec¢ lub
wnioskowania o pojeciach zdefiniowanych.

Niech zatem E bedzie przestrzenig euklidesowg (n-wymiarowg). Wtedy — przyktadowo:
- zbior Z (zawarty w E) jest zwarty < Z jest domknigty i ograniczony;

- zbior Z (zawarty w E) jest spojny <> jest lukowo spéjny , tzn. VX, YeZ IXY cZ

1-4 1 4



(przez tuk XY w przestrzeni E rozumiemy zbiér homeomorficzny z odcinkiem XY,
homeomorfizm zas$ to odwzorowanie bijektywne i ciggle wraz z odwzorowaniem odwrotnym,

natomiast odcinek XY w przestrzeni E, to zbior {P € E: XP = éﬂ, £el0,1};

- zbior Z jest obszarem jednospdjnym < Z jest obszarem (por. p. 1.2) takim, ze kazda sferg
S(X, r) zawartg w zbiorze Z dla pewnego r, mozna przeksztatci¢ w sposob ciggly
w punkt X za pomocg funkcji ¢ € [0, 1] ; e —> S(X, (1—¢) r) < Z (S(X,0) = {X}).

Waznym poje¢ciem dotyczacym zbiordw w przestrzeni E jest miara (Riemanna). Niech K
bedzie k-wymiarowa kostka w przestrzeni E (1 <k<n). tzn.

K =W1><...><X_Yk,
przy czym wektory U i= Wj (= 1,...,K) tworzg uktad ortogonalny. Kostka K jest
k-wymiarowym zbiorem quasi-afinicznym — obszarem domknigtym

K ={PeE:P=X+nll;n) <[0.1]}
w k-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej

F={PeE:P=X+nlu;; (1)) e},

Przez miar¢ (k-wymiarowg) Riemanna (krotko: miarg) kostki K rozumiemy liczbe
ozn. ozn.

def. | - IV
K = mes(K) = |[K| = ‘XYl‘...‘XYk‘ ;dla k =1 miara ta nosi nazwg dtugosci (K = XY1
jest odcinkiem), dla k = 2 — pola powierzchni (K = XY1x XY 2 jest prostokagtem), adlak =3
— objetosci (K = XY1xXY2x XY3 jest prostopadios$cianem).

Za pomocg miary kostki definiujemy miar¢ (Riemanna) zbioréw o bardziej ztozonych
,ksztattach”. Niech Z k-wymiarowy zbior quasi-afiniczny zawarty w k-wymiarowym zbiorze

afinicznym F przestrzeni E. Niech Ky’ (r € I’c &) i Ks” (r € 1”c &) beda dwiema
rodzinami kostek roztagcznych lub o wspolnych kostkach co najwyzej

k—1-wymiarowych i takimi, ze U, K, '€ Z cU¢+K". Niech K'=X% _, . mesK, oraz
K"=3% ~mesK/". Jezeli istnieje K =sup K’ =inf K>, to K nazywamy k-wymiarowg miarg

zbioru Z, ozn. K = mes Z. Przy tym jesli miara ta istnieje, to miara k+1- wymiarowa jest
réwna zeru.

4.3. Uklad odniesienia. Wspolrzedne punktu

Definicja. Niech A" = { A, vV n, @ } n-wymiarowa przestrzen afiniczna i niech O € A"

N . .—Nn
ustalony punkt A", a (&) ustalona baza przestrzeni stowarzyszonej V . Uklad

U = {O; (&)} nazywamy ukladem odniesienia lub reperem globalnym przestrzeni A".

Twierdzenie. Niech U = {O; (&)} ustalony uklad odniesienia przestrzeni afinicznej A".
Wtedy odwzorowanie

-4 /5



lo: X —> x=0XeV , XeA"

jest bijekcja afiniczng (obrazami zbiorow afinicznych k-wymiarowych sg k-wymiarowe

. - — . , . :
zbiory afiniczne w przestrzeni V  traktowanej jako przestrzen afiniczna), a odwzorowanie

U:X— () er", Xe A'; x=0X =x'¢i

jest bijekcja afiniczng (obrazami zbioréw afinicznych k-wymiarowych sg k-wymiarowe

zbiory afiniczne w przestrzeni ® " traktowanej jako przestrzen afiniczna).

I Wektor X =OX nosi nazwe wektora potozenia punktu X, a cigg (Xi) nazywamy

uktadem wspotrzednych afinicznych punktu X przestrzeni A" wzgledem uktadu
odniesienia U (XI sg zwane wspotrzednymi afinicznymi lub prostoliniowymi) .

Mowimy, ze uktad odniesienia U generuje uktad wspotrzednych prostoliniowych
w przestrzeni A"

Il Jezeli A"=E" jest euklidesowa, a baza (€i) jest ortonormalna, to uktad

- . 0zn.
odniesienia U = {O; (ei)} nazywamy Kartezjanskim, a wspotrzedne x' = X (i=1,
..., N) nazywamy kartezjanskimi. Odwzorowania lo, lu sg wtedy izomeriami
(oprocz rownoleglosci zachowuja takze odleglosé i prostopadtos¢ — odleglosé

miedzy dwoma punktami w E" jest taka sama jak miedzy ich obrazami w E " ®",

podobnie prostopadlo$é wektorow w E" jest prostopadtoécia ich obrazow w

przestrzeniach E'i ®™).

I Niech U={0; (§ )}i U ={0O’; (€)} dwa uktady odniesienia przestrzeni
afinicznej A". Niech (& i) beda wspotrzednymi punktu O’ wzgledem uktadu
odniesienia U, (x') wspotrzednymi punktu X wzgledem U, a (x ") wspotrzednymi X

-

wzgledem U’ (X — punkt dowolny w A"). Niech &. = A'&; . Wtedy

Xi Zfi +Aiiinl.
Definicja. Przestrzen afiniczna (w szczegdlnosci euklidesowa) jest zorientowana,
jesli bazie (€;) ustalonego uktadu odniesienia U nadamy okreslona orientacje, a w

innych ukfadach odniesienia dopuszczamy bazy zgodnie zorientowane.
Definicja. Niech U uktad odniesienia przestrzeni afinicznej A". Przestrzen (afiniczng
N-wymiarowsg)
Au={Xe A";X=0+ X&, (x})e )",
czyli obraz przestrzeni ® " w odwzorowaniu:
It () > X=0+x'5, (x)er",

nazywamy przestrzenia potozen wzgledem uktadu odniesienia U.

U. Pojecie to jest kluczowe dla opisu ruchu w mechanice.
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4.4. Reprezentacje analityczne zbiorow w przestrzeni afinicznej

W prowadzenie (przyjecie) w przestrzeni afinicznej A" uktadu odniesienia U = {O; (&)}
prowadzi do reprezentacji analitycznej tej przestrzeni i zawartych w niej zbiorow, tzn.

umozliwia reprezentacje liczbowa zbioru Z za pomocg odwzorowania odwrotnego do
odwzorowania:

(X)>X=0+x6 eZc A" (X)ezcr".

W szczegdlnosci zbidr liczbowy Z moze byé obszarem w przestrzeni arytmetycznej |,

a wiec wtedy Z jest obszarem w przestrzeni afinicznej A", gdy A" jest metryczna.

Jezeli zbior Z nie jest obszarem w ® ", ale jest tworem o regularnym ksztalcie, to
wspotrzedne (X i) punktéw tego zbioru mogg nie by¢ niezalezne, ale moga spetnia¢ pewne
relacje — zatozmy, ze Z jest zbiorem tych wspotrzednych (x i) e X< ® " (x— obszar), ktore
spetniajg réwnania :

Fi(x,...x")=0, j=1,...r,
tj. rownania hiperpowierzchni k-wymiarowej Z (k=n—r), jesli Fj sa niezalezne, tzn. klasy C*
na X o macierzy Jakobi’ego rzgdurna x.Dla n =2, r=1mamy po prostu krzywa ptaska,

dla n=3, r =1 - powierzchnig, a dla n = 3, r = 2 — przecigcie dwoch powierzchni, czyli
krzywa przestrzenna.

Tego typu reprezentacja jest tzw. reprezentacja afiniczna (prostoliniowg). Mozliwa i czesto
bardzo dogodna jest inna reprezentacja — tzw. reprezentacja krzywoliniowa. Przedstawimy
zatem syntetycznie reprezentacje dowolng (w szczegolnosci prostoliniowg lub
krzywoliniowg).

Niech
wysohexca™ w)everX

bedzie danym odwzorowaniem injektywnym klasy C! o macierzy Jacobi’ego [6Xi / ou j]

rzedu k na obszarze U, zwanym odwzorowaniem definiujagcym wspétrzedne uogdlnione
(dowolne) (u’) reprezentujace zbior

Z={XeA";X=0+x' ()&, u)evcr*y.

ozn. ozn.
Jezeli k=1,t0 Z = L jest krzywa, dla k =2 mamy powierzchni¢ Z = S (lub obszar
ptaski, gdy k=n=2),adla n> k > 3 méwimy o hiperpowierzchni k-wymiarowej (lub
0 obszarze przestrzennymdla n=k > 3).

Funkcje X = X’(uj) oraz X' =x (uj) przy (uj) elc Q{k noszg nazwe¢ odpowiednio
reprezentacji lub mapy wektorowej oraz analitycznej zbioru Z , zwanego takze

k-wymiarowa rozmaitoécig klasy C!, tzn. zbioru tych X = O + X’(uj) =0+ X (u j)éi dla

(u j) elc T\k w danym, ustalonym uktadzie odniesienia Uo, w ustalonych wspoétrzednych

1-417



uogolnionych (dowolnych) (u j) . Reprezentacja ta generuje tzw. geometri¢ wewnetrzng

rozmaito$ci Z, a a takze jest podstawg tzw. ,,geometrii zewnetrznej”.

Wektory § i —o% / oul nazywamy bazg lokalng rozmaito$ci Z, wyznaczajgca w punkcie

X=0+X (u J)é’i tzw. podprzestrzen styczna do Z

Tx={Ye A": Y =XUul)+7i§ u), (") <k*}.
Wektory §; (u') sa bowiem styczne do tzw. linii parametrycznych u' (w punkcie X(uJ), ;.
krzywych (w szczeg6lnosci prostych) Li = {)~( =0+X% (G")}na rozmaitosci Z, gdzie

Xi @)=x@u', ...,G',...,uk) (tzn.u' = ik jest zmienne, a pozostale z ul,...,uf ustalone).

W efekcie dla wszystkich u' powstaje na Z siatka linii parametrycznych L; . Jest to siatka
ciggla, tzn. przez kazdy punkt X e Z przechodzi k linii Li,..., Lk przecinajacych si¢ w tym
punkcie.

Podprzestrzen (przestrzen) styczna Tx jest K-wymiarowa podprzestrzenig afiniczng w A",
bowiem wektory §; sa liniowo niezalezne (aigi =a'ox/out = a'ox) /auiéj =0 a' =0
dlai=1,...,k, gdyz macierz [8XJ /Gul]jest rzedu k).

Niech
dTx={Ye A":Y = X(ul) +7'G ), (') <[0,du'}},

przy X=Xl i §;= §;(u’) oraz du' infinitezymalnych. Wtedy dTx~ dZx , gdzie dZx jest
elementarnym ptatem Z, tj. czgécig Z wyznaczong (ograniczong) przez linie parametryczne
przy G'=u'oraz G'=u'+du’(i=1,...,K). Niech nastepnie dZ bedzie k-wymiarowa miara
zbioru dTx . Wtedy

mes (Z) = [,,dZ

nazywamy miarg (K-wymiarowg) rozmaitosci Z.

Jezeli k = n, to kazda z baz lokalnych (§;) (w kazdym punkcie X) jest baza przestrzeni
stowarzyszonej V (tak, jak baza globalna (€;)). Jesli k < n, to baze (§;) rozszerza si¢ do
petnej bazy przestrzeni V . Rozszerzenie to nie jest jednoznaczne. Nalezy je odpowiednio
zdefiniowac, tj. wprowadzi¢ taki uktad wektorow (G;) (g = G; (u') dla (u') eVorazi=1,
..M, ze G, =G, dlar=1,....k<noraz (u') eV. Przyktadowo:

1) dlak =1, n=2, czyli dla krzywej (lub prostej) na ptaszczyznie: QZ 14, tak, ze ((jik , gZ)
ma t¢ sama orientacjg, co (€, , €,), przy A? = E?; jesli X =X(u) (u OZ:n'ul € UcR) jest klasy
CZid?%/du®#0 Yued, to jako @, przyjmuje sie wersor normalny gtéwny fi, tzn.
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gf =g, =t =dx/ds (wersor styczny), g; =0, przy u = s — parametr naturalny,
d?x/ds? = k,f, k,—krzywizna (k, =1/ p, p—promien krzywizny);

2) dlak =1, n =3, tj. dla krzywej przestrzennej w przestrzeni A3 = E3, przyjmuje sie, przy
u' = s (parametr naturalny) i g, = g, =t =dX/ds(wersor styczny): G, =1 (wersor
normalny gtowny — dt /ds=k, ) oraz g’; =b =t xn (wersor binormalny);

3) dlak =2, n =3, tj. dla powierzchni w przestrzeni A3 = E3, przyjmuje si¢ zwykle

G; =g, =0x/ou" (r=12) i §3 =8, =§;xT, /|G, x§,| albo gy =4, =G, /1§, | (r=12)i

;=85 :glxgzl|glxgz|-

Do zdefiniowania ,,metryki lokalnej” w zbiorze Z, czyli do okreslenia dtugosci ds
elementarnego luku krzywej L (L < Z), a takze do innych celow, wprowadza si¢ w
przestrzeni A" = E" tensor metryczny (grs(W)): grs = §, - G5 - Mamy bowiem: (ds)? = grsdu'du®
dla tuku dL o koncach o wspotrzednych (W) i (U + dul). Ponadto definiujemy nastepujace
obiekty ,,geometrii wewng¢trznej” na Z:
- wyrdznik tensora metrycznego: g = det [grs] ;
- tensor metryczny odwrotny (9™): [9"]=[grs] *;
- pseudotensory Ricci’ego (ers) (erst), odpowiednio przy n=2,n = 3:
€rs :\/Eers’ Crst :\/Eerst;
- kobaze lokalng (§'): g" = grsgs ;
- symbole Christoffela I i Il rodzaju (Z5s) i (7)) Fist = G, Ggr It = G - gy , 9dlzie
Gy =0, /6u® =%/ au"au®, jesli Z jest klasy C2

(oczywiscie dla kazdego X(u)) € Z).

Analogicznie, przy wykorzystaniu bazy lokalnej rozszerzonej (g‘i* ) , definiujemy obiekty
»geometrii zewnetrznej” na Zw przestrzeni E".

Przyktad. Rozwazmy szerzej wazny z praktycznego punktu widzenia przypadek geometrii
(wewngtrznej 1 zewngtrznej) powierzchni S (k = 2) w przestrzeni trojwymiarowej E (n = 3).
Przyjmijmy wygodng w tym przypadku umowe, ze indeksy oznaczone matymi literami
greckimi przyjmujg wartosci 1, 2 («, f,...=1,2), a indeksy oznaczone matymi literami

tacinskimi przyjmujg wartosci 1, 2, 3 (i, j,k,...=1,2,3). Mamy zatem, w tym przy

wykorzystaniu wprowadzonych juz wielkosci:

A) parametryzacj¢ (mapg¢) wektorowa i analityczng powierzchni S
% =x(ut,u?), x' =x' (ut,u?), U%) eV (obszarw®?)
oraz siatke linii parametrycznych na S o parametryzacjach

- 1,2 < 1 2y
Xl :X(u ,u |C0nSt)’ X2 :X(u |COﬂSt7u )1
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B) elementy geometrii wewng¢trznej:

- baze lokalng styczng do powierzchni (baza wektorow stycznych do linii parametrycznych

w punkcie X (ul,uz))
g, =dXx, /du” =

la’

generujgca podprzestrzen styczng T (u u )W punkcie X (ul, u2) oraz baze lokalng

Wersorow
a,=9,/19,1;
- tensor metryczny (gaﬁ) i pierwsza forma kwadratowa powierzchni S
Oop =0, Gp, 1= (ds)® = Oup du®du”

gdzie (ds)” = (dsy +ds2)” = (g,,du®)-(d zdu”);
- wyroznik g i tensor metryczny odwrotny ( g“ﬂ )

g =detlg,,], [0°71=[0,,1";
- kobaza lokalna (§“ ) oraz kobaza lokalna wersoréow (@“ ) styczne do S

§“=9""g,, a“=g¢“/1g"|,
przy czym

0’ =g%-9" =9"" §"-95=00=65, 9.5=9s

1G,%G=9, 1667119 ;

- pseudotensory Ricci’ego (€,,) | (e?)

eaﬁ z\/aeaﬂ, eaﬁ :\/aeaﬂ,
oraz
/= gﬂyeay - gayeyﬂ’ e’ p=0""e,5=05.8";
- symbole Christoffela | rodzaju i Il rodzaju
Capy=9ap 9y Tap=0apd
gdzie
ga’ﬂ = X’aﬂ = X’ﬂa = Gﬂ’a’
a wigc
r

_ _ é b4 yS .
apy =Tpay =9y pa Top=Tss =9 Tops;

C) elementy geometrii zewnetrzne;j:
- wersor normalny do powierzchni S

a1 L o
G,=a gglxgz g°=a’=Jgg'xg?,

a wigc takze baza lokalna (§;) i jej kobaza (g ! ) oraz bazy jednostkowe, tzw. ,.fizyczne”
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(a;) i(éi) , przy czym
gixgjzeijkgkzeijkgk’ @'xgj=e'jk§k=e'jk§k, q'xgj:e"kgkze”kgk

- tensor krzywiznowy ( baﬂ) I druga forma kwadratowa powierzchni S

b5 =Rg 03 = Guop O3 = Gprg- O3 =Bger 1=, 5 du”du”;
- wyr6znik b i tensor krzywiznowy odwrotny (b“ﬂ ) i mieszany (bf )
b=detlb,, ], [b“’1=[b,," [B*1=[b"“l, bi=b,g""=b"g,,,

- krzywizna Gaussa

Ks=b/g,
wedtug znaku ktorej dzieli si¢ (klasyfikuje) punkty na powierzchni / powierzchnie na
eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne, gdy odpowiednioK >0, K, =0i K;<0

w danym punkcie / w kazdym punkcie powierzchni;

D) podstawowe roéwnosci wigzace elementy geometrii powierzchni:
- wzory Gaussa-Weingartena (wyrazajace rozktad pochodnych wektorow bazy lokalnej
w tej bazie)
G =T7.G +b .Go=T . G" +b .G°, G, =-b’G,=-b .G°;
ga,ﬂ aﬂg;f aﬂg3 aﬂyg aﬁg ! g3,a a gﬂ aﬂg !

- wzory na symbole Christoffela (w zaleznosci od pochodnych tensora metrycznego)

1 :
Lopy = E(ga%ﬂ *9p1.0 = Yapy)
- zwigzki Codazziego-Mainardiego i tozsamo$é Gaussa®

1 2 1 2
By =0y 1 =BT 0y +0, (T —Tgr) —byplyy

1 1
Ke = 5(2 G122~ 91122 = 9p201) + 5 (Mol i20 =Tl 110 )

Uwaga. Do rozmaitosci k-wymiarowych w przestrzeni afinicznej euklidesowej
(n-wymiarowej; 1<k <n) zaliczymy takze spdjne zbiory Z, ktére mozna przedstawi¢ w
postaci sumy zbioréw k-wymiarowych zO okres$lonych przez mapy (D = )?(I)(u J ),

(uj) e cﬁk (I=1, ..., N). Lacznie rodzina map {)?(I) = X(I)(uj), I=1,..., N} tworzy
atlas rozmaitoséci Z = UZ(') , przy czym jesli ZW~zW 27 dla pewnych 1iJ, to

X =xP @y dia @) e Aot

Przykladem tego typu rozmaitosci jest cze$é sfery S(O, r) w przestrzeni E3 (k = 2, n = 3), jesli
jako wspotrzedne parametryczne (ut, u?) przyjmiemy wspotrzedne kartezjanskie tej z
plaszczyzn, ktorag mozna wzajemnie jednoznacznie zrzutowac¢ dang czes¢ sfery

(Np. X=X€ +X,€, + ,/rz - x12 - xlzé3, (X1, X2) € U =(-r/2, r/2) x (-r/2, r/2)). Innego typu

! Rezultat ten Gauss nazwal Theorema Egregium (najdoskonalsze twierdzenie), bo uznat za takie to, ze typ
powierzchni jest elementem geometrii wewngtrznej
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reprezentacj¢ (mapy, atlas) otrzymujemy wtedy, jesli jako wspotrzedne parametryczne

przyjmiemy wspotrzedne geograficzne (dtugosc i szerokos¢ geograficzng).

Uwaga. Waznym przyktadem rozmaito$ci s obszary n-wymiarowe V w przestrzeni E" (n = 2
lub n = 3), ktorych brzeg jest sumg rozmaitosci k-wymiarowych (k= 1,..., n—1) oraz
izolowanych punktow (wierzchotkow, narozy). Na przyklad, brzeg obszaru prostokatnego w
przestrzeni E2 jest sumg czterech odcinkéw otwartych (bokow bez koncow), bedacych
jednowymiarowymi rozmaito$ciami (zbiorami quasi-afinicznymi), oraz czterech punktow
(wierzchotkoéw prostokata).

4.5. Przeksztalcenia zbiorow w przestrzeni afinicznej

Niech {A,V, @} i {A'V', 5} dwie przestrzenie afiniczne i niech Z zbiorw A,a P:Z > A’
odwzorowanie injektywne zbioru Z na zbior Z’ =Im P =P (Z). W jezyku geometrii
afinicznej (w jezyku przestrzeni afinicznych) méwimy, ze P jest przeksztatceniem zbioru Z
na Z’ (tzn. P jest bijekcja Z na Z°).

Przyklad. Niech A" przestrzen afiniczna n-wymiarowa, U = {O, (&) } jej ustalony uktad

odniesienia, za$ A’ = ® ". Przyktadem przeksztatcenia zbioru na zbidr jest odwzorowanie

(bijektywne) P = lu, gdzie przyktadem przeksztalcenia zbioru na zbioér Z =1Iu (Z)
U:ADZ —»Zc ®"; X — (x), OX=x§.

Szczegblnie wazne sg przeksztatcenia zbiorow, gdy A = A, tj. w tej samej przestrzeni

afinicznej.

Definicja. Niech A dowolna przestrzen afiniczna, a Z i Z’ jej podzbiory. Przeksztatcenie
bijektywne zbioru Z na Z’, zachowujace orientacj¢ nazywamy deformacjg zbioru Z do

konfiguracji Z°.

Uwaga. Niech E przestrzen euklidesowa, ® deformacjg zbioru Z na Z’: X’ = 9(X), XeZ.
Jezeli

XY= [XY] VX, YeZ (X'=D(X), Y'=D(Y)),
to ® nazywamy deformacja sztywna (innymi stowy, jest to izometria, ktéra zachowuje

orientacje).
I Deformacja sztywna jest w szczegdlnosci translacja (przesunigcie) zbioru Z o wektor w
przestrzeni stowarzyszonej E :
T Z>Z XX =X+W (XX'=W VXeZ),
w - wektor przesunigcia (translacji) zbioru Z.

Il Deformacja sztywng jest takze rotacja zbioru Z dookota punktu A € E (A — $rodek rotacji /
obrotu):

R:Z—Z" R(X)=X,AX'=R(AX),
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gdzie R € L(E)jest operatorem rotacji/obrotu (por. p. 3.3).
" Jezeli Z’ = D(Z), gdzie P deformacja, to Z i Z’ nazywamy zbiorami przystajacymi.
IV Dowolna deformacja sztywna jest ztozeniem translacji i rotacji. Dowolna deformacja jest

ztozeniem deformacji sztywnej i odksztatcenia.

Uwaga. Przeksztalcenia zbioréw dogodnie jest definiowac i analizowac¢ na podstawie réznego
typu reprezentacji (wektorowych lub analitycznych), tj. funkcji (wektorowych lub
liczbowych) punktéw lub wspotrzednych punktow tych zbiorow.

Niech Ai A’ przestrzenie afiniczne skonczenie wymiarowe (dim A =n, dim A’ =m),
au={0, (g)} v ={0’, (¢’ i )} odpowiednio ustalone w nich uktady odniesienia

definiujace wspolrzedne (prostoliniowe) (x'), (x*)):
luX —> (K); OX=%x=x'8, XeA, (X)er"

Pui X - (&), oX=x=x"e, X eA, (&)er™

NiechP:Z — Z’,Z c A, Z’ = A’ bedzie przeksztalceniem takim, ze X'=&(X), X € Z
(funkcja ta zwana jest funkcja przeksztatcenia P). Jest ona pierwsza reprezentacja wektorowa
przeksztatcenia P 1 jest rtOwnowazna nastgpujacym reprezentacjom analitycznym:

- reprezentacji m-wymiarowej we wspoétrzednych prostoliniowych (kartezjanskich, gdy A =
E,A’=FE)

1=, (ezer) ¢hezcr
gdzie (x’V) =T'w (P (), 2=10(2), Z’=T'v (2%);
- jezeli w przestrzeni A (lub tylko na zbiorze Z) wprowadzimy wspotrzedne uogoélnione (u"):
X'=x ("), Wevckk K)ez (k<n),
aw przestrzeni A’ wprowadzimy wspoétrzedne uogélnione (6°):
X' =x1(09), (0°) eV ", (x") € Z’,
to otrzymamy reprezentacje analityczng we wspolrzednych uogélnionych (w szczegolnosci
moze by¢ (U") = (X') lub (x’') = (6%) ).

W przypadku, gdy A’ = A (np., gdy P = ® jest deformacja zbioru Z), to mozemy postapi¢ jak
wyzej, wprowadzajac dwa uktady odniesienia U = {O, (€;)}i U’ ={O’, (€;.)} (terazm=n

oraz () =(x"),j=i"=1,....n), czyli dla uktadu wspoétrzednych (prostoliniowych Iub

uogolnionych) — jeden dla reprezentacji analitycznej zbioru Z, a drugi dla reprezentacji

obrazu Z’ = P(Z). Mozemy tez uzy¢ tej samej reprezentacji liczbowej przestrzeni A do

reprezentacji analitycznej zbioru Z, pamigtajac jednak by uzy¢ innego oznaczenia na

wspotrzedne punktow X € Z niz na wspoétrzedne ich obrazow X’ = P(X) — np. we

wspotrzednych prostoliniowych za pomocg funkcji analitycznych przeksztatcenia
X=X, (X) e z

Druga, podstawowa w dziedzinie inzynierii ladowej, reprezentacja wektorowa przeksztatcenia
PP zbioru Z na zbior Z’ w przestrzeni afinicznej A jest reprezentacja przemieszczeniowa, ktora
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jest funkcja wektorowa (pole wektorowe):
W=w(X), XeZ,
gdzie wW(X)=XX" jest wektorem przemieszczenia punktu X do jego obrazu X> =P (X).

Ustalajac w przestrzeni A (n-wymiarowej) uktad odniesienia U = {O, (€; )} oraz
uwzgledniajae X = O + X'éi , W= W'éi , Otrzymujemy nastepujaca reprezentacje

przemieszczeniowa analityczng we wspotrzednych prostoliniowych (w szczegodlnosci

kartezjanskich):

w=w(x), ez z=I1u@).
Wprowadzajac W zbiorze Z wspotrzedne uogolnione (U")e U R* oraz baze lokalng
rozszerzong (pelna) (§;) (gj=4d; (U) dlaX(u)eZprzy (U)ed, j=1,...,n)i

uwzgledniajac rozktad Ww=*w’ g wektora W(X) przy X = X(u")eZ, otrzymujem
gledniajg g przy ymujemy

reprezentacje przemieszczeniowa analityczna we wspoirzednych uogolnionych

przeksztalcenia P:

wl=*wl ), Wev.

4.6. Pola na zbiorach w przestrzeni afinicznej

Tym ,,dziwnym” terminem ,,pole na zbiorze” okresla si¢ funkcje, ktorej argumentami sa
punkty ze zbioru — dziedziny funkcji (lub wspotrzedne punktow z tego zbioru).

Definicja. Niech A przestrzen afiniczna o przestrzeni stowarzyszonej V i niech W przestrzen
wektorowa (obie nad ciatem ®), niech Z zbior (dowolny) przestrzeni A. Przez pole na zbiorze
Z rozumiemy funkcje o dziedzinie Z i o warto$ciach w przestrzeni W .

Uwaga. W zaleznosci od specyfikacji przestrzeni A, zbioru Z oraz przestrzeni W
otrzymujemy przypadki szczegolne pol, odpowiednio dodatkowo nazywanych.

Przyktadowo, jezeli przestrzen A jest dowolna, zbior Z jest dowolny, a W = ®, to pole o =
o(X), ae®, XeZ, nazywamy polem skalarowym, a jesli W = ® ™, to o polu (&) = (£J(X)),
(&) e ™, XeZ, powiemy, ze jest polem wektorowym analitycznym lub ze jest to wektor
pol skalarowych & = £J(X), XeZ (j=1,2, .....,m).

W przypadku, gdy W =V , to mamy typowy przyktad pola wektorowego V =V(X), V eV ,
XeZ (np. pole przemieszczen W=W(X), WeV , XeZ okreslajace deformacje zbioru Z).

Wazne przypadki pol na zbiorze Z mamy wtedy, gdy Z jest rozmaitoscia, W jest przestrzenia
wektorowg ztozonych obiektow (majgcych wszakze zwigzek ze strukturg przestrzeni A).
Takimi sa, przyktadowo, pola tensorowe, gdy W = L®9( V™ V; ®), oraz pola operatorow
liniowych, gdy W = L(V).
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JezeliA=@®",iZ=2zc ®", to de facto pola okreslone na Z s3 funkcjami jednej zmiennej
(n =1) lub funkcjami wielu zmiennych rzeczywistych (n >1) (o warto$ciach skalarowych,
wektorowych lub tensorowych). W tego typu przypadkach rowniez stosujemy okreslenie
,pole”, zwlaszcza, gdy Z jest zbiorem wspotrzednych zbioru geometrycznego Z).

Uwaga. Podobnie, jak to sformutowano w drugiej uwadze w p. 4.5, rowniez przypadku pol
dogodne sg do ,,obrobki rachunkowej” ich reprezentacje analityczne.

Niech A przestrzen afiniczna n-wymiarowa (n-wymiarowa jest rOwniez przestrzen wektorowa
stowarzyszona V ), niech U = {O, (&)} uktad odniesienia (ustalony) generujacy uktad
wspolrze;dnych prostollnlowych (reprezentacje analityczng lu: X S, XeA ) e
OX=X=X € eV ), niech (*¢') baza dualna do (€,) iniech Zanalityczny obraz zbioru Z,

w przestrzeni A, na ktorym okreslone jest pole

- skalarowe: X > a(X), X e Z, a(X) € ®

- wektorowe: X — V (X), X € Z, V (X) € V,

- operatorow liniowych: X— K (X), X € Z, K(X) € L(V)

- tensorowe: X— T (X), X € Z, T(X) € L®- (V)

itp. Uwzgledniajac X = X (X") (przy (x") = Iu (X), X € Z) oraz rozktady V = Vié-

K= KiJ *g! ®€;, T =Tl B e1 ®...0F¢ ol e, ®*ejq otrzymujemy nastgpujace
q P

reprezentacje analityczne (liczbowe) pol:

- skalarowego: o= a(x"), x") e Z,a e ®,

- wektorowego: vi=yl xN, x) ez, (v j) eR™,

- operatorow liniowych: K-j = K-j (x"), (x) € z, (K-j) € R”X”

P+q

- tensorowego: Til"""Jl Q= it (X ), (X) e z (Th" ) e R"

we wspotrzednych prostohmowych.

Gdyby na zbiorze Z — rozmaitosci k-wymiarowej (1< k < n) — wprowadzi¢ reprezentacje¢
analityczng za pomoca wspotrzednych uogdlnionych: X' = X' (U"), (U eV ¥ (X) e z,aw
kazdym punkcie X (u") wprowadzi¢ baze lokalnq rozszerzong §; i (u") (baze przestrzeni V
dla kazdego X (u")) oraz do niej dualna ("G’ (u")) (baze przestrzeni dualnej V*), to
otrzymaliby$my analogicznie reprezentacje analityczne (liczbowe) pol — tyle, ze teraz we
wspothrzednych uogélnionych (jako funkcje liczbowe zmiennych (u") e V).
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5. PODSTAWOWE ZAGADNIENIA ANALIZY
MATEMATYCZNEJ

Takie pojecia jak granica, cigglo$¢, pochodna czy tez catka to sg te pojecia, ktore gtdéwnie kojarza sig
nam z analizg matematyczng. Dlaczego wigc dopiero teraz bedg omowione? I to czasem ponownie,
gdyz niektore tematy byly juz poruszane.

Przede wszystkim, dlatego ze glowne pojecie rachunku rézniczkowego (jako czgsci analizy
matematycznej) jakim jest pochodna funkcji sformutujemy dla odwzorowan okreslonych w
metrycznej przestrzeni afinicznej (gtdwnie o metryce generowanej przez norme przestrzeni
stowarzyszonej), w szczegolnosci w przestrzeni liniowej unormowanej (mozna ja traktowa¢ dwojako,
rowniez jako przestrzen afiniczng), o wartosciach w przestrzeni liniowej unormowanej. Catkowac za$
bedziemy funkcj¢ zmiennej lub zmiennych rzeczywistych, ale takze pole na zbiorze w metrycznej
przestrzeni afinicznej (w szczego6lnosci na rozmaitosciach) o warto$ciach w przestrzeni liniowe;j
unormowanej. Natomiast pojecie granicy, a wiec zbieznos¢ i niejako w konsekwencji cigglos¢
rozwaza¢ bedziemy gléwnie w przestrzeni ,,tylko” metrycznej i o wartosciach w przestrzeni
metrycznej, w szczegdlnosci W przestrzeni liniowej unormowanej i w przestrzeni arytmetycznej.

Na zakonczenie przedstawimy zagadnienie o charakterze zdecydowanie aplikacyjnym, tj.
najwazniejsze ,,fakty” dotyczace szeregébw trygonometrycznych Fouriera (egzemplifikacji ogélnej
teorii szeregow Fouriera w przestrzeniach unitarnych z rozdz. 1.4).

Zamiast ogdlnego pojecia ,,funkcja” jako przyporzadkowania kazdemu elementowi z jednego zbioru
doktadnie jednego elementu z drugiego zbioru stosowa¢ bgdziemy termin ,,odwzorowanie”- takze do
wielu przypadkoéw szczego6lnych. Zas termin ,,funkcja” stosowacé bedziemy zazwyczaj do odwzorowan
o wartosciach liczbowych (rzeczywistych) lub o zmiennej liczbowej, a jesli funkcja taka bedzie
okreslona na zbiorze odwzorowan (na przestrzeni funkcyjnej), to nazywac ja bedziemy zwykle
,funkcjonatem”. Natomiast, gdy odwzorowanie jest z przestrzeni w nig sama, to okreslac je bedziemy
zazwyczaj terminem ,,przeksztatcenie” (lub ,,operator”, gdy jest liniowe). W koncu, przez ,,pole”
rozumiemy czgsto odwzorowanie na zbiorze punktéw (zwykle w przestrzeni afinicznej — takze takiej,
ktora jest traktowana jako przestrzen afiniczna). Oczywiscie powyzsze okreslenia nie sg jednoznaczne
—raczej zwyczajowe, zalezne cze¢sto od kontekstu wystepowania danego pojecia.
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5.1. Granica i zbieznos¢

W zasadzie ten podrozdzial jak i nastepny mogtby si¢ znalez¢ w rozdz. 1 poswigconym
przestrzeniom metrycznym. Zawiera on bowiem gtdwnie elementy wprowadzajace do
topologii przestrzeni metrycznych (z wyjatkiem, pojecia stabej zbieznosci, ktére wymaga
znajomosci elementoéw algebry liniowej — rozdz. 2 i 3). Jednak tytutlowe terminy, tj. ,,granica i
zbieznos¢” sg gldwnie ,,konsumowane” przez takie pojecia, jak ,,ciggto$¢”, ,,pochodna” , a
takze ,,zbieznos¢ ciagdw 1 szeregoéw funkcyjnych oraz ich rézniczkowalnos¢ i catkowalnos¢™.

Niech zatem {D; d} przestrzen metryczna punktow X, Y, ... .

Definicja. Ciag (Xn) punktow przestrzeni D ma granicg X z przestrzeni D ( lim Xn = X) lub

n—o0

inaczej cigg (Xp) dazy do X (X — X) wtedy tylko wtedy, gdy lim d (Xn, X) =O0.

N—o0 Nn—o0

HimdXn, X)=0 = V&e>0 INeny Va>N dX,,X)<e.
N—>o0

M limd(Xh, X)=0 = ve>0 INen Vam>N d(X,,X,)<e (warunek Cuchy’ego).
nN—0

Twierdzenie odwrotne do powyzszego jest prawdziwe w przestrzeniach metrycznych
zupelnych.

Definicja. Punkt S jest punktem skupienia zbioru Z przestrzeni D, jezeli S= [im Xn dla

n—c0

pewnego ciggu (Xp) takiego, ze Xn # Si X, € Z dla kazdego n > Ny i pewnego No € .

Niech {D’; d’} roéwniez przestrzen metryczna, Z zbior zawarty w D i niech f: Z — D’ dane
odwzorowanie.

Definicja. Element S’ (S’eD”) jest granica odwzorowania f w punkcie skupienia S zbioru

Z (zapis: S’= |lim f(X) lubf(X) — S’),jezeli lim f(Xp) =S’ dlakazdego ciagu (Xp)

XS X—-S N—o0
takiego, ze Xy # Si Xp € Zdlakazdegon > Ng i pewnego No oraz S= [im X, .
N—
Twierdzenie. S’ = |im f(X) & Ve&>0 36>0d(X,S) <o = d’(f(X),S") <e.
X—S

Twierdzenie. Jezeli przestrzen D' jest zupetna, to warunkiem koniecznym a zarazem
wystarczajacym na to, by istniata granica odwzorowania f w punkcie skupienia S zbioru Z
jest, aby byt spetniony nastgpujacy warunek Cauchy'ego (w jezyku ,, d — &”):

Ve>0 3050 d(X,S)<o id(Y,S)<o d'(F(X),f(Y)) < ¢.

Twierdzenie. Niech Z < D1 x ... x Dy, f: Z — D', gdzie Dy, ..., Dk, D' przestrzenie
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metryczne i niech S = (Sy, ..., Sk) bedzie punktem skupienia zbioru Z (X, = (X1n, ..., Xkn) — S

=(S1, ..., Sy przy n»o < Xjn — Sj przy n—oodlaj=1,..Kk).
Wtedy S' = jest granicg f w punkcie S (ozn. lim f(X)=S', f(X) —» S) < lim f(Xp) =
X—S X—S n—o

S'dla Xn = (X]_n, . an) = S= (S]_, . Sk), tj Xn — S.
N—o0

- n—>o0

Twierdzenie. Niech Z< D, f: Z—- D'=D'1x ...x D'y, gdzie D, D'y, ,,, ,D'm przestrzenie
metryczne, f = (f 1, ..., T m) (t]. T(X) = (f 1(X), ..., T m(X)) dla kazdego X € Z) i niech S punkt
skupienia zbioru Z (S € D). Wtedy S’=(S’1, ..., S’m) € D’ jest granicg odwzorowania f w
punkcie S (ozn. lim f(X)=S',f(X) —» S)< lim fj(X)=Sj (fi(X) — ) dla

X—-S XS X—-S XS

j=1,..m.

Uwaga. Zbiezno$¢ w produkcie kartezjanskim D = D1 x ... x Dy przestrzeni metrycznych Dy,
..., Dk, odpowiednio z metrykami dy, ..., dk jest rozumiana jest rozumiana jako zbiezno$¢

kazdej sktadowe;:
lim X, = (X1n, o, Xkn) = X = (X1, ...,) & Xy — Xy przy n—oo dla kazdego

n—oo
J=0,..., K ijest ona rownowazna zbieznosci wzgledem metryki d przestrzeni D generowanej
przez metryki di, ..., dg, np. przy Xk

(X = (X)), Y = (Y))) takiej, ze d(X,,X) = 0 d;(X,y,X;) — OdlakazdegoJ=0, 1,...

nN—oo N—o
..., K.
Uwaga. Niech D1, Dy, D’ przestrzenie metryczne, Z c D1xDo, f: Z —»D?; (X1, X2) — X’.
Oprocz granicy S’ funkcji f w punkcie (S1, Sp) zbioru Z (S* = lim f(X1,X5))

(X1, X5)=>(8,,S,)

definiuje si¢ jeszcze granice, zwane iterowanymi:
S, = lim lim (X4, X5),

X1-$1 X2 ->Sp

X9 =Sy X1
Przy tym, granica S’ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice S’12 i S’21 Oraz
S’12 =S’21. Wtedy tez S” =S’12 =S721.

Uwaga. W przypadku, gdy Z =z ® =D (f jest funkcja zmiennej rzeczywistej), wtedy

mozna zdefiniowa¢ granice ,.w nieskonczonosci”: ', = lim f(x) = lim f(x,) dla
B X—>+oo n—co

dowolnego ciagu (Xn) takiego, ze X, — *oo i x, € Z(Z jest nieograniczony odpowiednio ,,z
N—o0

gory” lub ,,z dohu”). Mozna tez zdefiniowac¢ granice ..lewostronng” i ,,prawostronng” funkcji
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zmiennej rzeczywistej, tj, S'y = lim f(x) = lim f(x,) dla dowolnego ciggu liczbowego (Xn)
X—>S™— n—oo

takiego, ze X, — S czyli x, €z iodpowiedniox,<s(dlas~), xn>s(dlas™).

N—o0
Uwaga. W przypadku, gdy D’ = ® (f = f — funkcja rzeczywista), granica funkcji moze by¢
rowna + oo lub - oo, jesli f(x,) — +oo dla kazdego ciagu (x,) zbieznego do punktu skupienia

dziedziny Z funkcji f. Jesli f,g:Do>Z—>® i lim f(X)=a, lim g(X)=b (S - punkt
X->S X->S

skupienia zbioru Z), to
- lim | f (X)| < a|
X->S

[1(¥)£9(X)] = (a:xb)
[£(X)g(X)]=ab
[£(X)/g(X)]=alb, jesli g(X)#0, b=0.

- lim
X—-S§
- lim
X—-S
- lim
X—-S
Oprocz granicy ciggu elementéw przestrzeni metrycznej, granicy funkcji w punkcie (funkcji
na przestrzeni metrycznej o wartosciach w przestrzeni metrycznej, mamy jeszcze pojgcie

granicy ciagu funkcji o warto§ciach w przestrzeni metrycznej. Przy tym granica ta moze by¢
trojakiego rodzaju.

Definicja. Niech (f,) ciag odwzorowan (funkcji) fn: Q — D (ne¥), gdzie Q dowolny zbior,
a D przestrzen metryczna (z metryka d). Niech @ (Q, D) zbior wszystkich odwzorowan
f:Q—D.

1) Jezeli w zbiorze (przestrzeni odwzorowan) @ (€2, D) lub jego podzbiorze (podprzestrzeni)
jest okreslona metryka p, to mowimy, ze ciag (fn) jest zbiezny do funkcji f (f: Q — D)

W metryce p, CO zapisujemy, co zapisujemy

P P
lim f,=f lub f, > f,
n—o0 N—o0

gdy lim p(f,, f)=0,czyli
N—o0
Ve>03IN enN Vn>N p(f,, f)<e.
2) Ciag (fn) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f (f: Q — D), co zapisujemy

lim f,=f f, = f,
Nn—oo N—o0

gdy
Ve>0aN enN VN>NVXeQd(f,(X), f(X)<e.

3) Ciag (fn) jest zbiezny (punktowo) do funkcji f (f: Q — D), co zapisujemy

lim f,=f (f, > f),

N—oo N—o0
gdy
VXeQVe>03INen Vn>Nd(f,(X), f(X)<e,
czyli lim f,(X)= f(X) lub f,(X) —» f(X) VXeQ.

n—oo N—o0
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ezeli f, = f,to f,(X) > f(X) VXeQ.

nN—o0 N—o0

Il Niech JI (Q, D) zbior wszystkich odwzorowan f: Q — D ograniczonych (f(QQ ) < ) .

Wtedy p (f, g) = sup d(f(X),g(X))jest metryka w JI (Q, D). Przy tym, jesli f, i) f,to

XeD N—00

fo = f (fo, f e J1(Q D))

n—o0

Uwaga. Niech V przestrzen liniowa unormowana z norma | . }\7 .Wtedy D =V jest
przestrzenig metryczng z metryka generowang przez normg: d(X,y)=[y—-X|; VX, y eVv.
Zbiezno$é ciggu (X,) elementoéw przestrzeni V (n e %) do granicy X tej przestrzeni jest

teraz rozumiana nast¢pujaco (jako granica w normie):

lim X, =X (X, > X) & [X;-X}; — 0.
nN—o0 nN—o0 nN—o
W konsekwencji, podobnie jak zbiezno$¢ w normie, rozumiana jest granica funkcji

f:DoZ->V (D — przestrzen metryczna z metryka d, V — przestrzen unormowana z norma

| ), w punkcie skupienia S zbioru Z, tj. lim f(X)=5 < lim f(X,)=§ (wnormie|-|) dla
X—S N—>o0

X, —S (Wmetryce d) przy X, #S, X,€Z. W szczegdlnoéci moze byé D = U (przestrzen
unormowana), Z < U oraz d(X,y) =|y - X|;j (normaw U ).

Réwniez podobnie, jako zbiezno$¢ w normie, rozumiemy zbiezno$¢ ciggu funkcyjnego (Fn)
do funkcji f w przestrzeni F(Q;V) (Q — dowolny zbiér, V — przestrzen unormowana z

normg | ), ktora jest przestrzeniag liniowa:
1) zbiezno$¢ punktowa

lim f,=f (f, > f) © ¥YXeQVe>0INen Vn>N|f,(X)- f(X)|<e,
—

N—o0 n
2) zbiezno$¢ jednostajna

limf,=f (f, = f) © Ve>0IaNenVn>NVXeQ | f,(X)- f(X)|<e,
N—o0 N—o0

3) zbiezno$¢ w normie

Jezeli G(Q;V) jest podprzestrzenig liniowa (przestrzeni F(€;V)) unormowana (z norma

I 1), to

| L/ e - -
limf,=f (f, > f) © Ve>03NenVvn>N|f,-fl<e.
N—00 N—o0
Przyktad. Biorac Q = U (podzbiér mierzalny w przestrzeni ®Y), V = ® , a jako G(Q;V)
przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem L2(V; ®) = {f: RKS> U R;
o) 204, %) dxp..0x <o}z norma [| Tl = {[,, 2(%0m %) dg...dx4 }**, mamy

zbiezno$¢ $redniokwadratow:
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[l
fo = f o [0 X) = (4 x)F dxg..dx} — 0.
N—>00 N—0

Taka zbiezno$¢ ciagu (f,,) nie implikuje zbieznosci punktowej dla wszystkich (xy, ..., x,) ani

tym bardziej zbiezno$ci jednostajnej na zbiorze U.

Przyklad. Bioragc Q = U (podprzestrzen liniowa przestrzeni unormowanej V' z normg | lU)

oraz G(U,V)=B(U,V) (przestrzen odwzorowan liniowych ograniczonych z norma

I fll=sup | f(X) |j) , mamy zbiezno$¢ w normie, ktora implikuje zbieznos¢ punktows ciagu
[IX]<1

funkcyjnego odwzorowan liniowych oraz zbiezno$¢ jednostajng takich odwzorowan na

zbiorach ograniczonych.

Uwaga. W przestrzeniach liniowych mamy takze pojecie stabej zbieznoéci. Niech V' -
przestrzen liniowa., a V* = L (V ,®) przestrzenia dualng do V . Ciag (X, ) elementow

przestrzeni V. ma staba granice (jest stabo zbiezny do) X tej przestrzeni, tzn.

. Lo . o . * > * > *
lim X,=X lub X, > X < lim <x,xp>=<x,Xx> VxeV*
N—a0 N—o0 N—ao0

W konsekwencji, dla ciggu funkcji ( l?n) z przestrzeni (Q — dowolny zbiér) mozemy mowic

0 stabej zbieznosci punktowej ciagu (f,) do funkcji feFQ:) 1.

fn > f @VXlen(X)a f (X)
N—00 N—o
lub 0 zbieznosci dystrybucyijnej, tj.

f, i f o Vi e[F@Q V) f*(f,) - ()

Nn—o0 N—o0

[F(; V)T = przestrzen dualna do F(Q; V).

Natomiast granic¢ funkcji fe F(Z; V) w punkcie skupienia S zbioru Z c D ( D — przestrzef

metryczna z metryka d ) rozumiemy jako
granicg:
lim f(X)=5 < lim f(X,) =§ Y(X)=Z,Xn — S i Xn#S. W przypadku, gdy
X->S n—o n—o0
f e F(Z;V) (Z < U, U — przestrzen unormowana), mozna wyroznic
a) stabo-silng granice funkcji f w punkcie skupienia %, zbioru Z
- * . - * — ””
lim f(X)=s < |im f(X,) =§ V(%) CZ (X, — % % # %),
X=X n—oo n—oo

b) stabo-staba granice funkcji f w stabym punkcie skupienia X Zbioru z

s o limf(X,) =5 V(X)CZ % — %% #%).
n—o0 N—o0

Il =

lim f(X)

*
X=X
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I' W przypadku, gdy V przestrzen unormowana, to w definicji stabej zbiezno$ci przyjmuje sie
zbiezno$¢ produktu dualnego dla kazdego xeV '= B(\7 ;R ) . Wtedy kazda zbieznos¢ w

normie (silna zbiezno$¢) implikuje stabg zbieznos¢. W odniesieniu do ciggu (X n) <V 'silna
zbiezno$é w normie W V ' (dualnej do normy w V ) a staba zbieznosé, to

* * * * - * * - _ - *k * * *%k % *k
Xn > X < Xp(X) = X(X) VXeV (lub Xp(X) > X(X)VXeV"™).
N—o0 Nn—oo N—o0

Definicja. Niech V' przestrzen unormowana, a (%, ) elementow tej przestrzeni (ne ).
Tworzymy ciag (§,, ) sum czg¢Sciowych z wyrazow ciagu (X, ):

- o & _3 " nog
S =%, Sp=Xt.tX=24% (n=23,..).
Przez szereg Zle X rozumiemy granic¢ S = lims,, jesli istnieje. Mowimy tez, ze szereg

Y ko1 X jest zbiezny, a S jest suma tego szeregu.

I Méwimy, ze szereg )", 1 % jest stabo zbiezny, jezeli §=Iim§,

Definicja. Niech V' przestrzen unormowana i niech (l?n) ciag funkcyjny elementow
przestrzeni F(Q; V) (Q - dowolny zbiér). Tworzymy ciag funkcyjny (s,) = F(Q; V):
S = f(X), §:X) = )+t () =30 f(X), XeQ (n=23....).

Szereg funkcyjny Zle fk jest zbiezny punktowo, jednostajnie, w normie || || (w
podprzestrzeni liniowej unormowanej G(Q; V)), jezeli odpowiednio ciag funkcyjny (5,) Jest
zbiezny punktowo, jednostajnie, w normie || ||.

Szereg funkcyjny Zle ﬂ( jest stabo zbiezny punktowo lub dystrybucyjnie, jezeli
odpowiednio ciag funkcyjny (S,,) jest stabo zbiezny punktowo lub dystrybucyjnie.

Twierdzenie (Weierstrassa). Jezeli (f,)< F(Q; V) (V przestrzen unormowana), () c ®.,

| Fn X)|<an YXeQ VnenN i Y oy zbieiny, to szereg Dy ﬂ( jest zbiezny
jednostajnie.
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5.2. Ciaglos¢

Definicja. Niech {D, d} i {D’, d '} — przestrzenie metryczne, Z — D, S — punkt skupienia

zbioru Z, f : Z — D’ dowolne odwzorowanie.

1) Odwzorowanie f jest ciagle (funkcja f jest ciagla) w punkcie S < lim f(X) = f(S)
X—-S

& Ve>030>0VXeD((X,S)<o=d'(f(X), f(S)<¢);
2) odwzorowanie f jest ciagle na zbiorze Z < odwzorowanie f jest ciggte w kazdym
punkcie S € Z, czyli

&S VSeZVe>030>0VXeZ(d(X,S)<o=d'(f(X), T(S)<e);

3) odwzorowanie f jest jednostajnie ciggte na zbiorze Z
& Vex>0VSezZvVXeZ3io>0 (d(X,S)<o=d'(f(X), f(S))<e).

Twierdzenie. Niech D i D’ przestrzenie metryczne, a f : D — D’. Nastgpujace warunki sg
rOWwnowazne:

a) f jest ciagle na D,

b) V Zc<D f(clos Z) = clos f (Z),

¢) V 22 c D’ closf*(Z’) =fclos (2°),
dVZcDintz’ =2 = intf(z)=112),
e) V 22D’ closf(Z’) =ftclos (2°),

fyv Z2cD’ cosZ’ =2’ = closf1(2)=f12".

Twierdzenie. Niech {Dj, dj} (j=1,...,k) i {D’, d ’} przestrzenie metryczne. Odwzorowanie
f: D1x...xDx—D?’ jest ciaglte w punkcie (S1,...Sk) przestrzeni D1x...xDg

= Ve>0 35>0V(X1,...,Xk)€ D1><...>< Dk \V/J :l,...,k (dj(xj’sj)<5

=d"( f Xy, Xi), F(S1-,SK)) < €) -

Twierdzenie. Niech {D,d }i{D’j, d’j} (i=L,...,m) przestrzenie metryczne. Odwzorowanie
f=(f1,..., fm): D— D’1x...xD’, jest ciagte w punkcie S przestrzeni D < odwzorowanie
fi : D —Dj’ jest ciagte w punkcie S przestrzeni D Vi=1,...,m.

Twierdzenie. Niech D, D’ i D” przestrzenie metryczne i niech bedg dane odwzorowania:
f: D>Z—-D’ g: D’>2Z2’>-D” takie, ze f (Z)cZ’, f (S) = S’, SeZ. Niech f ciagle w punkcie
S, a g ciggle w punkcie S’. Wtedy ztozenie go f : Z—D”; (go f )(X) =g (f (X)) jest ciggle

w punkcie S.

Twierdzenie. Niech f, f 1, f2 : D> Z—® ciagle w punkcie S. Wtedy odwzorowania | f |,
f1+f,, f1fo, fa/f2(f2#0)sa ciggle w punkcie S.
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Twierdzenie. Niech f: D > Z—D?, przy czym D i D’ przestrzenie metryczne, a Z zbior
zwarty!. Jezeli odwzorowanie f jest ciagle na Z, to jest na Z réwniez jednostajnie ciagle.

Twierdzenie. Niech fy, f: D> Z—D?, przy czym D i D’ przestrzenie metryczne,af, = f.
N—o0

1) Jezeli odwzorowanie fy jest ciggle w punkcie SeZ (ciggle na Z) dla kazdego ne v, to f

jest rowniez ciggle w p. S (na zbiorze Z);

2) Jezeli odwzorowanie f, jest ograniczone na Z (tzn. ograniczony jest f, (Z)) dla kazdego
neV, to f rowniez jest ograniczone na Z);

3) Jezeli odwzorowanie f, jest ciagte na Z dla kazdego neV i lim X, =X (Xn, X €Z), to
n—o0
lim f,(X,,) = f(X).
n—o

Twierdzenie. Niech D i D’ przestrzenie metryczne, a Z < D. Niech C(Z;D’) przestrzen
odwzorowan ciagglych na zbiorze Z o warto$ciach w przestrzeni D’. Jezeli zbior Z jest zwarty,

to przestrzen C(Z;D’) jest przestrzenig metryczng — Z metryka Czebyszewa:

pc(fy, f) =sup d'(f,(X), (X))
XeZ

(d’ metryka w D).

Definicja. Niech D i D’ przestrzenie metryczne i niech f: D—D’ odwzorowanie bijektywne.
Jezeli f jestcigglena D i fl ciggte na D’, to f nazywamy homeomorfizmem (méwimy, ze D
i D’ sag homeomorficzne).

Twierdzenie. Niech D, D’ i D” przestrzenie metryczne i niech f: D —»D’, g: D’—D”
homeomorfizmy. Wtedy ztozenie go f : D — D" jest rowniez homeomorfizmem.

Twierdzenie. Niech D i D’ przestrzenie metryczne, przy czym D’ zwarta. Niech f: D—D’

odwzorowanie bijektywne i ciggte. Wtedy f -1 jest rowniez ciagle, a wigc f jest
homeomorfizmem.

Uwaga. Jezeli w odwzorowaniu f: D —D’ przestrzen D lub D’ jest przestrzenig liniowa
unormowang, a metryka jest generowana przez norme, tzn. D=V lub D'=W , gdzie V., W
przestrzenie unormowane z normami odpowiednio | |7, | |NV , to w definicji ciggtosci
odwzorowania f nalezy przyjac zbieznos¢ w normie danej przestrzeni, czyli zamiast

odlegtosci pomiedzy punktami mamy norme réznicy punktéw-wektorow.

1 Zbior jest zwarty, gdy z kazdego ciggu ograniczonego mozna zestawi¢ podciag zbiezny (w metryce); podciag
(X N ) ciagu (Xp) . 9dy (ny) ciag liczb naturalnych. W przestrzeni euklidesowej zbidr jest zwarty, jesli jest

domknigty i ograniczony
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Uwaga. Jezeli D przestrzen metryczna, Z — D, a W przestrzen unormowana, to przestrzen

C(Z, W ) odwzorowan ciagtych jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni wektorowej F(Z, W )
Podprzestrzenia liniowa przestrzeni C(Z, W ) jest za$ zbidr wszystkich odwzorowan ciggtych
na Z i ograniczonych. Jest to przy tym przestrzen unormowana, z norma zwang jednostajng

lub Czebyszewa: H FH = )S(UL;‘ F(X)‘ Taka przestrzenia jest C(Z, W ), gdy zbior Z jest

<
zwarty.
Uwaga. Jezeli fe F(Z; W ), Z = D, D - przestrzeh metryczna,W - przestrzef unormowana,
to oprocz pojecia ciggtosci odwzorowania f (w punkcie S € Z, na zbiorze Z) mozna
zdefiniowac¢ stabg cigglosé: X—S = f(X) —*> I?(S) , a gdy ponadto D = V - przestrzen

Il U
unormowana, wtedy definiuje si¢ ciaglos¢ stabo-silng: X —S = f(X)—> f(5)

* *

oraz ciagtos¢ stabo-staba: X —5 = f(X)— f(5).

Przyktad. W przestrzeni unormowanej V dziatania algebraiczne i norma s3 odwzorowaniami
ciggtymi.

Uwaga. W przestrzeniach odwzorowan liniowych i wieloliniowych ciaglos¢ tych
odwzorowan jest rownowazna ich ograniczonosci.

Niech V,Vj,...,V,,,W przestrzenie unormowane (odpowiednio z normami ||y .| ly,..|-l.|-ly )-
Zatem C(VW)NL(V;W)=B(V;W),
C (Vyx.oxVi ;W ) N L (Ve Vi W ) = B(Vy, . Vi W),
Ponadto przestrzenie B(V ;W ) i B(Vy,...,Vy ;W ) sg unormowane — z normami tzw. dualnymi:
ILIl= sup | LX}y, [[LI[= sup ... sup | L(Xp, ... Xc) by -
[Xp, <1 [Xh<1 |X| <1
Uwaga. Specyficzng “ciagloscia” w przestrzeniach B(V ;W) jest pelnociggtose, tzn.
1) kazde odwzorowanie pelnociagle jest ciagle (L:V —W jest petnociagte, jezeli dla kazdego
ciggu ograniczonego (%, ) — V zciggu (L X,) = W mozna utworzy¢ podciag zbiezny);
2) zbiér K (V ;W ) odwzorowan petnociaglych L:V —W jest podprzestrzenig liniowa
przestrzeni B(V ;W).

! Twierdzenie 1 wnioski dotyczace ciggtosci odwzorowan liniowych i wieloliniowych
zamieszczono w rozdz. 3.
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5.3. Pochodna i rozniczkowalnos¢

Rachunek rézniczkowy jest kluczowym elementem analizy matematycznej, a pochodna i
rozniczkowalno$¢ sa jego podstawowymi atrybutami. W tym opracowaniu nie chodzi o catosciowy
wyktad rachunku rézniczkowego, ale przedstawienie gtdwnych jego elementow w odniesieniu do
pochodnych i rédzniczkowania w miarg ogdlnie rozumianych odwzorowan.

Definicja. Niech Yc ®, a € U (a— punkt skupienia), W przestrzen unormowana,
f :U —W dane odwzorowanie (dana funkcja). Pochodna ..zwyczajna” funkcii f w

punkcie” a nazywamy
_ Fivy_ f £ _f on.q f
fY(a) = lim 1 X =@ _ i, f@a+h)—f(a)° ﬂ(a),
X—a X—a h—0 h dx
jesli granica ta istnieje. MOwimy wtedy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a.

Jezeli istnieje f(a) dla kazdegoa € U’ < U, to funkcja fr iU >W;x—> F(X) = 2—f(X)
X

nosi nazwe pochodnej funkcji f na zbiorze U, za$ funkcja f rézniczkowalnej na U’

Uwaga. Powyzsza definicja obejmuje w szczegdlnosci ,,zwykte” pochodne funkcji
rzeczywistych f : U —® (przy W = ®).

. . . -, _ f)-f(a
Wprowadza si¢ rowniez pochodng lewo- i prawostronng f (@*) = lim -1 +
X—a

(x—>a
x—a®

oznacza, 7¢ x —>a i odpowiednio x>a lub x <a). Przy tym, jesli f'(a®) istnicja i sa sobie
réwne, to istnieje F(a) [ f(a) =f'@a’)=f'@").

Przez rézniczke d f(a) (w punkcie a) nazywamy funkcje liniowa: x—d f(a)(x) = f'(a)x eW ,
X € R z przestrzeni L(RW).

Pochodna ,,zwyczajna” i r6zniczka sa ,,pierwowzorami’ dwoch pochodnych odwzorowan,
ktore dalej wprowadzimy.

Definicja. Niech A przestrzen afiniczna o przestrzeni stowarzyszonej unormowanej V (z
normg |-|; ) z metryka generowana przez norme i niech W przestrzefi unormowana (z norma
|- |7 )- Niech U podzbior otwarty przestrzeni A. Mowimy, ze odwzorowanie f:U->W ma
pochodna kierunkowa w punkcie PeU w kierunku wektora h , jezeli istnieje granica:
6-7(®) = lim f (P+th)— T (P)
t—0 t
(dla t—0 i takich, ze P+th €U). Odwzorowanie X — o f(X), Xe U}, gdzie

Ur =(Un U Uz (X)), Uz () ={Y e U; Y = X+, t e (—&,, +£,)} nazywamy pochodna

XeU

kierunkowga odwzorowania f (w kierunku wektora h ) .

I Niech g (t) = f (P+th) dla t e U (P) takich, ze P+th e U. Wtedy g'-(0) =0, f (P).
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Definicja. Niech A przestrzen afiniczna o przestrzeni stowarzyszonej unormowanej V (z

normg |-|; ) z metryka generowang przez norme i niech W przestrzefi unormowana (z norma
|- | )- Niech U podzbior otwarty przestrzeni A i niech dane bedzie odwzorowanie f:UuoW.

Jezeli istnieje odwzorowanie liniowe ograniczone d l?(P) e B (V ;W ) takie, ze

ozn def.

df(P)(X) = df(P)X = 05 f(P) VXeV,

to nazywamy je pochodna Géteaux (G-pochodna) odwzorowania f (w punkcie P). Niech U
zbior tych X e U, dla ktérych istnieje G-pochodna odwzorowania f (w punkcie X). Wtedy
odwzorowanie: U — B (V ;W ); X —d f (X) nosi nazwe pochodnej Gateaux (G —

pochodnej) odwzorowania f nazbiorze U . Mowimy, ze f jest rozniczkowalne w sensie

Gateaux (G-rézniczkowalne) odpowiednio w punkcie P lub na zbiorze U .

I Jezeli odwzorowanie fjest G-rozniczkowalne na zbiorze U, to f jest ciggle na U,

Definicja. Niech A przestrzef afiniczna o przestrzeni stowarzyszonej unormowanej V (z

norma |-|; ) z metryka generowang przez norme¢ i niech W przestrzef unormowana (z norma
|- |7 )- Niech U podzbior otwarty przestrzeni A i niech dane bedzie odwzorowanie f:U->W.
Jezeli istnieje odwzorowanie liniowe ograniczone D f(P)e B (V ;W) takie, ze
f(P+h)=f(P)+D f(P)h+o(P,h),
gdzie
lo(P)h |y /1N |;—>0 przy |h};—0,

to nazywamy je pochodng Fréchet (F-pochodng) odwzorowania f (w punkcie P). Niech U

zbiodr tych X e U, dla ktérych istnieje F-pochodna odwzorowania f (w punkcie X). Wtedy
odwzorowanie: U — B (V ;W ); X — D f(X) nosi nazwe pochodnej Fréchet (F- pochodnej)

na zbiorze U . Méwimy, ze f jest rozniczkowalne w sensie Fréchet (E-rézniczkowalne)

odpowiednio w punkcie P lub na zbiorze U .

Uwaga. W powyzszych definicjach pochodnej (kierunkowej, Fréchet, Gateaux) mozna w
szczegolnosci jako A przyjaé przestrzen unormowana V (zgodnie z tym, Ze przestrzen

liniowg mozna traktowac¢ jako afiniczng, przyjmujac x—y =y—X).

Sformutujemy teraz twierdzenia okre$lajace relacje pomigdzy zdefiniowanymi trzema

pochodnymi odwzorowania typu f .

Twierdzenie. Niech f :U >W | gdzie U podzbior otwarty przestrzeni afinicznej A o

rzestrzeni stowarzyszonej V ,a V i W przestrzenie unormowane. Jezeli f jest
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F-r6zniczkowalne w punkcie P € U, to dla kazdego h eV istnieje. pochodna kierunkowa
o T (P) oraz o f (P)= D f (P)h. W konsekwencji istnieje G-pochodna oraz d f (P) = D f (P).

Twierdzenie. Niech V i W przestrzenie unormowane zupekne (przestrzenie Banacha), a

fiUu->W, gdzie U podzbior otwarty przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej
V . Jezeli f jest G-rézniczkowalne na zbiorze U oraz pochodna d f : U —> B(V ,W) jest ciagla

na U, to odwzorowanie f jest F-rozniczkowalne na Ui D f(X)=d f(X), X e U.

Twierdzenie. Niech V przestrzen unormowana skoficzenie wymiarowa (np. euklidesowa),
W przestrzen unormowana zupetna (przestrzen Banacha), a U podzbior otwarty przestrzeni

aflnlcznej A (metrycznej skonczenie wymiarowej) 0 przestrzeni stowarzyszonej V . Jezeli
f :U - W ma pochodna kierunkowa Of f(X) VXeU VheV,to f jest G-rozniczkowalne

na U i G-pochodna jest ciggta na U (w konsekwencji, na mocy tw. powyzej, f jest tez

F-rozniczkowalne i D f =d f na zbiorze U).

Czas teraz wprowadzi¢ pochodne kierunkowe rzedu drugiego 1 wyzszych rzedow.
Definicja. Niech V i W przestrzenie unormowane, a f:U->W, gdzie U podzbior otwarty
przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej VV . Odwzorowanie f ma pochodna

kierunkowa 02 flzr(P) rzedu drugiego w punkcie P € U w kierunku pary wektorow (Iz, F) :

jezeli:
1) istnieje pochodna kierunkowa o f (X) w pewnym otoczeniu U punktu P,

2) istnieje granica o) (8 f(P))_tI 08 f(P+t|t) 50 e o* T (P).

Rekurencyjnie definiujemy pochodne kierunkowe rzedu n dla uktadu wektoréw (Il, Wl _1, )

. fP)=o; (a”—l f(P))

Inln -1 Il
- e e .. . n-1 re . ™
jesli istniejg pochodne kierunkowe rzedu n-1 afn_l.-.ﬁ f (X) w pewnym otoczeniu U punktu

PeU.

Twierdzenie. Niech V i W przestrzenie unormowane, a f:U>W, gdzie U podzbior
otwarty przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej V . Zaktadamy, ze istnieja
pochodne o f(X) i o2 fic (X) dla X z pewnego otoczenia U punktu P e U i pochodne te

sa ciagle dla X— P. Wtedy 0% (X) = 8% (X).

I Analogiczne wlasciwosci przemiennosci zachodza dla pochodnych kierunkowych

wyzszych rzedow niz drugi: przy dowolnej zmianie kolejnosci w ciagu wektorow
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kierunkowych (Il, " _1,| ) (z mozliwymi powtérzeniami) pochodna 0" - f(P) nie ulega

Inln—l
zmianie, jesli tylko obie pochodne istnieja w pewnym otoczeniu punktu P i s3 w tym punkcie

ciagle.

Definicja. Niech VV i W przestrzenie unormowane, a U podzbior otwarty przestrzeni afinicznej
A 0 przestrzeni stowarzyszonej V . Niech f : U —>W odwzorowanie G-rézniczkowalne/F-

rozniczkowalne w otoczeniu U punktu P € U. Przez pochodng drugiego rzgdu w sensie

Gateaux/ Fréchet odwzorowania f w punkcie P e U rozumiemy odpowiednio G-pochodna/F-
pochodna w punkcie P odwzorowania d f : U —»B(V;W)/D f : U »B(V;W) — po przyjeciu,
na mocy izometrii przestrzeni B(V;B(V;W)) = B%(V;W), jest

d? f(P) e B*(V;W)/D? f(P) e B>(V;W), czyli d? f (P) =d(d f (P))/ D? f (P) =D(D f (P)) -
po przyjeciu, ze na mocy izometrii przestrzeni BV ; BV ,W)) =B? v ;W)jest

d? f(P) e B>(V;W)/D? f(P) e B2(V;W), tzn.

d? f(P)(k,1) =d(d f (P)k)I / D? f(P)(k,1) =D(D f (P)K)I dla dowolnych Kk,I eV .

Il Przez rekurencje, analogicznie do powyzszej definicji, wprowadza si¢ pochodne rzg¢du n:
- G-pochodng rzedu n w punkcie P

. def 1=
d" f(P) = d(@"" f(P)),
F-pochodng rzedu n w punkcie P

D" f(P) D(D”—l f(P)).
Twierdzenie. Niech V i W przestrzenie unormowane, a U podzbiér otwarty Igzestrzeni
afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej V . Jezeli odwzorowanie f :U—>W jest:
a) n-krotnie G-réZniczkowalne w p. P (tzn. istnieje d" f(P)), to dla dowolnego uktadu
wektorow (l,..., I ¢,1,)ymamy d" f(P) (ly,....I,_¢, 1) = aﬂa - f(P);

—l
b) n-krotnie F- r(’)Zniczkowalne w p. P (tzn. istnieje D" f(P)), to dla dowolnego uktadu

wektorow (h,..., I 1,1,) i dowolnej jego permutacii (I, - lo(n_1)  lr(ny) Mamy

D" f(P) (I, lp-1.1n) = D" F(P) (gays - b1y lor(n)) -

Uwaga. Niech V i W przestrzenie unormowane, a U podzbiér otwarty przestrzeni afinicznej A
0 przestrzeni stowarzyszonej V . Przez CZ(U;W)/ C}(U;W) rozumiemy zbiér wszystkich
odwzorowaf f:U—>W , ktore sg G- r6zniczkowalne / F- r6zniczkowalne na U do rzedu n, a
G-pochodne / F-pochodne s ciaglte na U. Zbior ten jest przestrzenia liniowa (podprzestrzenig
liniowa przestrzeni funkcyjnej F(U;W)). Jezeli V i W (jako przestrzenie metryczne) sa

_ _.ozn. -
zupehe, to CZ(U;W) =C(U;W) = C"(U;W) - przestrzen odwzorowan rézniczkowalnych
0 pochodnych ciggtych do rzedu n na zbiorze U.
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Uwaga. Rdézniczkowalnos¢ odwzorowan (pol) na rozmaitosciach wymaga pewnych
modyfikacji podanych definicji, gdyz na ogét rozmaitos$¢ nie jest zbiorem otwartym.
Niech Z rozmaito$¢ k-wymiarowa w m-wymiarowej przestrzeni afinicznej A o przestrzeni
stowarzyszonej (m-wymiarowej) unormowanej V i niech W - dowolna przestrzen
unormowana. Rozwazamy odwzorowanie (pole) f:Zo>W.

Niech P dowolny punkt zbioru Z taki, ze P nalezy do obrazu Im X parametryzacji (mapy)
X =X(u),uev, gdzie U obszar (otwarty) w ® ¥ wspotrzednych parametrycznych u = (u¥), a

p = (p¥) wspblrzedne punktu P nalezace do U. Rézniczkowanie odwzorowania f :Z >W (w
punkcie P) oznacza wyznaczanie pochodnych odwzorowania F : U K F(u) = f (O+X(u))
(w punkcie p = (pk)).

Twierdzenie. Niech 1 :V —W odwzorowanie liniowe ograniczone (czyli 4 € B(V;W)),
gdzie V,W przestrzenie unormowane. Odwzorowanie 1 jest G-rozniczkowalne i

F-rozniczkowalne dla kazdego X eV (V traktujemy réwniez jako przestrzen afiniczng) i
dA(X)=DA(X)=1 VXeV.
Twierdzenie. Niech V,W1,W 2,W przestrzenie unormowane, a U podzbior otwarty
przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej V i niech B(-,-) e BW1,W 2;W)
odwzorowanie dwuliniowe ograniczone (ciagte). Jezeli odwzorowania f:U->Wii
g:u —>VTZ sa
F-r6zniczkowalne / G- r6zniczkowalne w punkcie PeU, to odwzorowanie h:U—>W;
h(X) = B( f (X), G (X)) ma w punkcie P nast¢pujaca F-pochodng / G-pochodna:
Dh(P)I = A f (P, G(P) +A(f(P).DGPN) /
dh(P)l =4 f(P)I,g(P))+ A(f(P).dg(P)I).
Twierdzenie. Niech f :U —W odwzorowanie F-rézniczkowalne na zbiorze otwartym U
przestrzeni V', gdzie V,W przestrzenie unormowane. Niech f bedzie bijektywne. Jesli
istnieje D f~1(y), to
-1 P L

D f (y)|y:f(7() Df(X)=Id, xeU.
Analogicznie rzecz si¢ ma w przypadku G-pochodnej odwzorowania f
Definicja. Jezeli f e C'(U;W) i f jestinjektywne aponadto f e CY(S;V)przy
S=f(U),to f nazywa sie dyffeomorfizmem zbioréow U i S ; méwimy wtedy, ze zbiory

Ui S sadyffeomorficzne (V,W przestrzenie unormowane, UcV , ScW , Ui S sa

otwarte).
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Woprowadzimy teraz pojecie i G-pochodnej czastkowej i F-pochodnej czastkowe;j
odwzorowania o wielu zmiennych.

Definicja. Niech beda dane przestrzenie afiniczne Ag, ..., Am (0 przestrzeniach
stowarzyszonych unormowanych \71, ...,\7m ), U niech bedzie zbiorem otwartym w przestrzeni
A = A;x...xAm, W przestrzenia unormowana, zas f :U —>W odwzorowaniem zmiennych

X1€Ayq, ..., XmeAnm. Przez pochodna czastkowa (w sensie Gateaux / Fréchet) odwzorowania
f wzgledem zmiennej X j w punkcie P = (Py,..., Pm)eU rozumiemy pochodna (w sensie

Gateaux / Fréchet) w punkcie Pj odwzorowania czastkowego zmiennej X -

@j U —>W; 9;(X; )—f(PL Pit, X PjgP), 1< j<m,
gdZ|e U {X EA (Pl’ Jl’X J+l’ - )EU}

I Pochodng czastkowg w sensie Gateaux / Fréchet odwzorowania f wzglgdem zmiennej X j w
punkcie P oznaczamy przez d ij (P)/D ij (P) . Jesli jednak G-pochodna jest zarazem F-

pochodna, to stosujemy po prostu oznaczenie: f IXJ-(P) lub f, X (P) lub 8ij (P) atakze

_of
tradycyjne a_xj (P).

I Pochodna czastkowa odwzorowania f wzglgdem zmiennej X j jest elementem przestrzeni
B(V j;W).

Twierdzenie. Niech U podzbior otwarty przestrzeni afinicznej A = Arx...xAm bedacy
otoczeniem punktu P = (P4,..., Pm), gdzie A1, ..., Am przestrzenie afiniczne o przestrzeniach
stowarzyszonych unormowanych V;,...,V,, . Niech

Mi:U—> UMKy, Xy) = X (j=1,....,m)
operacja rzutowania U naU; ={X; e A : (P;,...,Pj_1, X, Pj, ... Py) € U}, natomiast

AJUJ—)U,Aj(XJ):(Pl,,PJ 1,X P]+1' m) (j:].,...,m)

operacja zanurzenia Uj w U (W otoczeniu punktu P), za$

75V =VpxoxVy 5V 2 (g lp) =1 (j=1...,m)
operacja rzutowania V na V;, a
Z V SV=Vx.. me,/Il(I )=(0,..,13,..,0) (j=1,...,m)
operacja zanurzenia v j W V . Jezeli odwzorowanie f:U—>W (W - przestrzen

unormowana) jest rozniczkowalne (W sensie Gateaux / Fréchet) w punkcie P = (Py.,..., Pn), to

istniejg pochodne czastkowe odwzorowania f wzgledem wszystkich zmiennych X j
(j=1...,m), a ponadto:

Df,xj() DG;(P}), ¢;(X;)=(f=N)(X;),

I-5/17



D f.x, (P) =[D f(P)]on, D fx, P){1;)=o; f(P),
]
- me -
DFf(P) = z[D fix, (P)}wj
j=1
(i odpowiednio w przypadku symbolu ,,d” G-pochodnej).

Kolejne twierdzenia ustalajg pewne relacje pomiedzy G- i F-pochodnymi i pochodnymi
kierunkowymi a pochodnymi czgstkowymi.

Twierdzenie. Niech w twierdzeniu poprzednim Ay = ... = Ap = ® oraz W = ® (czyli
\71 =... :\7m =R ),awiec U= Uc ®R™. Jezeli funkcja y =f (X1,...,Xm) jest rézniczkowalna

w punkcie (p1,..., pm) € U, to ma wszystkie pochodne czastkowe (w zwyktym sensie), przy
czym

of - -
= (P D) =0 (P P)E) = D (P D)€y =05, F (Prrees ),
J
— — m of
d f(p1!! pm)l =D f(pl""’ pm)l = Z_(pl!"" pm)lj’
X

gdzie (e i) = (Jjt,...,djm) jest baza standardowa w przestrzeni arytmetycznej ®",

al=(y, ..., In)

Twierdzenie. Przy zatozeniach definicji pochodnej czastkowej odwzorowania f :U —>W |
jezeli istnieja w pewnym otoczeniu punktu P = (P1,..., Pm) € U wszystkie pochodne

czastkowe (W sensie Gateaux / Fréchet) i s ciggle w punkcie P, to f jest rozniczkowalne

w punkcie P (w sensie Gateaux / Fréchet). W konsekwencji f jest klasy C*

(fe C%; (U;W) / C}:(U;W)) w zbiorze U < istniejg w U wszystkie pochodne czastkowe

odwzorowania f (w sensie Gateaux / Fréchet) i sg ciagte na U.

Twierdzenie. Niech U podzbidr otwarty przestrzeni afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej
unormowanej V i niech W = W x...xW, przestrzen unormowana (z norma generowang

przez normy przestrzeni W,..., W ). Odwzorowanie f =(f,..., f,):U —>W jest

rézniczkowalne w punkcie P / na zbiorze U / jest klasy C! na zbiorze U (w sensie Géteaux /

Fréchet) < wszystkie odwzorowani sktadowe f:uU —>VVi (i=1...,k) sgrozniczkowalne
w punkcie P / na zbiorze U / sa klasy C! na zbiorze U (w sensie Gateaux / Fréchet). Ponadto
d f:(d fld fk)oraz Df =D le fk).

Uwaga. Wnioskiem z poprzednich twierdzen w przypadku, gdy
f=(f,...f) V>R Wek™M),
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jest nastepujaca reprezentacja G-pochodnej i F-pochodnej odwzorowania f w punkcie p =
(p1,-.-, Pm) €V :

df (T =Df@Ei =£§a—fi(p1,...,pm)lj],

X
czyli reprezentacja pochodnej d f (p)=D F(p) jest tzw. macierz Jacobi’ego

ofi
1| 2. pMLm.

Definicja. Niech U podzbior otwarty przestrzeni afinicznej A = A1x...xAn, gdzie A1, ..., Anm

przestrzenie afiniczne o przestrzeniach stowarzyszonych unormowanych \71,...,\7m i niech

f:U—>W (W - przestrzeh unormowana). Pochodna czastkowa (W sensie Gateaux /

Fréchet) rzedu n _odwzorowania f w punkcie PeU definiujemy rekurencyjnie (indukcyjnie)

jako pochodng czastkowa (W sensie Gateaux / Fréchet) odwzorowania g w punkcie P, gdzie
g(x)=D"* f,xj .x; (X) dla X z pewnego otoczenia Up.1 punktu P, zawartego w U
n-1 1
(Uo=U), czyli
R -1z ozn ns
n n n-1 1 n n-1 1

a cigg numerdw (ji,..., jn) jest utworzony z liczb (1, 2, ..., m); analogiczna definicja dotyczy

symbolu G-pochodne;j ,,d” (zamiast ,,D”).

Twierdzenie. Jezeli, przy zalozeniach ostatniej definicji, odwzorowanie f jest n-krotnie

rozniczkowalne (W sensie Fréchet) w punkcie P, to istnieja wszystkie pochodne czastkowe do

rzedu n w punkcie P, a przy tym

ng g = —
D f’xjn...le (P)(Ijla---,ljn):afj ..... r f(P)

dla dowolnego ciggu wektorow (Iﬁj1 ey Tjn) eV i, ...><\7jm oraz ciggu wskaznikow (ji,..., jn) O
warto$ciach ze zbioru (1, 2, ..., m), a takze
D" fix; .x; (P)= [D" f(P)]odj 0.0 .

Analogicznie dla pochodnej w sensie Gateaux (o symbolu ,,d”). Ponadto, jesli istniejg
wszystkie G-pochodne czgstkowe w otoczeniu punktu P do rzedu n i sg ciggle w p. P, to

odwzorowanie f jest F- rozniczkowalne do rzedu .

W konsekwencji, odwzorowanie f jest klasy C" na zbiorze U ( f C?;(U;W)/
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CE(U;W) ) & istnieja i sg ciggle na U wszystkie pochodne czastkowe do rzedu n
(w sensie Gateaux / Fréchet).

I Jezeli odwzorowanie f jest n-krotnie rozniczkowalne w sensie Gateaux / Fréchet, to

fx, X,
n

3 = F’Xin X gdy ciagi (i,...,In) oraz (j,..., jn) roznig si¢ jedynie porzadkiem

WYrazow.

I Jezeli funkcja f: U — R (U < ®™)jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie

(P1,..., Pm) €U, to

D" £ (Ppyws P)(be ) = X foy

n ...Xil (pli"-5 pm)||1 T I|

n

dla dowolnych I = Iy, ol ) € &M (j=1...,n).

"W przypadku, gdy w definicji 1 odnosnych stwierdzeniach dotyczacych pochodnych
czastkowych dowolnego rzedu (rzedu n) jest W =W 1 x...xW  , gdzie W - przestrzenie
unormowane, a W - przestrzen unormowana norma generowana przez normy z W i
(i=1...,K), to wystarczy uwzgledni¢, ze f :U —>W oznacza, iz f = (f;)=(f,,..., f) przy
f.:U—>W,oraz D" f =(D" ;) lub d" f =(d" f,) dla pochodnych, w tym pochodnych
czastkowych.

Dalej, zamieszczono kilka przyktadéw zastosowania podanych definicji i sformutowanych
twierdzen, ktore to przyktady zawierajg rezultaty do wykorzystania w dalszych
zastosowaniach zarysowanego tu zaledwie rachunku r6zniczkowego.

Przyktad. Niech V bedzie przestrzenig unitarng (traktowang jako przestrzen afiniczna) i niech
f:Vor, F(X)=|X |2:< X,X >=X-X . Na podstawie wlasciwosci iloczynu skalarnego mamy
F(B+1) = p+T P plP +2p-1+|T'[°. Poniewaz [£(p+1)~ £(p)—2p-11/ [T |41 |>0przy
|I'|-0 ifunkcja I — 2p-I jest liniowa i ograniczonana V dla dowolnego p (na mocy
nieréwnosci C-B-S jest | 2p-1 [<2| BT ]), wiec D f(X)=2<%,->=d f(X), X eV .

Przyktad. Niech E o0znacza przestrzen euklidesowa (przestrzen wektorowa traktowana jako

przestrzef afiniczna) i niech L(E) przestrzen operatoréw liniowych na E . Przestrzen L(E)
jest unitarna z iloczynem skalarnym < K,N >=tr(K o« N) (i norma generowana przez ten
iloczyn: |[K|* =tr(KT«K). Niech f(K)=K*=KoKoK eL(E),K eL(E). Poniewaz
f(P+L)=(P+L)o(P+L)o(P+L)=P3+P%2cL+PoLoP+Pol?+
+L20P+ 13+ LoP?+LoPoL = f(P)+(P?cL+PoLoP+LoP?)+0(L),
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gdzie o(L) =PoL? +L%2oP+L3+LoPoL, przy czym lo(L)[/|L| — Odla |L||— 0. Zatem,
wobec liniowosci i ograniczonosci odwzorowania L — P?oL+PoLoP+LoP?, L eL(E)
oraz dowolnosci P e L(E) jest:

D f(K)oL=K2oL+KoLoK+LoK?=[d f(K)]oL, VK e L(E).

W podobny sposob mozna uzyska¢ pochodne innych poteg operatora K.

Przyktad. Niech V', W przestrzenie unormowane i K € B?(V,W). Niech
f (X)= %R()”(, X) eW,XeV.Na podstawie definicji F-pochodnej i niektorych twierdzen

znajdujemy:

Przyktad. Niech 7=[a,b] < R i Cl(L R ™) przestrzen funkcji klasy C! na przedziale 1

0 warto$ciach wektorowych z R™: G(t) = (uy(t),...,un, (t)). Przestrzen ta jest unormowana

wzgledem normy

GO 1=3 sup] uy (1) | +3 sup

i=1ter i=1ter
a wigc afiniczna metryczna wzgledem metryki generowanej przez t¢ norme.
Niech

d Uj
_t(t)

b
() =[F(tug(),...up(t), dd“tl ),..., d;tm (t))dt,

gdzie F = F(t,Up,...,Up, V., Vi) = F (8,0, V), przy G,V e R™ jest dang funkcja (zatem
f:U>® przy Uc A=V =Clza™)).
Jezeli F jest klasy C wzgledem wszystkich zmiennych i klasy C* wzgledem zmiennych G,V ,

toprzy U=C'([a,b],®™) jest:

— b . .
FAC) +h) = FUE) = [ FE ) +hy ()., Uy (0 + 1y (0), Uy (©) + Py (0), .. Uy (8) + Dy () dlt +

b
—[ F(t,ug(t), oo Uy (£) , Uy (1), ..., Uy (1)) dIt =
bm[ 5F . . oF . . :
f__Zia(t,ul(t),...,um(t),ul(t),...,um(t))hi(t)+E(t,u1(t),...,um(t),ul(t),...,um(t))hi (t) Jdt+
+o(lu()[)

I-5/21



I wtedy F-pochodna funkcjonatu f okre§lona jest wzorem:

[D f @10 =

Izi (£, Ug (t), o Uy (8), Uy (1), .., U (D) () + aVF (£ Uy (1), U (8), Uy (0), o Uy (D)) P 1) ]t
Jezeli F jest klasy C? (wzgledem wszystkich zmiennych), to przy
U={i():7=[ab]l»>&"u() C'([abl,x™) nC*((a,b), &™), U(a) = A ti(b) = B}

(A, B—dowolne ) F-pochodna funkcjonatu f mozna okresli¢ wzorem:

[D f @0 =
@i o O Un O, ). U )= 2 (U0 U 0.0, Uy 0) O

przy h() eU° ={a°() e C'([a,b],&™); i°(a) = i°(b) = G}.

Ostatni zabieg (1987) miat na celu wprowadzenie do rachunku wariacyjnego, tj. wyznaczanie
w danym obszarze punktu stacjonarnosci funkcjonatu o okreslonej postaci (zwykle catkowe;j
po obszarze lub przedziale liczbowym), tj. odwzorowania w postaci catkowej - czesci twarzy
tak, by uwidocznita si¢ niech¢¢ do Staszka ze strony mtodszego brata. Ponadto

Przyktad (warunek konieczny ekstremum funkcjonatu). Niech U podzbior otwarty przestrzeni
afinicznej A o przestrzeni stowarzyszonej unormowanej V = R. Niech funkcjonat f:U — ®
ma w punkcie P € U ekstremum. Jezeli f jest F-rozniczkowalne w punkcie P, to DH(P) =0.
Zatozmy (dla ustalenia uwagi), ze f ma minimum, czyli f(X) —f(P) > 0 dla wszystkich X

z pewnego otoczenia Up punktu P. Zatem na mocy definicji F-pochodnej jest f(X) — f(P) =

= Df(P) PX + o] PX [)>0, czylijesli | PY |< o dla pewnego ¢, to o znaku dodatniej roznicy
f(Y) — f(P) > 0 decyduje Df(P)k >0dla k =P Y (Y eUp). Ale Df(P)(-k) = — Df(P)k , gdyz
|-k |<& i Df(P) jest odwzorowaniem liniowym, a wiec Df(P)k <0, co jest niemozliwe.
Zatem dla wszystkich k , |-k |<& musi by¢ Df(P)k =0, co wystarcza do tego, by Df(P) [ =0

dla dowolnego I eV , co z kolei oznacza Df(P) = 0.

Przyktad (rozniczkowanie pola tensorowego) Niech U podzbioér otwarty przestrzeni afinicznej
A 0 przestrzeni stowarzyszonej unormowanej n-wymiarowej V . Niech nast¢pnie (g;) - baza

V,a (éi) - baza przestrzeni dualnej (form ograniczonych) V' i niech

T:U->W=BP\V .. V'V, . V®)
p-razy q-razy
bedzie polem tensorowym (tensorow T(X) o walencji (p, q) przy Xe U). Niech T bedzie

F-r6zniczkowalne w punkcie P € U:
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DT (P)eBP*H(V',..V'\V,..V.ViR) ,
p-razy q-razy

czyli DT(P) h=h'DT (P)g; dla dowolnego h= hiéi (obowigzuje konwencja sumacyjna).
Poniewaz T(X)=T""'?; _ j, 06, .06 sehe.oek, wige DT(P)E =0T (P) =

= 0gTH", j, (P)§, ®..06 oehe ok Niech (<) prostoliniowy uklad wspoirzednych,
generowany przez uktad odniesienia U = {O; (&)} (X=0+ Xié'i eUcAdlaX)exca

W konsekwencji DT (P) = Thlp jl___jq'k(pi)éi1 ®...®éip sehe. eeleek przyP=0+ piéi

Niech teraz (uj) e U < ® "uktad wspotrzednych uogdlnionych w obszarze U i niech (g j (ui))

baza lokalnaw U, a {é ] (ui )J jej kobaza. Wtedy, zgodnie z regutami r6zniczkowania
iloczynéw funkcji, mamy:

DT(R)=TH" | 1 kUh)G;, (U)o o6; (U)egh(u)e.og i u)egk(ul)+

£ Th L kDG, Do g (e gk W)e. 09 R u)e gk )+

£ T WG kU e. oG ) eghuh)e. og it U)o gk ul)+..+
£ T WG ) e oG (U)eghu)e. g @) e gk (ul)+
T

"o UDG, WD) 0.0 G (WD) o0k (U)o 09 ) (W) ogh ) +..+

i... in= /0 . i o i i i * i
PTG U e oG D) e gk ()e.egh ) (ul)e g )
gdzie (...)x =0(...)/ ouk, (ug,) sg wspotrzednymi ustalonego (ale dowolnego) punktu P
obszaru U. Uwzgledniajac rozktady w bazie lokalne;j:

g ) =M )G ), g5 @) =-TruHg' ©),

gdzie Fr'k sg tzw. symbolami Christoffela (drugiego rodzaju), przy czym

Oé‘rs,k{gS gr},k :gs,k gr"‘gS gr,k’

otrzymujemy na F-pochodng pola tensorowego 0 walencji (p, q) na obszarze przestrzeni
afinicznej (w dowolnym punkcie tego obszaru parametryzowanego wspotrzednymi
dowolnymi) nastepujacy wzor:
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i _ . s 109 %0
DT=T" pjl"'quk gi1®“'®gip®gjl®"'®gjq®gk’
gdzie

ey phedy roi, i i.r o rip
T J--Jq |k =T B dgok +T jl...jqrrk o AT jl...jqrrk +

r

T S---qujlk +..=T s

S
Jgk

nosi nazwe pochodnej kowariantnej pola tensorowego ($cislej — wspotrzednych pola

tensorowego w bazie lokalnej przestrzeni tensorow).
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5. 4. Calka i calkowalnos¢

Z kanonu podstawowych poje¢¢ analizy matematycznej pozostata nam ,,catka”. Wtasciwie
powinno si¢ méwic ,,catki”, bo jest ich wiele. I powinno si¢ zacza¢ od teorii ,,miary” , by
sukcesywnie i1 stopniowo dojs$¢ do ,,catki”. Ale nie ma na to czasu i poza tym jest to do$¢
trudne. W zwiazku z tym proponujemy wariant uproszczony.

Definicja. Niech f:1 SW (I— przedziat liczbowy w ®, W — przestrzen unormowana).

Calka nieoznaczong funkcji 1?() (zwang rowniez funkcijg pierwotng funkcji 1?() ) nazywamy

taka funkcje F:7—>W (jesli istnicje), ze d F(t)/dt = f(t), Vt e I. Stosujemy przy tym

réwniez oznaczenie: F = I f(t)dt

I Jezeli F = F(t), t e I jest catka nieoznaczong funkcji f = 1?('[), ter,to
F'=F(t)+C, te (C- dowolny wektor z W ) jest rowniez catka nicoznaczona funkeji f ()

. Méwimy, ze catka nieoznaczona jest okre§lona z doktadnoscia do stalej (wektorowej z W ).
Twierdzenie. Jezeli 1?() eC(1 ,W) , to istnieje catka nieoznaczona funkcji 1?() .

Uwaga. Catka nieoznaczona w rozumieniu powyzszej definicji ma prawie wszystkie
wlasciwosci calki nieoznaczonej funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej, jak: liniowos¢
operacji catkowania, twierdzenia o calkowaniu przez czesci i o catkowaniu przez
podstawienie i in.

Definicja. Niech f:(a, b) —>W dana funkcja (W — przestrzen unormowana). Jezeli istnieja
calka nieoznaczona F(t) = f (t)dt, t e (a,b) i jej granice F, = lim F(t), R, = lim F(t), to
t—>a’ t—b~

Wektor

_def _ _omb _
| =R, —F, = [ f(t)dt
a
nazywamy calka oznaczong funkcji f () na przedziale [a,b] = ® .

Twierdzenie. Jezeli 1?() jest ciggta na przedziale [a,b] (a nawet prawie wszedzie ciggla na

[a,b] z wyjatkiem skonczonej liczby niecigglosci pierwszego rodzaju), to istnieje catka
b —
oznaczona | f (t)dt.
a
Uwaga. Catka oznaczona w rozumieniu powyzszej definicji ma prawie wszystkie wlasciwosci

»Zwyklej” catki oznaczonej funkcji rzeczywistej, jak: liniowos$¢ operacji catkowania,
addytywno$¢ wzgledem przedziatu catkowania 1 in.
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Podamy teraz sekwencje definicji catki Riemanna - od najprostszej R-calki na kostce po
R-catke na rozmaitos$ci

Definicja. Niech K =[a;,b;]x...x[ay,by] bedzie m-wymiarowa kostka (domknigta)
w przestrzeni ® ". Mowimy, ze odwzorowanie fix >W (W - przestrzefi unormowana) jest

catkowalne w sensie Riemanna (R-calkowalne) na K, jezeli istnieje taki wektor fR eW , Z€

dla kazdego ciagu podziatow kostki K K r = {X{",.... k" }na kostki m-wymiarowe % {"

(i=12,..iy; r=1,2,3,...) takiego, ze lim 5(x,) =0, gdzie 5(%;) = max{s(x"),...,
r—o0

Sk} (r=1,2,3...) (5(,1) $rednica zbioru) i takiego, ze dla dowolnych

x{") :(xi(lr),...,xi(r;))eKi(r) (i=12,..i.; r=12,3,.)ciag sum (Sr) przy

oy i}

Sr =3 mes(x (M) (x{") (mes— miara m-wymiarowa kostki, tj. mes & = (b1-ay)....(bm-am);
i—1

dlam =1 — dlugos¢, dla m =2 — pole powierzchni, dla m =3 — objetos¢) ma granice TR :
Granicg t¢ nazywamy catkg Riemanna (R-catkg) odwzorowania f nakostce X i oznaczamy

symbolami Iz = [ F(x)dV = [ (¥, Xp)dxg...d%n, -
X K

W przypadku jednowymiarowym (m = 1) mamy nast¢pujace podstawowe twierdzenie

Twierdzenie. Jezeli istnieje na przedziale [a,b] catka oznaczona funkcji f :[a,b] —W , to

istnieje na [a,b] catka Riemanna tej funkcji i f f (x)dx = ]J' f(x)dx.

[a.b] a
Uwaga. Podang definicje catki Riemanna rozszerzymy na pewnego typu obszary domknigte
w przestrzeni ® . Niech @ taki obszar domkniety w ® ", Ze istnieja ciagi pokry¢ K i
przekry¢ Ky zbioru @ (r =1, 2, 3,...) spetniajace warunki:
1) K; D<Ky c®™ Vrew,
2) #; ="k\") U...U'_’I(i(rr) i xp ="x" U"'U"KE:) ,

gdzie 'Kl(r) ey 'Ki(r) kostki m-wymiarowe o0 roztgcznych wnetrzach i o srednicach dazacych
do zeraprzy r >« (max{&('?(l(r)), e O( Ki(r))} — 0 przy r —o0) oraz podobnie kostki

_‘I(l(r)KSrr) Niech f:® —>W (W - przestrzeri unormowana) i niech

B iy - . Jr .
'Sy = Zmes("](i(r))f('xi(r)) przy 'xi(r) e"](i(r) i"Sr :Zmes("ﬂci(r))f("xi(r)) przy
i=1 i=1

XNk D~ dlai=12,..i(r=1,2,3, ...). Jezeli istnieja granice: 'S = lim 'Sy dla
r—oo
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kazdych ('Ki(r)) [ ('Xi(r)) oraz "S = lim Sy dla kazdych (Kfr)) i ("Xi(r)) , spetniajgcych

r—0

wymienione wyzej warunki, a przy tym 'S ="S ,to Iz ='S ="

w|
I
—_—
—h|
o
<
I
S —
-
—
>
SN—"
o
>

(dV =dx = dx;...dx, - miara kostki elementarnej m-wymiarowej) nazywamy catka Riemanna

(R-catka) odwzorowania f na obszarze domknietym ® w przestrzeni ® ™. Méwimy przy

tym, ze f jest catkowalne w sensie Riemanna (R-catkowalne) na @.

W przypadku m = 2 i m = 3 méwimy rowniez, ze calka jest odpowiednio podwojna i potrojna
(stosujac przy tym oznaczenia [[ (¥, Xp) dxqdXy i [[] (X, X, Xg) dxq0Xodxg).

D D
I Jezeli ® = K (kostka) , to powyzsza definicja R-catki sprowadza si¢ do poprzedniej definicji

R-calki na kostce.

I Jezeli f =1 (przy W = R),t0 j dx = mesg (©) (miara Riemanna — R-miara obszaru
D

domknigtego @ ). Obszar @ jest wtedy mierzalny w sensie Riemanna — R-mierzalny (por.
rozdz. 4). Warto dodac, ze obszar @ jest R-mierzalny < funkcja przynalezno$ci do zbioru
@ﬂ-ZQU)={

jest R-catkowalna na przestrzeni ® " i X) dx = mes,, (D).
S proesirzent &1 | 7, (9 dx=mes (0

R

Twierdzenie. Niech ® taki obszar domknigty w ® ™, Ze istniejg ciagi pokry¢ (K ) i przekry¢
(Ky ) zbioru @ (r=1, 2, 3,...) spetniajace warunki:

1) K; €K SDCKyy CKy cR™ Vredy,

2) #; ="k\" u...u'?(i(rr) iy =% U"'U"KE:)’

gdzie 'Kl(r) yeey 'Ki(rr) kostki m-wymiarowe o roztgcznych wnetrzach i takich, ze

lim mesg clos (D-K;)=0 oraz "Kl(r) : ...,"Kgr) kostki m-wymiarowe o roztacznych
r—oo r

wnetrzach i takich, ze r|im mesg, clos (X —®) =0. Niech f:® —>W (W - przestrzen
—0

r

unormowana) odwzorowanie R-catkowalne na @i niech 'I, =Y [ fdv,

|=11K'i(r)
U - - - -
"l = [ fdv.Wtedy lim'l, = lim"l, = [ fdV.

D

i=1 (Dﬁ"Ki(r) r—oo r—oo

Powyzsza definicja catki Riemanna jest stosunkowo prostym uogolnieniem catki Riemanna
funkcji o warto$ciach rzeczywistych (W = ®)) analogiczne sa wicc wlasciwoscei catki i

calkowania w sensie Riemanna, wyszczego6lnione w kolejnych twierdzeniach.
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Twierdzenie (/iniowos¢ R-catkowania). Jezeli f:o>W i g:o SW (D — obszar
domkniety w ® ™, W - przestrzefi unormowana) sa R-catkowalne, to R-catkowalne jest

odwzorowanie o f + 4G i [(af +4G)dV = fdV+ 4] ddV Va,fer .
D D D

W konsekwencji zbior odwzorowan I (D;W)={f :® ->W; f — R-catkowalne} jest

przestrzenig liniow3.

Twierdzenie (addytywnosé R-catkowania). Niech ®, @, @ obszary domknigte w ® " takie,
ze D=D'UD", INtO'Nintd" = Niech f:0 W (W - przestrzen unormowana)
odwzorowanie R-catkowalne na ®. Wtedy [ fdV = [ fdv + [ fadv .

D D D

Twierdzenie (o wartosci sredniej). Niech © obszar domkniety w ® ™ i niech f:o>W (W -
przestrzen unormowana) odwzorowanie cigglte na ®. Wtedy odwzorowanie to jest

R-catkowalne na @ i istnieje takie X5 € D, ze j f (x)dx = mesg (D) F(xs) .
D

Twierdzenie. Niech @ obszar domknigty w ® ™ i niech @ = @, x D, (D1 - obszar domknigty
W , @ - obszar domkniety w ® "2, my +m, =m). Niech froo>W (W - przestrzen
unormowana) odwzorowanie takie, ze F(x) = F(y, ),y € Dy, € D, . Odwzorowanie f jest

R-calkowalnena ® < Vye D f(y,-) jest R-catkowalna na ®,oraz Vz e D, f(,z) jest

R-catkowalna na @1 oraz tzw. calki iterowane j f(y,z)dz i j f(y,z)dy sg odpowiednio
D, Dy
R-catkowalne na @1 i @2, aprzy tym [ f(x)dx= [ ([ f(y,z)dz)dy = [ (J f(y,z)dy)dz.
D Dy D, Dy Dy

Twierdzenie. Niech @ bedzie tzw. obszarem normalnym wzgledem jednej ze zmiennych

X = (X1, ..., Xm) Przy m > 1(np. Xm), tzn. istnieje taki obszar domknigty ©* w przestrzeni g M1

i dwie funkcje @,y : ©* — R takie, ze p(y)<w(y) VyeDd*oraz
D ={x=(y,2), yeD*, ze[p(y),w(y)]. Niech f:o W (W - przestrzen unormowana)
odwzorowanie takie, ze f (x) = f (y,2),y e ©*, z€[p(y),w(y)] . Odwzorowanie f jest R-

catkowalnena ® < VyedD* f(y, -) jest catkowalna na [¢(Yy),w(y)] oraz R-catkowalne na

w(y) _ - w(y)
©* jest odwzorowanie [ f(y,z)dz iprzytym [ f(x)dx= [ ( [ f(y,z)dz)dy.
o(y) D D* 9(y)

Uwaga. Kolejnym uogélnienie catki Riemanna na obszarze domknigtym @ w przestrzeni ® ™

jest catka, rowniez w sensie Riemanna, na rozmaito$ci domknietej k-wymiarowej M w
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m-wymiarowej afinicznej przestrzeni euklidesowej E™ , bedacej domknieciem rozmaitosci M
0 parametryzacji (mapie) X =0+ X(u); X(u) = X! (We, u= (uj) elc Q{,k , gdzie
U = {O; (&) } — uktad odniesienia przestrzeni E™, (&) - baza kartezjanska przestrzeni

stowarzyszonej E™, x = (xi (u)) = funkcje klasy C! o macierzy Jacobiego J = [xiJ (u)}rzqdu

k, U— obszar zmienno$ci wspotrzednych parametrycznych U rozmaitosci M, X- zbior

zmienno$ci wspotrzednych globalnych tej rozmaitosci. Przy tym obrazem elementarnego
obszaru zmiennos$ci wspotrzednych dU = (u Jud +du J') 0 R-mierze dU =mes dU =
du?...du® jest przy parametryzacji x = x(u) ptat elementarny dM rozmaitosci M

wyznaczony przez punkt X i wektory ds; =X, ; (u) dul = dg;(u)du I tj. elementarne wektory

bazy podprzestrzeni stycznej Tx tworzace ptat dM o R-mierze dX = mes dM = J(u)dU .

Niech f:M>W / f:M>W (W - przestrzen unormowana) dane odwzorowanie (pole).

Catka Riemanna (R-catkg) odwzorowania (pola) f narozmaitosci domknietej M /na

rozmaitosci M nazywamy (R-catke)
- - def _
_[ f(X)dX = I f(X)dX = I F(u)du,
M M D
gdzie ® =clos U, F(u) = f(O+X(u))J(u), ue V. W szczegdlnosci

mesg (M) = | dX
M
jest miarg Riemanna (R-miarg) k-wymiarowej rozmaitosci M.

Uwaga. Jezeli rozmaito$¢ k-wymiarowa M jest sumg rozmaitosci kK-wymiarowych My
(r=1,..., n), parami roztacznych, ktorych domknigcia tworza spojny zbior M,
parametryzowany atlasem, ztozonym z map rozmaitosci sktadowych My, to z definicji do

R-catki na stosujemy zasade addytywnosei, tj. [ f(X)dX = i [ f(X)dx dla f:Mo>W.
M r=lmg

Nietrudno zauwazy¢, ze operacja R-catkowania jest liniowa, czyli dla kazdych dwoéch
R-catkowalnych f,§:M —W i kazdych dwéch «, 8 € ® odwzorowanie o f + 8§ M >W
jest R-catkowalne i [ (af +AG)(X)dX =a [ f(X)dX + B[ G(X)dX .

M M M
Uwaga. Na szczegdlng uwage zashuguja pewne typy R-calek na rozmaitosciach 1-, 2- 3-
wymiarowych w przestrzeniach euklidesowych 2- i 3-wymiarowych, ktorych dotyczg znane
twierdzenia Gaussa.
Szczegolng rozmaitoscig (jednowymiarowa — przy k = 1) jest krzywa L , a R-calka na jej tuku
AB (o poczatku A i koncu B), zwana catka krzywoliniowg I rodzaju, okreslona jest wzorem:
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] F ) ds = ujB f(O+x(U)g(u)du,
AB Up

gdzie u wspotrzedna parametryczna wzdtuz krzywej L, Ua | Ug wspotrzedne punktow A i B,
gw)=|g(u)|, g(u) =dx(u)/du wektor styczny do L w punkcie X = 0O+ X(u), ds jest

dhugoscia elementarnego tuku X(u) X (u+du) przy X(u+du)=X(u)+ §(u) du réwna
(W przyblizeniu) | G(u)|du, f:Lo>W (W dowolna przestrzen unormowana), a catka po

prawej stronie powyzszej rownosci jest catka oznaczong. Natomiast tzw. catka krzywoliniowa

Il rodzaju, zdefiniowana jest jako nastepujaca szczegdlna R-catka:
- def N ~
[ £(X)-ds = [ £(X)-T(X)ds,
AB AB
gdzie t(X) jest wersorem stycznym do L w punkcie X, a f:L>E".

W przypadku rozmaitosci dwuwymiarowej (k = 2) interesuje nas zwtaszcza catka
powierzchniowa | rodzaju na powierzchni S, tj. R-catka

~ def
[FO)dS = [ F(O+x(u,u?)g(utu?) dutdu?,
S v
gdzie (u*,u?) wspolrzedne parametryczne z obszaru U, § (ul,uz) =X, (ul,uz),
(04 o

o' u%) =det] 4, (u"u%)- G, (u"u%) | =[Gy (0" u7) x Gy (Ut uP)| 2, dS (U u?) =

Jg(ut,u?) du'du? pole elementarnego plata dS wyznaczonego przez wektory elementarne
ds, =g, (u',u®) du® styczne do powierzchni S w punkcie X (u*,u?) (a,8=12),

af:So>W (W dowolna przestrzen unormowana), a takze catka powierzchniowa Il rodzaju

na powierzchni S, tj. R-catka w przestrzeni euklidesowej zorientowanej E®
. _def .
jf(X)-dS =jf(X)-ﬁ(X)dS,
s s
gdzie dS=fidS, fi=g;xd,/+/g jestwersorem normalnymdo S (dS =ds, xds,),
z —3
af:S>E.

W przypadku obszaru VV w dwu- lub tréojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E (K =m =2
lub k =m = 3) mamy (tak jak w przypadku dowolnego k = m):

[ f(X)dA

A difjf(0+>z(u)) g(u)du{m:kzz
[feOav] o m=k=3
Vv

gdzie u=(u') = ut,u?)lub(ut,u?,u?) , zas J(u) =+/g(u), przy czym
g(u) =det[gs(U)], 9rs(u)=Gr(u)-Gs(u), G;(u)=X,; (u).

Zgodnie z twierdzeniami Gaussa dla powyzszych catek prawdziwe sg nastgpujace formuty:
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1) formuta Gaussa-Greena (m = 2) i Ostrogradskiego-Gaussa (m = 3)
[ f-ids= [ divfdv,
RINGY, AIV
gdzie A/V obszar w przestrzeni dwu- lub tréjwymiarowej (m = 2 lub 3) o brzegu 0A / oV
kawatkami klasy CL, tj. lukami krzywych (przy m = 2) lub platami powierzchni (przy m = 3),

N jest polem wersoréw normalnych zewnetrznych, okreSlonym prawie wsze¢dzie na 0A / oV
(tj. z wyjatkiem wierzchotkow i odpowiednio krawedzi brzegu 0A /oV), f:AIV>E jest

ciagta na A/V (wraz z brzegiem) i klasy C! we wnetrzu IntA/IntV i wtedy div f=tr (D f )
(f=f'g,Df=f'|;giog =divi="1'];);

2) formuta Gaussa-Stokesa

[ f-tds=[rotf-fids,

as s
gdzie S powierzchnia (k = 2) w przestrzeni zorientowanej E2 (m = 3) o brzegu 6S bedacym
konturem zamknig¢tym, ztozonym z tukow klasy C! o koficach bedacych wierzchotkami
brzegu 0S, N pole wersoréw normalnych do S (okreslonych przez bazg lokalng na S:
N=0;x0,/ \/5 ), t pole wersoréw stycznych do konturudS (okreslonym poza jego
wierzchotkami) o zwrotach okre$lonych zgodnie z reguta prawoskretng przez uktad
(6,,§,.0), f:S— E jest klasy C! (zgodnie z regutami rozniczkowania pol na
rozmaitosciach), przy czym f = £%g, + % = f.-{=1%, rotf-i=e,/ 17|,

(a,p=12); por. r.4. Zauwazmy, ze f 3 nie wystepuje w powyzszej formule.

Sformutujemy teraz zasadniczg kwesti¢ tego podrozdziatu.

Uwaga. Jak juz zauwazono zdefiniowana w kazdym kroku catka typu Riemanna jak i catka
oznaczona maja dwie kluczowe wlasnosci:
1) addytywnos¢ catki

[fdQ=[ fdQ+ [ fdQ, jesli Q=Q'UQ" i mes(Q'NQ")=0;
Q Q' Q"

2) liniowo$¢ operacji catkowania,

tj. odwzorowania I: f — .[ fdQeW, f el(Q;W)na kazdej liniowej podprzestrzeni liniowej
Q
przestrzeni I(Q;W) funkcji catkowalnych (podprzestrzeni przestrzeni funkcyjnej F(Q;W));
wynik tego odwzorowania T(f )Oinf fdQ nosi nazwe calki (Riemanna) odwzorowania f na
zbiorze Q2 , zawartym w pewnej przgtzestrzeni afinicznej A, przy czym dQ =mes (dQ)
odpowiednia miara elementarnego podzbioru dQ2, za$ mes(Q) = j d () jest miarg
Q

(Riemanna) zbioru Q.
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Dalsze uogolnienia i rozszerzenia pojgcia calki ida w kierunku nastepujacym: przez catke
wzgledem miary p (tzw. p-catke) odwzorowania f :Q —W z przestrzeni liniowej funkcji

u-catkowalnych | H(Q;VV), gdzie Q - element rodziny podzbioréow p-mierzalnych pewnej

przestrzeni I, W - przestrzen unormowana, rozumiemy wynik odwzorowania
- . . _ _, 0zn .
(u-calkowania) 1, :1 #(Q;W) >W, 1u(f) = _[ fdu, ktore spetnia warunki addytywnosci
Q
i liniowosci 1) i 2).

Przyktadem powszechnie stosowanego uogolnienia catki Riemanna jest catka Lebesgue’a
(tzw. L-calka) wzgledem miary Lebesque’a (L-miary) odwzorowania (L-catkowalnego)
f:Q—>W , gdzie Q- podzbior L- mierzalny euklidesowej przestrzeni afinicznej,

W - przestrzefi unormowana, o tej wasnosci (co jest sednem uogolnienia), ze jesli istnieje
R-catka odwzorowania f :Q >W | to istnieje roéwniez L-catka tego odwzorowania i obie
catki sg sobie rowne (oczywiscie istniejg odwzorowania L-catkowalne, ktore nie sa
R-catkowalne).

Podamy jeszcze dwa przyktady rozszerzenia pojgcia R-catki.

Przyktad. Niech M ={py,...,pn}(N € V) bedzie danym zbiorem (uktadem) obiektow
(przedmiotéw), a = (my,...,my) danym ciagiem (uktadem) liczb dodatnich, zwanych
(umownie) masami elementéw uktadu 1. Niech Q <IN dowolny podzbior elementéw o
numerach 7 ={i,...,ix} (L< K <N) iniech f:QoW; f=(f..f ) (W przestrzen

unormowana) . Wtedy dla dowolnego f e F(Q;W)
def

[fdu = X mf
Q

iEIQ

jest catkg — tzw. catkg dyskretng o ciggu wagowym (m i oo M ).

Przyktad. Niech I dowolny zbior (przestrzen), a X, dowolny jego element (punkt), za§ W
dowolna przestrzeh unormowana. Dla dowolnego Q < i dowolnego f e F(Q;W)
definiujemy odwzorowanie

0, X,&Q

ktore spetnia podstawowe atrybuty dla catki — nazywamy jg catkg o - Diraca. Przy tym miara
4 jest okreslona nastepujgco:

L def [ f(X.), X, e®Q,
J-fdlu:{(o) OE
Q

def (1, X, € Q,
u(Q) =
0, X, Q.

Mowimy, ze punkt X, wybiera z odwzorowania f warto$¢ w tym punkcie, jesli znajdzie si¢
on w dziedzinie tego odwzorowania.
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5.5. Szeregi trygonometryczne Fouriera

W rozdz. 2.4 wprowadzono pojecie rozwinigcia elementu przestrzeni unitarnej Hilberta w szereg
Fouriera wzgledem okreslonej bazy hilbertowskiej. Taka baza jest ortonormalny uktad zupeiny

(a w konsekwencji zamkniety) — a wlasciwie wystarcza by byl on ortogonalny i zupelny, bo zawsze
tatwo go zortonormalizowaé. Rozwinigcie danego elementu w szereg Fouriera wzgledem uktadu
ortogonalnego zupetnego oznacza, ze element ten jest rOwny swojemu szeregowi Fouriera, a przy tym
zbieznos¢ jego szeregu Fouriera jest zbieznoscig w normie przestrzeni unitarnej, generowanej przez
iloczyn skalarny.

W tym punkcie zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy przestrzenig unitarng jest przestrzen funkcyjna, w
ktérej mozna skonstruowac baze ortogonalng zupeina, ztozong z funkcji trygonometrycznych. Ten
przypadek jest szczegolny takze dlatego, ze oprocz zbieznosci szeregu Fouriera w normie ma miejsce
— przy pewnych warunkach — takze zbieznos$¢ punktowa i jednostajna. W konsekwencji
trygonometryczne szeregi majg znaczny zakres zastosowan (bo miedzy innymi mozna je
rozniczkowac i catkowa¢ wyraz po wyrazie — oczywiscie, gdy funkcje bedace sumami szeregdw sa

odpowiedniej klasy regularnosci).
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1. Szeregi trygonometryczne Fouriera w przestrzeni funkcji
okresowych

Niech V(®,R) bedzie podprzestrzenia (liniowg) przestrzeni (liniowej) funkcji f :®R — R
okresowych, o okresie T = 2r (dla ustalenia uwagi), oraz calkowalnych z kwadratem na
przedziale [-m,mt], tj.

V®R) € L (-mali®) =41 1R > & f(x+2m)= f(x) VX e®, [T2(X)dx <0},

Twierdzenie. Przestrzen liniowa L2, ([-m,7];® ) jest przestrzenig unitarng Hilberta z

iloczynem skalarnym i norma (generowang przez ten iloczyn):
<f,g>=[Tf()gMdx, |f|°=]"TF2(x)dx,
a ponadto ciag funkcji
Uc+s (®) = (L,sin X, €os X, Sin 2X, €0S 2X,...,Sin nX, COS NX,...)

jest ortogonalnym uktadem zupelnym przestrzeni Lzokr ([~ 7, =];R) , a wiec jest, po

unormowaniu, bazg hilbertowska. W efekcie, zgodnie z odno$nymi elementami z rozdz. 2.4,
dla kazdej funkcji f(-) przestrzeni V(®,®) mamy:

I B
f(x)= %0 +(c, cosnx + s, sin nx) 2, (1)
n=
gdzie
cnzljfnf(x)cosnxdx (n=0,1,2,...), )
T

Sy :EIR f(x)sinnxdx, (n=1,2,3,...).
T T
Ortogonalno$¢ uktadu Uc+s (R) wynika z rownosci:

jfnl-ldx:Zn, jfnl-cosnxdx:o, jfnl-sin nxdx =0,

. [" sinnx-sin mxdx:{o’nim, 3)
-n mn=m

O,n=m

[* cosnx-cosmxdx =
- T,N=m

[* sinnx-cosmxdx =0,

Zbieznos¢ szeregu Fouriera w rownosci (1), czyli zbiezno$¢ sredniokwadratowa, oznacza, ze
2
dx=0. 4

n=1L

hlliinoo TJ f(x)— [%0 + % (c, cosnx+ s, sin nx)}

Ponadto:

2 = - zbiezno$¢ w normie $redniokwadratowej
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f:f2(x)dx=n{%c§+i(c§+s§)}, (5)
n=1

(zamknigtos$¢ uktadu Uc+s (R))
oraz

([ f09-1dx=0, [* f(x)-cosnxdx=0, [* f(x)-sinnxdx=0 Vn=12,.)

= f ;0 (f (x) =0 dla prawie wszystkich x € ® ) 3 (6)
(zupetno$¢ uktadu Ucss (R)) .

Uwaga. Analogiczne rozwazania mozemy powtorzy¢ dla przestrzeni funkcyjnej

def
L2 ([0,27];R) i{f R >R f(x+2m) = f(X) VXER,J.JZR f2(x)dx < o}.

Wtedy bowiem g € L2, ([0,27];R) i f(x)=g(&) przy & = x+n implikuje
f e 2, ([-n,7];R) oraz zgodnie z (1) i (2)
R
g(é) =%°+ > (C,cosné +5, sinné),
n=1
gdzie

C, _1 g(E)cosnEdE (n=0, 1,2, ...),
T

S = [e@sinngds, (=123, .
2. Twierdzenie Dirichleta

Niech V(®,R®) bedzie przestrzenig funkcji f : ® — ® , ktore spetniajg nastepujace warunki,
zwane dalej warunkami Dirichleta I:

1) f jest okresowa, 0 okresie T = 27;

2) f jest przedzialami monotoniczna na ® (na [-r, «t]);

3) f jest ciggta na kazdym przedziale domknigtym zawartym w zbiorze R, z wyjatkiem
skonczonej liczby punktow tego przedziatu, w ktorych f ma niecigglosci pierwszego rodzaju
(skoki granic prawo- i lewostronnych).

Uwaga.

1) f jest okresowa na ® wtedy i tylko wtedy, gdy 3T >0 f (x+T)=f(X) VXe®. .

Najmniejsza warto$¢ T spelniajaca ten warunek nosi nazwe okresu;

2) f jest przedziatami monotoniczna na ® , jezeli jest przedziatami monotoniczna na kazdym
przedziale [a, b], tzn. przedzial ten mozna podzieli¢ na skonczong liczbe podprzedziatow

3 f;g o [f-g[=0 & f=g+9p, [F0°(x)dx=0
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[Xo =a, x1], [X1, X2], ..., [Xn-1, Xn = B] (N € ), w ktorych f jest albo niemalejgca albo
nierosngca;
3) warunek 3) oznacza, ze dla kazdego przedziatu [a, b] i dla kazdego x, €[a,b] jest

f(xg)=f(x;)albo f(x;)= f(x,) jeslitakich x, w przedziale [a,b] jest skonczona liczba (
f(x5) = lim f(£)).
]

Whiosek. Przestrzen funkcyjna V(®R,®) (funkcji spetniajacych Warunki Dirichleta I) jest

podprzestrzenia liniowa przestrzeni Lzokr([— T, 7];R ) . Zatem, jesli f € V(R,R), to f spehnia

I
relacje (1) + (6) z p.1, aprzy tym f =0 oznacza, ze f (X) = 0 dla wszystkich X z przedziatu

[-=, w] , z wyjatkiem skonczonej liczby tych X, w ktorych f(x) # 0.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie | (Dirichleta). Jezeli f :® — ® spelnia Warunki Dirichleta I (warunki 1) + 3)),

to szereg Fouriera funkcji f jest zbiezny punktowo dla kazdego xe ®, a przy tym
%0+ > (c, COSNX+S, Sin nNx) = %[f (x")+ f (x_)],
n=1

gdzie c,, s, wyrazaja si¢ wzorami (2) zp. 1,a f(x) = lim_f(&). Jesli ponadto funkcja f
EXT

jest ciagla, to szereg Fouriera tej funkcji jest zbiezny jednostajnie do f na kazdym przedziale

[c, d]. Jesli dodatkowo f jest rozniczkowalna, to szereg Fouriera tej funkcji f jest

rozniczkowalny ,,wyraz po wyrazie”, a wigc:

0
f'(x) = X (ns, cosnx —nc, Sin nx)«
n=

3. Przypadek funkcji jednej zmiennej na przedziale liczbowym

3P. Rozwiniecie w pelny szereg trygonometryczny Fouriera

Niech V([a, b]; ®) bedzie przestrzenia funkcji g :[a,b] > R , spetniajacych nastepujace
warunki, zwane dalej Warunkami Dirichleta I1.

1) g jest przedziatami monotoniczna na [a, b];
2) g jest ciggla na [a, b], z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby nieciggtosci pierwszego

rodzaju.

Funkcje g z przestrzeni V([a, b]; ®) przeskalowujemy do przedziatu [, ], a nastepnie
rozszerzamy okresowo na caty zbior ® w nastgpujacy sposob:

g=9(&), ¢elabl> f=Ff(x), xe[-mn],
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FearP 8, x=2% (foa)-m, @
2n b-a
f(X):g(é:) b-a | XE[—TC,TC], (b)
§=a+g(x+n)
f(x)=f (x—2kn), xe[-n+2Km+n+2km), k=0, %1, +2, ... (©)

Whiosek. Jezeli funkcja g spetnia warunki 1) + 2) powyzej (W.D.II) to funkcja f spetnia
warunki 1) + 3) z rozdz. 2 (W.D.I).

W efekcie, na mocy Tw. I Dirichleta (po uwzglednieniu zaleznosci (a) + (¢) pomigdzy X i &

~

oraz g, f i f, stwierdzamy prawdziwo$¢ twierdzenia.

Twierdzenie IIP (Dirichleta). Jezeli funkcja g :[a,b]— ® spelnia warunki 1) =+ 2) (W.D.II),

to nastepujacy szereg Fouriera funkcji g jest zbiezny punktowo:

1
o ~19 (M) +9(&7)].&e(ab)
C—°+ Z{cn cos{27tn (é—a)}+sn sin{w (§—a)}} = 2[ ] (1)
2 i b-a b-a S EICO R TCR) FERENERT:

gdzie
b
¢, =2 | 9(5)008{m(§—a)}d§ (=0,1,2,..), ®)
-aj; b-a

2nn
b—-a
Ponadto, jesli funkcja g jest ciggla na przedziale (a, b), to szereg (1) jest zbiezny jednostajnie
do funkcji g na dowolnym przedziale [c, d] < (a, b). Natomiast, gdy funkcja g jest ciggla na
przedziale [a, b] i g(a) = g(b), to szereg (1) jest zbiezny jednostajnie do funkcji g na tym
przedziale.

b
S, :%ajg(g)sin{ (§—a)}d§, n=1,23,...).

I' W szczegodlnosei, gdy a = 0, b =1, wzory (1), (2) maja prostszg postac:

1 + -
» 519 )+g(c)|.¢e(l)
%O+Z[cncos[2nn%+snsin(Znn%ﬂ: i% }J , (3)
n=1 + —
-190)+g()|.&=0,¢=I
2
gdzie

g(f)cos(Znn—jdf (n=0,1,2,...), 4)

g(&)sin (Znn%jdg, (n=1,2,3,..)).
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Uwaga. Przestrzen L? ([a,b];®) ={g :[a,b] > ® : j:|g (§)|2 d¢ < oo} jest liniowg przestrzenia

. . b . b 2 P2 .
unitarng z iloczynem skalarnym < g,h >= [ g(&)h(£)d¢ inormg |g| = ([a|g(§)| d§)l . W tej

przestrzeni uktad funkcji:

Ues+s ([a, b])-[fb_ fb_ [2nn(§_a)—n} ’bfa {Znn(f_ a)— 71} j 4

jest baza hilbertowska. Natomiast zbior V([a, b]; ®) funkcji spetniajacych Warunki Dirichleta 11

jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni L? ([a,b];®R) .

Przyktad. Rozwiniemy w szereg Fouriera, zgodnie z wzorami (3), funkcje g: [0, 1] > ®

okreslong nastepujaco:
N §—%
I[l +N j Ee[&-1IN& ]
g@»—?@hﬁ 5jfﬁaéﬁ”N] @
0, £€[0,I]-[&, —1/N,& +1/N]
(Neswn, N=N,,N,+1,...)

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy:

2 _ 2 N? 2mn 21N 0 27N
N )

2 N® | . 2zmn 27n . 27N |
Sh=—— 2sin——¢&, +sin——- | &, —— | |. b
n | (2 T n) |: (é:o J | é:o | (é:o N j:| ( )
Zatem, wobec cigglosci funkcji g mamy dla kazdego £€[0, 1] :

0= 1 1 N2 3= {cow ( +ﬁj—2cos a,é, +cosa (50 ﬂ cosa &+ (€)

n1n

+ {sin an(go + Iﬁ) —-2sina, &, +sina (50 Hsm ang} a, = 2zn :

Zgodnie z formuta Taylora jest:
HéiA@=41@if%@A§+%f"@MA@2+MA@2
skad dla funkcji klasy C?
[f(E+AE-2f(O)+ fF(E-AH]=1"(&). (d)

Moma
Stosujac rownos¢ (d) formalnie w wyrazeniu (c) przy AE=I/N oraz przy f(&)=cose, & i
f (&) =sina,& otrzymujemy w granicy dla N — o idla &= &, :

g(f)_—+ Z(cosw cosa & +sina, & sina, &). (e)
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Niech &(& - &,) bedzie dystrybucija 8-Diraca, tzn. uogélniong funkcja o wtasciwosciach:

=0,&#¢&, D L& e(ab)
6(5—50){;&0,5:50, £5(§—§o)d§—{o’§oe(a’b), (M
Oraz
" f(&). & < (ab)
f - =
£ (&)S(E-&,)dé {0’ c 2 (ab) ©)

dla dowolnej funkgcji f.

Podobne do wlasciwosci (f) ma funkcja g (&) okreslona wzorem (a):

=0, —1/NE+I/NT ! L[g, -1/N, & +1/N]= (0,1
g(é){ cele & +1IN] {[e‘ & +1IN]c 1)

[9()ds= 0[e ~1/N,& +1/N]e O1)’

: (h)
£0,£e(&—-1INE+IIN)

Identyczne wyrazenie z (e) otrzymujemy rozwijajac o(& —¢&,) w szereg Fouriera zgodnie ze
wzorami (4) i (g):

2 2
o :I—_([5(§—§o)d§=|—,
2| 2
(o :I—_[d(é—éo)cosanfdfZI—COS“nfo’
0

2 . 2 .
Sh :TI§(§—§O)sm a,édé :Tsm s,
0
a wiec (por. (e))
o(&-¢&,)= %+Igi(cos a,é,cosapé+sina, & sina ). 0)
n=1

Dystrybucje o(&—¢&,) jako uogolnienie funkcji otrzymujemy z funkcji (a) przy N — oo.
I mimo, Ze szereg (i) jest rozbiezny, a 6(& —¢£,) nie spelnia zatozen Tw. II Dirichleta,

rozwinigcie (1) ma sens w rozumieniu uogolnionym.

3S. Rozwiniecie w szereg sinusowy Fouriera

Niech ([0, I]; ®) bedzie przestrzenig funkcji g :[0,1] —> ® , spelniajacych warunki 1), 2) z p.
3.1, tzw. Warunki Dirichleta II:

Funkcje g z przestrzeni V([0, I]; ® ) rozszerzamy nieparzyscie (antysymetrycznie) na
przedzial [, 0) i przeskalowujemy do przedziatu [, «t], a nastepnie rozszerzamy okresowo
na caly zbior ® w nastgpujacy sposob:
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9(0), 1, X<

a) f, (x) =40, x=0 ,
~9(=8) _y  xel-m0)

b) f(x)=f (x—2km), xe[-n+2km+n+2kn), k=0, £1, £2, ...

Whiosek. Jezeli funkcja g spetnia warunki 1) +2) z p. 3.1 (W.D.II') to funkcja f spetnia
warunki 1) + 3) z rozdz. 2 (W.D.I), a ponadto zgodnie z (2) z rozdz. 1 jest:

C, =%J'f(x)cos nxdx=0 (n=0,1,2,...),

s, :%J‘f(x)sin nxdx:%jf(x)sin nxdx (nN=1,23,...),
-7 0

gdyz jesli f(x) jest funkcja nieparzysta w przedziale (—, 1), to f (X)sin nx jest funkcja
parzysta, a f (x)cosnx funkcja nieparzysta w tym przedziale.

W efekcie, na mocy Tw. I Dirichleta (po uwzglednieniu zaleznosci pomiedzy X i & oraz g,
fi f), dochodzimy do twierdzenia:

Twierdzenie IIS (Dirichleta). Jezeli funkcja g :[0,1]— ® spenia warunki 1)1 2) z p. 3.1

(W.D.II), to nastepujacy szereg Fouriera funkcji g jest zbiezny punktowo (do podanych
warto$ci):
T W TG BT | R Y)
s sin——¢& =12 , (1a)
)

0, £=0,&=1
gdzie

|
s, :Igjg(x)sin “T”xdx, (h=1,23,..). (2a)
0

Ponadto, jesli funkcja g jest ciggla na przedziale (0, 1), to szereg (1a) jest zbiezny
jednostajnie do funkcji g na dowolnym przedziale [c, d] < (O, I). Natomiast, gdy funkcja g
jest ciggta na przedziale [0, 1] i g(a) = g(b) = 0, to szereg (1a) jest zbiezny jednostajnie do
funkcji g na tym przedziale.

Uwaga. W przestrzeni unitarnej L* ([0,1];R) uktad funkc;ji:

Us ([0, I]) = [ \/Igsin nl_n XJ (3a)

baza hilbertowska. Natomiast zbior V([0, I]; ®) funkcji spetniajacych Warunki Dirichleta 11

jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni L* ([0,1; ).
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Przyktad 1. Niech g(&) =1, £ €[0,1]. Na mocy (2a) jest:

| T T 1
——, n=2k-1
s, =3jsinnn§d§ :Ejsinnxdx _21 2L osnx =i[1—(—1)”} A
I I T L n g 7N T
0 0 0, n=2k
k=1,2,...),
a zatem, zgodnie z (1a), rozwiniecie ,,jednosci” w szereg sinusowy Fouriera na przedziale
[0, 1] przedstawia si¢ nastepujgco:

0 © 1, O,I
2y Lhnme -4y 1 sinn(2k—1)é:{ e
Tnis,.. N I m 47 2k-1 I 0, £=01

Przyktad 2. Niech g(&) = p;, £<€(0,1,),9(&) = p,, & (l,,1) (np. funkcja obcigzenia

zewnetrznego o odcinkowo statej gestosci). Na mocy (2a) mamy:

| Iy I
S, :Izjsinnnlédf :Iz p1ISinnn|£df+lg pszin’m%d‘f =
0 0 lo

=i{p1[1—cosmrl—°j+ pz(cosnnli—(—l)“j ,
mn I | i
a zatem
0, £=0
p]_l fe(O,IO)
= 2 I I a )l 1
;E{p{l—cosnnl—"} pz[cosnero—(—l) Hsmnnléz E(p1’+ p,), &=1,.
Py, Se(ly 1)
0, &=1

3C. Rozwiniecie w szereg kosinusowy Fouriera

Niech V([0, I]; ®) bedzie przestrzenig funkcji g :[0,1]— R, spelniajacych warunki 1), 2) z p.
3.1 (tzw. Warunki Dirichleta Il — W.D.II); por. p. 3.2.

Funkcje¢ g z przestrzeni V([0, I]; ® ) rozszerzamy parzyscie (symetrycznie) na przedziat
[, 0) 1 przeskalowujemy do przedzialu [, 7], a nastgpnie rozszerzamy okresowo na caty
zbidr ® w nastepujacy sposob :

9(2)_,, x<loa]

~

a) fs (x) =

T

008y xel-n0)’

b) f(x)=f (x—2kn), xe[-n+2Km+n+2km), k=0, %1, +2, ...
Whiosek. Jezeli funkcja g spelnia warunki 1) +2) z p. 3.1 (W.D.II) to funkcja f spelnia
warunki 1) + 3) z rozdz. 2 (W.D.I), a ponadto zgodnie z (2) z rozdz. 1 jest:
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o :% j f (x)cos nxdx=%j f(x)cos nxdx (n=0,1,2,...),
-7 0

s, =%jf(x)sin nxdx=0 (n=1,23,...),

gdyz jesli f(x) jest funkcja parzysta w przedziale (—n, m), to f (x)sin nx jest funkcja
nieparzystg, a f (X) cos nx funkcja parzystag w tym przedziale.

W efekcie, na mocy Tw. I Dirichleta (po uwzglednieniu zalezno$ci pomiedzy X i & oraz g,
fi f), dochodzimy do twierdzenia:

Twierdzenie 1IC (Dirichleta). Jezeli funkcja g :[0,1] — ® spetnia warunki 1) +2) z p. 3.1

(W.D.II), to nastepujacy szereg Fouriera funkcji g jest zbiezny punktowo (do podanych
warto$ci):

Sbenrree]econ
> cyc0sT e =100, £=0 , (1b)
g(), &=1
gdzie
cn:%ig(x)cosnTnxdx, (h=0,12,..). (2b)

Ponadto, jesli funkcja g jest ciggla na przedziale [0, 1], to szereg (1b) jest zbiezny
jednostajnie do funkcji g na tym przedziale.

Uwaga. W przestrzeni unitarnej L2 ([0,17; R ) uktad funkcji:

Ue ([0, I]) = [%,\Ecos’%”xj h=1,2,...) (3b)

jest bazg hilbertowska. Natomiast zbior V([0, I]; ®) funkcji spetniajagcych Warunki Dirichleta

IT jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni L® ([0,1;R).

Przyktad 1. Niech g(&) = pé( - éj, & €[0,1] (np. funkcja obcigzenia roztozonego

I I
parabolicznie). Na mocy (2b) jest:

1 2p n

Co==p, ¢, =——=+(-D) (n=1,2,..)),
3 n (TC n)Z [ ]

a zatem, zgodnie z (1b), rozwiniecie funkcji g w szereg kosinusowy Fouriera na przedziale

[0, 1] przedstawia si¢ nastepujaco:

1p+izp i izcosméz pé(l—éj ,

3" 2 %S R
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ze zbieznoS$cig jednostajng w przedziale [0, 1].

4. Przypadek funkcji dwu i wi¢cej zmiennych na iloczynie kartezjanskim przedzialow
liczbowych

Przypadek podstawowy, opisany w rozdz. 2, oraz przypadki ,,pochodne”, przedstawione

w p. 3.1-3.3, przestrzeni funkcyjnych i ich baz hilbertowskich (uktadow ortogonalnych)
moga postuzy¢ do konstrukcji przestrzeni funkcyjnych, baz hilbertowskich (uktadow
ortogonalnych) oraz rozwini¢¢ w szeregi Fouriera (wraz z odpowiednimi twierdzeniami typu
Dirichleta o zbieznosci tych szeregdéw) dla funkcji dwu i wigcej zmiennych rzeczywistych.

Tytulem ilustracji przedstawimy przypadek nastgpujacy.

I Niech L2([0, a]x[0, b]; ®) = {f :[0,a] x[0,b] — ®; [T[0]f (&, m) d&dn < oo} bedzie
przestrzenig liniowg unitarng z iloczynem skalarnym

<f,9>=FLfEn g ndédy <o, (1)

Il Mozna wykazaé, ze w przestrzeni tej uktad funkcji

U, ([0,a] x[0,b]) = (%sinnngsinnmgj z (%sin ngsin xl

isin 2n£sin nﬁ,isinnésin ZnQ,...j (2)
Jab a~ b'Jab o a b
(n,m=1,2,3,...)
jest ortonormalny oraz jest zupetny i zamkniety 1 w konsekwencji jest bazg hilbertowska

w przestrzeni L2([0, a]x[0, b]; ®). Zatem, jesli g € L2([0, a]x[0, b]; ®), to
Il o &

g(& )= 3 ss,,, sintnZsintmL 4 @)
nm=l a b
(zbiezno$¢ sredniokwadratowa — w normie generowanej przez iloczyn skalarny (1)), gdzie
4 ab ) é: - n
SSom = ,m)sinmn=sintm-'d&d 4
nm abggg(fﬂ) T . T . Edn o)

oraz

2 o0
(a?bj z_lssﬁ"” - f;f:|9(§ﬂ7)|2d§dn .

Mozna wykaza¢ nastepujacy wariant twierdzenia Dirichleta:

Twierdzenie Il1. Jezeli funkcja g :[0,a]x[0,b] — ® spetnia warunki:

o0
*) zbiezno$¢ szeregu podwojnego Y &, . jest absolutna, tzn. nie zalezy od kolejnosci sumowania,
n,m=1

aw szczegblnosei Y, o = Z[Zan,mj = Z(Zan,mj

n,m=1 n=1\_m=1 m=1\_n=1
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1) funkcja ge(n) jest przedziatami monotoniczna na przedziale [0, b] dla kazdego £€[0, a]

(9z(n) = 9(&m);

2) funkcja g, (&) jest przedziatami monotoniczna na przedziale [0, a] dla kazdego #<[0, b]
(9, (&) = 9(&m));

3) funkcja g jest podobszarami ciggta na prostokacie (0, a)x(0, b) z nieciggtosciami co
najwyzej pierwszego rodzaju (skokami warto$ci) wzdtuz krzywych brzegowych tych
podobszaréw, przy przejsciu z jednego podobszaru do drugiego,

to szereg Fouriera (3) jest zbiezny punktowo dla kazdych (&, 1) (0, a)x(0, b), a ponadto

szereg Fouriera (3) jest zbiezny jednostajnie do funkcji g na kazdym podobszarze
domknietym zawartym w podobszarze ciagtosci tej funkcji, czyli

a9(&,n) = i ssnmsinnnésinnmz. (5)
nm=l a b

Ponadto, jezeli

4) funkcja g jest ciggta na [0, a] %[0, b];

5) 9(0,7) =g(a n) =9(0)=g(& b)=0(S<0, a], <0, b]),

to zbieznos¢ szeregu (5) do funkcji g jest jednostajna na [0, a] x[O0, b].

Przyktad 1. Niech g(&,7) =1dla (& n)e [0, a] x[0, b]. Funkcja ta spelnia warunki 1) + 3), a
nawet warunek 4) z Tw. III, ale nie spetnia warunku 5). Zatem zgodnie z (4) jest:

4ab é:

. . n
sS,.. =— [|[singnZsintm-dédn =
"M ab {0 a b sdn

43 . E b n
=—/|sintn=dé|sinem-=dn =
abg : a 5{ : b 7

= %i , hm=1,3,5, ...
o nm
(por. P.1 zp. 3.2), a wigc

% Z isinnnésimrmzz{
T nm=135,. MM a b

1, £e(0,a),7<(0,b)
0, £=0,a;7=0b

Przyktad 2. Niech g(&,n) = pgg[l—gj(l—%j dla (& n)e [0, a] x[0, b]. Poniewaz

funkcja g spelnia warunki 1) + 5) Tw. III, to na calym prostokacie [0, a] x[0, b] mamy
zbiezno$¢ jednostajng szeregu Fouriera (5) tej funkcji ze wspdtczynnikami (4):

b
géﬁ(l—é)(l—%jsin nngsin nmgdﬁdn =

a

_[; X(1—x)sin wnx dx )Ug y(1- y)sinnmydy) =
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Roman Nagorski

MMIL 11

Czes¢ druga. ROWNANIA

W zjawiskach fizycznych i w dziatalnos$ci technicznej — tam gdzie stosuje si¢ r6zne modele i teorie
wykorzystujace w sposob istotny metody i narzedzia matematyczne — okreslone pojecia wyrazane
przez wielkos$ci matematyczne zwiagzane s relacjami, ktore najczesciej maja posta¢ rownan.

W réwnaniach tych pewne wielko$ci sg dane (uwazane za znane), a pewne za nieznane (uwazane za
niewiadome), ktore usitujemy wyznaczyc¢, a co jest jednym z wazniejszych atrybutow dziatalnosci
inzynierskiej, zwlaszcza o charakterze badawczym. Z tym jednak wiaze sie kilka waznych zagadnien:

1) Jakimi wielkosciami matematycznymi nalezy wyrazi¢ poszukiwane wielkosci fizyczne lub
techniczne czy inne (np. ekonomiczne) i jaka jest prawidlowa posta¢ rownania wigzacego te
wielkosci matematyczne.

2) Jak prawidlowo sformutowa¢ problem do rozwigzania, czyli ktore wielkosci sg znane a ktore
niewiadome oraz jakie warunki na nie mozna lub nalezy natozy¢, by rozwigzanie istniato i byto
jednoznaczne, a takze jak jest ono zalezne od wielkosci danych

3) W jaki sposob (jaka metoda, jakim algorytmem) mozna otrzymaé rozwigzanie postawionego
(prawidlowo) problemu — w pierwszym rzedzie rozwigzanie $ciste, czyli doktadne, jesli sposob taki
istnieje, a jesli nie, to rozwigzanie przyblizone oraz jak je uzyskac i na ile przybliza rozwigzanie
doktadne.

W zaleznosci od operacji, jakim niewiadome wielkos$ci sa poddawane w sformutowanych réwnaniach
problemu do rozwigzania, mogg to by¢ rownania algebraiczne, rozniczkowe, catkowe i in. Przy tym,
poza (czgsciowo) rownaniami algebraicznymi, w ktorych wielkosci niewiadome sg sekwencjami
liczbowymi, mamy do rozwigzania rownania funkcyjne, w ktorych niewiadome sa funkcjami — zwykle
polami na zbiorach w przestrzeni afinicznej lub ich reprezentacjami analitycznymi w postaci funkcji
rzeczywistych zmiennych rzeczywistych.

I chociaz rdwnania algebraiczne wydajg si¢ relatywnie prostsze (a gtownie chodzi tu o rownania
algebraiczne liniowe z niewiadomymi sekwencjami liczb), to jednak rownania rozniczkowe sg

w sformutowanych problemach najbardziej powszechne (chociaz potem w procesie ich rozwigzywania
sprowadzane sa zwykle do rownan algebraicznych liniowych). Z natury rzeczy bowiem, przy
modelowaniu zjawisk i procesow relatywnie najtatwiej prgnozuje si¢ infinitezymalne przyrosty
stanéw modelowanych uktadow lub stany ich elementarnych podzbioréw relacjami rozniczkowymi.

Zasadniczy tok rozwazan poprzedzimy zatem prezentacja przestrzeni funkcyjnych, w ktorych
budowane sg rownania réozniczkowe oraz operatorow rozniczkowych liniowych dziatajacych na
funkcje wystepujace w tych rownaniach. Nastepnie zdefiniujemy ogdélne postacie omawianych réwnan
wedtug standardowe;j klasyfikacji wraz z przyjeta terminologia i dodatkowymi warunkami, czyli tzw.
zagadnienia graniczne w sformutowaniach klasycznych i dalej w sformutowaniach nieklasycznych,
ktore zilustrujemy przykladami rozwigzan. W koncowym rozdziale przedstawimy pewng ,,mape”
metod rozwigzywania zagadnien granicznych — $cistych, formalnie $cistych i przyblizonych wraz

z proba metod oceny stopnia przyblizenia rozwigzan doktadnych (lub umownie doktadnych).



1. Wiadomosci wstepne

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Przestrzenie liniowe funkcji regularnych
Przestrzen dystrybucji

Liniowe operatory rozniczkowe

Liniowe operatory rézniczkowe czastkowe
Liniowe operatory catkowe
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1. WIADOMOSCI WSTEPNE

Sktadniki réwnan rozniczkowych, w zaleznosci od ich sformutowan, wymagan i wielu
jeszcze innych uwarunkowan sg elementami réznych przestrzeni funkcyjnych i zwiazane
rozmaitymi operatorami, zwlaszcza rézniczkowymi, co do ktoérych bedziemy stosowac
jednolite standaryzowane okre$lenia i oznaczenia. Z tego wzgledu warto je na poczatku
wyartykutowaé, cho¢ to moze wydawac si¢ nieco nuzace, by potem nie przerywac uwagi
zwroconej na tresci glowne.

1.1. Przestrzenie liniowe funkcji regularnych

Funkcja ,,regularna” (inaczej rowniez ,,gtadka”), to funkcja ,,dostatecznie ciggta”. Co to
oznacza, przedstawimy w tym podrozdziale.

Niech Q dowolny zbidr, a W przestrzen liniowa (wektorowa). Zbior funkcji (odwzorowan)
F(Q, W) ={x=1().ceQ ]
wraz z dziataniami

F+EOZT@+9), £eQ,

— def _,
(@f)(&) =af(f), SeQ
dla dowolnych X = ?(f) , 9 = 6(5) (£eQ)i aer,tworzy przestrzen wektorowa, zwang
dalej przestrzenia funkcyjng ,.wyjSciowq” .

W zastosowaniach inzynierskich najczgsciej przyjmuje sig, ze Q jest podzbiorem przestrzeni
afinicznej A, zwykle skonczenie wymiarowej — podzbiorem dyskretnym (zbiorem punktow

izolowanych) lub rozmaito$cig (krzywa, powierzchnig lub obszarem) — natomiast W jest
przestrzenig wektorowa vV stowarzyszong z A lub przestrzenig (podprzestrzenig liniowa
przestrzeni) odwzorowan liniowych badz wieloliniowych na V' lub na jej przestrzeni dualnej
V" o warto$ciach w ® lub V .

W sytuacjach praktycznych, kiedy dochodzi do obliczen, konieczne jest operowanie
reprezentacjami arytmetycznymi (numerycznymi) rozwazanych wielko$ci czy obiektow

matematycznych w ustalonym uktadzie odniesienia, ustalonej bazie lub parametryzacji,
a wiec uzywamy zbiorow liczbowych (liczb rzeczywistych).

Niech zatem ®" oznacza n-wymiarowa przestrzen euklidesowa (afiniczna) ciagow

ozn.
X=Xy, X;) = (X;) z dziataniami dodawania x'+ X" =(x";+x"}) dlax'=(x"), x"=(x"})

1 mnozenia przez liczbe ax =(ax;)dla x=(x;), o € ®, z iloczynem skalarnym

(euklidesowym) x"x"=Xx"; X";, norma | X |=/X;X; i odlegtoscia

d(x',x")=x"x"= \/(X"i =x)(X"=X") przy x'x"=(x";—Xx';) (przy zastosowaniu konwengji

sumacyjnej wzgledem wskaznika i ).
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Natomiast przez ® " rozumiemy przestrzen euklidesowa (wektorowa) m-wymiarowa ciaggéw

ozn.
Y=(Y1,-+Ym) = (¥;) Z analogicznymi dziataniami: dodawania y'+y"=(y';+y";)dla

y'=(y';), y"=(y";), mnozenia przez liczbg By =(By;)dla y=(y;), B € ® ziloczynem
skalarnym (euklidesowym) y*y"=y'; y"; i norma | X|= ,/xjxj , generujgca metryke

diy,yHgy™-y'|= \/(y"j Y’ )(y"j — y'j) (nie ma potrzeby nadawania tej przestrzeni

struktury przestrzeni afinicznej, przeciwnie niz w przypadku ® ").

Niech X bedzie ustalonym podzbiorem przestrzeni ®". Podstawowe znaczenie bedzie dla nas
mieé przestrzen odwzorowan (funkcji) y(-): X — ® "oznaczana przez Vom(X) , zZwana

przestrzenia podstawowa (Vam (X) =F(Q;W) przy Q=X < ®"i W = ® ™). Odwzorowania

y(:) sa rbwnowazne, w ,,jezyku tradycyjnym”, uktadowi m funkcji rzeczywistych
ozn

n zmiennych rzeczywistych: y; =y;(X;,... Xp) = Y; (%), (X;) exck" (j=1..,m).

W przypadku m=1 mamy funkcje (pojedyncze) rzeczywiste n zmiennych rzeczywistych

ozn ozn
Y=Y, %) = Y(X), (X)) eX k" (przy (y;) = y) i stosujemy uproszczone oznaczenie

ozn
Vhn1(X) = Va(X). W przypadku n = 1 mamy uktad m funkcji rzeczywistych jednej

ozn

zmiennej rzeczywistej: y; =y;(x), xe X c® (j=1..,m) przy (x;) = x. Natomiast dla
m=n=1zapis y=Yy(x), Xxe X R o0znacza ,,zwykla” funkcje rzeczywistag zmiennej
rzeczywistej, a przestrzen tych funkcji oznaczamy po prostu przez V(.X).

Jezeli dziedzina x jest calg przestrzenig (X =® "), to stosowaé bedziemy odpowiednio

ozn
uproszczone oznaczenia na podstawowe przestrzenie funkcyjne: Vam (X) = Vam dlam>1

ozn

orazVn(X) = Vapdlam=1iVdlam=n=1.

Dalej interesowac nas bedg przede wszystkim okreslone podprzestrzenie liniowe przestrzeni
Vnm(X) — tzw. przestrzenie odwzorowan (funkcji) regularnych lub inaczej gtadkich, czyli

odwzorowan (funkcji) ciggtych, r6zniczkowalnych i catkowalnych. Liniowos¢ tych
przestrzeni wynika z kryterium podprzestrzeni, na mocy wilasnosci liniowos$ci cech
definicyjnych tych przestrzeni.

Przez Cnm (X)) rozumiemy przestrzen tych odwzorowan (funkcji) z Vam (X)), ktore sa ciagte
(punktowo) na x. Przy m = 1 stosujemy oznaczenie Cn (X), a jesli ponadto n = 1, to oznacze-

nie C () (w przypadku gdy x = ® " — odpowiednio oznaczenia uproszczone Cnm, Cn i C).
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Moéwimy takze, ze odwzorowane (funkcja) jest klasy C, gdy jest ciggle (ciagta) na swoim
zbiorze okreslonosci, czyli po prostu jego (jej) dziedzinie.

Niech teraz x= U bedzie zbiorem otwartym przestrzeni ® " (np. obszarem; dla n = 1 uwaza

si¢, ze U jest otwartym przedziatem liczbowym). Przez Cﬁ’m (U)przy ken (CE (U)dlam=

1, C¥(v) dla m =n = 1) rozumiemy odwzorowania (funkcje) z przestrzeni Vom (V)
(odpowiednioz Vnh (V) dlam=1iz V(U) dlam =n = 1), ktore sg k-krotnie rozniczkowalne
na U a pochodne sg na zbiorze U ciggte; mowimy takze, ze odwzorowania (funkcje) te sa
klasy ck. Oczywiste sg przy tym inkluzje Cﬁym (U) € C\,m (V) (odpowiednio Cﬁ (V)< C,(V),
CK(V) = C(V)). Stad, przypadek k = 0 oznacza poprzednie przestrzenie odwzorowan
(funkcji) ciagtych. Natomiast przez C77, (V) (C7(V), C*(V)) rozumiemy przestrzen, ktéra
jest Cf, (V) (C{(V), C"(V)) dlakazdego r e V. Jesli U=R", to mozemy stosowaé

uproszone oznaczenie CK . (CK, C¥), réwniezdlak=0ik= co.

W literaturze spotyka si¢ tez przestrzenie odwzorowan (funkcji) ,,lifszycowalnych” , tj.
odwzorowan (funkcji) z przestrzeni Vam (U) (odpowiednio Vi (U), V(U), Vam, ... )
spetniajacych warunek Lipschitza:

VxeU3IL, >03U, cUVEeU, | Y(&)-y(X) <L, |E=X],
plasujacych je ,,pomiedzy” funkcjami ciaglymi i rézniczkowalnymi (kazda funkcja
rozniczkowalna jest , lipfszycowalna”, a kazda taka jest ciagta), a w zwiazku z tym
przestrzenie te mozemy oznacza¢ symbolami Cy%, (V) (odpowiednio Ci?(V), C¥*(v),

12
Cn,m >

...), gdyz prawdziwe sg inkluzje C?w,m (U)c Cﬁlzm (V) c C}],m (V)

(C2(V) c C¥¥(V) = CL(v), CO(V) c C¥3(V) = CL(V), Cﬂlm cCpin < C}]lm s en)
Przestrzenie te sa, na mocy kryterium podprzestrzeni, liniowe. Warto jeszcze dodac, ze
odwzorowanie (funkcja) jest jednostajnie ,,lipszycowalne(a)”, jezeli
AL>0VxeUV3IVU, cUVEeU, |Y(&)-y(X)|<L|E-X],

a wigc np. gdy istnieje L =inf L, >0, Xe U z warunku ,,zwyktej lifszycowalnosci”. Wtedy

odwzorowanie (funkcja) jest jednostajnie ciagte (ciaggta).

.k K 2k ok
Przez Cn m (V) (odpowiednio Cn(V), C*(V), Chm, -..), rowniezdlak =01k = oo,

rozumiemy zbior (podprzestrzen liniowg) tych odwzorowan (funkcji) z Cﬁ,m (V)
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(odpowiednio Clr(] V), CX), C'r‘]’m , ...), ktorych noséniki sg ograniczone i zawierajg sie w

ich dziedzinach. Mowimy, Ze sg to przestrzenie odwzorowan (funkcji) o no$nikach zwartych.

Przez no$nik odwzorowania (funkcji) rozumiemy zas:

def
supp y(-) = clos{x € U: y(x) = 0}.

Zatem ograniczony i z definicji domkniety no$nik w przestrzeni euklidesowej jest zwarty i
taki jest tez nosnik sumy (funkcji) dwoch odwzorowan oraz iloczynu odwzorowania (funkcji)

przez liczbe rzeczywista, CO uzasadnia nazwg¢ i liniowos¢ zdefiniowanych wyzej przestrzeni.

Niech 9’ obszar w przestrzeni ® " taki, ze brzeg 09 # @ i niech § < ¥ bedzie
hiperpowierzchnig, czyli rozmaitoscig n-1 wymiarowa. Niech v =v(X), X € S, bedzie polem
wersorow normalnych zewnetrznych do 0V . Zatézmy, ze odwzorowanie y(-) z przestrzeni
Vo (VU S) jest klasy C* na obszarze v/, tzn. y(-)|rV € Cﬁ‘m (7) 1 zatdzmy, Ze istnieja

pochodne kierunkowe &} y(X), Xes dla r=0,1,...,1 (I<k) (r=0 oznacza y(~)|5) i

pochodne te sg na S Ciggle. Przestrzen takich funkcji oznaczamy przez Cmn (us). Na
mocy kryterium podprzestrzeni liniowej jest to tez przestrzen liniowa. Jezeli
Y(-)eVpm(W L) i y(-)|q/ € Cﬁlm(f(/) oraz istniejg ciagle na § granice pochodnych
czastkowych odwzorowania y = y(x), xe ¥ dorzedul (1 <k)przy x> Xe S, to

y(-) €Clim(V L), gdyz

ory(x) = L Z.::lbir}‘ Vi, (X)}Vi1 (X)..v;, (X)}, XeS,
przy x=(X),v=(v;), y=(y;). Jesli n=1,a wiec ¥=(a, b), to §={a} lub §={b} i wtedy
ory(@ ="y @), ayb) =y ), r=01..I.
Zauwazmy jeszcze, ze Cmn (¥ U S) mozna interpretowac jako przecigcie przestrzeni
Cﬁ,m (V)i Cr'],m (' US), co mozna zapisaé nastepujaco
CKL (VU8 =CK (V)NC) n(VUS) (1<k).
W przypadku, gdy § =0 7/, to

ozn _ —_ —
CRI (Y LUoV) = CRi (V) =CK (V) NC) 1 (¥) (¥ =closv; 1 <k).
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Przestrzenie CK (V) i CK} (V' US) (V- obszar, § 8% = & - (hiper)powierzchnia lub
krzywa, gdy n = 2) mozna unormowacé. Scislej w podprzestrzeniach liniowych

ka(ff/) {Y()ECkm(V) ZLSUPIV(X)HZ Z Sup| Y. .(X)|J<OO}

j=1\ xev r=Lij,...i, =1 XeV

def m k n
D (V' 0.8) ={y(-) € Ckm (VL 3); 2{sup| YOOI+, D suplyji i (0 |J+

j=1\ xev r=l i,...,i,=LXe¥

------

m |
+Z[Sup| yi(X) [+ sup| 8} y;(X) |]<°o}

j=1\ Xes =1 Xe§

definiujemy normy, tzw. normy jednostajne (Czebyszewa) rzedu k’ oraz rzgdu (k’, I’):

IOl = Z[SUPIV(X)HZ Z SUp | Yjj,. .(X)IJ d<k'<k),

j=1\ xe¥ r=Li,..i, =L Xe¥

Iyl = Z[SUply(X)HZ Z sup| ;). .(X)I]

j=1 Xe? =Lip iy =1 XeV
m
+Z(sup| yj(>~<)|+2sup|8§yj(>~<) |] A<I'<sI<k=k'>1).
j=1 Xes =1 Xe§
Najczgsciej jednak stosowane s3 normy jednostajne (Czebyszewa) rzedu zerowego — rowniez
przyk=0 1 I=0:
lyC)= ZSUIOI il yC)|= Z(SUIOI y; () [+sup|y;(X)]).
j=1XeV j=1 xev Xes

Przestrzenie Dﬁ,m (¥) i Dﬁ:m (YU S) graja wazng rolg w analizie numerycznej (dziale
analizy matematycznej).

Innego typu odwzorowaniami (funkcjami) regularnymi sg odwzorowania (funkcje)
catkowalne.

Niech x= ¢ bedzie zbiorem y-mierzalnym w przestrzeni ® " a Inm;, (M) niech bedzie
zbiorem tych odwzorowan (funkcji) y(-) z przestrzeni podstawowej Vp m (M), ktore sg

u-catkowalne na M . Na mocy kryterium podprzestrzeni i wlasnosci liniowosci catki jest

przestrzen liniowa (odwzorowan / funkcji u-catkowalnych). Oczywiscie w przypadku tej

przestrzeni stosujemy uproszczone oznaczenia: In., (M) (gdy m = 1), I, (M) (gdy m=n=1).

Szczegodlne znaczenie ma przestrzen unormowana (podprzestrzen liniowa przestrzeni
Inm; (1))

LB () ={Y() € Iy (M): 1Y) [Pdpa<oc} (1< p<o0),
M
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LD e (M) ={y(-) € Inmy (M): supess| y(x)|<o  (p= o),
XeM

gdzie | - | oznacza norme euklidesowa w przestrzeni ® " lub norme réwnowazna, a ,.sup ess”
oznacza kres gorny wartosci funkcji na zbiorze M, z wyjatkiem podzbioru miary u rownej

zero tych punktow, dla ktorych funkcja jest nieskonczona lub nieokreslona. Norma w

omawianej przestrzeni jest zdefiniowana nastepujaco:
IvO, =1y PP @< p<oo) . [y, =supess| y(X)| (p=-0)
M XeM
Najwazniejsze znaczenie majg przypadki, gdy p=1,p=21ip =« Przy p =2 przestrzen
Lzmm;# (M) jest unitarna z iloczynem skalarnym:
<y(-),2(-)>= [ y(0)-2()dw,
M
gdzie y(-)-z(-) jest iloczynem skalarnym euklidesowym w przestrzeni ® ™. Warto doda¢, ze

uogodlnieniem nieréwnosci Buniakowskiego-Schwartza, ktora explicite przyjmuje posta¢

{jﬁ y,?(x)durzbi z,?(x)durz

M J=1 M J=1

[ 2 yiz;(0du

M J=1

przy X=(Xy,...,X,), jest nierownos¢ Holdera

m p/2 1Up m p'/2 Up'
[l
M\ J=1 am\ j=L

gdzie (p, p’) jest sprzezong parg wskaznikow nastgpujaca zaleznoscia (rowniez dla p=1

i p=ow)

[ 2 vitz;(0du

M J=1

1 1

—+ —I = 1 .

PP
Jezeli M = U zbiodr otwarty (obszar) w przestrzeni ®" , a u jest miarg Riemanna, tzn.
catkowanie jest w sensie Riemanna (ogolniej w sensie Lebesgue’a), to stosujemy uproszczone

oznaczenia lnm (), Lﬂ,m(‘U) oraz In (V), LE(V)dlam=1i1 (), LP(W)dlam=n=1.

Niech dalej U = obszar w przestrzeni ® " - taki, ze brzeg 09 (jesli 07 = &) jest regularny
w tym sensie, ze istnieje n-1-wymiarowa miara Riemanna (ogolniej — Lebesgue’a) brzegu
0% 1 natym zbiorze istniejg prawie wszedzie (tj. z wyjatkiem co najwyzej podzbioru

0 R-mierze n-1-wymiarowej rownej zeru) wersory normalne zewnetrzne v (X) do 07 .

Moéwimy, ze odwzorowanie Y (-) € Vom (%) ma uogdlniong p-pochodng Fréchet rzedu r,

oznaczana przez D" y(-), jezeli spetnione sa nastepujace warunki definicyjne tej

pochodnej:
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1) D"Py(): v -»>B"(®"; ") ;

2) D"Py(-)(h®, . .hN)eld (v) vh®  h" e g";
3) j[D“py(x)(h(l),...,h(”)}y(x)dV=(—1)rjy(x)-{Dry(x)(h(l),...,h(”) dv
v v
dla dowolnych ;1() € Cofﬁom (7)), przy czym ,, -” oznacza euklidesowy iloczyn skalarny

w przestrzeni ® ", za§ D" - ,,zwyklg” pochodng Fréchet.

! Ré6wnos¢ 3) ,,pochodzi” ze wzoru Ostrogradskiego-Gaussa — jak gdyby pochodna

uogolniona D "Py(x) byta zwykta pochodna D Fy(x) .

dla dowolnych y(-)=(y,(-)) € Cm(¥).

Rozszerzeniem przestrzeni L (V) sa przestrzenie Sobolewa Wn?}ﬁ (7) tych odwzorowan
z L] (¢, dla ktorych istnieja p-pochodne rzedu r = 1, ..., k (przyjmujac Wn%? (V) =

= Lﬁ’m (7)). Przestrzenie te s3 unormowane za pomocg norm:

k _ Up
[yl :{Zﬂ D"P y(X)IpduJ (1< p<o),

r=0q
k .
[yl = 2_supess| D™ y(x)|
r=0 XeV

przy czym przez norme | D"P y(X) | w przestrzeni odwzorowan r-liniowych ograniczonych

B"(®"; ®™) mozna rozumieé ktérgkolwiek norme w przestrzeni ® ™™

ID"Py(x)1=>. 2.

=Ly, =1

, np.
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Dla p =2 przestrzen Sobolewa jest unitarna z iloczynem skalarnym

k k
<Y(-),2(-)> = D <D y(x),D"? 2(x) > .= 3, [ D"? y(x)- D" z(x)dV =
r=0 r-0q

m k n
ZI yi(0zZ; 00+ D 82 yi(x)ar?  2;(x) |av,
=g

r=Liy,...i, =
przy oznaczeniu wn?;(«/) H'rﬁm(ﬂ/) i oczywiscie D%2 y(-)=y(-) orazy = (y;) i X = (Xi) .
W przypadku m = 1 stosowane sg oznaczenia W,n'o;k ()i Hn (7),awprzypadkum=n=1
oznaczenia W P (@) iH (1) (Vjest wtedy przedziatem liczbowym).

Rozszerzeniami przestrzeni Sobolewa odwzorowan regularnych sg przestrzenie

WP EKl( U S), § <8 odwzorowan (funkcji) catkowalnych z p-ta potega i p-pochodnymi

uogolnionymi do rzedu k w obszarze 1/ oraz catkowalnych z g-ta potgga i g-pochodnymi
uogodlnionymi do rzedu | na czesci S brzegu 01 - tzw. pochodnymi dystrybucyjnymi.

Oczywiscie chodzi o (odpowiednio rozumiane) pochodne uogélnione w kierunku normalnej

zewnetrznej o wersorze v(X), X € S na czesci (lub catosci) brzegu obszaru 7.

Waznym przypadkiem szczegdlnym przestrzeni Sobolewa sg przestrzenie tzw. odwzorowan

0 .
(funkcii) probnych (odchylen wirtualnych) W} gkl (YVS), Scov (bedace

podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni W,%! (¢ §) ). Tworza je te odwzorowania
y(-), ktorych g-pochodne w kierunku wersorow normalnych zewnetrznych do § do rzedu |

(odpowiednio rozumiane) zerujg si¢ na § prawie wszedzie.
Sposrod powyzszych przestrzeni Sobolewa wyr6zniaja si¢ te o wskaznikach p =q = 2, czyli

przestrzenie W2 Zkil (Yus)i W2 2k (7 US), ktorym mozna nadac strukturg przestrzeni

unitarnej z iloczynem skalarnym:

<y().2(: )>k|—zj[y ()2, <x>+z > o,y (a2, z(x)}dw

) I T S e A

+Zj{y (X)z; (x)+26v(x)y (x)av(x)zj(x)}ds

=15

Sa one oznaczane standardowo symbolami Hk ' (Yous) i Hn (f{/ uS).
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Warto odnotowacé, ze zachodzg inkluzje:
Ch(V) c WPK(®),  CR(¥) cHK(®);
chlwus)ycwpiklwus), ckl@wus)cHE (wus);
okl gkl okl ° Kl
(:r]l ((VUS)CWn’ ' ’((VUS), Cnl ((VUS)CHn’ (VUS),

przy czym przestrzenie po lewych stronach inkluzji sa gegste w odpowiednich przestrzeniach
po prawych stronach tych inkluzji w normach tych przestrzeni.

Przy pewnych warunkach przestrzenie typu D (z normami jednostajnymi) i przestrzenie typu
W (z normami catkowymi) sg przestrzeniami Banacha (tj. zupelnymi jako przestrzenie

metryczne odpowiednio wzgledem metryk generowanych przez normy).

Ponadto, przy pewnych warunkach, pochodne uogélnione okreslone w przestrzeniach
Sobolewa sg prawie wszedzie identyczne z pochodnymi standardowymi oraz sg prawie

wszedzie ciggte. Jest to doniosty rezultat teorii przestrzeni Sobolewa.

1.2. Przestrzen dystrybucji

Niektore, ale zarazem wazne zagadnienia dotyczace rownan rézniczkowych szczeg6lnie
dogodnie jest sformutowac nie za pomoca funkcji regularnych, ale za pomocg ich pewnych

uogodlnien — tzw. dystrybucji, ktorych zbior tworzy rowniez przestrzen liniowa.

Sa dwa podejscia do definiowania dystrybucji — oba sobie rownowazne. Jedno — podejscie
Minkowskiego — polega na definiowaniu dystrybucji jako granicy ciggu funkcji regularnych
w obszarze o wartos$ciach calek dazacych do pewnej granicy; ciag tych funkcji moze mie¢
granice bedaca funkcja regularng lub nie. Drugie podej$cie — Schwartza — definiuje
dystrybucje jako specyficzne funkcjonaty liniowe; moga by¢ one generowane przez funkcje
regularne (i sa wtedy z nimi utozsamiane) i moga by¢ tez dystrybucje, ktorych nie da si¢ za
pomoca zwyktych funkcji ,,wygenerowac” , ale mozna je uzyskac jako granica dystrybucji

generowanych przez funkcje regularne, co jest zbiezne z podejsciem Minkowskiego.

0] (o]
Przez Dpm(¥) rozumiemy przestrzen Cpm(7) (z p. 1.1), ktéra nie jest unormowana, wiec
nie jest wyposazona w zbiezno$¢ w normie ciggu odwzorowan, ale jest wyposazona w tzw.

(0]
topologie zbieznoéci w nastepujacym sensie: cigg odwzorowan (funkcjil) Yi(+) =12,

! termin ,,funkcje” mozna rozumie¢ jako synonimu terminu ,,odwzorowania” lub jako ich przypadek
szczegllny przy m=1
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0 0
...) Z przestrzeni Dy m (7)) jest zbiezny (D-zbiezny) do odwzorowaniay(-) , co zapisujemy
. 0 D o . o] Do )
jako y(5>(')53’ y(-) lub s@; Y(5)(-)=y(+), wtedy i tylko wtedy, gdy
0 0
Yo ()X VseN, y(-)c=XK,gdzie K domkniety i ograniczony (zwarty) w obszarze ¥/

. (0] [0]

* [0}
Przez dystrybucje rozumiemy funkcjonat liniowy y na przestrzeni Dy m (7)), ciagly w sensie

0 D o * 0 * 0
~topologii D-zbieznosci” w tej przestrzeni, tj. y o —> Y = YY) — YV dlakazdego ciggu
S—0 S—>0

(0]
D-zbieznego w przestrzeni Dy m (V).

(0]
Przestrzen (liniowg) wszystkich dystrybucji na przestrzeni Dy m (%) 0znaczamy przez

* D' = * D'«
Dy m(?) i wyposazamy w ,,topologig stabej zbieznosci” , tj. yO S y(limyMD=y)s
I —»0000 r—o0

% 0 * 0 0 (o] £ %
yOy — yy VyeDim(¥), gdzie y,yeD,(¥);re . Produkt dualny na
r—oo

* 0 ozn * O

Dln,m (V) xDpm(V) oznaczaé bedziemy jako < y,y > = y V. Jest on ciagly odpowiednio
zarOwno w sensie D-zbieznosci jak 1 D’- zbieznoSci.

W przypadku, gdy m =1 i m =n =1, stosujemy odpowiednio uproszczone oznaczenia

n,m

I.E)?]O(ff/), D, (V) oraz loDw(f(/), D (v),agdy v=&"— odpowiednio oznaczenia IOD?IO,m, D
oraz [0)%0, D, (m=1)i D® D (m=n=1).
Niech y(-) = (yj (-)elym(v). Wtedy
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* 0 def 0 m 0 0 0 0

<Yy, y>» = jy(X)-y(X)d = =ZI y;(x) y;(x)dV dla dowolnego y(-)=(y;(-)) € Dnm(*)
Vv =y

okresla dystrybucje — tzw. dystrybucje przywiedlng lub generowang przez odwzorowanie

y(-) z przestrzeni I, (V). Zatem przyporzadkowanie y(-) —>ye D'n’m(f(/),

*

y(-) €Ll n(¥) (1< p <o) jest iniekcjg liniowa (zanurzeniem), pozwalajacg utozsamié y z
odwzorowaniem y(-), a przy tym speliajgcym warunek stabej zbiezno$ci:

* 0] 0 0 * 0
<y ys>= j vy (x)- y(x)dV - j y(x)-y(x)dV =<y, y >, co wynika z nierownosci
v v

0 0
Holdera (| [Ty() -y o0l yx)aVv <[y -yOO] 11y llp p'=p/(p-1))
rV
Przyktadem dystrybucji nieprzywiedlnej jest dystrybucja ¢ - Diraca, zdefiniowana

* 0] 0]
nastepujaco: <y, y>=0-y(x,), gdzie G jestwersorem w przestrzeni ®"
Xo - ustalonym punktem obszaru %, Dystrybucj¢ t¢ oznaczamy symbolem

15(x—-x,), xe®¥ (1e®™, x, €®R"), upowazniajacym do zapisu

[T6(x=%,)- YAV =L-y(x,), Y() € Digm(¥).
%

Zgodnie z definicja catki ¢ - Diraca zapis ten mozna rozszerzy¢ na funkcje probne z

przestrzeni I, (7).

Dystrybucje mozna rézniczkowac. Przez pochodng dystrybucyjng (Fréchet) rzedu k

dystrybuciji y € D, , (¥/) rozumiemy odwzorowanie k-liniowe DX y e LX(® ¥; D;, ,(¢)) takie,

zZe

* o " o
< DK y (h(l),...,h(k)) y>>:(_1)k <y DK y(h(l),...,h(k)) -

0 0
dla dowolnych y(-) € Diym (%) i dowolnych h® ... h®) e ® " Jezeli pochodna dystrybucyjna
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dystrybucji przywiedinej y generowanej przez odwzorowanie y ( - ) jest tez przywiedlna, to

pochodna dystrybucyjna DXy jest generowana przez pochodna uogélniona DX y (), czyli

[ D Y (h®,..,h0) - y(x)dV = (D% [ (- DX y() (h,....hO) v
v %

[0] 0
dla dowolnych y(-) € Diym (%) i dowolnych h® ... h®) e ® " Jezeli przy tym

DXy (-)eLh ,(¥), czyli DXy (-)=DNPy(-),t0 y(-) e WK ().

1.3. Liniowe operatory rozniczkowe

Niech 1/ obszar w przestrzeni ® " i niech Uﬁlm(f{/) przestrzen funkcyjna C‘,.‘,’m(fV) lub

ozn

DK n(¥) lub WP (9) (1< p<oo). Przy k = 0 stosujemy oznaczenie UZ (7)) = Uy, ()
(bowiem odpowiednio przestrzenig U, (V) jest Cp, (¢) lub Dy, . (7) lub Wnp,}g (V)=
= L4, m(%)). Niech nastepnie a,(-) = @ i,..i () (B1=1...m; i,...i, =1,...,n) dany uktad

j
funkcji okreslonych na ¥ o warto$ciach w ®, czyli element przestrzeni A/ (v).

,Mxmxn

Utworzmy wyrazenie

ozn

def
Anm Y(X) = a,(x)D" y(x) = @j iy, V1
w ktorym obowigzuje konwencja sumacyjna wzgledem | i wzgledem 1iy,...,1, . Pochodne
Yii,
ogot a,(-)eC

P (0), xe? (r=1..k),

i rozumiane sa w sensie ,,zwyklym” , gdy Uﬁ’m (V)= Cﬁ’m (V)1 Dﬁ’m () (wtedy na

.....

(¥)ID - (7)), natomiast gdy UF ,(¢) =W (@), w

n,mxmxn n,mxmxn

szczegolnosci gdy Uﬁym (V)= Hﬁ,m (7) , to pochodne Yii,,...i, & rozumiane jako pochodne

.....

uogolnione a{lp, y, (wtedy na ogét a,(-) e L” .+ (¢)). Dodatkowo przyjmujemy

n,mxmx

umowe, ze dla r =0 jest (przy braku rozniczkowania)

ozn def
ADm Y = 39(x)y(¥) = (a; ()Y, (), xe?,

przy oznaczeniach ay(x) = (a;,(x)), a;, (x)oinajl(x), y(x)=(y,(x)), xe? (j,1=1..,m).

Niech nastepnie

def K k
KK y(x) =D Ak Ly(x)=>a,(x)D"y(x), xe?,
r=0 r=0

przy zatozeniu, ze ~ @ (X) =0. Odwzorowanie
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KE iV (@) = Vo n(@); DomKE o c UK (@), ImKE , €Uy ()

jest liniowe — jesli k> 0, to nazywamy je operatorem rézniczkowym liniowym, Zwyczajnym

przy n=11i czastkowym przy n > 1 (dla k =0 jest ono operatorem algebraicznym:

K9.m =A% ). Jezeli przy tym a,(x) = const dla x e ¥, to jest to tzw. operator o stalych
wspotczynnikach (w przypadku przeciwnym — 0 zmiennych wspoétczynnikach).

W szczegdlnosci operatorem rozniczkowym moze by¢ tylko operator o najwyzszych

pochodnych (rzgdu k > 0): Kf\ , =Af 1, gdy a,(x)=0dla r=0,1,..., k-1i~a(x)=0.

Przez rzad operatora K',‘LIm rozumiemy liczbg naturalng S =k -rank[a; | (X)], przy zatozeniu,

ze rank[a; . (X)] (rzad macierzy) jest identyczny dla prawie wszystkich xe ¢

Przyktad. Niechn=1przy k>0i ¥=(a,f) (¢ > -, f<o). Wtedy wyrazenie na
operator rozniczkowy zwyczajny przedstawia si¢ nastg¢pujaco:

k k m
K¥n y0)=>"a, (x)y" (x) =[22a,-.;r(x)y.‘”(x)], xe =(a,B)

r=0 r=01=1

ozn ozn
przy oznaczeniach uproszczonych: a, (X) = (@j (X)), ;141 (r-razy) = @jirs X=(X) = X

wobec i =...=i; =11 yO () =(y"(x), y =d"y, /dx".

ozn
Jezeli m =1, to operator rdzniczkowy zwyczajny oznaczamy symbolem Kll(l = KX ,,Dziata”

on na funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej z przedziatu liczbowego:

k
KKy()=>a,(y"(x), xe¥=(a,p) (~a=0),
r=0

tj. y()eUX@), a,()eU®) (r=0,1,..k).

Przyktad. Niech m =1 przy n > 1. Wtedy wyrazenie okreslajace operator rozniczkowy

ozn

czastkowy, oznaczany dalej symbolem Kﬁll = K‘rﬁ , dzialajacy na pojedyncza funkcje z

ozn

przestrzeni U'r‘],l(f(/) U ﬁ (7) mozna zapisaé nastepujaco:

k k
KK Y0 =2 a,()Dy() =3
r=0

S Ay (Y (0 X= 0 X) = (x) €7,
r=0 il

-----
Iyl =1

ozn ozn ozn

Przez rzad operatora KE rozumiemy zatem liczbe K, przy zatozeniu, ze a, (x) # (0) dla
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prawie wszystkich x € ¢/ . W przypadku operatora o statych wspotczynnikach (a, () = const
dlar=0, 1, ..., k) mamy explicite

n

k
KRYOO=2" 2y i Vi, (e X)

r-0 i,.i=1

Przyktad. Niech k = 1 przy n > 1. Na podstawie przyktadu poprzedniego i wczesniejszych
ozn ozn
oznaczen mamy explicite po przyjeciu oznaczen iy =0, i =i=1,..,n:

. K}] y(x) = Zai (Xgseees Xp) Vi (Xqs ooy X)) 80 (X ey X ) Y (X0 X)) -
i=1

ozn
Przyktadowo, przyjmujac n = 2 i wprowadzajac oznaczenia X = (X1, X,) =(&,7),

ozn ozn ozn
a1 (X, X2) = a(&,m), a(X, Xz) = b(&,m), ay(X, X2) = €(&,n) , zapisujemy operator
rozniczkowy liniowy rz¢du pierwszego w obszarze 1/ ptaszczyzny &n w postaci klasycznej

nastepujaco:
K} y(&.17) = a(én)%(é,n) +b(§,n)%(§,n) reEnyEn), Emev

czyli zapisem dtuzszym niz dla dowolnych K i n.

Przyktad. Niech k = 2 przy n > 1. Przyjmujac prostsze oznaczenia na wskazniki wystgpujace

ozn ozn ozn
W wyrazeniu na operator K2, tj. b =1, 1, =] oraz i, = 0, zapisujemy ten operator
nastepujaco:
n n
K2 Y0 = D @55 (Xproees Xa) Voig (Karvons Xn) + D21 (Koo X0 ) Vo (6 X ) +
i j=1 i=1

+ag (X, X0 ) Y(Xg, s Xp)

przy czym mozna zalozy¢, ze a;; = aj z uwagi na symetri¢ Y,;; = Y, j . Przykladami
ozn

operatora K2 w obszarze v ptaszczyzny (X, X,) = (£,7) , tj. przy n =2, s3 nastepujace

operatory, czgsto wykorzystywane w rozmaitych zastosowaniach:

1) operator Laplace’a (laplasjan)

0*  0°

on
2) operator falowy
% o?
O0=0,-0,=—"7F——,
11 22 a§2 6772
3) operator dyspersji
32
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Uwaga. Oprocz operatorow rozniczkowych liniowych maja pewne zastosowanie takze

operatory rozniczkowe nieliniowe, zwlaszcza quasi-liniowe:
KK m(Y00) = AR i YOO +G (AR 1 YOO AL 1 Y(X), - AR T V(X)) XEV,
gdzie G jest odpowiednio regularnym wyrazeniem wzgledem swoich argumentow,

o warto$ciach w przestrzeni ®".

Wprowadzimy teraz, oprocz wyzej zdefiniowanych operatoréw rézniczkowych
(w szczegblnos$ci takze algebraicznych) w obszarze 7/, operatory rozniczkowe (i algebraiczne)
na (hiper)powierzchni (krzywej przy n = 2) brzegowej S < 0V (jesli 0V = &), czyli tzw.

operatory rézniczkowe (algebraiczne) brzegowe (graniczne) na czesci lub calo$ci brzegu

(granicy) 0% obszaru ¥ . O § zaktadamy, ze dla prawie wszystkich X € S (tj. z wyjatkiem
punktoéw zbioru o mierze Riemanna n-wymiarowej rownej zeru, czyli z wyjatkiem zbioru
wierzchotkow, bokow, krawedzi, $cian ...) istnieje ciagle pole wersorow normalnych
zewnetrznych v =v(X), a w rdwnaniu tej (hiper)powierzchni (krzywej przy n = 2) postaci

f (X) =0 funkcja f spetnia jednostajny warunek Lipschitza; o § moéwimy wtedy, ze sktada
si¢ z (hiper)ptatow (tukoéw przy n = 2) spetniajacych warunek Lipschitza — obrazowo: nie jest
zbytnio ,,pomarszczona / pofatldowana”.

Niech Uﬁ"m(’{/ U S) (0<1<k) oznacza przestrzeﬁ Ck'I (YwS) lub Dk’I (YUS) lub tez
WP K@) (wszezegolnosci H n (P US) przy p = q=2). Tworzymy wyrazenia

I m
Blym Y(X) = Zb(x)a<(x)y(x) [ZZ bjt;s(i)as?x)ytm], Xes

s=0t=1

gdzie b (X) = (bj.s(%)), y(X)=(¥ (X)) (j,t=1...m;s= W), av(x)y(x) Gv(x)y(X)Jest
,,zwykiq” pochodng kierunkows, gdy U ‘r(,'m (Yus)= Cﬁ:'m (vous)! Dﬁ:m (Y uS) oraz

V(X) y(X) = av(x)y(x) jest g-pochodng uogolniong kierunkowa (dystrybucyjng), gdy
UKL (@ us)=wpPakl(@us) przys=1, ..., 1, natomiastjeéli s=0(il=s=0), to mamy
operacj¢ algebraiczna (operator algebraiczny): by (X) o0 (X) y(X) = by (X) y(X) = (b; it (X) y: (X)),
po przyjeciu 8V(X)y(x) y(X) i bj1.0(X) =bjt(X) (Xe5). Wyzej wprowadzone wyrazenie
definiuje operator brzegowy (liniowy) Bn,m X Uﬁ;ln (VUS) = Upn(S) -rézniczkowy przy

| >1i algebraiczny przy | = 0 (odpowiednio U, ,,(5)= Cp, 1 (S)/ Dy i (8) lub LT ().

Podobnie, jak w przypadku operatora K m operator brzegowy Bn m Nazywamy o statych
wspoélczynnikach, gdy b (X) = const na S.
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Przyktad. Jesli m = 1, to stosujemy uproszczone oznaczenie tego operatora:

B! y(%)= Zb (%) y(®), Xes,

ozn ozn
przy (byys(R) =bs (%), (v (%)) = v (%), gozie teraz by (%) (s=0.L...1)1 y(%) sa
pojedynczymi funkcjami rzeczywistymi. Przyktadowo, operatory brzegowe dlal=01il=1
maja postac:

BY y(%) = by(X)y(X), X € 5 — operator algebraiczny,

BL y(X) = by ()& X)y(x) +by (X)y(X), X €§ — operator rozniczkowy

Przyktad. Niech n=1. W tym przypadku, wobec ©= (&, £), S={a} lub s={f}lub §=07 =
={a.f}  K=alub X=B, 8 y(X)=(-D*y®(a")lub 85 y(X) =y (87), mozemy

przyjac zapis:

Bll,my‘ ~=Z{ }y(s)(X*) (ZZ{ }(S)(X*)){ s x ai G, t=1,...,m>1),
X=X 5=0 ot | it =B, X=p

przy b; = (b'jt;s), b; = (b}t;s) bedacych uktadami (macierzami) liczb rzeczywistych, oraz

I - oy x— oyt
Lyl = SIBs L) gey JXTEX=E =
B V‘X:g‘ Z{b-s-}y (X)’{x=ﬁ, oo MY

s=0

ozn
przy (biys) = by, (biss) = b, (v (%) = YO (%) (s=0,1,....1) bedacych ,zwyklymi”
liczbami rzeczywistymi.

Uwaga. Oprocz operatorow brzegowych (granicznych) wprowadza si¢ analogiczne operatory

liniowe na var$§ zawartej w obszarze v, zwlaszcza gdy brzeg 05 < 07 i gdy S ,,rozcina” ¢
na dwie czesci Vi ¥ (lub 'i vP lub ¥%i 99). Niech § bedzie takim tworem
geometrycznym, a v =v(X) polem wersorow okreslonym wszgdzie lub prawie wszedzie na S,

umownie zewngetrznych do § . Operator wspomniany, zwany operatorem ,,wewnetrznym”
definiujemy analogicznie jak operator brzegowy:

I m
Pa.m V(%) = Zps(x> o y(®) = (22 p,-t;sa)as?g)yt(@} Res

s=0t=1

gdzie ps(X)=(Pjis (), Y(®) =¥ (®) (j,t=L...m;s=0,1..,1), jak rowniez wszystkie

analogie wprowadzonych przypadkow szczegolnych operatora brzegowego (P P1|,m yeen)
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1.4. Liniowe operatory rozniczkowe czastkowe

Zajmiemy si¢ szerzej liniowymi operatorami czgstkowymi dziatajagcymi na pojedyncze
funkcje (m = 1, n > 1), tj. operatorami KX: UK (¢) - U, (%) (k> 0) przy

n ozn

k k
Kiy()=2a(Dy()=3 > aj i (®¥i,_i (9 X=X %) = (%) €V

r=0 r=0 i,..i=1

r

1 przy zatozeniu, ze a, (x) =0 dla wszystkich lub prawie wszystkich x € ¥ (7/— obszar).
Przez a,(-) dlar=1, ...,k rozumiemy uktad funkcji (ail,...,ir(')) z przestrzeni Unr (),

aprzez D" y(-) uktad ( Yiiioi, (+)) odpowiednich pochodnych czastkowych (,,zwyktych” lub

uogdlnionych p-pochodnych) funkcji y(-), zas$ przez ,,iloczyn” a,(-)D" y(-) oznacza
operacje mnozenia skalarnego obu uktadow; dla r = 0 mamy ,,zwykty” iloczyn funkc;ji
ap()i y().

Niech

Iyl =1
dla xe? i h® :(h§11>),...,h(k> :(hi(:))eR”oraz

n
Ki(h) =KX (h, k-razy) = Y a L 0Oh h o xe?,

el =1

przy h® = =h® =h= (h;) . Funkcje Kr'f nazywamy forma stowarzyszong z operatorem

b

KE ( Krlf jest dla kazdego X € ¥ forma k-liniowa na przestrzeni ® " — de facto ,,stowarzyszong’
z operatorem z pochodnymi rz¢du najwyzszego Air(] — Krif jest dla kazdego X € ¥ forma
k-wymiarowg na przestrzeni ® ") . Jezeli operator Aﬁ jest o stalych wspotczynnikach, tzn.
a, (x) = const, a wiec takze gdy Krlf jest o stalych wspotczynnikach, to piszemy
KK(h®,...h®y i KK(h).

Forma Kr']‘ jest podstawa klasyfikacji operatora Kﬁ. Nazywamy go

- eliptycznym ,
- parabolicznym,

- hiperbolicznym,
w punkcie x € ¥/ w obszarze v

wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednio forma stowarzyszona jest

- dodatnio okreslona,

- osobliwa,

- nieosobliwa, ale okreslona niedodatnio
w punkcie x e 1 /w obszarze V.

1-1/19



Forma KX jest w punkcie x € ¢ dodatnio okreslona < KKX(x;h)>0 vYh=0,
a wigc w szczeg6lnosci, gdy jest $cisle dodatnio okreslona
(< 3c>0 Vvh=0 Krif (x;h)=c|h[¥) i oczywiscie forma Krif jest dodatnio okreslona

wobszarze V< Vxe? KK(x;h)>0 Vh=0.
Z definicji formy Kr'f 1jej dodatniej okreslono$ci wynika, ze warunkiem eliptycznosci

operatora KE jest parzysto$¢ jego rzedu Kk = 2k . Jednakze precyzyjne i proste podanie

warunkow osobliwosci 1 okreslono$ci formy stowarzyszonej nie jest fatwe w przypadku
ogollnym.
Jezeli forma Kﬁ’( jest potokreslona dodatnio, tzn. I{ﬁ’((x; h)>0 Vh, ale nie jest dodatnio

okre$lona, tzn. 3h =0 Kﬁ’((x; h) =0, to jest ona osobliwa, a wigc operator K%’( jest w tym

przypadku paraboliczny.

Jesli forma KX ma posta¢ kanoniczna, tzn. a;,.i(X)=1lub-1lubOdlai,=..=iy=1...na

jest osobliwa, a operator K 2* jest paraboliczny, a jesli zera nie ma, ale jest co najmniej jedna
para (-1, 1), to forma K2 jest okreslona i nieosobliwa i nie dodatnio okreslona, zas operator

K 2< jest hiperboliczny, za$ gdy takiej pary nie ma tylko same 1 lub same -1, to operator KX

jest eliptyczny, ewentualnie przemnozony przez -1.
W przypadku rozwazanych czesto i doktadniej operatorow rzedu drugiego wspotczynniki

ail,iz(x) Oin a; j (X) mozna zestawi¢ w macierz A(X) = [a;;(X)] i wykorzysta¢ znane definicje
1 twierdzenia z algebry macierzy w kontekscie okreslonosci 1 osobliwosci formy dwuliniowej
Ka(xh',h')=[h;]"[a; (x)1[h;]. I tak, operator K7 jest:

- eliptyczny < V[h;]#[0] [hi]T[aij ()1[h;1>0 (A(x) dodatnio okreslona ),

- paraboliczny < det A(x) =0 ( A(x) jest osobliwa),

- hiperboliczny < det A(x) = 0 oraz A(X) jest nie dodatnio i nie ujemnie okreslona.
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Przyktad. Operator

1) Laplace’a K3 = A=0,, +0,, jest eliptyczny (w kazdym obszarze ptaszczyzny XX, ),
gdyz forma K2 stowarzyszonaz A jest dodatnio okreslona, bowiem forma kwadratowa
K2 =(hy )2+ (h2)2 >0 V (h ,h,)=(0,0); widoczne jest to wprost z postaci macierzy

A =diag[l 1] i kanonicznej postaci operatora;

2) falowy K3 = []=0,, —0,, jest hiperboliczny (w kazdym obszarze ptaszczyzny %X, ),
gdyz macierz A =diag [1 -1] jest nieosobliwa (det A = -1 0) i niedodatnio okreslona

(3(hy ,h,) = (h,0) % (0,0) K3 =(h)*~(0)*>0

i 3(hy,h,)=(0,h) = (0,0) KZ=(0)?—-(h)? <0), co widoczne jest tez wprost z kanonicznej
postaci operatora [J;

3) dyspersji K2 = D? =0,; jest paraboliczny (w kazdym obszarze ptaszczyzny XX, ), gdyz
macierz A =diag [1 0] jest osobliwa (det A =0), ale potokreslona dodatnio, bowiem

V (b, hy) K2=(h)2>0i 3(h,h,)=(0,h)%(0,0) K2=(0)?>0; parabolicznosé operatora

dyspersji wynika takze wprost z kanoniczo$ci jego postaci.

Zat6zmy teraz, ze operator Kﬁ ma ciagle rozszerzenie na z obszaru ¥ na jego domknigcie

v =closov i niech s bedzie ptatem (hiper)powierzchni (tukiem krzywej dla n = 2), zwanym
dalej takze var s, takim, ze § < 7/dla wszystkich lub prawie wszystkich X e § okreslone jest
ciagle pole wersorow v(X)

normalnych zewngtrznych (ewentualnie umownie) do .

Definiujemy funkcje Srlf S >R

SER=REKVR) = > a4, (7, Ry (),

iy ooy =1

e . . . _ K
bedaca podstawa klasyfikacji (hiper)powierzchni (krzywej dla n = 2) wzgledem operatora K.

Mowimy, ze S ma (w punkcie X € §) wzgledem Kﬁ orientacj¢ przestrzenng, charakterystyczna

lub czasowa, jezeli odpowiednio SK(%)>0, SX(X)=01lub SX(%)<0 dla wszystkich % e s

(w tym punkcie).

Z powyzszych okreslen i definicji typéw operatora wynika, Ze orientacja kazdej (hiper)po-
wierzchni (krzywej przy n = 2) wzgledem operatora eliptycznego jest przestrzenna. Natomiast
wzgledem operatora parabolicznego i hiperbolicznego moze by¢ rézna. Ale jezeli forma
stowarzyszona KK z operatorem parabolicznym K¥ jest (w punkcie X € §) pétokreslona
dodatnio, to orientacja tworu n-1 — wymiarowego § moze by¢ przestrzenna lub
charakterystyczna (w tym punkcie).
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Przyklad. Niechn =2i #= ® i niech vars bedzie prosta o réwnaniu

1) xy1=a.

Wtedy X=(a,7) (7 -dowolne), v =(1,0). Tak wiec w przypadku:

a) operatora falowego []=d,; —0,, jest S2(X) = (1)®> —(0)? >0, a zatem prosta ta ma
orientacj¢ przestrzenna,

b) operatora dyspersji D =0,, jest SZ(X) = (1)?> >0, a zatem prosta ta ma orientacje
przestrzenna,

2) x2=b.

Witedy X=(&,b) (&-dowolne), v =(0,1). Tak wiec w przypadku:

a) operatora falowego []=d,, — 0., jest SZ(X) = (0)2—(1)%2 <0, a zatem prosta ta ma
orientacj¢ czasowa;

b) operatora dyspersji D =3, jest S2(X) = (0)? =0, a zatem prosta ta ma orientacje
charakterystyczna;

3) x1+x2=CcC.

Wtedy & =(& c—&) (&-dowolne), v =(212,+/212). Tak wiec w przypadku:

a) operatora falowego []=d,; — 0., jest S2(X) = (\/E/ 2)% - (\/5/ 2)2 =0, a zatem prosta ta
ma orientacj¢ charakterystyczna;

b) operatora dyspersji D =0,, jest SZ(X) = («/E /2)? >0, a zatem prosta ta ma orientacje
przestrzenna.

1.5. Operatory calkowe

I chociaz rownaniami catkowymi nie bedziemy si¢ zajmowac, to nieco wprowadzenia do

wiedzy o liniowych operatorach catkowych moze by¢ przydatne — z racji ich zastosowan w

niektorych

transformacjach catkowych (stuzacych m.in. do rozwigzywania rownan rézniczkowych) oraz

zastosowan w Metodzie Elementow Brzegowych (MEB), specyficznym przypadku

szczegblnym MES jak uwazajg jedni lub szczegodlnej alternatywie MES jak uwazaja inni.

Niech % podzbior p-mierzalny przestrzeni ®", a k(-,-): MxM — R "™ x® ™ dane

odwzorowanie, dla ktorego istnieje p-catka z(X) = I k(x,&) y(&)du dla kazdego

M

odwzorowania y(-) z danej przestrzeni liniowej M, .. , () , bedacej podprzestrzenia

przestrzeni liniowej odwzorowan p-catkowalnych 1y, . , (M) .
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Odwzorowanie
Kn,m :Vn,m;y (M) > In,m;,u (M) > Mn,m;y (M) — Vn,m;,u (M);

Ko YOO = [ k(. &)y(&)du Vxem

jest liniowe — nazywamy je operatorem catkowym (odwzorowanie k(-,-) nosi nazwe jadra

tego operatora); V oznacza ,,dla prawie kazdego ...” wzgledem miary Vi,m: (M)
przestrzen funkcyjng podstawowg V,, (M), w ktorej dwa elementy y(-) i z(-) sa sobie

rowne, gdy y(x) = z(x) V x e M, co zapisujemy y(-)=z(-).Przytym y(-)= (y;(-)),

k()= (kji (--))1 k(x,g)y(g)=(§:kj|(x,§)y,(§)), X, G EM.
1=1

Przy m = 1 stosujemy oznaczenia V., (M), Iy, (M), My, (M) i K oraz stosowne

ozn 0z ozn

n
uproszczenia oznaczen (y1()) = Y(-), (Kiz(+,)) = K(-,) i (Ko YOO1) = Ky Y(X) . Jesli
m =n =1, to odpowiednio piszemy V, (M), 1 ,(M), M, (M) i K. Jesli natomiast, u jest
miarg Riemanna (d = dV, dS, ds odpowiednio do wymiaru miary) lub ogdlniej miarg

Lebesgue’a, to pomijamy wyréznik 4 w ww. oznaczeniach przestrzeni: V,, (M) ..., M(M).

Przyktad. Niech ¢ =D bedzie zbiorem zwartym, R-mierzalnym w przestrzeni ® ". Niech
k(-,-)=(kji (x,£)), x=(x),&=(&) e D bedzie odwzorowaniem klasy Cy . mum (D * D)1

niech y(-)=(y;(:)) e M (D) =Cp, (@) (j,I=L...,m; i=1..,n). Wtedy
def
Knm:Com(®) = Com(®@); Kpp Y0 = [k(x,&)y(&)adV =

def M
= (X [k 06, &)W (&) AV (&)
-1

D

jest prawidtowo zdefiniowanym operatorem catkowym. Poniewaz odwzorowanie ciagte na
zbiorze zwartym jest ograniczone, wigc mozna przyjac, ze jest to operator liniowy

Kn,m : I:)n,m (D) —> Dn,m (D).

Przyktad. Niech o = 9 bedzie obszarem w przestrzeni ®". Niech k(-,-) = (ki (%)),

x=(x),& = (&) e bedzie odwzorowaniem klasy L3, . (¥ x¥)
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(] TkGe&) PV () dV (&) <o) i niech y(-) = (¥ () € My (V) = L2 ()

24%

(j,1=1...,m; i=1..,n). Wtedy

def
Knm By (V) > (@) Ky Y0 = [k(x,&)y(&)aV =
v

def M
= Q[ k(.8 (&) dg..d&,)
=

v
jest prawidtowo zdefiniowanym operatorem catkowym. W szczeg6lnosci jest tak

w przypadku, gdy jadro k(-,-) jest stabo osobliwe, tzn. k(x,&) =x(x,&) /| x=&|%,

X, é: eV (X * é:) ) gdZie K(' ’ ) € Cn><n,m><m (fV X(V) M Lmﬁxn,mxm ((V X(V) M I—2n><n,m><m ((VX(V)

O<a<nl/2.
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2. ROWNANIA ROZNICZKOWE. WPROWADZENIE

W tym nieduzym rozdziale wprowadzajacym ,,tagodnie” w problematyke rownan
rézniczkowych przedstawimy nieco ,,generaliow”, zilustrowanych prostymi przyktadami, by
rozwazania nie byly zbyt ,,gérnolotne”.

2.1. Podstawowe definicje i klasyfikacja ogélna

Jezeli rownanie matematyczne F =0 (F =(F;) e ® ™), w ktorym niewiadome odwzorowanie
(uktad funkcji, funkcja) u=(U;): ¥ > R"™, ¥ <R", ¥ —obszar (m,neN) wystepuje
W wyrazeniu na co najmniej jedng sktadowa F; przez co najmniej jedng pochodnag (rzgdu co

najmniej pierwszego) co najmniej jednej sktadowej u; =u,(x), x=(x;) € ¥ tego

odwzorowania, to rownanie takie nazywamy roéwnaniem rézniczkowym.

Biorac powyzsze pod uwage mozemy, w jezyku skonkretyzowanym i bardziej tradycyjnym,
wyroznic cztery przypadKki:

* ukfad m rownan czastkowych F;=0, tj. z pochodnymi czgstkowymi niewiadomego ukfadu
m funkcji (rzeczywistych) n zmiennych (rzeczywistych) u; =u;(x;), j=12,..,m
(i=1..,n)—przym>1n>1,

= pojedyncze rownanie czastkowe F = 0, tj. z pochodnymi czgstkowymi niewiadomej

funkcji (rzeczywistej) n zmiennych (rzeczywistych) u=u(x;)—przym=1,n>1,

ozn

(F)=F, (u) = u,

= uklad m rownan zwyczajnych F;=0, tj. z pochodnymi zwyczajnymi niewiadomego

uktadu m funkcji (rzeczywistych) jednej zmiennej rzeczywistej) u; =u;(x), j=12,..,m

ozn

—przym>1,n=1 (X) = x),

» pojedyncze rownanie zwyczajne F = 0, tj. z pochodnymi zwyczajnymi niewiadomej
funkcji (rzeczywistej) jednej zmiennej (rzeczywistej) u=u(x) —przym=1,n=1,

ozn ozn

(F) = F, (W) = u, () = x.

Reasumujac, w przypadkach pierwszym i trzecim (m > 1) méwimy (tradycyjnie) o uktadach
réwnan rézniczkowych, natomiast w przypadkach drugim i czwartym (m = 1) chodzi o
réwnanie rézniczkowe (pojedyncze).

W przypadkach pierwszym i drugim (n > 1) w rownaniach wystepuja pochodne czastkowe
niewiadomych funkcji — wtedy réwnania rézniczkowe nazywamy czastkowymi, np.:
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ox, 2 X, X
1 2 1

e M __0 m=1n=2)
0X,0X,

Natomiast, w przypadkach drugim i czwartym (n = 1) pochodne niewiadomych funkcji sg
zwyczajne, a rOwnania rozniczkowe noszg nazwe zwyczajnych, np.:
du, du,

=0 (m=2),
dx dx ( )

e 2—+u, =0,

o xd—u+u2 =0 (m=1).
X

W przypadku rownan czastkowych obszar 9/ moze by¢ ograniczony lub nieograniczony. Dla

n =2 mamy, na przyktad: % = (a,b)x(c,d) (prostokat, przy czym jesli d =, to
potpasmo), ¥ = {(X,,X,): (X1)2 + (X2)2 < a?} (kolo), a dla n = 3, przykladowo: ¥ = 4 x

(a, b), gdzie 4 jest obszarem w przestrzeni ® > (jesli, np. A jest kotem, a b =00, to 9 jest
péhieskonczonym walcem). W przypadku roéwnan zwyczajnych przez ¢/ rozumiemy
przedziat liczbowy (X', x"), przy czym x"<oo lub x"=00.

Do dopelnienia definicji réwnania rézniczkowego brakuje jeszcze skonkretyzowania postaci
lewej strony dostatecznie ogdlnej postaci rownania (wektorowego) F = 0, czyli wyrazenia F
dla dowolnych i szczegdlnych warto$ci parametréw rownania m i n oraz maksymalnego rzedu
pochodnych niewiadomej u, oznaczanego przez k.

Dostatecznie ogdlng posta¢ rownania rézniczkowego, z wykorzystaniem wprowadzonych
W rozdz. 1.3 operatoréw rozniczkowych, zapiszemy nastepujaco:

F (x,Ag,m u(x), AL L u(x),.., AL u(x)) =0, (m>1. n>1, k>1),
gdzie
F=(F):¥x®"x..x&™ > Dom(F) > & "
k+1 razy
F; dane funkcje ciggle (co najmniej), a U=(u;) € C'r‘,lm(f(/), x=(X)ev (J=1,...,m;
i=1,...,n),przy czymdlam=1lub n=1stosujemy zwykle odpowiednie wyszczegdlnione
wczesniej i w rozdz. 1.3 oznaczenia upraszczajace badz uszczegdtowiajace zapisy rownan
rozwazanych rownan rozniczkowych. Dodajmy jeszcze, ze wymaganie cigglosci
1 rozniczkowalno$ci danych i niewiadomych odwzorowan (funkcji) w rozumieniu klasycznym
oznacza, ze w wigkszo$ci prezentowanych wywodow bedziemy zajmowac si¢ z zatoZenia
sformutowaniami klasycznymi rdwnan i zwigzanych z nimi zagadnien, przy czym
klasycznos$¢ formutowania obejmuje sprzede wszystkim jego lokalnos¢, tj. spetnienie
réwnania rézniczkowego dla kazdego punktu obszaru 1/ oraz spetnienie dodatkowych relacji
(warunkow) na (hiper)powierzchni (krzywej dla n = 2) s dla wszystkich (lub prawie
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wszystkich) punktéw tego zbioru, a nast¢gpnie czynienie zado$¢ zatozeniom odpowiedniej
gtadkosci poszukiwanego rozwigzania. Natomiast sformutowaniom nieklasycznym
poswiecimy odrebng uwage w dwoch rozdziatach.

W dalszym ciagu calej tej czgsci niniejszego opracowania Z matematyki gros uwagi
poswiecimy rownaniom rézniczkowym liniowym, gdy wyrazenie (wektorowe)

F=KK u(x)-f(x), xe?, gdzie KK, e L(CK ,();C,, () jest danym liniowym
(petnym) operatorem rozniczkowym z pochodnymi o rzgdzie maksymalnym rownym K (k >1),

tj. Kﬁ,m = Zl::OA;,m , przy czym Af i, jest operatorem rdzniczkowym z pochodnymi rzedu r

(r>1) przy Aﬁ,m #0,a A%,m jest operatorem algebraicznym, u e Cﬁ’m(ft/) jest
niewiadomym odwzorowaniem, za§ f € C, (%) jest odwzorowaniem danym (tzw. prawa

strong rownania liniowego. Zatem nasze rOwnanie rozniczkowe mozna zapisa¢ w nastepujace;j
zwyczajowej postaci

Kﬁlmu:f w .

Tak wigc nazwa tego rownania (czastkowe lub zwyczajne) jest taka, jak operatora KE,m (i

dalsze nazewnictwo réwniez). RoOwnanie to nazywamy przy tym jednorodnym, gdy f =0
(w przypadku przeciwnym — niejednorodnym). Podobnie, réwnanie powyzsze jest o statych

(zmiennych) wspoétczynnikach, gdy takim jest operator Kﬁym .No i przy k=0 rownanie jest
algebraiczne.
Gdy typ réwnania (uktadu rownan, pojedynczego rownania), tj. parametr n i jego rzad s = km

sg akurat nieistotne mozna uzy¢ zapisu symbolicznego wskazujacego na rGwnanie

roézniczkowe liniowe

Ku=f w 7

2.2. O rozwigzaniach rownan rézniczkowych

Jakiekolwiek odwzorowanie ug € Cﬁ’m(f{/) , okreslone jednoznacznie na ¥, ktdre spetnia

réwnanie F = 0 tozsamosciowo, tj. F(X, ---)|u=us =0, nazywamy rozwigzaniem szczegdlnym

(calka szczegblng przy k > 0)) tego rownania. Odwzorowanie U, € Cﬁ,m (7), ktore spetnia

nasze rownanie 1 z ktorego, w wyniku specyfikacji elementow dowolnych, mozna otrzymac

dowolne rozwigzanie szczegdlne tego rownania nosi nazwe¢ rozwigzania ogélnego (przy
n = 1) lub rozwigzania dowolnego (przy n > 1) lub tez, gdy k > 0, odpowiednio catki ogdlnej

(n =1) badz catki dowolnej (n > 1). Stad, poszukiwanie (wyznaczanie) rozwigzan rownania

roézniczkowego okresla si¢ tez jako catkowanie tego rownania. Jezeli n = 1, to zbior £ par (X,

1+m

u*) w przestrzeni ® =" przy u* = u(x), xe ¥ =(a,b), gdzie u jest rozwigzaniem rownania
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rozniczkowego (zwyczajnego) przy m > 1 nazywa si¢ (hiper)krzywa catkowg tego réwnania,

za$ zbior 7= { u(x), x € (a,b) }w przestrzeni ® ™ nosi nazwe trajektorii tego rownania.

W przypadku, gdy n > 1 przy m =1, zbiér 5= { (x, u*): u* = u(x), x €% }w przestrzeni ® "**,
gdzie u jest rozwigzaniem roéwnania rozniczkowego (czastkowego), okreslamy terminem
(hiper)powierzchni catkowej tego rownania.

Przyktadowo,

1) ug= X2, Ug = x? +5 sa calkami szczegdlnymi réwnania U'=2x (m=n=1,k = 1);

2) ug=sinx, Ug =C0SX sa calkami szczeg6lnymi rownania u™+u=0 (m=n=1,k=2);
3) ug=2x;, Ug=2% + X% sg rozwigzaniami szczegOlnymi rownania U,; =2 (m=1,n=2,k =1);
4) ug =(2x, x?), Us = (2x+1, x2 +X) sa rozwigzaniami szczegdlnymi uktadu rownan u; '= 2,
Uy'-uy=0(m=2,n=1k=1),

podczas, gdy

1) ugy= x? +C (C — stata dowolna) jest catka ogdlna rownania u'=2x (m=n=1, k = 1);

2) Ug= C;sinx+C, cosx (C,, C, — stale dowolne) jest catka ogdlng rownania u"+u =0
(m=n=1k=2);

3) ug =2x% +C(xy), jest dowolnym rozwiazaniem rownania U,; = 2, jesli C(X,) jest dowolna
funkcja zmiennej x,(M=1,n=2,k=1),

4) uy =(2x+Cy, X% + Cix+C,)(C,, C, — state dowolne) jest rozwigzaniem ogdlnym uktadu
rownan U '=2, U,'-Uuy =0 (m=2,n=1,k=1).

Aby uzyskac¢ jednoznaczne rozwigzanie szczegdlne, to (jak wynika z charakteru rozwigzania
0golnego) nalezy narzuci¢ dodatkowe warunki, jakie powinna spetni¢ catka szczegolna.

Wilasciwos$cig rownania liniowego jest nastgpujaca posta¢ rozwigzania ogdlnego (dowolnego)

Uy rOwnania niejednorodnego:
Uon =Usn +Ugj,
i jest jakimkolwiek (!) rozwiazaniem szczegdlnym roOwnania niejednorodnego,
dzie ug, jest jakimkolwiek (! a 20lny jednorodneg
a Uy j jest rozwigzaniem og6lnym rownania jednorodnego, gdyz Kﬁ,m Uon =
= K,'ﬁym(usyn +Ugj) = Kﬁ‘m Ugp + Klr(]‘m U= f +0=f.Oznacza to, ze zbiér wszystkich

elementéw U, ; pokrywa si¢ z podprzestrzenig liniowa przestrzeni Cﬁ’m (7), jakim jest
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ker KX ., natomiast zbior wszystkich u, ,, czyli przeciwobraz {f} w operatorze K . jest

o,n?

podprzestrzenig afiniczng przestrzeni Cﬁ,m (v).

2.3. Przyklady rownan

Oprocz rownan liniowych w ogdlnej postaci wyr6znimy takze rownania prawie liniowe, tj.
réwnania postaci:
k 0 k-1, _
AnmU+GXAL n U, Appu)=0,

gdzie G jest danym odwzorowaniem ciggtym (uktadem funkcji ciggltych, funkcja ciagla)

wszystkich swoich argumentéw w pewnym obszarze przestrzeni ® "™ (k >1).

Ponizej podajemy jeszcze kilka przyktadow réznego typu rownan rézniczkowych:

a) uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

dx ' dx dx

przy AE m U =U, to mamy uktad rownan w tzw. postaci normalnej — zwartej lub rozwinigte;:

ozn
Jezeli k=1,n=11im - dowolne oraz A}, u =(ﬂ dumj = (d_uj i G=-f(xu)

WUt b Y ), = L
dX ’ dX j Ul sYm /o LARAS] ’

gdzie U= (U, Up): (XX > R™, xe (x,x"), f=(f,.., f):R¥™ >Domf ->®™;
identyczng postac¢ jak wyzej po lewej stronie ma pojedyncze rownanie rzgdu pierwszego
w postaci normalnej (m = 1);

b) réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe rzedu k

r ozn
Jezeliprzyn=1,m=1ikdowolnym Al u=a, d L: =u (r=0,1,..k;a, #0),to
’ X

mamy nastepujgce rownanie roézniczkowe liniowe rzedu K :
ay(X)u+ al(x)u(l) (X)+...+a, U ) =f(x), xe(x,x"

gdzie a, (x) =0 na przedziale (x',x");

c) uktad réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu pierwszego

Jezeli k=1,n>1,m>1 iAﬁ,m u =( z:ilaj|;0(x)u|(x)) ,

AL mu=(Z 200U (), u=(,00), F=(F,(0), x=(4) eV R, 10

wymieniony uktad rGwnan ma postac:
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n

. ajl;i(xl,...,xn)%(xl,...,xn)+bj,(x1,...,xn)ul(xi,...,xn)]:fj(xl,...,xn), (19)

i=1

M=

'[\

. ozn
gdzie a;., = by;

d) réwnanie rézniczkowe czastkowe liniowe o pochodnych rzedu k

Iyl =1

Iyl =1
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3. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

W tym rozdziale zajmiemy si¢ rOwnaniami rozniczkowymi zwyczajnymi. Z uwagi na
powtdrzenia w duzym stopniu wiedzy z tego zakresu na kursie matematyki na studiach
pierwszego stopnia oraz z uwagi na wiadomosci dotyczace powyzszych rownan zawarte
w rozdz. 1 i 2 materiat ponizszy bedzie przedstawiony w duzym stopniu W sposob
syntetyczny, aczkolwiek ilustrowany przyktadami.

3.1. Wiadomosci ogolne

1. Postacie rownan

Rownanie rézniczkowe zwyczajne - rrz (wektorowe przy m > 1) 0 maksymalnym rzedzie
pochodnych k przedstawia si¢ w ogolnej postaci nastgpujaco:

F(x, u(x), u’(x), ..., u¥x)) =0, xex=(x"x"), (1)

gdzie niewiadome odwzorowanie u(-) € Cfm()(), F jest danym wyrazeniem o dziedzinie

Lrk+m § o wartosciach w przestrzeni ® ™ klasy C (co najmniej) i C* wzgledem

DomFc ®
u®, spetniajacym warunek nicosobliwosci macierzy Jacobi’ego OF / ou®) na przedziale x.
Przez rzad tego rownania rozumiemy liczbe s = k m. Wiedzac czym jest zmienna u
W powyzszym réwnaniu mozna je zapisa¢ w bardziej zwartej jeszcze postaci

Fix, u,w, ..., u®) =0, xex, (2)

Przez posta¢ normalng rrz o pochodnych rzedu k rozumiemy réwnanie (wektorowe przy m >
1), ktore mozna, na przyktad, otrzymac z postaci (1):

u®x) = (x, u(x), w' ), ....u*YXx), xex, (3)
lub krocej rownanie (por. (2))
u®=f(x uuw,....uk) xex, (4)

gdzie f jest danym wyrazeniem o dziedzinie Dom f = ® ***™ i o wartosciach w przestrzeni

® ™ klasy C (co najmniegj).

Postacig normalna rrz wektorowego o pochodnych rzedu pierwszego jest
w szczegblnosci

u =f(x,u), xex, (5)

ktora z kolei w formie rozwinietej staje si¢ (przy m > 1) uktadem m rownan zwyczajnych
rzedu pierwszego

du; ]
d—ijfJ—(x,ul,...,um), XeX, j=1..m. (6)
Posta¢ (5) zastuguje na uwage migdzy innymi dlatego, ze (jak zobaczymy dalej) do niej
mozna sprowadzi¢ dowolny uktad rrz dowolnego rzedu (mk > 1 — dowolne). W zwigzku

z tym, wiele podrgcznikéw i monografii po§wieconych rrz zajmuje si¢ gtdwnie takimi

rOwnaniami.
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Dosy¢ czesto spotykana, dogodng w pewnych zagadnieniach jest tzw. posta¢ symetryczna

uktadu rrz rzgdu pierwszego, w ktdrej zmienna niezalezna X i zmienne zalezne Uy,...,U,

traktowane sg rOwnoprawnie:
(Xluly---!um): (y]_!'--!yn)a n:m+1'

Postac ta jest nastepujaca:

dyl — dy2 - = dyn (7)
Yi(YireaYn)  Yo(Y1ree Vi) Yn(Y1re Yn)

gdzie Y,,..., Y, sa funkcjami ciggtymi w pewnym obszarze ® < ®".

Uktad rownan w postaci normalnej (6) mozna zapisa¢ w postaci symetryczne;j

dx _ du, o dup,
1 f,(XUpealy) (X UpeUpy)

Natomiast uktad réwnan (7) mozna zapisa¢ w postaci normalnej, jesli tylko co najmnie;j
jedna funkcja Y ; nie ma miejsc zerowych w pewnym obszarze @ < ® 1 Jesli jest to, na

przyktad, funkcja Y;, to przyjmujac Y; jako zmienng niezalezng mamy:

dyz _Y2(y1'"'!yn) dyn _Yn(yll"'!yn)

dy; Yo ¥a) T dyr Y (Vi Vi)

' (ylf""yn) € D,, (8)
czyli posta¢ (6) przy U, =Y,, ..., Uy =Y, (m=n-1), x=y,, f,=Y, /Yy, ..., f, =Y, /Y;.

Rownanie rézniczkowe zwyczajne liniowe - rrzl (wektorowe) 0 maksymalnym rzg¢dzie

pochodnych k ma postaé¢ nastepujaca:
ay ()U(X) +a, UP () +...+a,(uOx) = F(x), xex 9)
gdzie a,(-)=(a;. (), f(-)=(f;(-)) (r=01...k; j,I=1,..,m) dane uktady funkcji, przy
zatozeniu, ze det[a; . (X)]# 0 dla kazdego x e x . Rownanie powyzsze mozna zapisa¢
W postaci macierzowej i zarazem zwartej nastepujaco:
[21:0 (010U 1+ [ 14 COTU® (0] + . [ ([0 (0 =[ £ (%)]. (10)

Po pominigciu w tym rownaniu nawiaséw kwadratowych otrzymujemy rozwinigty zapis
uktadu mréwnandlaj=1,...,m:

> Lo + a5, 00U () +...+ a5 (Ul (0} = £;(x) . (12)

Liesli Vi (Y7, YO)=0dla i=12,...n oraz (Y ,..., ¥p) € D, t0 (Y ,-.., Yo ) jest punktem
osobliwym uktadu rownan (7) — punktem rownowagi obiektu fizycznego opisanego réwnaniami (7);
rozwigzanie takiego uktadu rownan w otoczeniu punktu rownowagi wymaga odrebnych rozwazan
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Odpowiednikiem bardzo zwartego zapisu (2) dowolnego uktadu m rownan zwyczajnych jest
w przypadku rownan liniowych zapis ponizszy

agu+auW+. +aul=f, (12)

ktéry po wykorzystaniu pojecia operatora rézniczkowego zwyczajnego o maksymalnym
rzedzie pochodnych k przyjmuje symboliczng postac

Kfm u="f. (13)

Wszystkie postacie wektorowego rrz (tj. z wyjatkiem postaci (7), (10) i (9)) obejmujg wprost
przypadek pojedynczego rownania z niewiadoma funkcjg u — z tym, ze réwnanie (13)
zapisujemy w sposob uproszczony

Kku=f. (14)

Przyktad. W celu prostej ilustracji powyzszych rozwazan podajemy na zakonczenie tego
punktu przyktad uktadu dwoch réwnan liniowych niejednorodnych rzedu drugiego o stalych
wspolczynnikach :

2U; "+ Uy "+ Uy + Uy = 2SIN X,

i X € (0,0)

Uy "+ Uy "+ Uy +2U, =—SinX,
Przyktad ten bedzie si¢ pojawiat w wielu miejscach tego rozdziatu jako do$¢ reprezentatywny
dla ilustrowanych nim wywodéw. Przyjmujac, ze X jest zmienng czasowa, mozna go
interpretowac jako rownania drgan liniowych wymuszonych niettumionych uktadu
materialnego sprezystego o dwoch stopniach swobody.

Jest to przypadek szczegdlny rownania (9) (por. rowniez (10) przy m =k =2, s =k m = 4 oraz

000 = {ul(x)} £00 {ZSin x]

Uy (X) —sin x

0 0 2
ao(X)=E ﬂ a1<x>=[0 0}, az(X)=L ﬂ

Niezaleznie od tego, jaka jest posta¢ wektorowego rrz rzedu s = km dowolnego (2) czy
liniowego (10) mozna to rownanie sprowadzi¢ do rownowaznego uktadu s rownan rzedu
pierwszego.

2. Sprowadzanie do ukladu réwnan z pochodnymi rzedu pierwszego

Idee tej operacji przedstawimy najpierw na prostym przyktadzie.

Przyktad. Rozwazmy uktad dwoch rownan (m = 2) z poprzedniego przyktadu. Zawiera on
pochodne rzgdu drugiego niewiadomych funkcji (k = 2). Poniewaz drugie pochodne sg
pierwszymi pochodnymi pierwszych pochodnych, to te pierwsze pochodne wprowadzamy
jako nowe niewiadome funkcje, a wzory definicyjne tych nowych niewiadomych dopisujemy
do istniejacych rownan, uwzgledniajac w tych rownaniach nowe niewiadome.

Zatem zapisujemy (dla utatwienia postepowania) istniejgce rbwnania nastepujaco:

11-3/4



2(uy ) '+ (up ) +uy +u, =2sin X, @
(U )'+(uy ) '+ug +2u, ==sinx,
wprowadzamy nowe niewiadome
Ug=Up’, Ug=Up’, (b)
uwzgledniamy wzory (b) w réwnaniach (a) i dopisujemy réwnosci (b) jako dodatkowe
réwnania (w pierwszej kolejnosci):
U '=u; =0,
u,'-u, =0,
2U3 '+ Uy +Up +Uy =28iN X,
Uz '+ Uy '+ Uy 42U, =—SINX,
Otrzymalismy uktad czterech rownan (M =4 = s =k m) z pochodnymi rzgdu pierwszego

(k =1) nowego uktadu (wektora) niewiadomych funkcji = (Uy, U, Us,Uy)..

Ten prosty schemat postgpowania (z powyzszego przyktadu) mozna powieli¢ w przypadku
dowolnego uktadu rownan w postaci wektorowej (2) (m, k — dowolne). Mianowicie,
wprowadzamy sekwencyjnie nowe niewiadome, bedace pochodnymi wektora aktualnych

niewiadomych do rzedu k-1:

)

p =0y =, Ug=U,"=u"..., 0 =0 ;' =u®?,
U:(~1’-.-1ak):(ul,-.-,lJIm,um+l,...,Ukm))

oraz nastepujace wyrazenia

U]_:u,

Flzﬁl'—ﬁz, ,Fk_l:l]k 1I—ak, Fk :F,

F=(F,...F.F)=(U'~Uy,....F,o, F) .
Wtedy rownanie (2) jest rownowazne rownaniu
F(x,0,0") =0,
a wiec rownaniu wektorowemu (F € ® 8, s = km) o pochodnych rzedu pierwszego.

Zaletg takiego uktadu jest to, ze po znalezieniu jego rozwigzania mamy wyznaczone nie tylko
niewiadome funkcje, ale takze ich pochodne do rzg¢du k-1, a pochodne rzgdu k mozemy
wyznaczy¢ z rownania. Wada za$ jest duzy rozmiar wektora nieznanych funkcji, gdy
wyj$ciowe rOwnanie zawiera pochodne duzego rzedu.

3. Sprowadzanie ukladu réwnan do pojedynczego rownania

Postepowaniem alternatywnym do przedstawionego w p. 2 , czesto dogodnym przy
znajdowaniu rozwigzan rownan rézniczkowych (nie tylko zwyczajnych) jest sprowadzanie
uktadu tych rownan do jednego rownania. Rozwazmy prosty przyktad (k = 1, m = 2, s=2):

2u;'-3(U, )2 =1, u"+2u,=0.

Wyznaczajac z drugiego rownania U, =—1/2u;" i podstawiajac do pierwszego otrzymujemy
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2u, '—%(ul "2 =1,

Natomiast, rézniczkujgc réwnanie pierwsze, wyznaczajac U;" =3U, 'U," i podstawiajac do

drugiego rownania dostajemy 3u, ‘U, "+2u, =0.

Sprowadzenia uktadu rownan do jednego réwnania mozna dokona¢ réznymi metodami.
Metoda eliminacji (jak w powyzszym przyktadzie) polega na wyrugowaniu z uktadu rownan
m-1 niewiadomych funkcji i pozostawienie jednej przez zastosowanie dopuszczalnych

operacji algebraicznych na réwnaniach i ich rézniczkowania. Wymaga nieraz duze;j

pomystowosci i1 przede wszystkim praktyki w jej stosowaniu. Inna metoda, zwana ogo6lnie
metoda potencjatu (dotyczy takze rownan czastkowych) polega na takim wyrazeniu
niewiadomych funkcji za pomocg nowej niewiadomej, ze m-1 réwnan jest spetnionych
tozsamos$ciowo, a jedno prowadzi do rOwnania na t¢ nowg niewiadomg funkcj¢. Metoda ta ma
w specyficznych przypadkach szczegdlnych specyficzne nazwy. Jedng z odmian jest metoda
rachunku operatorowego, ktora ma zastosowanie do uktadu réwnan o statych

wspotczynnikach 1 ktorg teraz przedstawimy.

Roéwnanie operatorowe (14) przedstawiamy w nastepujacej postaci macierzowej
[Kllu1=[f;1, (@)
gdzie K jl Jest operatorem rozniczkowym zwyczajnym dziatajacym na funkcje Ujw J-tym réwnaniu

(G, 1=1, ..., m), a wigc zgodnie z (11) w postaci

K=y oyier 4 ©
gdzie d jest symbolem pochodnej traktowanym jak element algebraiczny, a rzad tej
pochodnej jak wykfadnik potggi (K ;; jest wielomianem stopnia k wzgledem zmiennej d).
Wprowadzamy wektor funkcji U = (Uy,...,U,,) € C3 1, (X) (s = k m) za pomocg zapisu
macierzowego:

[u) 1=K 1Us], (c)
gdzie Kj, jest operatorem rozniczkowym liniowym, o stalych wspotczynnikach, utworzonym

jako dopelnienie algebraiczne elementu K w macierzy [K ], przy traktowaniu symbolu

pochodnej d jako zmiennej algebraicznej ([K"Jf,] jest macierzg dopetniefi macierzy [K ;]).
Podstawiajac wzor (c) do rdwnania (a) 1 uwzgledniajac formute obliczenia wyznacznika
macierzy otrzymujemy rownania rozniczkowe w postaci operatorowe;j

K*szfj (J=1...,m), K*=det[KJ—|], (d)
gdzie K" jest operatorem rézniczkowym zwyczajnym rzedu s. Réwnania (d) sg identyczne (z

doktadnos$cig do prawej strony), 0 postaci rownania (14). W celu znalezienia caltki ogdlnej
réwnania jednorodnego (14), czyli rownania jednorodnego (a) wystarczy wyznaczy¢
rozwigzanie jednego z rownan jednorodnych (d), tj. rrzl jednorodnego o statych
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wspolczynnikach

K*V =0, (e)
po przyjeciu (na przyktad)
Ulz...:Um_]_:O, Um:V. (f)
Wtedy na podstawie (c) i (f) mamy:
uj =Ki,V, xex, j=1..,m (9)

Przyktad. Sprowadzimy do jednego rownania metodg rachunku operatorowego uktad réwnan
jednorodnych z przyktadu w p. 2:
2u; "+U, "+Uy +U, =0,
Lo T x € (0,00) .
U1 +UZ +Ul+2U2 :0,
Zatem, macierz operatoro6w rozniczkowych (b) ma postaé
K] 2d?+1d° 1d%+1d°
11= ,
" 1d24+1d0  1d2+2d°
a w konsekwencji jej wyznacznik — postac
K* =1d*+3d%+1d°,
za$ macierz jej dopelnien algebraicznych przedstawia si¢ nastepujaco
.. | d?+2d? —d?-d°
Kil=| 0 0 a0
-d“-d° 2d°+1d
Tak wigc wyjsciowy uktad réwnan sprowadziliSmy do réwnania pojedynczego z niewiadoma
funkcjg V =V (x), xe(0,0):
K*V =v® 43v"v =0,
po scatkowaniu ktoérego, znajdujemy
Uy =Kz, V(X) ==V "(x) -V (x),
Uy, = K5,V (X) =2V "(x) +V (X).
4. Calki pierwsze

Wazna role przy catkowaniu rownan rézniczkowych pelnig catki pierwsze uktadu rrz.
Rozwazmy, dla ustalenia uwagi, uktad rrz rzedu pierwszego w postaci normalnej (6), zwartej
1 rozwinietej:

dU_ ¢ xu), (a)
dx

duj )

d—X: fj(X,Ul,...,um), le,...,m, (b)

gdzie U= (U, Up): X = (X, X") >R™, xex, f=(f,..f.):0>k", Dc®R"™, przy
zatozeniu, ze funkcja f (kazda funkcja f;) jest co najmniej ciagta wzglgdem wszystkich

zmiennych w pewnym obszarze o .
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Funkcje
@ =p(X,Up,...Up) = @(X,U), (©
klasy C! na pewnym obszarze ®’ < @ (przy X € (a, 8) < X)), nazywamy catka pierwsza

réwnan (b) (rownania wektorowego (a)), jezeli dla dowolnego rozwigzania szczegolnego
u =u(x) (uj=uj(x), j=1.,m) przyjmuje wartos¢ stala, tzn.

O, u (%), ..., um (%) = dp(x,u(x))=C =const, xe(a,p).
Wtedy w konsekwencji, zgodnie z (b), jest tez:

g—f(x,ul(x),...,um(x))+i§T¢(x,ul(x),...,um(x))>< fj (X,uy (X),...,u (x))=0, xe(a, p).

=

tzn. funkcja vV =0(Yg, Yyoe Vi) = @(Y) PrZY Y = (Ygs Yyroens ¥p) = (%, Upyoy U ) € D' R 5
spetnia (jest catkg) rownanie rézniczkowe czastkowe rzgdu pierwszego

m

2 fiy)ov(y)=0  (fo=1).

i=0
Przyktad. Niech u,'=U,, U,'=-U, (m=2). Rozwigzaniem ogdlnym tego uktadu rownan jest
uktad dwoch funkeji u; =C;cosx+C,sinx, u, =-C,sinx+C,CcosX, xe® , a catka
pierwsza funkcja ¢ = ul2 + u22 , gdyz dla kazdego uktadu wartosci statych catkowania C,i C,

jest: (C,cosx+C,sin x)? + (—C, sin x+ C, cos x)> =CZ +CZ =C =const, xe® .

Calki pierwsze uktadu réwnan (b)

o =0 (XU, Up), =11 <m, (d)

s niezalezne, jesli (z definicji) macierz Jacobiego
1-|%a
ou;
mxr

Zatdzmy, ze det {Zﬂ} =0 (j, 1=1,..., r) w pewnym podobszarze ®” — ©’. Wtedy
u .
J drxr

jestrzedu r w obszarze @’.

zalezno$ci (d) mozna odwréci¢ wzgledem ug, ..., u, (potraktowac (d) jak uktad réwnan
wzgledem uy,...,u, przy danych ¢, = C;, l = 1,...,r), otrzymujac:

Uj =y i(%Cq s CiUiga, o Up), J=1,0r <m (e)

czyli rozwigzania pierwszych r rownan (b). Podstawiajac (€) do pozostatych rownan (b),
otrzymujemy pozostale m-r rownania do rozwigzania z niewiadomymi Uy _4,...,Up, :

u.
d_xj = £ (%02 (X, Cprooes G Uiy U Dseees Wi (%, ooy G U 10y U ) U000 Uy )

j=  kHl...m. (f)
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Przyktad. Zastosujmy wyzej opisany sposob redukcji liczby rownan rézniczkowych do
rozwigzania uktadu rownan rézniczkowych ruchu kulistego bryty sztywnej (np. zyroskopu).
Niech @, w,,w;beda trzema sktadowymi w kierunku osi gtéwnych bryty wektora chwilowej
predkosci katowej, a J;,J,,J3 beda gtdwnymi momentami bezwladnosci tej bryty. Mamy
zatem do rozwigzania (przy braku sit zewnetrznych) nastepujacy uktad réwnan (przy x =t —

zmienna czasowa)
doy doy doy

J— at =(J; - J3)m05, J;—= dt —(33 Jwsey,  J3—= qt —(Jz J)arw .
Mnozac powyzsze rownania odpowiednio przez @, @,,®; 1 dodajac stronami otrzymujemy:
daoy dw, daw,

Jyo,—+ 3,0, —=+J30;,—=0.

1@ dt 292 "4 39374

Zauwazmy, ze lewa strona tego roOwnania jest pochodng zupelng wyrazenia na energie
kinetyczng bryty w ruchu kulistym, czyli
dE
dt
Zatem E = E(w,,®,,®;) jest calkg pierwszg rozpatrywanego uktadu rOwnan — energia

-0, E =%(lef + 3,02 + 3502 ).

kinetyczna bryly sztywnej w ruchu kulistym przy braku sit zewnetrznych, poza sitami reakcji
w $rodku tego ruchu, jest stata: E = E(t) = const.

Drugg catke pierwsza otrzymamy mnozac rownania rozniczkowe ruchu bryty odpowiednio

przez Jyoy, J,m,,J305 i dodajac stronami. Mamy zatem:

day

dt

dw,

dt

doy

=0,
dt

‘lel +~122 W, +J3 3

dK?
dt
gdzie K =(J;m,, J,m,,J;30;) sa sktadowymi wektora kretu w kierunkach glownych osi

~0, K2 :%(wafuz 24322),

bezwtadnosci. Zatem K? jest catkg pierwsza rozpatrywanych rownan rézniczkowych.

Przyjmujac, ze J; > J, > J;, wyliczamy z calek pierwszych of i w5 :

2 2 2
of =-qo; + f, @ —0‘2(03 B,

gdzie
L= 3(31 J3) B, = 2J1E—K2
J,(3,-3,)° J,(3:-J,)
J.(J,-1J 2J,E-K?
a2= 3( 2 3)’ ﬁzz 2 )
J1(J1-33) J1(J1-35)

Wyrazeniana of?i w? podstawiamy do trzeciego réwnania rozniczkowego ruchu, ktére

pozostaje do rozwigzania.
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5. Postacie rozwigzan

Rozwigzanie ogdlne wektorowego rownania rozniczkowego zwyczajnego (2) mozna zapisaé
nastepujaco:
Uy =5(XCs)) , (15)

gdzie C =(Cy,...,Cs) € By < R ° jest wektorem statych dowolnych ze zbioru

s-wymiarowego ®y (W szczegblnosci Fg)= ® ®), zwanych statymi catkowania, tzn. dla

kazdego dopuszczalnego uktadu wartosci statych (Cy,...,Cs) ze zbioru &) odwzorowanie
X3x—=>¢5(XC) € ® ™ spetnia tozsamos$ciowo réwnanie (2), przy czym odwzorowanie to
jest klasy Cf m(X) . Liczba s jest rzgdem rownania (2) i przy zatozeniu, ze

det[oF /ou®)]=0jests =km.

Niestety nie istnieje przepis (metoda, algorytm) na wyznaczenie odwzorowania (15) w
przypadku dowolnego rrz (2). Obfita literatura przedmiotu rrz podaje jedynie rozwigzania lub
wskazowki stuzace wyznaczeniu niewiadomej (15) (zwtaszcza przy

m =1) w mniej lub bardziej szczegdlnych przypadkach). Stosunkowo wigcej mozna
powiedzie¢ o catkowaniu rownan liniowych, zwlaszcza o stalych wspoétczynnikach.
Przedstawimy to w zarysie w dalszym toku wywodow.

W przypadku wektorowego rownania liniowego (13) (m i k — dowolne przy s >1) mamy
nastepujaca wlasciwosc:

Ug =Ug.p +Ug:j, (16)
gdzie ug., =7(x), xe x jest dowolng (jakakolwiek) catkg szczeg6lng rownania
niejednorodnego (13), a U,.j =&(X;C)), Xe X, C() € R® - catka ogolng rownanie
jednorodnego (13), tzn.

K¥pUsn = f, Kfyug=0. (17)
Ponadto, wobec liniowosci operatora Kf mJest, co mozna wykazac¢, dim (ker Kf m) =S,
a w konsekwencji
Ug:j =Cuggy (X) +...+ Csl) (X), X eX, (18)

gdzie {up ..., Us)} jest baza algebraiczna przestrzeni ker Kf m » zZwang fundamentalnym

uktadem catek réwnania Kf m U= 0. Poszukiwa¢ bedziemy zatem liniowo niezaleznych catek

szczegblnych rownania jednorodnego (13) oraz catek szczegdlnych rownania
niejednorodnego (13), przy szczegdlnych (zwlaszcza waznych w praktyce inzynierskiej)
postaciach prawej strony f tego rownania.
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3.2. Rozwigzania réwnan rozniczkowych zwyczajnych

1. Rownanie rz¢du pierwszego o zmiennych rozdzielonych

Rozwazmy rzz rzgdu pierwszego w postaci normalnej

d
=Ty, (a)
X
przy funkcji f ktérag mozna przedstawi¢ nastepujaco:
9(x)
fxy)=—"=, (b)
h(y)

gdzie funkcje g i h sa ciggte. Wprowadzajac infinitezymalne przyrosty dx i dy zmiennych x iy
stwierdzamy, ze rownanie (a) bedzie spelnione, gdy

g(x)dx =h(y)dy. (©
Niech
G()=[g()dx, H(y)=[h(y)dy. (d)
Poniewaz dG = dH, wigc z doktadnoscig do statej dowolnej G i H sa sobie rowne, czyli
[a(dx+C; = [h(y)dy+C,. ®

Rowno$é (e) mozna traktowaé jako uwiktang postaé¢ catki ogolnej y =¢(x;C) (C=C;-C,)
rownania (a) lub funkcji do niej odwrotnej x=£&(y;C") (C'=C, -Cy).

Przyklad. Znajdziemy rozwigzanie ogdlne rOwnania

dy_y
dx x
Mamy réwnanie o zmiennych rozdzielonych (c)
dx dy
v
a wiec zgodnie z (e) jest
v
x y’

skad
In|x|+C=In|y]|
I w konskwencji
y=xe-x.
Ostatecznie otrzymujemy
y=Dx (D =+e®— stata dowolna).

Przyktad. Rozwazmy réwnanie
d_y: f (ax+by+c),
dx
gdzie f dana funkcja ciggta, a= 0, b = 0. Zastosujmy podstawienie
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u=ax+by+c,

ktore wobec rownosci

d
Y b Y asb ),
dx dx
sprowadza rownanie wyj$ciowe do roOwnania o zmiennych rozdzielonych
du
——=0dX.
a+b f(u)

Przyktadowo, niech
9X=x+y+1
dx
Wtedy rownanie przeksztatcone ma, zgodnie z powyzszym, przy
fUy=u=x+y+7 i a=b=1,
postac
du
1+u

=dx.

Po scatkowaniu stron tego réwnania mamy kolejno
In|1+u|=x+C, |1+u|=e%eX, 1+u==+eCeX,

u=De* -1, y = De* —x-8.

Jest wiele rownan rézniczkowych zwyczajnych, ktore poprzez odpowiednie podstawienia
sprowadzajg je do rownan o zmiennych rozdzielonych.

2. Rownanie pierwszego rzedu liniowe

Réwnaniem liniowym pierwszego rzedu jest rGwnanie

Y +p)y=qx), xeux, ()
gdzie p,qe C(x)- dane.

Jezeli g (x) = 0, to rownanie jednorodne y’ + p(x)y = 0 jest rownaniem o zmiennych
rozdzielonych. Zatem znajdujemy rozwigzanie:

dy _ _ dy _[_
2= pix, [ f p()dx,

Inly| = — [ p(x)dx + C, y = De~/pax,

Nastepnie wykorzystujemy rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego, aby znalez¢

rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego. Stosujemy metode uzmienniania statych (tu

stalej). Przyjmujemy, ze stata D w catce ogdlnej rownania jednorodnego jest teraz funkcja
zmiennej x, D = D(x), taka aby y(x) = D(x)e~ [ p(x)ax spetniato tozsamosciowo rownanie
niejednorodne (a).

Zatem
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y(X) = D(X)e_I P(x)dx, V() = D'(x)e_j p(x)dx p(x)D(x)e_j p(x)dx

wstawiamy do roéwnania (), otrzymujac:
D(e PO - pgp(ge PO 4 pyD(ge PO Z g (),
D'(9e 1P =q(x),
D'(x) = q(x)el PO*,
D)= [ (el " ax +C

Ostatecznie mamy:
y(x) = Ce—Ipdx o= [p(x)dx fq(x)efp(x)dxdx'

gdzie C jest statag dowolna.
Jest chyba jedyny przypadek rownania réozniczkowego zwyczajnego w postaci ogdlnej,

ktérego rozwigzanie ogolne dato si¢ wyrazi¢ wzorem, sprowadzajacym to rozwigzanie do
mozliwosci wyznaczenia catek nieoznaczonych funkcji ciagtych.

Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie ogdlne rOwnania
y' — ctgx y = sin3x.

Mamy zatem:
p(x)=-ctgx,  q(x)=sin’x,

[ pO)dx=In——,

|sinx|

ej' p(x)dx _ .1 ’ e—j p(x)dx
SIn X

[pOydx o . 2 1 ox 1
jq(x)e dx_jsm xdx_Ej(l cost)dx_E Zstx,

—J- p(x)dx =In|sin x|,

=sinx,

i ostatecznie

1 1. ]
X)=| =x—=sin2x+C |sinX.
y(x) (2 2 j

3. Réwnanie rzedu pierwszego zupelne

Rozwazmy rownanie rdézniczkowe rzedu pierwszego 0 postaci

dy_ p(xy)

: (a)
dx a(xy)
ktore zapiszemy nastepujaco:
p(x, y)dx+q(x, y)dy =0, (b)
gdzie p,q e Ch (D) funkcje dane, @ — obszar. Jezeli istnieje U € C3(D) taka, ze
U 1 X (X! y) = p(X! y)! U!y (X, y) = q(X! y) V(X, y) €D ' (C)

to po podstawieniu (c) do rownania (b) otrzymujemy
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U,x (X, y)dx+U,y (x,y)dy=dU(x,y) =0 V(x,y)eD,
CO oznacza, z¢
U((x,y)=C
jest rownaniem rodziny krzywych catkowych réwnania rozniczkowego (a), U jest jego caltka
pierwsza. Réwnanie (b) nosi nazwe¢ rownania zupelnego. Warunkiem koniecznym ii

wystarczajgcym jego zaistnienia jest, aby obszar byt jednospojny i zachodzita réwnosé
Uiy (6 Y) =U g () ¥(x,y) €D);

Py y)=adx(xy) V(xy)eo. (d)
Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie rownania

(4x3 + 2xy? + 1)dx + (2x%y — 1)dy = 0.
Mamy
p(x,y) = 4x3 + 2xy?2 + 1, q(x,y) =2x%y—1.

Sprawdzamy warunek (d) czy rownanie (b) jest rOwnaniem zupelnym:

Py (X, ) = 4xy, q.x (x,y) = 4xy.
Jest. Zatem znajdujemy kolejno na podstawie (c):

U,=p(xy) =4x3 + 2xy? + 1,

U,y =q(x,y) =2x*y — 1,

U= [plx,y)dx =x*+x%y? + x + C(y),

U, =2x*y+C'(y) = 2x*y — 1,

CM=-1 CO=-y+0,

U= x*+x*y?+x—y+(
Rozwigzaniem roéwnania (b) jest wigc

x*+x2y2+x—y+C =Cy,
gdzie C,,C, - stale dowolne. Ostatecznie rodzina krzywych catkowych rownania (b)
przedstawia si¢ nastepujaco:

x*+x%y?+x—vy=_C.

Bywa, ze rownanie rozniczkowe jest postaci (b), ale nie spetnia warunku zupetnosci (d). Ale

bywa tez, ze istnieje funkcja 4 Clz (D), zwana czynnikiem catkujgcym, przez ktorg

mnozymy roOwnanie 1 dzigki czemu tak zmodyfikowane rownanie juz speinia warunek (d),
czyli:
Py (X y)=a'x(xy) V(Xy)eD cD,
gdzie
P y) =4 y)p(X%y)  d(xy)=A(xy)a(xy).

Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie rownania
(4x% + 2y?)dx + (2xy)dy = 0.
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Roéwnanie to nie jest zupelne, a przy tym dos¢ trudne do scatkowania. Ale prostsze bedzie,
gdy przemnozymy przez czynnik catkujacy x. Otrzymamy wtedy rownanie zupetne (warunek
(d) bedzie spetniony):

(4x3 + 2xy?)dx + (2x%y)dy = 0.

Zatem, jesli U,, = 4x3 + 2xy2 toU=x*+ x2y2 +C,(y). Zkolei U = 2x2y+C 1(y)= 2x2y,
skad C;(Yy) = const i ostatecznie rownanie rodziny krzywych catkowych ma posta¢

X+ x2y2 =C.

4. Réwnanie liniowe o stalych wspolczynnikach

Rozwazmy rownanie liniowe rzedu k o statych wspotczynnikach:

YO+ oy Y 4oy poy = F(0), xex (a)
(X - przedziat liczbowy). Zgodnie z wiadomo$ciami z p. 5 poprzedniego podrozdziatu

rozwiazanie ogdlne tego rownania ma postac:
Yy=Cryp(¥) +..+Cyyuy () + ¥s(X), xe.x, (b)
gdzie (yq)(+),---» Y(k)(+)) jest uktadem liniowo niezaleznych catek rownania jednorodnego:

y((lr()) + pk_ly((:()_l) Fot ply((:% + poy(r) =0 (r =1,.., k)

(fundamentalnym uktadem rozwigzan tego réwnania), (Cy,...,C,) — ukladem niezaleznych

statych (statych catkowania), za$ Ys(-) - jakakolwiek catkg szczeg6lng rownania

(niejednorodnego) (a).

A. Niezalezne calki réwnania jednorodnego

Zajmiemy si¢ teraz wyznaczaniem catek Yy () zwyrazenia (b), czyli catek rownania

jednorodnego:
YO+ oy P+ prys pey =0. (©)
Poszukujemy je w postaci:
Yoy =€, xew. (d)
Po wstawieniu do rownania (C) otrzymujemy tzw. réwnanie charakterystyczne:
P+ Pnap T+ po+ g =0, (&)

bedace rownanie algebraiczne stopnia k, tzn. jezeli p jest pierwiastkiem rownania (€), to

funkcja (d) nalezy do fundamentalnego uktadu catek rownania (c).

Rownanie (e), o wspotczynnikach rzeczywistych, ma Kk pierwiastkow rzeczywistych lub
zespolonych (w tym wypadku parami sprz¢zonych), wliczajac w to krotnos¢ pierwiastkow.
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Mozna wigc wyznaczy¢ K liniowo niezaleznych catek rownania (¢), jesli uwzglednimy, Ze:

- jezeli w przypadku pierwiastka rzeczywistego p,. = p, jego krotno$¢ wynosi « , to catkami
niezaleznymi sg funkcje
Ve =25,y =X, L e = XN, (f)
- jesli w przypadku pierwiastka zespolonego p,.=a +i® jego krotno$¢ wynosi 2, to catkami
liniowo niezaleznymi sg funkcje
Yo =25 sinwx, ypuq =%  coswx, Yy o =xe?*sinwx, yp,.3=xe**coswx, ..., (Q)

Yrriog_o = X ¥ sinwx, Ypei0,4 =X e coswx.

Tak wigc, wyznaczenie fundamentalnego uktadu calek rownania (c) jest zdeterminowane

mozliwos$cig znalezienia pierwiastkOw rownania charakterystycznego (e).

Przyktad. Wyznaczymy rozwigzanie ogdlne rownania

y(4) +2y"+3y"+2y'+y=0.

Roéwnanie charakterystyczne ma zatem postac

p4+2ps+3p2 +2p+1=0.

(3] =

Zatem mamy sprz¢zong par¢ podwdjnych pierwiastkow zespolonych

Mozna je zapisaé nastgpujaco:

a wiec zgodnie z (g) 1 (b) nastepujace rozwigzanie zadania:

y= e_;x (Cl sin {ﬁ xj +C, cos(ﬁ XD + xe_;X [C3 sin {ﬁ XJ +Cy cos(ﬁ XD :
2 2 2 2

B. Calka szczegodlna rOwnania niejednorodnego

1° Metoda uzmienniania statych catkowania
Jezeli znamy fundamentalny uktad calek rownania jednorodnego (c), a wigc jego rozwigzanie
ogoblne
Y =C1¥ay(¥) +...+Cy Yy (%),
to catke szczeg6lng rownania niejednorodnego (a) przyjmujemy w postaci

Ys =C1(0)Y@)(¥) +..+C (X) Yy (¥),  xex
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zaktadajac, ze funkcje C;(X), ..., Cy(X) sa klasy CY(X). Po zrozniczkowaniu tego wyrazenia
1 przyjeciu

Cr() Y@y (X) +...+C ' (X) Yy (x) =0,
mamy

¥s'=C1(0) Y1) () +-..+C (X) Yy (%) -
Kolejno dokonujemy tej samej operacji na kolejnych pochodnych y§r) az do rzedu K,
przyjmujac tym razem

(k1)

CLOYE D0+ +C ()Y

) (x)=f(x)

I otrzymujac
k k
$(X) =C1() Y () +...+C )y ().
W ten sposdb, po podstawieniu wyrazen na funkcje i1 kolejne pochodne do réwnania
niejednorodnego (a) stwierdzamy, ze jest ono spetnione dzigki temu, ze (Y(ry, ¥ '(r) -+ y((f)))

spetniajg rownanie jednorodne (¢) i1 spelniony jest uktad rownan

Yo

Yk)

Y2 c/l [o
Yo Yo Yoo 1|C,' | |0
O (2) G| T
k-1 k-1 k-1 !
_y((l) " Y Yo )_ Gl L

Wiasciwos$cig fundamentalnego uktadu catek rownania jednorodnego (c) jest nieosobliwos¢ macierzy
Wronskiego (wrofiskianu) W, tzn. det W# 0, gdzie

Yo o Yo Y
w= Yo Yo Yo | yer.
k-1 k-1 k-1
Yo Ve Yo
Oznacza to, ze istnieje uktad funkcji (C1(X), ..., Cy (X)) okreslajacy rozwigzanie szczegdlne

réwnania niejednorodnego (a). Jego efektywne wyznaczenie sprowadza si¢ zatem do
mozliwosci rozwigzania powyzszego uktadu rownan z niewiadomymi (C;'(x), ..., C,'(x)) i

ich efektywnego calkowania.

Przyklad. Znajdziemy metoda uzmienniania stalych catke¢ ogdlng réwnania:
y'+y=sinx.

Rownaniem charakterystycznym jest (przy k = 2)
p2 +1=0,

ktorego pierwiastkami sg p; , =*1i, co oznacza, Ze
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yy=sinx, y, =cosx, f =sinx, xex
Uktad rownan na uzmiennione state catkowania ma zatem postac
C/'(x)sinx+C,'(x)cosx =0,
C/(x)cosx—C,'(x)sinx =sin X.

Rozwigzujac go metodg wyznacznikdéw, otrzymujemy

sinX  COSX -, )
= . |=-sIn“x—cos" x=-1
COSX —SInX
0 cosx _ sinx 0 -
W =| . . |=-sinxcosx, W,= . |=sIn"X,
sinx —sinx CosX sinx

W, . W, )
(X)=—==sInxcosx, GC,(X)=—-=-sin“Xx.
Ci'() W 2'(X) W

Stad:
. 1.5 1 . 2 1 1.
Cl(x):j5|nxcosxdx:—sm X+D1_E’ Cz(x):j—5|n xdx =—=x+=sin(2x)+ D,,

2 2 4
a w efekcie

y(x) =C;(x)sinx+C,(x)cosx = D;sinx+ D, cosx—%xcosx

2° Metoda przewidywania
Jezeli prawa strona rownania () jest postaci
f =e?*x®(asin 9x +b cos 9x),

gdzie s jest liczbg naturalng lub zerem, a a,b, o, liczbami (parametrami) rzeczywistymi, to
rozwigzania szczegolnego tego rOwnania poszukujemy w postaci

ys =e7* (R (x)sin 9x + Q, (x) cos 9x),
gdzie B (X) i Q;(X) sg wielomianami odpowiedniego stopnia, przy czym mogg zachodzié
roézne przypadki:
1) o nie jest pierwiastkiem rzeczywistym ani o +i8 nie jest pierwiastkiem zespolonym
rownania charakterystycznego; wtedy, gdy:
a)s=0,to R (x)=Ag=const, Q (x) =B, =const i wefekcie po podstawieniu
przewidywanego wyrazenia na Y do roéwnania (a) otrzymujemy z poréwnania stron dwa
rownania na nieznane state Agyi By w funkcji statych a i b oraz pozostatych parametrow
0,91 wspdlczynnikdw w rownaniu (a).
b)s>0,tol =siP(x)=Ay+AX+..+ AX®, Q(X)=By+Bx+...+ Bx®, a wspolczynniki,
tzw. nieoznaczone, Ay, A, ..., A, By, By, ..., Bswyznaczamy z rownan rekurencyjnych

otrzymanych po podstawieniu przewidywanego wyrazenia na Ysdo rownania (a).
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2) o jest pierwiastkiem rzeczywistym rownania charakterystycznego 0 krotnosci 4 i $=0,
to catke szczegblng przewidujemy w postaci zaproponowanej jak w p. 1), przemnozonej

wszakze przez x*., czyli Vs =€7%x*(By + ByX +...+ Box®),

3) o +19 jest pierwiastkiem zespolonym rownania charakterystycznego o krotnosci 4, to

catke szczegblng przewidujemy w postaci zaproponowanej jak w p. 1), przemnozonej

wszakze przez x..

Dodatkowo, jezeli prawa strona roGwnania (a) jest sumg funkcji wymienionej postaci, to z
uwagi na liniowo$¢ tego rOwnania rozwigzanie szczegolne bedzie odpowiednig suma
stosownych wyrazen wymienionych w p. 1)-3). W szczeg6lnosci dotyczy to przypadku, gdy
f=a,x®+..+ax+a,.
Wtedy
Yo = XH(AXS +..4+ AX+ Ay),
gdzie A jest krotnoscig pierwiastka =0 réwnania charakterystycznego rownania
rézniczkowego (a).
Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie ogdlne rownania
y@ ymo2yt=x.
Réwnanie charakterystyczne ma postac:
pt+p®-2p%=0,
ktérego pierwiastkami sg:
p12=0, p3=1 ps=-2.
Zatem catkami ukladu fundamentalnego sa:
Yay =1 Yy =% Y =€" Yy =€
Poniewaz f =e®*x!, wiec catki szczegblnej poszukujemy w postaci Ys = Xx2(Axt+ A,), co
po podstawieniu do rownania rézniczkowego prowadzi do rownan: —2-6A; =1,

6A -2-2A, =0, skad A =-1/12, A, =-1/8. Tak wiec ostatecznie

1 1
y=Cy+Cox+CaeX+Cpe2* —=x2 - —x3.

8 12
3° Metoda catki Cauchy ’ego

Niech dana bedzie w przedziale [X,,©) ciagta funkcja f po prawe stronie rownania (a).

Zalozmy, ze udato si¢ wyznaczy¢ fundamentalny uktad catek rownania jednorodnego (c), a w
konsekwencji rozwigzanie ogdlne tego rownania w postaci

Y =C1Ya)(¥) +...+Cy Y1) ().

Oznaczmy przez Y. to powyzsze rozwigzanie, ktore spetnia warunki

Ye(*0) =0, Yc' (%) =0,y Y& (x5) =0, y&V(xy)=1.
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State C;, ..., C, wyznaczamy zatem z uktadu rownan algebraicznych:

[ Yay(Xo) Yoy (Xo) - Y(k)(Xo)_ C, 0
Yo%) Yo (Xo) - Ya(Xe) ||Cy| | O

VG %0) ¥ () - Yo%) |LOk ) LT

Okazuje sig, ze catka, zwana catkg Cauchy’ego, jest rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania

niejednorodnego (a)

Vs = [ Ye(x=&)F(£)dE, Xe[xg,),

0

a ponadto

yS(XO) =0, ysl(xo) =0,.., s(k_z)(xo) =0, ys(k_l)(xo) =0.
Znaczenie tego wzoru jest jednak w duzej mierze pomniejszone przez trudnosci w
wyznaczeniem calki, zwanej splotem funkcji yq i f.

Przyklad. Wyznaczymy metoda catki Cauchy’ego rozwigzanie szczegdlne rGwnania
y'+ 0y = fysinw,x, xe[0,)
Cala ogo6lng réwnania jednorodnego jest funkcja
yj =Cysinwx+C, cos wX,
a catkg Y. tego rownania spetniajgcg warunki Y-(0) =0, y:'(0) =1 jest funkcja
Yo = isin X .
@
Zatem calkg szczegdlng rownania wyjsciowego jest catka Cauchy’ego
X
for . .
Ys = —°Ism o(X=&)sinw,Edé, xel0,).
w
0
Uwzgledniajac wzor
sinasin g = %[cos (a—p)—cos(a+ p)],

otrzymujemy
f X
Yy = [[c08 (0~ 0 — 00 )~ cos(@x ~ 0 + 2, £)]d¢ =
0

f 1 . .
:—oﬁ[a)osma)x—a)sma)ox], xe€[0,0) (0<a, <w)
0 of -

i jak tatwo jest sprawdzi¢ Ys(0) =0, y '(0) =0.

5. Réwnanie liniowe o zmiennych wspélczynnikach. Rownanie Eulera

Znalezienie rozwigzania réwnania liniowego o zmiennych wspotczynnikach jest, poza

réwnaniem liniowym rzg¢du pierwszego, prawdziwym wyzwaniem. Wezmy pierwsze
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roOwnanie, jakie moze si¢ nasungc:
sinxy"+xy'+e*y=Inx, xe(0,)
i konia z rzedem temu... .
Tylko nieliczne rownania liniowe w postaci w miarg ogolnej (tj szerszej niz postac

unikatowa) daja si¢ jakos rozwigzywac i czesto tylko dlatego, ze przez nietrywialne
podstawienia daja si¢ sprowadzi¢ do rownan o statych wspotczynnikach.

Do takich nalezy rownanie typu Eulera, spotykane mi¢dzy innymi w zagadnieniach, w
ktorych zmienng jest wspotrzedng radialna uktadu wspotrzednych biegunowych, walcowych
lub kulistych.

Rownaniem Eulera rzedu k nazywamy réwnanie rozniczkowe zwyczajne liniowe o

zmiennych wspotczynnikach:

Py (ax+b)k y® 4 pk_l(ax+b)k_1 yE D+ pl(ax+b)1 Y+ pey = f(X) (a)

gdzie 0= a,b, p;(i=0,1,..., k-1),0 # p, € R . W prosty sposob, przez podstawienie nowej

zmiennej & =ax+bi przy zatozeniu, ze f (x) = f (ax+b) oraz uwzglednieniu 3—y = ad—y
X

dé '’
réwnanie () przedstawiamy w postaci
L TIEL PR 1 )
k dgk e 1 d§ O H

w ktorym y=y(&),. P = al p;(i=0,1,..., k) € R Zatem, bez utraty ogoélnosci mozemy
zatozy¢, ze rbwnanie Eulera ma postac (a) przy a=1,b =0:

px Y™+ p XKy D 1 pixty s pey = F(X), xe(0,90). ©)

Calki rownania jednorodnego (c) poszukujemy w postaci
Y =Cx”,
gdzie C jest statg dowolng, a p pewnym parametrem. Po podstawieniu do rownania (c)
i uwzglednieniu iz X'[x?1® = p(p—1)...(p —i +1)x?, otrzymujemy wobec dowolnosci i
(i=1,...,k) i C rownanie algebraiczne
pro(p—1)..(p—k+D)+...+ ppp+py =0,
ktore jest rownaniem wielomianowym stopnia k 0 postaci
Wi () = P’ +...+ o =0 (d)

1 ktoére mozna nazwaé¢ rOwnaniem charakterystycznym réwnania Eulera. Potwierdza to fakt,

ze po podstawieniu nowej zmiennej 7 = In X, otrzymujemy z réwnania Eulera (C) rownanie 0

stalych wspotczynnikach
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q®)
D dnky+...+ Do =9(1), ()

gdzie g(7) = f(e”).

Zgodnie z powyzszym ustaleniem i wskazaniami z p. 4 mozemy okresli¢ fundamentalny

uktad liniowo niezaleznych catek rownania jednorodnego (c):

- jesli pierwiastek rownania (d) py;) jest rzeczywisty 4 - krotny, to catkami niezaleznymi sa
funkcje

exp(p In X) = exp[In(x”)) = x”0, .., (Inx)* exp(p;y In x) = (In x)* exp(In x”0) = x”® In*x
dla ¥=0,..,A-1;

- jesli pierwiastek rownania (d) jest zespolony A - krotny o postaci oy + ia)(i )» to rOwniez

A - krotny jest pierwiastek sprz¢zony oGy~ ia)(i) , a w zwigzku z tym catkami niezaleznymi
réwnania jednorodnego sa funkcje

exp(ay;) Inx)sin(a;y Inx) = X7 sin(In x“2), exp(o ) Inx) cos(ejy Inx) = x“® cos(Inx“0),...,

(In X)* x°® sin(In x“®), (Inx)*x°® cos(In x“®),..., dla ¥ =0,..., A —1.

Calki szczegolnej rownania niejednorodnego (¢) mozemy poszukiwaé metodami podobnymi
jak w p. 4 w odniesieniu do rownania (e), w szczego6lnosci metoda przewidywania.
Jesli wige, przykladowo, f(x)=cx“ (g(n7)=c(e”)” =ce®”), to y =Cx*, copo
podstawieniu do roéwnania (c) prowadzi do prostego roOwnania algebraicznego

Co) Wi (@) =c.
Zatem, jesli o nie jest pierwiastkiem p;) réwnania charakterystycznego, to Wy () # 0

i wtedy
C [04
=——X
Yo Wy ()
Natomiast, gdy a = py;y jest 4 - krotnym pierwiastkiem (rzeczywistym) réwnania
charakterystycznego (d), to catki szczegdlnej rownania (c) poszukujemy w postaci

y(S) = C(S)Xa |n2X .

Przyktad. Jako przyktad rozwigzania rownania Eulera wezmy réwnanie rzgdu drugiego
(ax+b)2 y"+ p(ax+b)y+qy=c(ax+b),

przy a>0, c#0, x>-b/a.

Postepujac w sposodb wyzej opisany, wykonujemy kolejno nastepujace kroki:

1) szukamy calki ogolnej réwnania jednorodnego
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(ax+b)2 y"+p(ax+b)y+qy=0
w postaci ¥ =C(ax+b)”, otrzymujac réwnosé

(ax+b)*a?p(p—1)(ax+b)" >+ p(ax+b)ap(ax+b) * +q(ax+b)’ =0;

2) na podstawie tej rownos$ci uzyskujemy rownanie charakterystyczne (kwadratowe),

a’p(p-1)+pap+a=0 lub p? +(§—1Jp+%=0 ,
a
2 4
ktorego pierwiastki, w zalezno$ci od znaku wyrdznika A = (B —1) — —g , S3
a a
1 1 2y
-dla A >0 — dwiema liczbami rzeczywistymi p, , = E(l—BJiz (1—£j -4 :
a a a

- dla A =0 — identyczne (pierwiastek podwajny) p;, =po = %(1—2)
' a

2
. 1 1 /4
-dla A < 0- zespolong parg sprzezong pj, =0 Flw, 0 =— 1- P O =— A 1P ;
’ 2\ a 4\ a® a

3) odpowiednio do tego rozwigzanie ogolne réwnania jednorodnego wyraza si¢ wzorem
-dlaA>0
¥ = Cr(ax+b)?r +C,(ax+b)#2,
-dlaA=0
¥ = Cy(ax+b)? +C,(ax+b)? In(ax +b),
-dla A <0
¥ = C1(ax+b)? sin[In(ax +b)“]+C, (ax +b)? cos[In(ax +b)“],
gdzie C;, C, stale catkowania;
3) catke szczegblng rownania niejednorodnego znajdujemy metoda przewidywania
Ys) =C (@x+b)*,

gdyz po podstawieniu tego wyrazenia do rownania otrzymujemy

c
ax+hb)“,
ala(a-1)+ paa+q( )

Yo =

pod warunkiem, Zze « nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Gdyby jednak
przy A>0 byto a = pq lub a = p,, wtedy nalezatoby przyja¢ odpowiednio
Y(s) =Cs) (@x+b) In(ax+b) lub ye) =C(ax+b)*> In(ax+b),

a wiec (po podstawieniu do réwnania)
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(ax+b)”* In(ax+b) lub

c
Yo = a’(2p,-1)+ pa

Y = (ax+b)”2 In(ax+hb),

c
a’(2p, -1+ pa
natomiast, gdy przy A =0 byloby a = p, to powinno si¢ zatozy¢

Y(s) = C(s)(@x+b)?0 In?(ax+h),
co po podstawieniu do réwnania daje wynik nastepujacy
__C 2
Ys) —F(ax+b)p0 In“(ax+b).

Zauwazmy jeszcze na zakonczenie, ze rownaniem Eulera jest takze rownanie

dy® 1dy*D 1dy vy
ka _;W+...+plpa+p0x_k:f(x)’ XE(O,OO)_

Pk

6. Rownanie o wspolczynnikach wielomianowych. Funkcje specjalne

Kontynuujac watek z p. 5 poszukiwania rozwigzan rownan rozniczkowych zwyczajnych o
zmiennych wspotczynnikach warto zwréci¢ uwage na rownania o wspotczynnikach
wielomianowych (ze wzgledow rachunkowych praktycznie prostych o niezbyt wysokim
stopniu), ktore mozna rozwigzywaé metodg wspotczynnikoéw nieoznaczonych. Podejscie do
zastosowania tej metody jest nastgpujace: wykonujemy kolejne kroki do takiego, przy ktorym
osiagniemy niepowodzenie. Jezeli takowy krok si¢ nie zdarzy, to mamy sukces. Tyle, ze

czasem trzeba zastosowac dos¢ finezyjne dzialanie, zwlaszcza przy ustalaniu punktu
startowego, od ktorego rozpoczynamy postgpowanie rekurencyjne w celu znajdowania
kolejnych nieznanych wspotczynnikéw w zatozonych szeregach potegowych.

A. Algorytm
Krok 1° (wstgpny — mozna go nazwac , kwalifikacyjnym”). Mamy réwnanie rézniczkowe
postaci

k k— !
a, ()Y +a () y*D +. e ()Y +ag(x)y = F(%), @)
w ktorym wspotezynniki & (X) (i=0,1,...,k) sa wielomianami zmiennej X (pamigtamy, ze
state s3 wielomianami stopnia 0, ale jezeli wszystkie P; sa stale, to mamy przede wszystkim

metody znajdowania rozwigzan opisane w p. 4). Jezeli prawg strong¢ mozna przedstawic
W postaci tzw. uogodlnionej funkeji analitycznej, tj. w postaci

f(x):xl[ifnx“jlnx+xl‘s[ignx“], (b)
n=0

n=0

gdzie f,,0,€R, 1 e®, seC - dane (ewentualnie po rozwinigciu danych funkcji w szeregi

potegowe), to catek tego uktadu poszukujemy w postaci uogolnionej funkcji analitycznej
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y(x):x’l(ibnx”Jlnx+x’1‘s[icnx”], (c)
n=0 n=0

w ktorym Db, C, € R, t0 nieznane (tzw. nicoznaczone) wspotczynniki w powyzszych

szeregach potegowych (stad rOwniez nazwa: metoda szeregdéw potegowych).

Gdyby catke szczegbdlng rownania (a) mozna bylo znalez¢ w inny sposob, to postac¢ (c) catki
tego réwnania mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia niezaleznych catek uktadu fundamen-

talnego rozwigzan rownania jednorodnego (a).

Krok 2° (tworzenie rekurencyjnego uktadu roéwnan dla rozwigzania bez logarytmu). Ten krok
warto wykona¢ w kazdym przypadku. Zatem zatozmy, ze f=0 jak w rownaniu jednorodnym

(a) lub ze f mozna przedstawi¢ nastepujaco:

f(x):x}"(i fnx”]. (d)
n=0

W takim przypadku postulujemy najpierw rozwigzanie rownania (a) w postaci

o0
y(x)=xﬂ£2 bnx”j (e)
n=0
Dalej, przedstawimy idee¢ postepowania, ilustrujac ja przyktadem réwnania rzedu drugiego
(k = 2) przy zatozeniu, ze kazdy wiclomianow a; jest stopnia pierwszego, tzn.

aj(X) = pjo + px  (1=012). ()

Podstawiajac (d) - (f) do rownania (a) i uwzgledniajac iz

Ay > byx" _4 > b XM [= T (A+n)bxH
dx dx{ ;o

n=0 n=0

2 00 00
d—zxi (Z bnx”} =3 (A+n)(A+n-Dbx*"2,
dx n=0 n=0
x3y2 LZ bnx”j =3 (A+n)bx*",

dx n=0 n=0

2 0 L

xd—2 x* (Z bnx”] => (A+n)(A+n-Dbx" L

dx n=0 n=0
otrzymujemy

Poo D (A+N)(A+N=Dbx* "2+ pyy N (A+n)(A+n-Db x4 py > (A + )b x4
n=0 n=0 n=0

o0 o0 o0 o0
+pp Y (A+ nb,x*™ + pgo > b X + o1 b x*M = > fo x40,
n=0 n=0 n=0 n=0
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Podstawowym zadaniem w tym kroku postepowania jest ustalenie jaka potega X jest
najmniejsza po lewe stronie réwnania (chodzi oczywiscie o wyktadnik tej potegi) 1 z jakim
wspotczynnikiem sumarycznym pochodzacym od wszystkich sktadnikéw w rownaniu oraz
jakie beda wspotczynniki sumaryczne przy kolejnych potggach zmiennej x. Te wspotczynniki
nalezy przyrowna¢ do wspotczynnikéw przy takich samych potggach x po prawej stronie
otrzymanego roOwnania. Mamy zatem:

- X472 Py A(A-Dby =0,

- A7 pgg (A + 1) Ay + oy A(A ~1)bg + prgAby =0,

- x4t Pog(A+2)(A+Dby + oy (2 +1)Aby + g (2 +1)by + pyaAly + Pogby = fo, (9)
- XM Pog (A +3)(A+2)b3 + Por (A +2)(A+1)b, + pig (A +2)by + Pya (A +1)oy + poghy +
+Po1ho = f1,
- X Py (A+n+2)(A+n+D)b, 5 + Py (A +N+1)(A+Nn)b g + Prg(A+N+Db,; +
HP11(4+n) + Poolbn + Posby1 = i,
Krok 3° (wyznaczenie calki szczegdlnej rOwnania niejednorodnego). Zatézmy, ze A nie jest
liczba catkowitg ujemng i Pyg # 0. Wtedy bez wzgledu na to jakie bytyby wartosci
wspoOtczynnikéw b(()s) , bl(s) szeregu potegowego w wyrazeniu (e) , znajdujemy rekurencyjnie z
rownan (g) kolejne wspotezynniki b (n=2,3,...) , aw efekcie

y(s)(x)=x*(f bés)x”], (h)

n=0
gdzie
fo— (oA + Pro)(A+ Db —(pyy + Poo)bl
Pog(A+2)(1+1)

b =

bO. = fn =[Py + p21(/1+n)](/1+n+1)br(,s+)1—[p11(}t+n)+ Poolb — pOlbr(ls—)l (N=12,.).
n+2 Poo(A+Nn+2)(A+n+1) o

Jezeli nie uda si¢ udowodnié, ze szereg potegowy w wyrazeniu (h) jest zbiezny i przy jakim

promieniu zbieznosci, 0 trzeba przynajmniej numerycznie sprawdzié¢ czy istnieje X < 1, dla

ktorego szereg ten jest zbiezny, a nastgpnie numerycznie oszacowac jego promien zbieznosci.
Krok 4° (wyznaczenie catek rownania jednorodnego (a) — w postaci (e) przy k = 2).
Przyjmujgc wszystkie f,, =0, staramy si¢ tak dobra¢ warto$¢ parametru A4, by pewna liczba

poczatkowych wspotezynnikoéw b, mogla przyjmowaé dowolne wartosci. Ustawione

w wektor 1 przyjete jako liniowo niezalezne postuza do wykreowania liniowo niezaleznych
catek uktadu fundamentalnego.
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W naszym przypadku stwierdzamy, ze jezeli Pog # 0, to przy 4 =0 wspotezynniki by, by

mogg przyjmowac niezerowe dowolne wartosci (spelnione sg wtedy rownosci (g)1.2), a wigc
zaktadajac

(s, =1,0), (b?,6?)=(0),

otrzymujemy na podstawie rownosci (g)3-5 dwie liniowo niezalezne catki rownania
jednorodnego (a) przy k =2, a wigc w tym przypadku komplet

Yy (0 =2 bx" (j=12), (i)
n=0
gdzie
(6§, =(1.0), (86”,6{) = (0.)
_2(pay + plo)béj) +(Pyg + poo)bl(j) + p01b(gj)

o0 __ Paob” + pogbs” gy
2 T ) <

2Py 6P,
(i _ (n+D(pyn+ plo)br(mi)l + (PN + Poo)bsY + p01br(11_)1 3
b(), =— (n=2,3,..).
Poo(N+2)(n+1)

Tak, jak przy calce szczeg6lnej, dowodzimy zbieznosci, a jesli nie to przynajmnie;j
sprawdzamy numerycznie zbiezno$¢ szeregow (i) i probujemy okresli¢ ich promien
zbieznosci.

Krok 2a° (przypadek osobliwy). Zobaczmy, jak ksztattuja si¢ rownosci (g) w przypadku, gdy
Poo = 0. Mamy wtedy

- X/I_l: p212,(/1 —1)b0 + ploﬂ«bo = 0,

- x* oy (A+D)Aby + pio (A +1)by + pyydby + Pogy = fo, ()
- XA pay(2+2)(A+2)by + pyo(A+2)by + pyg (A +1)by + Poohy + Porby = Ty,

- XM Py (A4 N+ (A+N)by g + Pro(A+N+D)by g + Py (A +N)by + Pogby + Poiby-g = Ty,

Zupelnie inaczej ksztaltujg sie relacje pomigdzy wspotczynnikami b, (n=0,1,2...)

Krok 3a° (okreslenie catki szczegblnej). Jezeli nadal zatlozymy, ze A nie jest liczba catkowita
ujemna, to bez wzgledu na warto$§¢ wspolczynnika bés) z drugiej roéwnosci (j) 1 kolejno z
nastepnych wyznaczamy bl(s) 1 nastepne brgs) i w efekcie mamy catke (h) przy
© __fo=(Pui+ poo)b§’
Po(A+DA+pro(2+1)
p©_ i-[Pu(A+D+ Poo b — Posb{?

2 (A+2)[Py1(A+1) + pyo]

p®) — fn—lPu{A+n)+ Poolb — posbs

M (A+n+D)[py(A+n) + pyol

(k)

, (n=23,..).
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Oczywiscie takze staramy si¢ sprawdzi¢ zbiezno$¢ szeregu w tej catce, by si¢ nie okazalo 1z
zachodzi ona jedynie dla x = 0.

Krok 4a° (okreslenie catki rownania jednorodnego). Staramy sie odpowiedzie¢ na pytanie
przy jakiej wartosci 4 ktore z poczatkowych wspotczynnikow b, moga przyjmowacé
niezerowe dowolne warto$ci.

Analizujac pierwsze trzy rownania (j) dochodzimy do wniosku, ze przy 4 =0 mozliwe jest
przyjmowanie tylko przez wspotczynnik by dowolnej wartosci (wystarczy przyja¢ by =1, bo
i tak otrzymana catka mnozona jest przez stalag dowolng). Inne wartosci A nie wchodza w gre
lub prowadza do tego samego rezultatu (np. 4 =-1przy by =0 i b; =1) Ale to oznacza, ze

otrzymamy tylko jedna z dwu liniowo niezaleznych catek uktadu fundamentalnego. Zapiszmy
ja dla porzadku:

Yy (X) = Z brgl)Xn, U
n=0
gdzie

b =1, b® =- Poobg’ b® - _ (Pu1+ Poo)bt” + Posbg”
Pio ’ 2(Pa1+ P1o)

bd — _ (P1an+ Poo)oY + p01br(11—)1
n (N+1)(p2n+ Pyo)

Catka powyzsza jest to tzw. catka nieosobliwa. W celu wyznaczenia drugiej, tzw. catki
osobliwej (dla x = 0) niezbedny jest ...

(n=2,3,...).

Krok 5° (ustalenie rownan rekurencyjnych dla calki osobliwej). Poszukiwa¢ bedziemy catki
réwnania (a) w postaci (c). Posta¢ ta postuzy do wyznaczenia catki szczego6lnej w przypadku,
gdy prawa strona rownania (a) drugiego rzedu (k = 2) ma postac (b) a wspotczynniki w
rownaniu postac (f), a takze po odpowiednich adaptacjach do okreslenia catki szczegolnej
osobliwej rownania jednorodnego (a) (przy k = 2), gdy wspotczynnik przy drugiej pochodne;j

niewiadomej y ma posta¢ a,(X) = py1X (Pyg =0).

Uwzgledniajac
xA=SyN — X/1—S+n’ x*x" In x = x**" In X,
d

d_(x/i—sxn) =(1-s+ n)X/l—s+n—17
X

d
d—(xﬂxn Inx) = (A4 +n)x "L nx+xH" 2,
X

2
do'—z(xﬂ—sx”) =(A-s+n)(A-s+n-1)x 52
X

2
—dd = (x*X"INx) = (A+n)(2+n-D)x* "2 In x+ (22 +2n-1)x "2,
X

11-3/28



otrzymujemy nastepujacg rownosc:

Poo D (A+N)(A+N=Db X" 2In X+ pyy D (A+n)(A+n-Db,x* "L Inx+
n=0 n=0

+Po O (A+Mbyx M Inx+ pry DT (A+ )b x* M Inx+
n=0 n=0

a0 o0
Poo X b X M X+ Py Db x MM Inx+
n=0 n=0

P20 D, (A= +M)(A=s+n-1)Cyx* "2+ pyy 3 (A=s+n)(A-s+n-T)cx" "+
n=0 n=0

o0 o0
+Pp D (A-s+ nyc,x* 14 p, > (A-s+ n)c,x* 5 +

n=0 n=0
o0 o0
A=s+n A-s+n+1
+Poo Y, CaX + Po1 D, CnX +
n=0 n=0

+P2o z (21 +2n —]_)bnxl+n—2 + pZIZ (21 +2n _1)bnx/1+n—l + Pro Z bnxﬂ+n—1

n=0 n=0 n=0
0 0 o0
A+n _ A+n A-S+n
+Pp1 ) by =D f x M Inx+ g x :
n=0 n=0 n=0

a w konsekwencji ciagg rownosci przy kolejnych potggach x
a) w wariancie z pyg # 0

- x*2Inx: pypl(A-1)b, =0,,
- X I x: pog(A+21)Aby + pyyA(A —1)by + pygAby =0,

- XA Inx: py(A+2)(A+1)by + poy (A +D)Aby + Py (A +1)by + pyAby + Pogho = o, (m)
- x* I x: pog(A+3)(A+2)by+ Por(A+2)(A+1)by + pyo(A+2)by + pry(A+1)by + pyoby +
+Pothy = f1,

- XPNInx: py(A+N+2)(A+n+1)b, 5 + Prr(A+N+D(A+N)b, g + Pro(A+n+1)by ., +
+[P11(4+n)+ Poo 1oy + Posln1 = i,

oraz (przy s =0)

- x*721 Py A(A=1)cg + Py (22 -1)by =0,,

- XA pyo(A+D)Acy + P A(A =1)Co + PigACo + Pog (24 +1)by + Pay (24 ~1)bg + Py =0,

- X% Pap(A+2)(A+1)Cy + poy (A +1)Acy + Pyo(A+1)C; + PyyACo + PooCo + (n)

+P0 (24 +3)0; + Ppg (24 +1)by + Py + Piaby = gy,
- XM P (A+N+2)(A+N+1)Cu0 + Por(A+N+D)(A+N)Ch g + Pro(A+N+D)C, +
H Pr1 (A +n)+ PoolCn + PorCns + P2 (24 +2n+3)0y 5 + P21 (24 +2n+1)bpy +

+Probnig + P1abn = 9,
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b) w wariancie z P,y =0
- )(/1_1 Inx: p21/1(l —1)b0 + ploﬂ’b() = 0,
x*Inx: Pay(A+1)Ab; + Pyo (4 +1)by + pyyAby + Poghy = o, (0)

- xMHInx: pag(2+2)(A+1)by + pyo(A+2)b, + pry (A+1)by + Pogby + Poshg = Ty,
- xFMInx: py(A+n+1)(A+n)by + pro(A+n+1)by,, +

+ pll(i + n)bn + pOObn + pOlbn—l = fn’

oraz (przy s =0)
- x* 7 Py A(A =1)Cg + ProACo + P23 (24 =) + pygby =0,
- %1 por(A+1)Acy + pro(A+1)¢; + PiyACy + PooCo + (P)
+P21 (24 +1)by + pygby + Pyaby = 9o,
- XM Py (A+N+D)(A+N)Ch + Pro(A+N+1)Cyg + Pra(A+N)Cy + PooCh + PorCos +
+P21(24+2n+1)by 1 + ProPnsg + P11by = .

Krok 6° (okreslenie catki szczegdlnej rownania niejednorodnego ze sktadnikiem osobliwym).
Zat6zmy nadal, ze A nie jest liczba catkowita ujemna

a) w wariancie z pyg # 0

Bez wzgledu na to jakie bylyby wartosci wspotczynnikow bés) , bl(s) szeregu potegowego
mnozonego przez In X w wyrazeniu (c) , ) kolejne wspotczynniki b,ﬁs) (n=2,3,...) znajdujemy
rekurencyjnie z rownan (g) jak w kroku 3°, tj. ze zwigzkow rekurencyjnych (k)

fo = (P2 + Pro)(A +Db = (pyy2 + poo)b?

b = , (@
i P20 (2+2)(2+1)
b _ fn=[Pio+ Py (A+M](A+n + Db ~ [Py (A +n)+ Poolbf - Posb (n=12,.)

n+2 = Poo(A+Nn+2)(A+n+1)

Natomiast wspotczynniki C(()S) , Cl(s) znajdujemy z réwnan (n)1,2 — przy dodatkowym zatozeniu,
A#0 i1 A#1loraz s = 0- akolejne wspotczynniki C,(]S) (n=2,3,...) zréwnan (n)3 4

c® __ (224D

O am-p 07
¢® - P2(A-D+Pro (5 _ P20 (22 +1)b +[pyy(224-1) + pyo IS
Prp(A+DA O P (A+1)4
¢ _ 90— (A+D(ppd+ P1o)ct” —(Puad+ Poo)C5” 0
i Po(A+2)(2+1)
_ Pp(24 +3)bés) +[pn(22+1)+ plO]bl(S) + pllbcgs)

Py (A +2)(1+1)
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c© _9n —(A+n+D)[Pp (A +1)+ piolesh +[pia(A+)+ Pooled + poct B

2 Poo(A+N+2)(A+n+1)
_ Pp(24+2n+ 30, +[Pa1 (24 +2n+1) + piolbS + prab$

+

Pog(A+N+2)(A+n+1)

Zauwazmy, ze jezeli f, =0 dla n=0,1..n, i f, ;0 (dla pewnego n,), to przyjmujac
b(()s) = bl(s) =0 wnioskujemy, ze br(ls) =0 dla n=2,..n, + 21 wtedy ktadac C(()S) =0 takze dla
A =0 i A=1 otrzymujemy przy wszystkich g, =0 iz ¢ =0 dla n=1,..n, +2, a wiec

mozna zapisac nastgpujace relacje:

Flg = (z f] = y<s><X>:X“n°+{2b£i’+n+zxn]
n=1

n=0

o
} V(g (X) = x*HHo*2 (2 br(]ilmzx” J Inx+
f(x)=x* [Z fnomx“]ln X = ”;0
n=1 4 xAHNo+2 {z Cr(1?+n+2xn J
n=1
Oczywiscie sprawdzamy i ustalamy w miar¢ mozliwos$ci zbieznos$¢ szeregéw w catce

szczegolnej Y-
b) w wariancie z pyg =0
jezeli A#0,to b(()s) =0,ajesli A=0,to bés) moze przyjmowa¢ dowolng warto$¢, a ponadto

zgodnie ze zwigzkami (k)
b fo = (Pu/ + Poo)b?
P21 (A +DA+ pyo(A+1)
b§)— f—[Pua (A +1) + poolb® - posbf”
(A+2)[p21(A+1)+ pyol

b6 = T [PulA+m+ Poolb - poib®,
n+l (A+n+1)[pag(A+n)+ pyol

, (n=2,3,..).

Natomiast rownosci (p) prowadza do zwigzkow rekurencyjnych:

-przy A =0 musi by¢ b{® =0, a c{) moze przyjmowa¢ dowolng wartos¢, zas przy 4 # 0 jest
¢ =0, gdyz b{ =0 namocy (p)1,

- dla dowolnej warto$ci A (nie bedacej nadal liczbg catkowitg ujemng)

c® — Jo — pooC(()s)

L () (ppd + Py) |
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o (d © g O
® _ 9n—[Pu(2+M)+ poler” — PosCny (s)

M (A+n+D)[py (A +n)+ Pyl
[P+ 2n+1) + pilo’, + pyyb

n+1

(A+n+1)[pyg(A+n)+ pyo]

(n=12,.).

Zauwazmy, ze jezeli f, =0 dla n=0,1,..n, i fno+1 # 0 (dla pewnego n,>0), to przyjmujac
b(gs) =0 wnioskujemy, ze b{® =0 dla n=1,...n, +1i wtedy kladac C((Js) =0 takze dla 41 =0

otrzymujemy przy wszystkich g, =0 iz ¢ =0 dla n=1,..n, +1, a wicc mozna zapisa¢

nastepujace relacje:

f(x)= x4+ [Z fnoJrn)(nJ = Y (x) = XAt [Z br(1,S))+n+1Xn]
n=0

n=0
" Y(S)(X) = X/1+n°+1(z br(\i)+n+1XnJln X+
_ AN, n=0
f(x)=x* [anomx“Jlnx = )
n=0 i Xﬂ+n0+l (Z C(s) lxn]
Ny +N+ '
n=0

Oczywiscie tez sprawdzamy 1 ustalamy w miar¢ mozliwosci zbiezno$¢ szeregéw w calce

szczegolnej Y -

Krok 7° (4b°) (okreslenie catki osobliwej réwnania jednorodnego w przypadku, gdy p,g =0
iA=0).
W kroku 4a° okreslono jedna catkg z fundamentalnego uktadu catek réwnania jednorodnego.
Poniewaz rozpatrujemy rownanie drugiego rzgdu (k = 2) w przypadku, gdy wspotczynnik
a,(X) = Py X, to drugg liniowo niezalezng catke, tzw. osobliwg poszukujemy w postaci w
postaci

Y2y (¥) = Yy () In x4+ x4~ z::o c@xn,
na podstawie spelnienia rownania r6zniczkowego i wynikajacych z tego rekurencyjnych
rownosci (0) dla 4 =0 i przy przyjeciu b(()z) = bél) =1. Rownosci (o) prowadzg z kolei przy
b(()z) = bél) =1 do zwigzkéw rekurencyjnych na wspotczynniki b,gz) , z ktorych wynika, ze

wszystkie wspotczynniki br(]z) w sktadniku (Z:—o br(lz)xn ) In x sg identyczne ze

wspotczynnikami br(,l) w calce Y (). Natomiast wspotczynniki Cr(]z) powinni$my wyznaczy¢ ze
zwigzkow rekurencyjnych otrzymanych ze spetnienia rdwnania rézniczkowego, tj. rownosci
w wariancie P,y =0
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+ Py Z (A-s+n)(A-s+n _1)Cnxi—s+n—1 +
n=0

o0 o0
+p Y (A-s+ n)c,x* 514 p, > (A-s+ n)c,x* =5t +
n=0 n=0

o0 o0
A—s+n A=s+n+1
+pOOZCnX +p01ZCnX +
n=0 n=0

+P21 Z (2A+2n-1)b x* "4+ py Z b, x A+
n=0 o

+ pll Z an/Hn = 0

n=0
Niestety tu mamy porazke. Przy danym A (A =0) nie sposdb dobra¢ tak parametr s, by
mozna bylo wyznaczy¢ wspotczynniki Cr(lz) w zaleznosci od b,§2> .
Podsumowujac, omawiany przypadek rownania drugiego rzedu pokazat wiele niuanséw
charakterystycznych dla metody szeregdw potegowych, cho¢ oczywiscie nie wszystkie.
Przyktadowo, jeszcze:

1) szczegbdlnym przypadkiem rownania o wspotczynnikach wielomianowych jest rOwnanie

Eulera, ktorego catka szczegdlng (réwnania jednorodnego) jest szereg jednowyrazowy Cx*.

2) mozna w niektorych przypadkach postawi¢ zadanie takiego wyznaczenia wartos$ci
poczatkowych wspotczynnikow (ktérych warto$ci mozna przyjmowaé dowolnie), by szEreg

potegowy w catce rdOwnania rézniczkowego ,,urywat si¢” od pewnego N, +1, tzn. by szereg
ten byl wielomianem stopnia Nn,.

3) gdybysmy chcieli wyznaczy¢ metoda wspolczynnikow nieznaczonych catkg rownania
y+py=0

y= Z(:zobn X",

to po podstawieniu do powyzszego rownania rézniczkowego otrzymaliby$Smy rownos¢

> (+Dbygx"+pY " byx" =0,

skad otrzymaliby$Smy cigg rekurencyjny na warto$ci wspotczynnikdéw szeregu catki y

poszukujac tej catki w postaci

p
b,.,=———b n=0,12,...
n+1 ntl n ( )

przy dowolnej warto$ci wspotczynnika by .
W przypadku tego ciagu, przyjmujac by =1, nietrudno zauwazy¢, ze po pierwsze mozna

wspotczynnik w szeregu catki y wyrazi¢ jawnym wzorem

bnzﬂ (n=0,12,..),
n!
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a po drugie szereg potegowy

V=Zf:o(_p) X”=Z::0(_px) ,

n! n!
mozna zidentyfikowac jako szereg Maclaurina funkcji elementarnej

y=e"PX
Ten prosty przyktad pokazuje, iz takimi dwoma przypadkami mozna si¢ spotkac, stosujac
metode wspodtczynnikow nieoznaczonych:

- szereg potegowy w catce rownania rozniczkowego ma zidentyfikowane jawnie
wspotczynniki,

- szereg potegowy w catce réwnania rozniczkowego, o znanych jawnie wspotczynnikach,
zostat zidentyfikowany jako funkcja elementarna Iub funkcja specjalna.

Przypomnijmy, Ze przez funkcj¢ elementarng rozumiemy taka funkcje, ktora jest wymieniona
w katalogu funkcji elementarnych (naleza do nich, m.in. funkcja potggowa, wielomiany,
funkcja wyktadnicza, logarytm oraz wymienione z nazwy funkcje trygonometryczne i funkcje
do nich odwrotne). Podobnie definiowane sg funkcje specjalne: sa to wymienione z nazwy
funkcje okreslone za pomocg szeregéw potegowych o jawnie okreslonych wspotczynnikach
i/lub spetniajace wymienione rownania rézniczkowe (rzedu drugiego o wspotczynnikach
wielomianowych co najwyzej drugiego stopnia). Dalej w p. B przedstawimy i omowimy
krotko niektore z nich.

B. Funkcije specjalne

1° Funkcja hipergeometryczna

Funkcja hipergeometryczng (lub szeregiem hipergeometrycznym) nazywamy

Fla,B.7; X)=z::o%%

1L, n=0
#0,-1,-2,...), spelniajaca rOwnanie
0(0+1)..(0+n-1), n>0 (v ) » spetniajacg row

, Xxe(=1+1],

gdzie (), :{
roézniczkowe

XA—=X)y"+[y—(x+ +)x]y'—afy=0.

Jesli ¢ =—m (me «), to szereg powyzszy redukuje si¢ do wielomianu

F(-m. 4,7:%) =22’=0(rn")%xn .

Funkcje F mozna okresli¢ tez wzorem catkowym Eulera

Fa, B,7:X) = J.;tﬁ‘l(l—t)ﬁ‘y‘l(l—tx)‘“ dt .

Ponadto, m. in., funkcje F dla szczegdlnych warto$ci parametrow «, £,y mozna wyrazi¢ za
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pomoca funkcji elementarnych, np.:

Flaf fiX)=1-X)"%,  FLL2-x)= '”(1: X

Gdybys$my znajdowali funkcje F z definiujacego te funkcje rownania rozniczkowego metoda
wspotczynnikdéw nieoznaczonych

o0
F(a,B,7,X) = anobnx” ,
to otrzymaliby$my nastepujacy zwigzek rekurencyjny

_(a+n)(B+n) B B
”+1_—(n+1)(y+n) b,, bp=1 (n=012..).

Druga, oprocz Y,y = F(a, B,7;X) calka niezalezng rownania rozniczkowego jest
Yoy =X 7F+a-y1+B-y.2-y;X), xe(-1,+1) (y=2,3,4,..) ,a w przypadku, gdy
y #2,3,4,... - funkcja y, = F(a, B.7:X) Inx+x"7G(a, B.7:X) , gdzie

Gl(a,B,7;X) = Z::o ¢, X", przy czym wspotczynniki C,, znajdujemy w sposob opisany w p. A.

2° Funkcije walcowe

Przez funkcje walcowe rozumiemy funkcje bedace rozwigzaniami rownania Bessela

gdzie u — parametr zespolony. Jezeli u=a e® («>0),to mamy catke nicosobliwa,

zwang funkcjg Bessela pierwszego rodzaju rzedu o

n a+2n
‘]a = Zoo (_1) (gj !

=0nIl(a+n+1)
gdzie I - funkcja gamma Eulera o wtasciwosci I'(a +n +1) = nI*(« + n) (uogdlnienie n!, gdyz
r'(n+1) =nl):
_ [PsA-1a-t
r(z)_jo t+Tett.
Funkcje Bessela dla catkowitego o = m e ¢ mozna wyrazi¢ za pomoca catki

1 :
JIm :—j”cos(mt—xsmt)dt .
790

Na pochodne funkcji J,,(X) (m e ) mamy nastepujace wzory:
dJ,(x) m

"2 =00 = Ina() = I 1002 In () (mew).

Catka rownania Bessela, niezalezng od funkcji Bessela przy « =m e ¢, jest funkcja Bessela
drugiego rodzaju, zwana tez funkcja von Neumana

Y, ()= limY,(x), Y,(x) = J ,(x)cos pm—J_,(x)
H—a

- a>0)
sin urx

(przy o #m e C jest nig funkcjaJ_, ).
Do funkcji walcowych naleza rowniez catki tzw. zmodyfikowanego réwnania Bessela
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X2y"+xy'—(m2+x2)y=0 (meq),
tj. funkcje McDonalda (zmodyfikowane funkcje Bessela): pierwszego rodzaju I, (x) i

drugiego rodzaju K, (X), z ktorymi stowarzyszone sg z kolei funkcje Kelvina: pierwszego

rodzaju ber, X, bei, X i drugiego rodzaju ker,, X, kei, x, zdefiniowane nastepujaco
ber,, x=ReJ,(i%2 x), bei, x=1mJ,(i*?x),
ker, x=Re(i™ K, (i¥2x)), kei,x=Im(@{i™K,(i¥?x))),
zwigzane z rGwnaniem
X2y xy'—=(m?—=ix?)y=0 (me(),

ktérego niezaleznymi catkami sg J,,(i%? x) i K, (iV? x) .

3° Funkcie kuliste

Przez funkcje kuliste (rzg¢du zero) stopnia x# € ® rozumiemy rozwigzania rOwnania

rozniczkowego Legendre’a

(1= X2)y"+ 2%y "+ 1+ )y =0
Calke¢ podstawowa tego rownania zwang funkcja Legendre’a pierwszego rodzaju 0znaczamy
przez P,(x), xe(=11]. Jezeli u ¢ C, to catka liniowo niezalezng od P, (x), x e (-11] jest

P,(=x), xe[-11).Jeslizas 1 eC, to calka ta jest funkcja Legendre’a drugiego rodzaju
Q.(x), xe(-11).

W przypadku, gdy parametr ¢ =me N funkcja kulista staje si¢ wielomianem Legendre’a

1 d™ 1 I21, i (m\( 2m—2i | ym-2i
P = o (D" =5 (D' ({")( 22 )xm-2.

Wielomiany Legendre’a sg ortogonalne, tj.

[[ROP(X)=0 (r=s).

Do funkcji kulistych nalezy rowniez funkcja [egendre’a pierwszego rodzaju rzedu r e & i

stopnia 4 R : P; (xX), xe[-11] i funkcja Legendre’a drugiego rodzaju rzedu r e & i

stopnia 4 R : PIE (x), xe(-11), spetniajace uogdlnione rownanie Legendre’a

2
(1—x2)y"+2xy'—

2 y+ul+p)y=0

7. Uklad réwnan liniowych o stalych wspoélczynnikach

W zakresie uktadow rownan liniowych o statych wspoétczynnikach panuje opinia, ze
wystarczy rozpatrzy¢ dobry przyktad uktadu dwdch takich rownan o pochodnych rzedu
drugiego (uktad bedzie rzedu czwartego — m =2, k = 2, s = km = 4), by poradzi¢ sobie z
uktadami dla dowolnych m i k.
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Przedstawimy dwie metody dziatania (i pokrétce 0 dwie dalsze) majace na celu znalezienie

rozwigzania nast¢pujacego (rozpatrywanego juz wczesniej) uktadu rownan

2V, Yo"+ Y, + Y, = 2SIN X,
ATV TRt 2 =S 0,0) @
V' Yoy +2Y, ==sinX,
A. Metoda bezposrednia

a) wyznaczanie rozwiazania ukladu jednorodnego

Rozwigzania uktadu jednorodnego roéwnan rézniczkowych zwyczajnych o statych
wspotczynnikach

21"+ Y+ Y1 +Y2 =0,

YUY+ Y1 +2Y, =0,
poszukujemy w postaci analogicznej jak dla pojedynczego rownania

u; =Cer*, u, =CyerX, (c)

gdzie C;, C, stale,a p pewien parametr.

(b)

Po podstawieniu (¢) do (b) otrzymujemy wniosek, ze musi by¢ spelniony uktad réwnan
algebraicznych
(2p%+1)C + (p?+1)C, =0, @
(p% +1)Cy +(p?+2)C, =0.
Ten uktad za$ bedzie spetniony dla niezerowego uktadu statych (C;, C,) wtedy i tylko
wtedy, gdy

20241 p2+1
det P P
p2+1 p2+2

co prowadzi do nastgpujacego rownania charakterystycznego uktadu roéwnan (b):
p*+3p%+1=0. (e)
Roéznymi, parami sprz¢zonymi pierwiastkami tego rownania sg:

3-V5 3++5

Pr2 =Tl o = > P34 =Fwyl, @y = > (f)
Dla py, =+ uktad rownan (d) przyjmuje posta¢
(5-2)C, + I‘E’Z’lcz o,
J§—1C1 +@cz =0.
2
J5-3

Sa to roéwnania zalezne, wigc przyjmujac C; =1, wyliczamy C,= — W ten sposéb

WyznaczyliSmy pierwszg par¢ catek uktadu fundamentalnego rozwigzan uktadu rownan (b):
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Y1) 15”‘[\/32\@(} Y2(1) :—3_2\@ Si”[\/¥x} @)
Y1(2) zlcos{\/szﬁx} Y2(2) :_3_2J§ CO{\/#J'

Nastepnie ktadac p3 4 = *w,i W uktadzie rownan (d) i przyjmujac C, =-1, wyliczamy

\/§+3
2

C,=

. W ten sposdb wyznaczamy drugg parg catek uktadu fundamentalnego rozwigzan

. 3++/5 3+5 . 3++/5
Yyz) =—1sin X1 Yo = sm[J x], (h)
2 2 2
3+x/§ 3+\/g 3+\/§
Yi(4) = —1C08 ,/ S X Yoy = cos{,/ . XJ.

W efekcie mamy rozwigzanie ogoélne jednorodnego uktadu réwnan (b):

Yi(j) = PuYaq) + D2Ya) + DsYags) + DaYagay. (i)

uktadu réwnan (b):

Ya(j) = Di¥a@) + D2Ya(2) + D3Ya) + DaYaa)
i W postaci jawnej

ho = DlSinLWX}F D, COSLWXJ D; sinb/@x} D, COsL 3+2\/§X],
y2(j) = _Dl 3—2\/g Sin(@)(}_ D2 3—2\/g COS(WXJ+
+Ds 3+2\/§sin£\/¥x} D, 3+2J§ cos[ﬁx}.

b) wyznaczanie rozwiazania szczegolnego uktadu niejednorodnego

1° Metoda uzmienniania statych

Jezeli znamy fundamentalny uktad catek uktadu jednorodnego roéwnan, to analogicznie jak w

przypadku rownania pojedynczego rozwigzanie szczegdlne uktadu niejednorodnego rownan
(a) postulujemy w postaci

Yy(s) = D1(X) Yaqry (X) + Do (%) Ya(2) (X) + D3 (X) Va3 () + Dy (X) Yoy (X),

Ya(s) = P1(X)Y20) () + D2(X) Y2 (2) (%) + D3 (X) Y3) (X) + Dg (X) Yo (2 (%)

Roézniczkujac powyzsze wyrazenia zadamy, by
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Dy'(X) gy (X) + Dy'(X) Y2 (X) + D3'(X) Yy (X) + D4'(X) Y14y (X) = 0,

Dy'(X) Y21y (X) + D2'(X) Y2(2) (X) + D3'(X) Y23y (X) + D4 '(X) Y24y (X) =0,
Dy'(X) Yay' (%) + D2'(X) Ya(2) (%) + D3'(X) Yy (X) + D4’ (X) Yyay'(X) = 2sin X,
Dy'(X) Y2y (%) + D2'(X) Y2y (%) + D3'(X) Yo3) (%) + Da'(X) Y4y (X) = =sin x.,.

Funkcje Dy(X),..., D4(X) istnieja, gdyz macierz Wronskiego jest ciggta i niecosobliwa, wigc po
odwroceniu powyzszego uktadu rownan otrzymujemy funkcje ciagte, a zatem catkowalne.
Ale rachunkowo jest to zadanie do$¢ ucigzliwe, mimo ze rezultat jest bardzo prosty (patrz
ponizej).
2° Metoda przewidywania
Jezeli prawe strony rownan w uktadzie (a) sg postaci
f; =e7*(a,(x)sin wx + by (x) cos wx),
f, =e(a, (X)sin wx + b, (x) cos wx),
gdzie a;(x), a,(x), by(x), by(x) wielomiany stopnia s o danych wspétczynnikach, to catki
szczegolnej tego uktadu rownan poszukujemy w podobnej postaci
Yi(5)= €7 X" (A (x) sin @x + By (X) cos wX),
Ya(s)= €7 X* (Ag (X) Sin wx + B,(X) €O @),
gdzie A(X), Ay(x), Bi(X), B,(x)wielomiany stopnia s o nieznanych wspotczynnikach, a
K jest krotno$cia pierwiastka p = o +iw® réwnania charakterystycznego lub s = 0.
W rozpatrywanym przyktadzie mamy o =0, o=1 a; =2, a, =-1 b =b, =0,a wigc
Yisy= AL SiN X+ By COSX,  Yp5)= Ay SiN X+ B, COS X.
Po podstawieniu tych wyrazen do rownan (a) otrzymujmy
[(A—2A)+(Ay— Ay) Jsinx+[ (B, —2B,)+(B, —B,) |cosx = 2sin x,
[(A—A)+(2Ay - Ay) Jsinx+[ (B, —B,)+(2B, — B, ) Jcos x =—sin x.
Roéwnania powyzsze musza by¢ spetnione dla kazdego X, a zatem
(A-2A)+(A-A)=2 (B-2B)+(B,-B;)=0,
(A—A)+(2A - A)=-1, (B,~B)+(2B,-B;)=0,
skad znajdujemy A =-2, Ay =-1 B, =B, =0.
Ostatecznie mamy:

Yis)=—25INX,  Ya=—SiNX.

3° Metoda catki Cauchy 'ego

Na podstawie wyrazen (g) - (i) znajdujemy rozwigzanie szczegolne uktadu jednorodnego
réwnan, ktore spetniaja warunki (tzw. poczatkowe):
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Y1) 0)=0, y15'(0)=1 Y5 (0)=0, y5;'(0)=1.
Nietrudno stwierdzi¢, ze D, = D, =0, natomiast D;i D3 spetniajg uktad rownan (przy

przyjetych oznaczeniach):

/3—J§ [3+45 J_ 3+J_
— Pyt BPxo=l Py - D3c) =-1.

W efekcie znajdziemy te dwie stale, ktore podstaw1my do wyrazenia (1) otrzymujac:

| [3-+/5 ( [3+45
Yie) = Dy sm[ > x] D3(c) sm[ > XJ,
3-5 ( [3-5 3+5_ [ [3+46
Ya(c) =~ > Dl(C)sm[ > X}L D3 > sm[ > X |.

Ostatecznie wyznaczane rozwigzanie szczegolne uktadu rownan (a) jest splotem powyzszych
funkcji i prawych stron tego uktadu réwnan

Y1(c)=2J. Dy(c) sin\/B_z\/g(x—g)—D:%(c) sin 3+2\/§(X—§) singdé,
0

X
[Dl(c) 3_\/§sin J— 3+\/gsin 3+\/—

Y1(c)=J > (X=&)— D3y >
0

5)}'”50'5

B. Metoda spektralna

Uktad réwnan (a) zapiszemy w nastepujacej postaci macierzowej

a)y'+agy =",
2 1 11 Y1 fy 2sin x
= , = , = , f= = ,
w2 L J 0 L 2} Y LJ LJ {—sin X}

Catlek uktadu jednorodnego réwnan poszukujemy w postaci harmonicznej

y=vel7* y=| 1
V2

ktora po podstawieniu do tego uktadu prowadzi do réwnania macierzowego zagadnienia

gdzie

przy x €[0,).

algebraicznego na warto$ci wlasne:
(ap—Aa,)v=0, A= y?
dla operatora macierzowego a: T\z - (1{2 , wzgledem operatora macierzowego
a, ‘R2 > R2. Przypomnimy, ze jezeli macierze ap I a,sa dodatnio okreslone (a takie

wlasnie sg), to widmo sktada si¢ dodatnich wartosci wlasnych, ktérym odpowiadaja wektory
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wlasne tworzace bazg binormalng. W pierwszym kroku metody utworzymy taka bazg.

1-22 1-A || |0
1-12 2-Alla,| |0]
a stad rownanie charakterystyczne

det(ag—Aa,)=A%-31+1=0,

wartosci wlasne 1 czestosci wlasne

Mamy zatem

Ae = 3F+/5 3F+/5
12 5 71,2 >
Tworzymy wektory wlasne:
3-+5
- dla ﬂzﬂlzT\/_ mamy
1—2—3_\/g 1——3_\/g
2 2 ||V | {0}
1_3—\/5 2_3—\/5 Voiy | 1O
2 2
. o 3-+5 y

Po przyjeciu Vyq) =1 z dowolnego réwnania wyliczamy Vy(q) = T WyznaczyliSmy
pierwszy wektor wlasny

1

Vo =| 36 |
2
3++/5
-dlaA=4, = +2\[ mamy
1_23+\/g 1_3+\/g ’
2 2 (M@ |_ {0}
1_3+\/§ 2_3+\/§ V2(2) 0
2 2
.. . , ) . 3+ \/g .,

Przyjmujemy Vy;y =—1 1 z dowolnego rownania wyliczamy Vy ;) = — OtrzymaliSmy
drugi wektor wilasny

-1

V(2) =] 3445 |-
2

Spetiony sa warunki biortogonalnosci v(Tz) agvag =0, V(Tz) a V() =0 co tatwo wykazaé

bezposrednim rachunkiem.
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2
Normalizujemy wektory V(iy Wzgledem normy Hv(i) H = vg) ay Vi » tj. tworzymy wersory

0
wlasne €i) = m Mamy zatem
1
HV(l)HZ —vlyap vy = {1 . 3_2J§“ i

3+\/g_ 2

HV(Z)HZZV(TZ)azv(Z){l > |l

i ostatecznie
1

Vo) 2

S HV(l)H \/5 5 _3 \E . €)=

3+\/_

Vioy _

2

5+\/_

N

V(2)

\/5+\/_

3+f

Wektory € €(g) tworza bazg binormalng tzn. e(Ti) ay €(j) = oj; oraz e(i) ap €(j) =49 co

tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Warto przy tym nadmienic, ze liczba liniowo
niezaleznych wektorow wlasnych odpowiadajacych danej wartos$ci wiasnej zwigzana jest

z krotnoscig tej wartos$ci jako pierwiastka rownania charakterystycznego.

W nastgpnym kroku wprowadzamy nowe niewiadome za pomoca nastgpujacej transformacji i
dokonujemy przeksztatcenia wyjsciowego uktadu rownan:

e e
y=az, az| @ G0

€21 €202

e

4]

} .

Z3

Podstawiamy do réwnania wyj$ciowego i mnozymy obustronnie przez a' z lewej strony:

(aT a, a)z"+(aTa0 a)z =a'f,

Otrzymujemy zatem

1 OZ"+ A, O 27=b. b=a'f,
01 0 4,

czyli uktad rownan rézniczkowych o niewiadomych rozdzielonych:

3"+ 47 =by,
2y"+ A2, = by,
gdzie
b2 = e(TZ)f ,
czyli

gl =)

2 —sin X

2

5-+/5

7+\/§
2

sin x
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b, = sin x

J2 {_1 3+\/§M25inx}: £ 1.5
[545 2 || -sinx m

Otrzymalismy dwa identycznej postaci rownania drugiego rz¢du o statych wspodtczynnikach.
Zgodnie z objasnieniami dotyczgcymi tego typu rOwnan z p. 3 mamy

. /3—J§ f3—J§ :
2, =Cyy sm{ . X] +Cony cos[ . XJ +Cqpy SINX,
[ [3++/5 /3+\/§ .
2, =Cyp sm[ 5 XJ +Cy2) cos[ 5 XJ +Cyq(2) SINX,

gdzie Cy,,C,,),Cy), Cyy) - state dowolne, a

C_\/§7—\/§C__\/57+x/§
R Y N S N

Po podstawieniu wyrazen na z do zwigzku transformacyjnego y = A z, przy uwzglednieniu

wzorow na wektory e, €, otrzymujemy rozwigzanie ogélne wyjsciowego uktadu

rOwnan:

V2 A2
MR
Y2 __\/%3—2\/5 \/IL\/E:H\/E

e 5 ol

e o 5 5]

el ol P ]|
e cam 5 ]

Ostatecznie wyrazenia te mozemy zapisac nastepujaco

=

i

i w’
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2 2

Yy :Dlsx/gsin[«/—3\/§x] D, 3\/5005[ 3\/§XJ+
2 2 2 2
+ D, 3+2\/gsin[1f3+2\/gx]+ D, 3+2\/gco{1/3+2\/§x]—sin X,

=D,,

lelsin£ 32\/ng+chos( 32\/ngD35in( 3+\/ngD4cos[ 3+\/ngZSinx,

gdzie D,, D,, D,, D, nowe stale dowolne { =D,

LC LC
B T

ic =D LC =D

m 1(2) 3 m 2(2) 4 |-

Otrzymali$my rozwigzanie o postaci identycznej jak poprzednio za pomocg metody
bezposredniej, z ktérej mozemy odczyta¢ ten sam fundamentalny uktad catek jednorodnego

uktadu rownan.

C. Metoda sprowadzania do uktadu réwnan rzedu pierwszego

Zgodnie z procedura opisang w rozdz. 3.1, p.2 dany uktad rownan rozniczkowych

zwyczajnych sprowadzamy do uktadu réwnan rzgdu pierwszego:
Y1—Y3=0,
Y2—Y4=0,
2Y3+ Y4+ Y1+ Y, =2s8inX,
Y34y 4+ Y+2y, =-sinx
Nastepnie, postepujemy zgodnie z procedurg opisang w p. 1° lub p. 2° . Na przyktad,
poszukujgc rozwigzania rownania jednorodnego W postaci y = (y1, Y2, ¥3, ¥4) = (C1, Co, Cs,
Ca) exp ( pX), otrzymujemy jednorodny uktad roéwnan algebraicznych na wektor statych (Cq,

Cz, C3, C4), ktory moze by¢ spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy tego
uktadu

p 0 -1 0

0 0 -1
k=] 7%

1 1 2p p

1.2 p p

bedzie rowny zero, co prowadzi do identycznego rownania charakterystycznego, ktérego z
kolei pierwiastkami s3 te same dwie pary pierwiastkow pj , =i, p3, =*iw,, gdzie

W= \/Z = #, Wy =4\Ay = #, Kazdemu pierwiastkowi odpowiada jedna
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posta¢ wektora statych (Cy, Cz, C3, C4) (z doktadnoscig do statej dowolnej), a tym samym jeden
wektor z uktadu fundamentalnego catek rozpatrywanego uktadu rownan

pi 0 -1 0 _Cl(i)_
0 p 0 -1{Cy
11 2p pi|| Gy
12 5 pillc

Ka) Cay=

]
o O O O

Yo =Cog(isin 1 X+c0s 01X) , Y34 =Cra(Eisinw,X+c0s0,X).

A zatem, uwzgledniajgc wartosci wprowadzonych parametrow, mamy:

- o . o
Y Eea PR 1 0 0
2 3-45
_ 2 0
0 . 3 \/gi 0 -1
2 =
_ _ 345
1 1 J_rz\/—3 \/gi i\/3 Jgi 2 0
2 2 2
3-+5. 35 ||-3-v5 [3-+5.
1 2 + i * |+ — "l o
L 2 2 L2 2 ] LYl
— B - _1 - — —_
. 3 \/gi 0 -1 0 0
2 3++/5
2 0
0 a3, 0 1
2 =
3+\/§.
1 1 iz\/3+£i iJ?’*‘/gi T i 0
2 2 2
3++5. 3++5. 3+5 [3++5.
1 2 + i+ i|| T 1o
L 2 2 L2 2 | LYl

Poniewaz nasz uktad réwnan rozniczkowych jest spelniony przez funkcje sprz¢zone
z funkcjami Y ) T Y34y Powyzej , to z uwagi na liniowo$¢ tych rownan spetniony jest takze

przez nastepujace kombinacje liniowe
1 _ 1 —
Imys) = > Ve)—Ya) Reye = > V@ t+Y@m)
ktore oznaczajac ponownie jako (Yy, Y(2), Y(3), Y(4)) stanowia fundamentalny uktad

liniowo niezaleznych catek naszego uktadu rownan jednorodnych.

Calke szczeg6lng uktadu roéwnan niejednorodnych znajdziemy metodg przewidywania,
upraszczajac nieco jej postac:
Yis) = ALSINX, Vo) = AgSinX, Ya) = B3 COSX, Yy =B, COSX,

przy ktorej znajdujemy A, =Bg=-2, A, =B, =-1.
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Ostatecznie catka ogolna tego uktadu rownan przedstawia si¢ nast¢pujaco:

y, = Dlsin(ﬁx}+ D, cos[ﬁx}—%sin[ﬁx}—m cos[ 3+2\/§x}—25in X,
+D33+2£sin[WxJ+D43+2*/gcos( 3+2\/§XJ—sinx,
y3 =Dy szﬁcos[@xJDz 32*/gsin( 32*/gx}
—Ds\/3+2£cos[\/3+2*/ng+D4J3+2‘/§cos[J?’*Z*/gx]—zSinx,
y4=—D13_2J§ %cos{@x}@?’zﬁ 32\/§sin[ﬁxj+
+D33+2¢§ J"”f CO{ J3+2¢§XJ_D43+2¢§ 3+2£Sm[ WJS

gdzie D, D,, D,, D, stale dowolne.

D. Metoda sprowadzania do jednego rOwnania

Zgodnie z procedura opisang w rozdz. 3.1, p.3 dany uktad rownan rézniczkowych
zwyczajnych sprowadzamy do jednego rownania rozniczkowego z tyloma wariantami

prawych stron ile jest rownan w ukladzie wyjsciowym, czyli

N 2sin x
K*2(x) = —sinx’

gdzie K*=det [K ;] , przy czym [K ] jest macierza operatorow rozniczkowych w tym

uktadzie

K=
711424140 142+ 240

a w konsekwencji jej wyznacznik ma postaé

[2d2+1d° 1d2+1d°]

K* =1d*+3d?+1d°.
Zatem calk¢ ogo6lng rownania jednorodnego wyznaczamy z rGwnania
(4) " L=

a calki szczegodlne rownan niejednorodnych z réwnan
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4 ) i 4 " ,
Zl((s% +3Zy) + Zy5) = 28IN X, Zé(s)) +3Z, + Lo = —SInX.

Macierz dopetnien algebraicznych macierzy [K j1] przedstawia si¢ nastepujaco

[K1] Z{
Za jej pomocg powracamy do wektora niewiadomych Yy, Y, :
Yagy = Koz Zgy (X) ==Z 5 ()= Z5 (),
Yaq) = K3z Z gy (X) = 2Z () + Z5, (),
Yies) = Ki1 Zis) () + Kz Zoe) () = Zys) (X) + 2245y (X) = Z 55y (X) = Z 25y (X),
Yoy = K1 Zugsy) () + K3z Z ey (X) = =Zy(5) (X) = Zy(s) (X) + 2Z 559 () + Z (5 (X),

d2+2d% -d?-d°
—d2-d% 2d2+41d° |

Zgodnie z powyzszym i wskazéwkami z p. 3 otrzymujemy kolejno:

- identyczne z poprzednimi roOwnanie charakterystyczne i jego pierwiastki oy, =tia,

. . 3-4/5 3 5
pua =0y, gidie ;=g = [0, 0, = 7 = 225,

- catke ogdlna rownania jednorodnego

ZG)=Clsin[ 3£X}+C2003[ 3£XJ+C3sin{ 3+\/gx]+c4cos[1/3+\/gx};
2 2 2 2

- rozwigzanie ogdlne jednorodnego wyjsciowego uktadu réwnan

yl(J')=\/g_lclsin(\fs_\/gXJ\/g_lczcos[ 3_\/§x]+
2 2 2 5
+C3\£+1sin[ 3+\Ex}+C4\£+lco{1/3+\ExJ—
2 2 2 5
=D13in[ 3_2\Ex}+chos[ S_Z\Ex]—DSsin[ 3+2\EXJ—D4COSL /3+2«@X}

Y20 =¥\/§Z_lclsin{,/32\/gx}+3_2\/§ \/52—1(:2 cos{,/32\/§xJ+
\E+13+\/§ . 3+\E \E+13+\E 3+\@
-C; > 5 sm(ﬁf > X]—C4 > > cos[J » XJ_
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3-5 . [ [s-+5 3-5 3-5
=-D; > sm{ 5 x}—D2 5 cos( 5 x]+
3+4/5 . 3+4/5 3+45 /3+\/§
+ Dg 5 sm{ 5 X]+D4 > cos( > XJ,

J§—1C J5+1 J5+1
2 2 2

gdzie D, =- 1, Dy=- sg nowymi

vE—lc
2

stalymi dowolnymi;
- catki szczeg6lne rownania niejednorodnego (metodg przewidywania)

Zl(S) = Al(S) sin X =-2sin X, 221(5) = A2(S) sin X =sin x;

- catki szczegolne niejednorodnego uktadu rownan

Yis) = —2SINX, Yy =—sinX.

Tak wigc otrzymaliSmy w petni identyczne rozwigzanie jak metodami poprzednimi.

Jezeli chodzi o metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych innych niz uktady rownan

o statych wspotczynnikach (m > 1), to na uwage z pewnos$cig zastuguje metoda

wspotczynnikéw nieoznaczonych dla rownan o wspotezynnikach bedacych prostymi

wielomianami zmiennej x. Jezeli wektor prawych stron f(X) € ® ™ mozna przedstawi¢ w

postaci wektora uogo6lnionych funkcji analitycznych,

f(x) = x* {ifnx”Jln X+ x4 [i gnx“J,
n=0

n=0
gdzie f,,0,€®™, 1e®, seC - dane (ewentualnie po rozwinieciu danych funkcji w szeregi
potegowe), to catek tego uktadu poszukujemy analogicznie jak w p.6A w postaci
wektora uogodlnionych funkcji analitycznych

0 0

y(x) = x* (z bnx”]ln X+ x4 (Z Ch x”},
n=0 n=0

w ktorym b,,c, € R™ nieznane (tzw. nieoznaczone) wspotczynniki w powyzszych

szeregach potegowych (stad rowniez nazwa: metoda szeregdw potegowych).

Dalej postepujemy bardzo podobnie jak w p. 6A dla pojedynczych rownan rozniczkowych.
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3.3. Rozwigzania réwnan rozniczkowych zwyczajnych z warunkami

dodatkowymi
1. Zagadnienie Cauchy’ego i zagadnienie poczatkowe
Przez zagadnienie Cauchy’ego dla rownania rozniczkowego (wektorowego)

yO=fx vy, ... .y*), xex, (a)
gdzie f jest danym wyrazeniem klasy C (co najmniej) o dziedzinie Dom f — g 1Hkm

i 0 warto$ciach w przestrzeni ® " , a X przedzialem liczbowym w ®, rozumiemy nastepujacy
problem (zadanie): wyznaczy¢ takie odwzorowanie y(-)e Cl'fm (X)), ktore spetnia rownanie

() tozsamosciowo? W przedziale x oraz nastepujace warunki Cauchy’ego

yO(x)=y!, i=01..k-1, (b)
dla danych x, € X oraz y! e®™ (i=0,1,....k 1),

Warto w tym miejscu przytoczy¢ podstawowe twierdzenie dotyczace rozwigzywalnos$ci
powyzszego zagadnienia.

Twierdzenie (Cauchy ego-Kowalewskiej). Jezeli odwzorowanie f spelnia warunek Lipschitza
wzgledem zmiennych y, vy, ....y&? w przedziale otwartym X zawierajacym X, , to istnieje

takie otoczenie U liczby X, zawarte w X, ze zagadnienie (a), (b) ma jednoznaczne

rozwigzanie, jesli (Xy, Y3, y3,..., &) nalezy do obszaru ® okreslonosci odwzorowania f.

Inaczej to ujmujac, przez punkt (X, ¥3,ya,.... Y&*) e ® < ® '™ przechodzi jedna krzywa
y =y (X) w otoczeniu X,”. Zwraca uwage jedynie ,,lokalno$¢” istnienia i jednoznacznosci
rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego. Zapewnienie istnienia i jednoznacznosci ,,globalnej” (w
catym przedziale okreslono$ci rownania), tj. sformutowanie warunkow wystarczajacych jest
dos¢ zlozone. Zajmujg si¢ tym badania jakoSciowe teorii rrz (takze takimi zagadnieniami jak
stabilno$¢ rozwigzan, istnienie rozwigzan okresowych, ograniczonos$¢ rozwigzan i inne).
Przyktad. Niech y)(-) (i=1, 2, ..., k) bedzie fundamentalnym uktadem catek pojedynczego
rownania rozniczkowego (M =1, a,,(x) = 0 dla prawie wszystkich x e x) jednorodnego, a
Y()(+) calka szczegolng rownania niejednorodnego

agy+a yW+..+a,y® =1 xecx.
Jak wiadomo rozwigzanie ogélne rownania niejednorodnego jest rowne

y(x) = Z:;lci Yy (¥) + Y (X), xex,

gdzie C; (i=1,2, ..., K) state dowolne.

2 tozsamosciowo, tzn. UM(X) = f (X, u(x), u(X), .....u*D(x)), dla kazdego x € X
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Niech x, e x . Warunki Cauchy’ego przyjmuja posta¢ rownan

S G 0)+Y ) =yd, §=0L..k-1,

czyli uktadu k réwnan algebraicznych liniowych

T _ _
|:y((lj))(X0):|{Ci } [ - J)(Xo)} (i — numer wiersza)
na uktad (wiersz) statych calkowania {C, C,...C,}, o macierzy bgdacej macierza

Wronskiego ukfadu fundamentalnego catek {yq(+)... Yy (1)}

= [Y((ij))(xo)J , (i=1..,k;j=01..k=-1)
a wigc o wyznaczniku niezerowym dla x, € x . Zatem state {C, C,...C,} mozna wyznaczy¢

jednoznacznie i w efekcie rozwigzanie zagadnienia poczatkowego zawsze istnieje 1 jest
jednoznaczne.

Przyktad. Ustali¢ mozliwe warunki Cauchy’ego dla uktadu rownan
Y1=2Xy 1+ 3y +Y,=2Y,=0,
2Xy 1= Y o+ 21— Xy, =1.
Uktad ten nie spetnia standardu zagadnienia Cauchy’ego opisanego na wstegpie tego punktu
rozwazan. Ale postgpujac zgodnie z procedurg sprowadzenia uktadu rrz do uktadu rrz rzedu

pierwszego, ustalimy prawidtowe warunki Cauchy’ego. Takie przypadki zdarzajg si¢ bowiem
w praktyce. Zatem, niech

Y=Y

Wtedy wyjsciowy uktad rownan wraz z powyzszq rownos$cig mozna zapisac nastgpujaco:

Y= Vs,

Vo= 2y =Xy, +2Xy 3—1

Yg=-3Y1+2Y 7+ 2Xy 5~ Y 5
W celu uzyskania postaci nalezy jeszcze z trzeciego rownania wyeliminowacé y'2 Za pomoca
wyrazenia z drugiego rownania. Ale juz wida¢, ze mamy uktad trzech rownan rézniczkowych
zwyczajnych rzgdu pierwszego (m = 3, k = 1), dla ktérego mamy warunek Cauchy’ego
(jeden) w postaci (dla j = 0)

(Y1(Xo): Y2(Xo) ¥3(Xo)) = (Y2, Y2, ¥3) »
co dla wyj$ciowego uktadu réwnan oznacza nastepujace warunki Cauchy’ego:
Vi) =y7 Y1) =27, Ya2(%) =V

zdanymi y?,z7,y$ , przy zmianie oznaczenia y3=12; .
Tak wiec uzasadniliSmy w sposob $cisty to co sie praktycznie wykonuje ,,na codzien”, iz

warunki Cauchy’ego polegajg na zadaniu warto$ci wszystkim funkcjom i ich pochodnym do
rzgdu o jeden mniejszemu od maksymalnego wystepujacego w wyjsciowym uktadzie réwnan

rézniczkowych.
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Przejdziemy teraz do oméwienia zagadnienia poczatkowego, podobnego (pozornie tylko) do
zagadnienia Cauchy’ego.

Niech X'= (X5, X") (X,=01lub x,>0, X" < oo lub X" =o0). I niech y(-) e C{, (x).
Przyjmujemy zatozenie (umowe), Ze przez pochodne y? (%) (J=0,1,...,k-1)
odwzorowania y(-) rozumiemy granice prawostronne pochodnych y (x), xe X przy
X— X3 (j=0,1,...,k =1) i ze pochodne te istnieja.

Przez zagadnienie poczatkowe dla rownania rrz (wektorowego) w postaci ogélne;j

F(Xv Y, y’s ceey y(k)):O’ Xex, (C)
gdzie F jest danym wyrazeniem o dziedzinie Dom F = g 1*k+1m ;

1 0 wartosciach

w przestrzeni ® ™, klasy C (co najmniej) oraz klasy C wzgledem y® o nieosobliwej
macierzy [oF /dy®)] dla x e x, nazywamy nastepujacy problem (zadanie): wyznaczy¢
rozwigzanie Yy (-) € Cf n(X) N C'ﬁ;}(}( o) réwnania rézniczkowego zwyczajnego (¢) w danym
przedziale lewostronnie domknigtym X = [ Xy, X"), ktore spetnia w przedziale X'= (X,,X")
réwnanie (c) tozsamosciowo, a ponadto warunki poczatkowe (w poczatku przedziatu Xo):

yO(x)=yl, i=01..k-1, (d)

dladanychy! e®™ (i=0,1,...k-1).

Ze wzgledu na posta¢ warunkow dodatkowych (b) i (d) (poza rrz) zagadnienie Cauchy’ego

I zagadnienie poczatkowe nie r6znig si¢ istotnie, ale co je istotnie rdzni to, ze w zagadnieniu
poczatkowym nie zadawalamy si¢ rozwigzaniem ,,lokalnym” w otoczeniu x,, ale szukamy

rozwigzania ,,globalnego” ze wzglgedu na zadany przedziat X (matematycznie prawidtowo).

Przyktad. Oscylator harmoniczny o masie mg i wspotczynniku sztywnosci sprezystej Ko
wykonuje drgania swobodne podlegajace ttumieniu podkrytycznemu o wspotczynniku

Co < 24/Kom, . Wyznaczy¢ funkcje drgan.
Rownanie drgan swobodnych (nie wymuszonych sitg) wymienionego oscylatora przedstawia
si¢ nastepujaco:
myy"+Coy'+Kyy =0
lub Y24y uPy =0 (2A=cy/m,, u®=k,/m,),
przy A <®,w ktorym y(x) okresla potozenie oscylatora. Drgania swobodne sg spowodowane
poczatkowym potozeniem Y, lub predkoscia poczatkowa v, . Funkcje¢ drgan y = y(x) dla
x €[0,0) znajdziemy z rozwigzania zagadnienia poczatkowego, na ktore sktada sie

powyzsze rownanie rozniczkowe zwyczajne (m = 1) rzedu drugiego (k = 2) liniowe o statych
wspoélczynnikach jednorodne dla x € (0, 0) oraz warunki poczatkowe dla x = 0

y(©) =Y, y'(0)=V,.
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Zespolone pierwiastki rownania charakterystycznego sa rowne —A+im, @ =~Ju? - 1% .
Rozwigzanie ogoélne rownania rdzniczkowego jest zatem rowne
y = Cie ™ sinwx +C,e ** cos wx,
gdzie C;, C, state dowolne. Ich warto$ci znajdziemy z warunkow poczatkowych,
prowadzacych do dwdch rownan
C,=X%,, @C;—-A4C, =V,

po wykorzystaniu ktorych znajdujemy funkcje¢ drgan oscylatora

Vo +AX, .
y=e (usm WX+ X, coswx).

[0

W rozdz. 7 poznamy metody bezposredniego znajdowania zagadnienia poczatkowego, bez
koniecznosci korzystania z rozwigzania ogolnego roéwnania rézniczkowego.

2. Zagadnienie brzegowe

Zagadnienie brzegowe dla rrz najczesciej dotyczy rownan liniowych, dlatego tez
sformulujemy je w tym punkcie dla takich wtasnie réwnan (wektorowych) w postaci ogolne;j

(13)
K¥ny=1, xex, (a)
gdzie Kf m jest operatorem rézniczkowym rzedu k (uktad rownan (a) jest rzedu s = km), lub w
postaci bardziej jawnej (12)
agy+ay y+..+ayl =1, (b)
przy czym g; (x) = [ai;rs (X)]mxm' fO) =I[ fs (3] mx1: y(x) = [ys(x)] m><1dla Xex.
Niech x=(x’,x”)a x'=[x"x"), x"=(x',x"], przy czym w szczegdlnosci moze by¢

X'=—o0 lub X" =co.Wprowadzamy tzw. operatory brzegowe (,,brzegiem” sg tu konce
przedziatu x), liniowe odpowiednio rzgdu I’ i I””:

B'y(x) = ooy (x), BYy(x") =3 oy (x), (©)

gdzie aj =[j-rslmm ('=01...,1), @ =[tjm v ]mem (1"=0,1,...,1"), za$ przez

vy (x) =[y8) (x)],.q rozumiemy granice prawostronne pochodnych y® (x), x  x dla
x — x'")  aprzez y(i") (x") = [yg‘"’ (X")] <t rozumiemy granice lewostronne pochodnych
vy (%), x e xdla x — x"O).

Przez zagadnienie brzegowe dla rownania (b) rozumiemy nastepujacy problem: wyznaczy¢

takie odwzorowanie y(-) € Cf, (X)NC1(X)nC (X", ktdre spetnia tozsamosciowo

W przedziale X rdwnanie rozniczkowe zwyczajne (b) oraz co najmniej jeden warunek
brzegowy postaci

B y(x)= Y1k ok yO (x) = B, t'=L, ! (d

11-3/52



i co najmniej jeden warunek brzegowy postaci
" " I"[" " i" L) n " n
B y(x") = Y ey () = B, tM =1, p", e)

przy czym dane sg B'¢ =[f It';s']mxl’ Pl = [ﬂ"t";s"]mxl' ait'lr alt (i'=01...I"¢;
i"=0,1,..,1"), I <k, I"w<k 1 p', p"-tak ze facznie p'+ p" =k , a ponadto warunki

brzegowe sg niezalezne i niesprzeczne, umozliwiajgce istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania
tego zagadnienia.

I' W zagadnieniach brzegowych spotykanych w praktyce operator Kf m jest parzystego rzedu
(k=2n)iwtedy p'=p"=n=k/2).
"W przypadku, gdy x'=-o lub x"=+00, mowa jest 0 tzw. warunkach w nieskonczonosci

rozwigzania powyzszego zagadnienia, polegajacych na zadaniu ograniczonosci a nawet
zbieznosci do zera (wraz z odpowiednimi pochodnymi) rozwigzania y(X) przy X — —oo/ +oo.
Przyktad. Struna o dtugosci L, zjednej strony zamocowana a z drugiej napicta sitg o

warto$ci S, spoczywa na sprezystym podtozu Winklera o wspotczynniku sztywnosci K pod
obcigzeniem rownomiernym o intensywnos$ci . Wyznaczy¢ funkcje ugigcia struny.

Niech zmienna x parametryzuje strung¢ wzdhuz jej dlugosci tak, ze przy x = 0 jest ona
zamocowana, a przy X = L napieta sitg S. Niech y = y(x), x €[0, L] bedzie funkcja matego

ugiecia struny. Zatem jest

y(0)=0, y(L)=S,

za$ rbwnaniem rézniczkowym linii ugigcia jest rownanie

Sy”(x) +q-Ky(x) =0,
ktore zapiszemy nastepujaco (w postaci (a), (b))

KE1 () =apy"(X) +agy(x) = f,
przy a, =1, ag = -1?=-K /S, f=-q/S wraz zwarunkami brzegowymi (w postaci (c) i

(d))

B y(0)= a'gy(0)=0, B”y(L)=a"1y'(L)=4",
przy o'y =1 a" =1, p"=S (zapisano jedynie sktadniki niezerowe).
Roéwnanie charakterystyczne i jego pierwiastki sa nastgpujace p? —A2 =0, prp =14, acalkg
szczegolnag jest Y (X) =/ A% =q/ K . Zatem rozwiazaniem ogdlnym réwnania
rozniczkowego jest y =g/ K +Ce +Cre ™, a po przyjeciu C; = (D; + D,)/ 2,
C, =(D;—D,)/2 (Dy;, D, —nowe state dowolne) jest

y =q/ K+ D; cosh(Ax) + D, sinh(4x) .

Spetienie przez t¢ funkcje warunkow brzegowych prowadzi do rownosci q/ K +D; =0,

D, sinh(AL) + D, cosh(AL) =S/ 4, a w efekcie do rozwigzania postawionego zagadnienia

brzegowego, czyli do funkcji ugigcia struny
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_Ap S 4 sinh(4x) _ K
y_K[l COSh(/lX)]+[/1+KsmhuL)}cosh(ﬂ.L)’ xe[0,L], 4 \/z

przy czym [y] = m, [q] = N/m, [K] = N/m?, [L] =m, [S] =N, [A]=1/m.

3. Zagadnienie spektralne

Zagadnienie spektralne znane jest (z definicji) dla operatoréw liniowych. Takimi operatorami
s operatory rozniczkowe. Jednakze dla najprostszego z nich zagadnienie: dla jakich wartosci

A istnieje funkcja y(-) z przestrzeni liniowej C* zawartej w przestrzeni C, taka, Ze

D y(x) = 4y(x) dla kazdego X € ® przy D =d/ dx . Odpowiedz jest zaskakujaca, jak na
dotychczasowe doswiadczenia z wartosciami wlasnymi i wektorami wlasnymi. Mianowicie,
kazda liczba rzeczywista A jest tg warto$cig, albowiem odpowiadajaca jej funkcja

Y= e**, x € R spetia warunek definicyjny.

Wida¢ z powyzszego, ze do rownania definicyjnego
KE¥nY=4Y, xex, (a)
nalezy doda¢ dodatkowe warunki jakimi moga by¢ jednorodne warunki brzegowe (y(-) =0
powinno spetnia¢ rownanie (a) i warunki brzegowe typu (b))
B’y(x’)=0,  B”y(x")=0, (b)
przy X = (x’, X’). Tym samym omawiane zagadnienie przechodzi terminologicznie z
zagadnienia na wartosci wlasne dla operatora rozniczkowego na zagadnienie brzegowe
spektralne dla réwnania rézniczkowego jednorodnego
KEny—2y=0,, xex ©)
z warunkami brzegowymi (dopuszczalnymi , tj. niezaleznymi, niesprzecznymi, kompletnymi i
jednorodnymi) (b), gdzie B’ = [B';.] 1 B” = [ B";+] sa multioperatorami brzegowymi w

koncach X’ i X” przedziatu X': wyznaczy¢ zbidr { A } < ®, dla ktorych istniejg niezerowe
rozwiazania zagadnienia brzegowego (c) i (b) oraz (jesli to mozliwe) okresli¢ baze
podprzestrzeni V; niezerowych rozwiazan tego zagadnienia (tzw. funkcji wlasnych)

odpowiadajgcych wartosci wiasnej 4).

Przyktad. Mamy nastgpujace zagadnienie brzegowe na wartosci wiasne dla rownania
rézniczkowego
K3 y-Ay=y"-1y=0,, xex =(0,l)
z warunkami brzegowymi
B’y(0) =y(0)=0, By(l) =y'(1)=0.
+u, A=p>>0
Rownanie charakterystyczne p? — A =0 ma pierwiastki p2=40, 1=0 :

+tiw, A=—-w?<0
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ktorym odpowiadajg nast¢pujace postacie rozwigzania ogdlnego
C, cosh ux +C,sinh ux, A= pu?>0,
y=4C;+Cyx, 4=0,
C,coswx+C,sinwx, 1=-w?<0,
Wykorzystanie warunkow brzegowych prowadzi do wniosku, ze C; =0 w kazdym

przypadku, C, = 0 tylko, gdy 1 =-w? <0 oraz cosel =0, czyli gdy

co=con=(2n—1)lz, A=In=—=0%, Yy =Yn=SiNox (n=12,..).
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Roman Nagorski

MMIL Il

Czesé druga. ROWNANIA

4. Rownania rozniczkowe czastkowe

4.1. Wiadomosci wstepne
4.2. Réwnania rzedu pierwszego

1. Roéwnanie liniowe jednorodne
2. Roéwnanie quasi-liniowe. Przypadek n =2
. Rownanie liniowe niejednorodne. Przypadek n =2

3

3. Réwnania rzedu drugiego

1. Wprowadzenie

2. Klasyfikacja rownan czastkowych liniowych drugiego rzgdu

3. Sprowadzanie rownan czastkowych liniowych drugiego rzedu do postaci
kanonicznej

. Orientacja hiperpowierzchni (krzywej, powierzchni) wzgledem rownania

N

czastkowego drugiego rzgdu
. Warunki graniczne. Zagadnienie graniczne — sformutowanie klasyczne
. Zagadnienie brzegowe — sformutowanie klasyczne
. Zagadnienie poczatkowe — sformutowanie klasyczne
. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe — sformutowanie klasyczne
9. Zagadnienie spektralne — sformutowanie klasyczne

o N O Ol

4.4. Réwnania wyzszych rzedow
1. Zagadnienie brzegowe zginania ptyty — sformutowanie klasyczne
2. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe drgan belki — sformutowanie klasyczne



4. ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE

W tym rozdziale zajmiemy si¢ pojedynczymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Na
wstepie zrekapitulujemy wiedze og6lng z rozdz. 1 i 2 w zastosowaniu do tego typu roOwnan,
rozwijajac ja w odniesieniu do tych rownan w pewnym, nieznacznym stopniu. Nastepnie
zajmiemy si¢ bardziej szczegotowo pewnej klasy réwnaniami czgstkowymi rzedu pierwszego
oraz rOwnaniami czgstkowymi liniowymi rzedu drugiego, traktujac te drugie wszakze jako
reprezentatywne dla szerszej klasy rownan (zwlaszcza parzystego rzedu), szczegdlnie

w zakresie tematyki odnoszacej si¢ do zagadnien granicznych (niezwykle waznej dla
zastosowan praktycznych w obszarze mechaniki stosowanej), co dla podkreslenia ich wagi
zilustrujemy dwoma typowymi zagadnieniami dla rownan czwartego rzgdu. Prezentowane
zagadnienia graniczne sformulujemy w ujeciu klasycznym, nieco juz historycznym, ale
waznym ze wzgledow dydaktycznych, by dobrze zrozumie¢ ich istotg i roznice miedzy nimi,
takze by dla nich mozna byto budowa¢ stosunkowo nieliczne $ciste rozwigzania analityczne
jako benchmarki dla rozwigzan przyblizonych metodami numerycznymi, powszechnie
obecnie stosowanymi w praktyce inzynierskiej. Sformutowaniom nieklasycznym,
wspotczesnie czesciej stosowanym, jako bardziej adekwatnym wielu problemom spotykanym
w praktyce poswigcimy odrgbny rozdziat piaty. I chociaz metodom rozwiazywania zagadnien
granicznych dedykujemy odrebnie rozdziat szosty (ostatni w tej czgsci), to juz sygnalnie

w tym rozdziale definiowane zagadnienia graniczne zilustrujemy przyktadami ich
rozwigzania i przy tym tak, by reprezentowane byty rézne metody ich rozwigzywania.

4.1. WiadomosSci wstepne

W tym rozdziale, rozwaza¢ bedziemy pojedyncze rownania rdzniczkowe czastkowe, gtownie
liniowe (n > 1, najczesciej N = 2 lub n = 3) rzedu k (lub 2k, najczesciej k = 2, ale takze k = 1
i k =4) w postaci (omoéwionej w rozdz. 1.4 2.1):

n

k k
KKy()=>a,(x)D"y(x)=> ai i (Y. i (=1, ()
r=0

r=0 i,..i,=1

X=X, Xp) =(X) €V
gdzie KK = Z':ZOA'; = Z':ZO a, (-) D" jest operatorem rézniczkowym czastkowym liniowym
(skalarowym, tj. przy m = 1) na obszarze ¥’ przestrzeni ®". przy zatozeniu, ze a, (x) =0 dla
wszystkich lub prawie wszystkich xe 4. Przez a,(-) dlar=1, ..., k rozumiemy uktad
czgstkowych funkcji y(-), za$ przez ,,iloczyn” a,(-) D" y(-) — operacje mnozenia skalarnego
obu uktadow; dla r = 0 mamy ,,zwykty” iloczyn funkcji a,(-) i y(-). O funkcji y(-)
zaktadamy, ze jest co najmniej klasy Cﬁ () — co najmniej w tym sensie, ze powinny by¢

jeszcze spetnione warunki regularnosci wynikajace z czynienia zado$¢ przez funkcje
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y(-) pewnych dodatkowych warunkow (réwnan) na brzegu 09’ obszaru ¢/, o ktorych bedzie
rzecz dalej.

Tymczasem wprowadzamy nastepujace formalne definicje:
- rbwnanie (1) nazywamy W obszarze 7/ eliptycznym, hiperbolicznym, parabolicznym, jezeli

odpowiednio eliptyczny, hiperboliczny, paraboliczny jest w obszarze 1’ operator Kﬁ (de
facto operator Air(] jako sktadnik operatora Klr(] );

- rownanie (1) ma posta¢ kanoniczna, jezeli operator Airﬁ jako sktadnik operatora Kir(,

w rownaniu (1) ma posta¢ kanonicznag;

- rozmaito$¢ n-1 — wymiarowa (ptat hiperpowierzchni przy n > 3 lub powierzchni przy n =3
lub tuk krzywej przy n = 2) § < clos 7, zwana dalej var s (od variété— rozmaito$¢), ma
wzgledem rownania (1) orientacje przestrzenna, charakterystyczng, czasowa, jezeli

odpowiednio taka orientacj¢ ma varsS wzgledem operatora Kﬁ (tj. wzgledem operatora Aﬁ —

sktadnika operatora KX).

I Dowolna var § ma wzgledem réownania eliptycznego tylko orientacj¢ przestrzenna.

Niech var § bedzie:

1) ptatem (tukiem przy n = 2) przekroju $* obszaru ¢ na dwa roztaczne podobszary
2) ptatem (tukiem przy n = 2) brzegu 0 v/,

spetlniajgcym warunek Lipschitza (S nie jest ,,zbytnio pofaldowany™).

Niech na s dane bedzie rownanie (rozdz. 1.3)

Bhy(X) = Y. bs()0y(R) =A%), e, (2)
gdzie B'n y(-)= Z'Szobs(-)a(f‘()i)y(-) jest odpowiednio tzw. operatorem ,,wewnetrznym” /
operatorem brzegowym, b, (-) (s=0,1,...,1), A(-) sa danymi funkcjami klasy C,(s5), a
v(-) = (v;(-)) jest polem wersorow zewnetrznych do §. O funkcji y(-), bedacej
rozwigzaniem rdwnania (1), od ktdrej zadamy spelnienia rOwnania (2), méwimy, ze spetnia
na s odpowiednio warunek Cauchy’ego (2) (gdy § < 9/) / warunek graniczny (gdy § < 0 v) .

Jezeli § ma wzgledem rownania (1) orientacje przestrzenng, to warunek graniczny nosi nazwe

warunku brzegowego, a jesli orientacje charakterystyczng lub czasows, to nazywamy go

warunkiem poczatkowym. Podobnie, jak w przypadku rownania rézniczkowego warunek (2)

moze by¢ jednorodny, gdy £(-) =0 lub niejednorodny w przeciwnym przypadku.

I W przypadku réwnania eliptycznego, warunek graniczny jest zawsze brzegowy.

Il Réznica migdzy warunkami poczatkowymi na var § 0 orientacji charakterystycznej

1 czasowej bedzie gtownie polegac na liczbie niezaleznych warunkow, o czym bedzie rzecz
dalej.

O obszarze v/zaktadamy teraz, ze jest jednospdjny (tj, spojny i ,,bez dziur”) , a jego niepusty
brzeg 0 jest suma domknig¢ platow (tukéw) Sj(j = 1,...,7) parami roztacznych i kazdy z
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ptatow (tukow) §j spetnia warunek Lipschitza. Przez zagadnienie graniczne dla réwnania (1)
(w sformutowaniu klasycznym) rozumiemy nastepujacy problem (zadanie): wyznaczy¢ takg
funkcje y(-) w przestrzeni funkcyjnej

DomKK =Ckh(@us)n...nCkl(wuy), (3)
ktora spetnia tozsamosciowo, tj. w prawie kazdym punkcie X € ¥ rownanie (1) oraz warunki
graniczne o postaci (2) na kazdym z ptatow (tukéw) sjprzy 1< K (j=1,...,1), niesprzeczne
1 niezalezne oraz w liczbie stosownej do orientacji § j wzgledem rownania, tj. w liczbie nie

wigkszej niz [k/2] lub k, przy danych funkcjach S;(-) spemiajacych warunki ciaglosci
warunkow granicznych na wspdlnych var £, = clos S, M clos S, # @ oraz przy spetnieniu

pozostatych zatozen sformulowanych w odniesieniu do réwnania (1) i warunkow granicznych
w postaci (2), gldwnie dotyczacych klasy cigglosci wielko$ci (funkcji) danych.

I Szczegotowo liczbe 1 rodzaje warunkow granicznych jak rowniez warunki ciggtosci
(zgodnos$ci) w powyzszej definicji ,,deklaratywnej” bedziemy specyfikowaé¢ w miarg
konkretyzowania zagadnien granicznych. Nadmienimy tylko, ze jezeli wszystkie warunki
graniczne sg warunkami brzegowymi (jak np. dla kazdego réwnania eliptycznego), to
zagadnienie graniczne nazywa si¢ zagadnieniem brzegowym. I podobnie, jesli wszystkie
warunki graniczne sg poczatkowe, to zagadnienie graniczne nazywa si¢ zagadnieniem

poczatkowym. Jesli za$ typ warunkow granicznych jest mieszany, to zagadnienie graniczne
nazywa si¢ zagadnieniem brzegowo-poczatkowym.

I W tym miejscu wyszczegdlnimy pewien przypadek stosunkowo ogdlny. Mianowicie,
zagadnienie brzegowe dla rownania eliptycznego rzedu 2k. Liczba warunkow brzegowych
(niezaleznych i niesprzecznych) powinna by¢ rowna k na kazdym elemencie §j brzegu
obszaru 7. Dlatego moéwimy, ze na brzegu 01 zadamy spetnienia k warunkow brzegowych.
Warunki brzegowe (na czgsci S j) postaci

i), Y(%) = (%), Kes,
nazywamy warunkami brzegowymi | rodzaju (lub warunkami brzegowymi sztywnymi lub

warunkami brzegowymi Dirichleta) — zwykle zapisuje je si¢ w postaci rownowaznej
(dlaczego?):

O Y(®) = B; (%), Xes; (s=0,1,...,k-1). (4)
Warunki brzegowe (na czgsci 5 j) postaci
2k-1, i o . N o
> B0y (R = B (%), Xes,
nosza nazwe warunkow brzegowych II rodzaju (lub warunkéw brzegowych przeptywu /
obcigzenia lub warunkéw brzegowych von Neumana) — czesto zapisuje je si¢ W postaci
rownowaznej (?):

al(/s()f()y()N() = ﬂj ()~() , Xe Sj (S = k, e, 2k-1) (5)

Warunki brzegowe pozostale (w rozwazanym przypadku zagadnienia brzegowego) nosza
nazwe¢ warunkow brzegowych Il rodzaju.
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Zazwyczaj powyzsza terminologia odnosi si¢ takze do warunkéw brzegowych w zagadnieniu
brzegowo-poczatkowym.

11 Jezeli obszar ¥/ jest nieograniczony (zawiera ,,punkt w nieskonczonosci”), to jako
specyficzne ,,warunki graniczne” dodajemy ,,warunki w nieskonczonos$ci” tj. warunki
ograniczonosci (lub nawet zanikania) 8‘(/5()2) y(X) dla Xe§, NV przy p— o (S, -sfera
0 promieniu p i srodku w punkcie X =0 ).

17 Jezeli obszar 9/ nie jest jednospojny (,,bez dziur”) ale dwuspdjny, tzn. ma jeden brzeg
wewngtrzny (i brzeg zewnetrzny), to zagdamy spetnienia po jednym warunku granicznym na
obu brzegach. Zagadnienie graniczne si¢ bardzo komplikuje, gdy obszar 7/jest wielospojny (z

wieloma brzegami wewngtrzymi) 1 kazdorazowo powinno by¢ rozpatrywane indywidualnie.

Przez zagadnienie Cauchy’ego dla rownania (1) (w sformutowaniu klasycznym) rozumiemy
nastepujacy problem (zadanie): wyznaczy¢ takg funkcje y (-) w przestrzeni funkcyjnej

CE (7) ktora spetnia tozsamo$ciowo rownanie (1) oraz warunki Cauchy’ego 0 postaci (2), w
liczbie k warunkow niezaleznych i niesprzecznych na kazdym z ptatow (tukow) S
rozmaitosci § , stanowigcej przekroj obszaru ¢, przy Ij < K (j=1,...,7) i przy danych
funkcjach B;(-) spetniajacych warunki ciggtosci (zgodnosci) warunkow Cauchy’ego na
wspolnych var £, =closS, N closS, # & oraz przy spetnieniu pozostatych zatozen
sformutowanych w odniesieniu do réwnania (1) i warunkoéw Cauchy’ego w postaci (2),

glownie dotyczacych klasy ciagglosci funkcji (wielkosci) danych.

Jest to tzw. ztozone zagadnienie Cauchy’ ego. Przez proste zagadnienie Cauchy’ego

rozumiemy zadanie: wyznaczy¢ taka funkcj¢ y (-) w przestrzeni funkcyjnej Cﬁ () ktora

spetnia tozsamo$ciowo rownanie (1) w obszarze 1/oraz nastepujace warunki Cauchy’ego na
var § dzielacej 7/ na dwie roztaczne czesci:

O Y(R) = f5(%), XS (s=0,1, ..., k-1). (6)

Uwaga. Stosunkowo nie trudno jest uog6lni¢ wprowadzone lub wyspecyfikowane pojecia na
réwnania prawie liniowe postaci
Aﬁu+G(x,Aﬂu,A}]u,...,Aﬁ‘lu):O, Xe vV @)

oraz na prawie liniowe warunki graniczne postaci

0Ou+y(%,u,8,u,...,0u)=0, Kes, (8)
gdyz o klasyfikacji i nazewnictwie tych poje¢ decydujg de facto sktadniki liniowe
z najwyzszymi pochodnymi, tj. operatory Aﬁ i cx,@‘(,') . Jednakze, by ztozonos¢
prezentowanych tresci nie byta zbyt duza ,,do ogarnigcia”, dokonamy tego w kolejnych
dwoch podrozdziatach, na dos¢ reprezentatywnych przypadkach rownan czastkowych rzedu

pierwszego i zwlaszcza drugiego.
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4.2. Rownania rzedu pierwszego

Rownaniem roézniczkowym (pojedynczym) czastkowym rzedu pierwszego w postaci ogdlnej

jest rGwnanie:
F (X XUy Uy Uy ) =0, 1)

gdzie ueC:}(¥), Yc®",a F=F(XU,V)eR (X=(X,.... X,) €ER", UER,,

V=(V;,...,V,) €R") jest funkcjg co najmniej ciggly na obszarze ® c VxR,

Przedmiotem zainteresowania w tym punkcie b¢da rownania czastkowe rzedu pierwszego :
- quasi-liniowe, gdy dla v; =u,; (X) (i=1,...,n)

F = a,(x, wu, +...+a (X,u)u, +ay(x,u), 2)
przy a; =a,(x,u), & =a;(x,u) ciaglych i nie wszystkich rownych zerona > < ¥ x  dla
i=1,...n;

- prawie liniowe, gdy
F=a,(x)u,+..+a,(X)u,, +a9(x,u) = AL u+ay(x,u), 3)

przy aa, ..., an ciaglych i nie wszystkich rownych zero na 9 oraz ag ciagltej na ¥’ < ¢ x R ;
- liniowe, gdy

F=a,(x)u,+...+a,()u,,+a,()u—f(x)=ALu+Alu—f(x), (4)
przy ai, ..., an ciaglych i nie wszystkich rownych zero na 1/ oraz ap i f cigglych na v/, gdzie

A}] jest operatorem rozniczkowym czastkowym rzedu pierwszego, a Ag jest operatorem

algebraicznym odpowiednio na przestrzeni Crll(fV)i C,(v) (por.rozdz. 1).

W przypadku n = 2 i n = 3 stosowa¢ bedziemy tradycyjne oznaczenia — odpowiednio

F(x,y,uu,,u,,)=0, (5)
przy (xi, X2) = (X, y) oraz
F(x,y,z,u,u,x,u,y,u,z):0, (6)
przy (X1, X2, X) = (X, y, ) a takze oznaczenia:
a=a=P, a=Q, as=R, ux=p, uy=q, U=U;=T. (7

Calka szczego6lna rownania rézniczkowego (1) jest hiperpowierzchnig n-wymiarowa w
przestrzeni ® " (powierzchnia w przestrzeni ® 2 przy n = 2) — tzw. (hiper)powierzchnia
calkows. Rozwigzanie ogodlne jest wigc rodzing (hiper)powierzchni catkowych w przestrzeni
{1 Aby rozwigzanie rownania (1) wyznaczy¢ jednoznacznie, nalezy wigc postawic

dodatkowy warunek, jaki rozwigzanie powinna spetnié — np. warunek Cauchy’go : U= £ (X)

jest dang funkcja dla X € § ¥ (S — rozmaito$¢ n-1 wymiarowa) lub og6lnie: (hiper)
powierzchnia catkowa przechodzi przez dang rozmaito$¢ n-1 wymiarowa S'c V' przy ¢' =
VxR adlan=2 §'=r jestkrzywa w ®3). Zadanie to jest zagadnieniem Cauchy’ego.
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Ponizej rozwazymy wraz z przyktadami kilka reprezentatywnych przypadkow szczegdlnych
wyznaczania catki dowolnej (catki ogolnej) i catki szczegodlnej (rozwigzania zagadnienia
Cauchy’ego) réwnania rézniczkowego czastkowego rzedu pierwszego.

1. Rownanie liniowe jednorodne

Rozwazmy réwnanie rdzniczkowe czastkowe rzedu pierwszego liniowe jednorodne postaci
(por. wzor (4)):

A},uzzin:lai(xl,...,xn)u,i(xl,...,xn)=0. ®)
Prawdziwe sg nastepujace Stwierdzenia:

n

Twierdzenie. Niech Y a?(x?,...,x2) > 0 (& (X;,..., X_) nie wszystkie rowne zeru). Wtedy
i=1

w pewnym otoczeniu ¢’ punktu x° = (x{,...,x2) funkcja u =@ (Xq,...,X,) Klasy C! jest

rozwigzaniem réwnania (8) wtedy i tylko wtedy, gdy

gD(Xl,...,Xn):C (9)
jest catka pierwsza uktadu réwnan zwyczajnych w postaci symetryczne;j
dy _ 9% (10)
ay (Xg,.y X)) a, (X Xpy)

Wynika to z tego, ze jesli zachodzi (9), to
dp=¢,dx+..+¢,,dx, =0, (11)

a dxg,...,d X, sg(zgodnie z (10)) proporcjonalne do a,...,a,. I na odwrot.

Uktad rownan (10) nosi nazwe uktadu réwnan charakterystyk rownania (8).

Twierdzenie. Jezeli funkcje ¢,..., ¢, klasy C! w obszarze ¥/ ®" s3 niezaleznymi catkami

pierwszymi uktadu réwnan (10), tzn. macierz Jacobi’ego

) Fﬂ}
6Xi (n-1)xn

jest rzedu n-1 w obszarze 7/, to funkcja

u= cb((ol(x yores Xy reees @ (X ,...,xn)), (12)
jest catkg dowolng (ogdlng) réwnania (8), przy czym @ jest dowolng funkcja klasy C*
w odpowiednim obszarze przestrzeni 2.

Przyklad. Znalez¢ powierzchnig catkowa U = U(X, ) rownania

yu,,—xu,, =0, (@)
przechodzaca przez krzywa U= f(x),y =0, gdzie f (X) jest dana funkcja klasy C*
w otoczeniu X, =1 o promieniu r < 1.

Mamytu n=2, (X,X%,)=(X,y), a,(X,y) =Yy, a,(X,y)=-X, aw efekcie rownanie
charakterystyk jest postaci:
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d_yx e (b)
Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych Xdx=-ydy, skad x*+y?=C, a wicc
p=x>+y’ (©)
jest catka pierwsza rownania (b). Zatem jesli @ = @(&), & > 0 jest dowolna funkcja klasy CL, to
u=ao(x*+y?)

jest rozwigzaniem dowolnym rownania (a).

Z warunku Cauchy’ego U(x,0) = f(X) otrzymujemy ®(x?) = f(X), czyli &(&) = f(\/&).
Tak wigc rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego:

yu,,—xu,, =0 przy u=f(x) dla y=0,

u=f(x%+y?).

2. Rownanie quasi-liniowe. Przypadek n =2

przedstawia si¢ nastepujaco:

Rozwazmy rownanie quasi-liniowe postaci (n = 2):

P(x,y,u)u,,+Q(x, y,u)u, +a(x,y,u) =0, (13)
gdzie P,Q,a s3 danymi funkcjami klasy C* w pewnym obszarze ® ® 3, przy czym co
najmniej jedna z funkcji P,Q jest rozna od zera w obszarze D.

Niech v=V(X,Y,u) bedzie klasy C* w obszarze ® przy v,,#0 w pewnym otoczeniu punktu
(X4 Yy:Uy) € D. Niech u=u(X,Y) bedzie w tym otoczeniu rozwigzaniem rownania
v(x,y,u)=0 (14)
1 spetnia rownanie (13) . Po zr6zniczkowaniu (zupetnym) roéwnania (14) wzgledem X,y
mamy
VigtV Uy =0, v, +v,,u, =0,

skad U, =-V, /v, ,, u =-V,, /v, ipo podstawieniu do (13) otrzymujemy

ry

P(x,y,u)v,,+Q(X, y,u)v, +R(x, y,u)v,, =0, (15)
gdzie R = —a. Zatem funkcja v=V(X,Y,U) jest rozwigzaniem rownania liniowego postaci (8)
przy (X, X,, %) =(X,y,u), 8, =P, a, =Q, a; =R =-a. Natomiast rozwigzanie
U=u(X,y) jest funkcjg uwiktang rownaniem (14) (w otoczeniu punktu (X,,Y,,U,)
obszaru @ .

Mozna dowies¢, ze jezeli niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk
rownania (15) sa ¢ (X, y,u) i @,(X, y,u)klasy C* w otoczeniu punktu (X,,Y,,u,) , to zwiazek

B(, (X, y,), @, (%, y,u)) =0, (16)
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gdzie @ =®(¢;,&,) jest dowolna funkcja klasy C* w odpowiednim obszarze przestrzeni |2,

obejmuje wszystkie rozwigzania (rozwigzanie ogolne) rownania (13) w pewnym otoczeniu

punktu (X, Y,).

Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie rownania

@+ u—x=y)u, +u, =2 (@)
w dostatecznie matym otoczeniu punktu (X,,Y,,U,), w ktorym funkcja P(X, y,u) =
=1+ \/m jest klasy C. W tym celu, zgodnie z (15), bierzemy pod uwage rownanie

L+ JU=X=Y)V, +V, +2v,, =0 (b)

oraz uktad rownan charakterystyk tego rOwnania

dx___dy_du

Lijuxy 1 2 ©
Na podstawie (c) znajdujemy
dy du
vy
oraz
Jaj;jydy=dx—dy, 2dx=du+]ﬁj;j§dm
Jajgjydy—de:—dx—dy, du—2dx=—JJij§du,
Jaj;jydy—2dx+du=du—dx—dy,
Ju—x—ydy-Ju-x-ydu=du—-dx—-dy, du=2dy,
—Jaj;jydy=du—dx—dy,
skad
gxz_du—dx—dy ©

1 Ju=x-y

a wigc catki pierwsze sg wobec (d) 1 (e) réwne
1
a=y-_U,  @=Y+2Ju-x-y. (f)
Zatem zalezno$¢

@(y—iu,y+2\/m):0, (9)

przy dowolnej @ =®(&,¢&,) klasy C!, okresla w spos6b niejawny rozwiazanie dowolne

u=u(X,y) réwnania (a).

3. Réwnanie liniowe niejednorodne. Przypadek n =2

Rozwazmy rownanie liniowe niejednorodne postaci (przy n = 2):

P(X, YU, +Q(X, Y)u,, = R(X,Y) 17)
z niewiadomg funkcjg U=u(X,y) (por. (4), (5) przy (x;,%,)=(x,y), 3,=0a,=P, a,=Q,
b=R).
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Zauwazmy, ze rOwnanie (17) jest szczegdlnym przypadkiem rownania (13) przy a = —R oraz
P i Q niezaleznych od u. Zatem tok post¢powania z p. 2 moze by¢ wykorzystany w przypadku
rownania (17). Oznacza to, poszukiwanie rozwigzania rownania (17) sprowadzono do

rozwigzania (8) przy n = 3, (X, X5, X3) =(X,Y,U), zastapieniu U przez v i wyznaczeniu
V =V (X, Y,U) w sposob opisany w p. 2, za§ U=U(X,Y) z postaci uwiktanej V(X,y,u)=0.

Przyktad. Wyznaczymy rozwigzanie rOwnania

U, +u,, =1. (a)
W tym celu poszukujemy rozwigzania rownania
ViV, 4V, =0, (b)
ktérego uktad rownan charakterystyk ma postaé:
dx=dy=du. (c)
Calki pierwsze niezalezne okre$laja funkcje:
pp=u—-X, @;=yY—-X (d)
lub
pp=u-Yy, @,=yY-X
lub

pp=Uu—-X, @,=u-Yy.
Rozwigzanie dowolne rownania (a) okresla zatem réwnos¢
P (p1,9,)=0, (e)
przy dowolnej funkcji @ = @ (&,,&,) klasy CL.

Poszukajmy jeszcze rozwigzania szczegdlnego rownania (@), spetniajacego warunek
Cauchy’ego:

Xx=rcosat, Yy=rsinat, u=x+y, te[0,2n/ ). )]
Z catek pierwszych
Uu-x=GC, u-y=GC, (9)
oraz z wyrazen (f) eliminujemy zmienne X, Y,U, otrzymujac
CZ+Cl=r?, (h)
a wigc skonkretyzowang funkcje
(&, &) =& +& 1. ()

Na podstawie (i), (€) i (d)3 znajdujemy ostatecznie rownanie uwiktane na powierzchnig
catkowa rOwnania (a):

W-xP+(u-yy-r’=o. ()
Poniewaz ze wzgledu na U jest to rownanie kwadratowe, wigc mozemy okresli¢ ptaty
powierzchni catkowej dane przez funkcje:

u=;(x+y)i§\/2r2—(x—y)2 (k)

na obszarze ¥ takim,ze 2r%—(x—y)?>0.
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4.3. Réwnania rzedu drugiego

1. Wprowadzenie

Na wstepie tego podrozdziatu zrekapitulujemy podstawowe wiadomosci dotyczace postaci
najwazniejszej kategorii rownan rozpatrywanych w tym rozdziale (ze wzgledow
dydaktycznych i nie tylko) zawarte w rozdziale 1 (zwlaszcza podrozdziale 1.4), rozdziale 2 i
podrozdziale 4.1.

Rownaniem rozniczkowym (pojedynczym) czastkowym rzedu drugiego) w postaci ogdlnej
jest rownanie:

F (X0 X Uy Uy ey Uy Uy Uy ey Uy ) =0, (1)
gdzie u = u(x) jest niewiadoma funkcja co najmniej klasy C2 (%) (a wystarczy jak bedzie
klasy C2(¥)), ¥ c®",a F=F(X,U,\,W) €R (X=(X,, X,) €R", UER,

V=(Vp,en V) €R”, W= (Wg, Wyg, e Wy ) € R™™M) jest funkcja co najmniej ciagta na obszarze
D Y x RN,
Przedmiotem zainteresowania w tym punkcie beda przede wszystkim rdwnania rézniczkowe
czastkowe liniowe, gdy przy v; =u,; oraz w;; =u,; (i,j=1,...,n):
F=KZu=A2u+Alu+Adu—f= Z:jzlaij (W + > a5 (x)v; +ap(u— f(x) =0, (2)
gdzie a;, a, a, i f sg cigglte na 1) za$ Aﬁ, A}] sg operatorami rézniczkowymi czastkowymi
rzedu drugiego i pierwszego, a Aﬂ operatorem algebraicznym na przestrzeniach
odpowiednio Ci (v), Ci (v) i C.(v) (por. rozdz. 1). Zakladamy przy tym, ze co najmniej
Jeden ze wspdtezynnikow a;; jest rozny od zerana V. Jezeli f =0, to rownanie F =0 jest
jednorodne — w przeciwnym przypadku niejednorodne. Jesli a;;(x) = a;j=const, a;(X) =

a;=const i a,(x) = a,= const, to mamy réwnanie o statych wspétczynnikach.

Przy n =2 lub n =3 stosowa¢ bgdziemy takze notacje tradycyjne:

(Xl,XZ)Z(X, y)v (Xl’XZ’XB):(X’ Y Z);
lub =(x,t) lub  =(x,y,1);
Oraz
o%u 82u

u!lj_:ua =5
XX axz

u’12=uixy=M1 cee

2. Klasyfikacja rownan czastkowych liniowych drugiego rzedu

Niech
A GEm =21 a;(0&m =ETAN Y, xe (3)
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przy x=(x), §=(&) n=0)eR", A=) eR™, &' =[&,..& 1 n" =[]
A =[ajj]yxn bedzie formg dwuliniows, stowarzyszong z rownaniem (2) (de facto

e 2
stowarzyszona z operatorem roézniczkowym Af).

Réwnanie (2) (forma (3)) ma postaé kanonicznag, jezeli operator Kﬁ (). A% ma postac
kanoniczna, czyli

Rownanie postaci (2) nazywamy (w kolejnosci) eliptycznym, hiperbolicznym, parabolicznym

w punkcie x € ¥ (w obszarze Uc ), jezeli odpowiednio operator K2 (de facto operator

Aﬁ)jest eliptyczny, hiperboliczny, paraboliczny, czyli forma Aﬁ jest dodatnio okreslona,

nieokreslona i nicosobliwa, osobliwa W punkcie X (w obszarze ).

I Réwnanie (2) moze by¢ w obszarze 7/ typu mieszanego (réznego typu dla réznych x e v).

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze rownanie postaci (2) (rozwazane) jest okreslonego typu (np.
eliptyczne) w calym obszarze V.

I Réwnanie (2) w postaci kanonicznej (por. (4)) jest odpowiednio:

a) eliptyczne, gdy wszystkie 4, sa rowne +1 lub —1,

b) hiperboliczne, gdy wszystkie A, sa rézne od zera i co najmniej dwa z nich s3 réznych
znakow,

¢) paraboliczne, gdy co najmniej jeden A, jest rowny zeru.

Przyktad. Niech n =2 oraz ¢'= R . Powr6¢my jeszcze raz do przyktadow z rozdz. 1.3 1 1.4:

1) Roéwnanie Au = f , zwane réwnaniem Poissona, gdzie
0 o
=4 —
2 2
OX;  OX;
jest operatorem Laplace’a, jest rownaniem eliptycznym w postaci kanonicznej, gdyz operator
A jesteliptyczny w postaci kanonicznej. Istotnie, bowiem a;; =a,, =1, a,, =a,; =0 oraz

A ()

Aqy = A2y =1. Wynika to rowniez bezposrednio z postaci formy stowarzyszone;j
A2 = &m, +&,n,, dodatnio okreslonej, gdyzdla & =1y, & =7, jest A2 =&f + &2 >0
oraz A% =0 wtedy i tylko wtedy, gdy & =0, &, =0.

2) Rownanie Ou = f , zwane réwnaniem falowym (fali ptaskiej), gdzie

2 2
0= 6_2 — a_z (6)
OX;  OX;
jest tzw. operatorem falowym (jednowymiarowym), jest rownaniem hiperbolicznym
w postaci kanonicznej, gdyz operator [ jest hiperboliczny w postaci kanonicznej.

Rzeczywiscie, aj; = -8y, =1, &, =8, =0 0raz A, = -4, =1. Wynika to rowniez
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bezposrednio z postaci formy stowarzyszonej Ag = &n —&,m,, okreslone] bowiem
detfa;;]=-1=0,awigc A3 =a’>0dla &=n=a, & =n,=0oraz A3 =- B* <0
dla & =m=0,&=n,=porazAs=0dla & =m=a, &=n=a.
2) Réwnanie D?u = f , zwane réownaniem dyspersji (jednokierunkowej), gdzie

52
o (7)
jest tzw. operatorem dyspersji (jednowymiarowej), jest rownaniem parabolicznym

D

w postaci kanonicznej, gdyz operator ijest paraboliczny w postaci kanonicznej.
Rzeczywiscie, a; =1, &, =8, =8, =0 oraz Ay =1, 4, =0. Wynika to rowniez
bezposrednio z postaci formy stowarzyszonej A3 =&, , osobliwej bowiem det[a, i1=0
oraz As=a”*>0dla &=m=a,&=n=0o0raz As=0dla &=n=0,¢&=n,=5.
Przytoczymy jeszcze kryterium eliptyczno$ci (rbwnania (2)).

Twierdzenie. Jezeli wszystkie wyznaczniki glowne macierzy [a;;] sa dodatnie, to rownanie

(2) jest eliptyczne.

Uwaga. W przypadku n =2 mamy proste warunki eliptycznosci rOwnania

ou d%u a%u a%u
Ay (X, Y)——5 + 81 (X, Y) — =+ 85 (%, Y) —— +a (X, y)? " (8)

ox? oxoy dyox
ou ou 2
+a(X, y)&+az(x, y)5+ao(x, yu=b(x,y), (x,y)e?vc®

(z uwagi na u,,, =u,,, dlafunkeji klasy C3(¥) mozna przyja¢ ay, + 8, =24, &, =ay
oraz a;; = 4a,;, a,, = a,, oraz w konsekwencji operator A3 jest symetryczny z macierza
[&;; I' =[4 j1). Rownanie (8) jest eliptyczne wtedy i tylko wtedy, gdy
a8y —ap8y >0.
Przyktad. Okreslimy typ rownania
du
oxoy

. . 1. 1 . , .. . .
Poniewaz aj; =a,, =0, &, =a, =~ i det[a;;]=—~ <0, wigc rownanie jest hiperboliczne.
2 4

=b(x,y), (xy)er’.

Uwaga. Powyzej zrekapitulowang klasyfikacje¢ réwnan liniowych mozna niemal
automatycznie rozszerzy¢ na przypadek rownan prawie liniowych postaci

KZ(u(x)) =AZu(x)+G(X,U,U,,....u,,)=0, 9)
gdzie G jest wyrazeniem cigglym wzgledem wszystkich swoich argumentow, gdyz o klasyfi-

kacji rownan decyduje de facto operator Aﬁ , czyli forma Aﬁ(x; &n)= Zlnj a; j(X) &inj-
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3. Sprowadzanie réwnan czastkowych liniowych drugiego rzedu do postaci kanonicznej

Przedstawimy dwa przypadki, dla ktorych istniejg stosunkowo efektywne narzedzia
sprowadzania rownan rzedu drugiego do postaci kanonicznej

1° Przypadek réwnan o stalych wspolczynnikach

Mozna zatozy¢, ze a;; =a;;, gdyz 0;; =0 (i,j=1,...,n), jesli u=u(x,,... X,) jest klasy
Cﬁ (7). Wykorzystujemy twierdzenie Sylwestera o bezwtadnosci formy dwuliniowej

symetrycznej na przestrzeni ®" (macierzy symetrycznej), tzn. jesli [a; j]T =[a;;], to istnieje
taka macierz [m;; ], ze [mij]T[aij][mij]:diag[/l(l),...,/i(n)], gdzie ;= 1,-11ub0 dla i=

I, ..., N

Wprowadzamy nowe zmienne y = (y,,...,y,)

[y ]=Imq 11, Y :kaixi : (10)
i=1

Mamy zatem (w odniesieniu do rownan (2)):

n

a a—+au—
.Jz_l "ﬁxax le °

n nn 6 u ay ay n nn ay
DI IPIN-'Y k=l y Zau__ka au=Dh,
ik Oy Oy OX; OXj iakaia  OYy OX;
n non 2] nnon ou
Z Zza mklm|J +Z Zalmkl + a-Ou_b
i,j=1k=11=1 8yk<9y| i=1k=11=1 Kk
a.m.m:——+ am.—+au=hb,
i kcia T Byoy, aykay. 557 Yoy, 8y 0
n n
ZE ou Zéka—u+a0u=b,
I=1 ay é)Y| k=1 aYk
gdyz
n n - n - ayk
2. 2.8 MMy = & = 4490y Zaimki =&, =M. (11)
i1 j=1 i-1 OX;

Ostatecznie otrzymujemy postaé kanonicznq rownania (2) na funkcje U=U(Yy):

n n
5'}’ k= OYk

Pozostaje oczywiscie problem znalezienia macierzy [m,;] o wtasciwosci (11).

Wykorzystujemy do tego metody algebry liniowej (rachunku, macierzowego, metod
numerycznych) sprowadzenia macierzy do postaci diagonalnej A'=diag[syy,.... 441,
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z ktdrej otrzymujemy posta¢ kanoniczng A=ATA'A = diag [Ay),-- Agy ], Przy
A =diag[agy,... o], przy czym oy =| g |72 gdy Hey =0 oraz gy =1, gdy g4 =0.

Przyktad. Sprowadzimy do postaci kanonicznej rownanie

ou 0%
- 3— =0, X,Y)eR?. a
ooy o (x,y) (@)

Zauwazmy, ze [mij]T[aij][mij] =diag [L-1] przy

skl S

tj.
2 1 01
ml-7 1] -] ) ®)
Zastosujemy zatem do rownania (a) podstawienie
E=2X+Y, n=x+y. (c)
Wtedy

a_u—a_u%_{_a_ua_n: 28_U+a_u
ox OEoOx dmox o9& on’
au_au 85 ou on _ 8u+8u

oy ooy 57783/ o0& 0on

0°u _ @ éu a(zau au] a(za_”+5_”j%+i(za_“ 5_uJa_n_
0g on) oG\ 0 on)oy on( o5 on)dy
o°u , 0°u  du
+3

= 2 + 2
o0& o&on  on
@_za_u_g(a_u a_uJ 8(6_u+8uj66 (8_u a_uJﬁ_nz
oy> oyoy oy\o& on) oc\o& on)oy on\oc on)oy
o%u o%u 84
=—+2 +—,
oc2  “ogom  on

oxdy oy ox oy

skad otrzymujemy

2 2 2 2
p O a“—(22 31)8— (2.3-3.2) 7Y L (2.1- 31)a—=
oxoy 0&? ogon on’
2 2
= 6_‘;_8_‘220, (d)
0c2 an

czym potwierdzamy spodziewany rezultat. Rownanie (d) jest wigc rownaniem falowym, czyli
hiperbolicznym.

2° Przypadek rownan o zmiennych wspétczynnikach w przestrzeni ® 2

Rozwazmy rownanie prawie liniowe

2 2 2
A(x,y)ngzj+ZB(x,y) ay+C(x y)ay—+G[xyug; Z;jzo, x,y)ev. (13)
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Poniewaz klasyfikacja rownan w pelni liniowych jest okreslona de facto przez operator
rézniczkowy drugiego rzedu, a wiec rowniez w przypadku réwnania (13) przez operator

2 2 2

ou
Adu=A(x, y)—+ZB(x y)—+C(x y)— (14)
Oxoy oy?

(a,; = A a, =a, =B, a,, =C), mozna wprowadzi¢ forme¢ dwuliniowa stowarzyszong z
tym operatorem

Ao (X, Y3 (&1:82)s (1, 172)) = AKX, Y) & + B(X, Y) (&7, +mi&s) + C (X, Y) Eom, (15)

1 w petni identycznie dokonac klasyfikacji rownania (13) lub wykorzysta¢ wprost
wspotczynniki 1 kryterium okre§lonosci lub osobliwo$ci macierzy

A B
oc/
Zatem rownanie (13) jest w obszarze ¥ (przy A(X,y)=0)
1) eliptyczne wtedy i tylko wtedy, gdy

ozn

D(x,Y) = A(x,Y)C(x,Y) - B*(x,y) >0,
2) hiperboliczne wtedy i tylko wtedy, gdy

0ozn
D(x,y) = A(x,y)C(x,y) - B*(x,y) <0,
3) paraboliczne wtedy i tylko wtedy, gdy

ozn

D(x.y) = A(X.Y)C(% y)~B"(x.y) =0
(przy co najmniej jednym ze wspotczynnikow A, B,C réznym od zera, dla wszystkich
(x,y) e v).

Roéwnanie (13) mozna sprowadzi¢ do postaci kanonicznej na podstawie nastepujacych
twierdzen:

Twierdzenie. Typ rownania (13) nie zmienia si¢ przy przeksztatceniu obszaru 4/ na obszar ¥
W R?:
E=p(%Y), n=p,(xy), (XY)eV, (16)
spetniajagcym warunki :
1° funkcje ¢, i ¢, sa klasy Cg(ff/);
2° jakobian przeksztatcenia (16) jest niezerowy, tzn.
o o
a_xl(xv y) El(x’ y)
J(x,y)=det 5 5 #0.
?, ?,
—2(X,y) —=(X,
™ (X, Y) o (%)
Twierdzenie. Istnieje przeksztatcenie (16) spelniajace warunki 1° 1 2°, za pomocg ktorego
mozna sprowadzi¢ rownanie (13) do postaci kanonicznej, tzn. do postaci:
i u < d%u < d% ou ou

2+ZB +C +G(§, ,u——j =0
o0& o&on 877 o¢ 0
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przy

« (A,C) réwnych (1, 1) lub (1, ~1)i B =01lub

- (A,C)rownych (0,0)i B= ¥ lub

« (A,C)réwnych (1, 0) lub (0,1)i B=0.

I Zauwazmy, ze przypadek (A,é) =(0,0)1i B = % mozna sprowadzi¢ do przypadku (,&,6 )=

(1,-D)i1 B=0 , przyjmujac
~ 1 ~ 1
§=2&+m, n=_(5-1).

Jednak jego wyroznienie jest dogodne.
I Twierdzenie powyzsze jest konstruktywne, albowiem w drugiej swej cz¢s$ci wskazuje
sposob otrzymania przeksztatcenia (16).
Rozwazymy zatem kazdy z trzech typow réwnania (13), w zaleznosci od znaku jego wyrdznika D.
a) D<O.
Jezeli A=C =0 wobszarze ¥/, t0 B # 0 w tym obszarze, wigc rownanie (13) jest de facto
w postaci kanonicznej
o2u 1 [ au éu
+ X! y; u1 —
oxoy  2B(x,y) oy oy
Zatem niech A lub C rézne od zera — mozna zatozy¢, ze to A = 0 w obszarze V.

J =0, (x,y)e?.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe czastkowe (stowarzyszone z (13)):

2 2
A(%J 2829 [ _o (xy)ew (17)
oX OX oy oy
Poniewaz D<01i A>0 , rownanie powyzsze mozna zapisa¢ w postaci:
A%+(B+\/—D)%=0, A%+(B—V—D)%=O- (18)
ox oy X oy

Oczywiscie, gdyz kazde rozwigzanie rownania (18)1 lub (18)2 jest rozwigzaniem roéwnania (15).

Roéwnania charakterystyk rownan (18), zwane dalej rOwnaniami charakterystyk roéwnania (13),
maja postac:

dx dy dx  dy
A BivD A BAD
czyli
QX:B+J35 QX:B—J35 (19)
dx A dx A

Niech ¢ (x,y), (X, y) beda dwoma (niezaleznymi) catkami pierwszymi rownan (19). Wtedy

przeksztalcenie

E=h(xy), n=gxy), (xy)e¥,
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sprowadza réwnanie (13) do postaci kanonicznej (druga posta¢ kanoniczna roGwnania

hiperbolicznego):
2 ~
T Glenu L X g
dgon ds on

b) D=0

W tym przypadku funkcje A i C nie moga zerowac si¢ jednocze$nie w obszarze 7/, bo to
(wobec D = 0) oznaczatoby B = 0, czyli brak réwnania drugiego rzgdu. Mozna zatozy¢, ze to
A=0 (A>0)_wobszarze 7. Poniewaz D = 0, wiec rownania (18) redukujg si¢ do jednego
réwnania

p?. g% o, (20)
OX oy
a rownania (19) do jednego réwnania
dy B
= 21
dx A 1)

(przy A>0 jest %7&0).
oy

Niech @(X,y) bedzie catkg pierwszg rownania (21), czyli rozwigzaniem rownania (20).
Wtedy przeksztalcenie
S=p(xy), n=x
sprowadza rownanie (13) do postaci kanonicznej
2 —~

Y Gl emu A -0

on og on
c) D>0

W tym przypadku roéwnanie charakterystyk (17) nie ma rozktadu na czynniki pierwszego
rzgdu w dziedzinie rzeczywistej (tylko w zespolonej) — wigc nie istniejg rzeczywiste catki
pierwsze tego rOwnania.

Niech zatem
o=a(x V) +ig(xy), (Xy)ev (i*=-1), (22)
0 rzeczywistych ¢, i ¢, , bedzie zespolong catka pierwsza jednego z rownan:
dy _Bi JD ’ 23)
dx A
rownowaznych réwnaniu (19). Wtedy przeksztatcenie
S=pi(%y), n=p,(xy), (X¥)e, (24)

sprowadza réwnanie (13) do postaci kanonicznej (posta¢ kanoniczna réwnania eliptycznego):

2 2.
a—‘j+a—‘;+e(§,n,u,6—“,a—“]:o
og* on o on
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Przyktad. Sprowadzimy do postaci kanonicznej rownanie
2 82U 2 62U
Y 2 X 357
OX oy
w obszarze v={(x,y) € ®% x>0,y > 0}.

0 (@)

Mamy zatem A=y®>>0, B=0, C=-x"< 0,awicc D=AC —B? =—x2y2 <0. Réwnanie
(@) jest hiperboliczne w obszarze 7/, a rownania charakterystyk (19) przyjmuja postac:

Y _ X o ydy=Fxdx. (b)

dx y
Sa to rownania zwyczajne o zmiennych rozdzielonych, ktorych catkami pierwszymi s3:

2_ .2
P, =X FY . (©
Wprowadzamy zatem nowe zmienne
2 .2 2 2
S=x"+y", n=x"-y°. (d)

Mamy wigc
u_uos audn _,ou ,
OX 0& ox 0On OXx o0& on
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gdyz na mocy (d) jest
21 21
X =_(g+n). ¥ =2(-n). )
Ostatecznie rownanie (a) sprowadzone zostato do postaci

Ou 1 p w1l & A
o&on 24:2—77285 252—772577

4. Orientacja hiperpowierzchni (krzywej, powierzchni) wzgledem rownania czastkowego
drugiego rzedu

Ponizej przedstawimy krotka rekapitulacje tego tematu, bowiem sprawa z nim jest bardzo
prosta (por. rozdz. 1.4 i 4.1). W duzym skrocie zatem: jezeli w obszarze ¥ przestrzeni ®"
okreslone jest rownanie liniowe 0 postaci (2) lub prawie liniowe o postaci (9), a ponadto dana
jest rozmaito$¢ n-1 wymiarowa var § w postaci plata <% lub <0 ¢ hiperpowierzchni (dla

n > 3), powierzchni (dla n = 3) lub tuku krzywej (dla n = 2), to ptat (tuk) § ma wzgledem
réwnania (2) lub (9) orientacj¢ przestrzenng, charakterystyczna lub czasowg w punkcie X € §

(na s), jezeli taka odpowiednio orientacje ma ten ptat (tuk) w punkcie X € § (na §) wzgledem

operatora rézniczkowego A2 w réwnaniu (2) lub (9) (ktory decyduje o typie rownania), czyli
gdy odpowiednio
- S2(%) >0dla X € S (dlawszystkich

1

e S), w przypadku orientacji przestrzennej,

- S2(X) =0dla X € S (dlawszystkich X € S), w przypadku orientacji charakterystycznej,

- S2(%X) <0dla X € S (dlawszystkich X € S), w przypadku orientacji czasowej,
gdzie

S2(%) = A2(%,v(R),v(X)) = z:j:lai i) vi(X)v;(X), (25)
v(X) = (V1 (X),...,v, (X)) eR" jest wersorem normalnym (prostopadtym) zewnetrznym do §
w punkcie X € § (o V); jesli § ¥/, to strong zewnetrzng § przyjmujemy umownie.

Jezeli §jest okreslone przyktadowo rownaniem ¢(X) =0, to

- grad o(X) -~ 0P o 0P -
V(X)_—lgrad(p(f()|’ grad ¢(X) (axl(x)""'éxn (X)J, XeS (26)

I Jezeli rbwnanie jest eliptyczne, to kazda hiperpowierzchnia wzglgdem tego rownania ma
orientacj¢ przestrzenng.
5. Warunki graniczne. Zagadnienie graniczne — sformulowanie klasyczne

Omoéwimy teraz warunki graniczne dla réwnan czgstkowych drugiego rzedu specyfikujac
prezentowane wiadomosci w rozdz. 1.4 1 3.1, ale zarazem rozwijajac je 1 uogdlniajac nieco
(W sposob 1 w zakresie dos¢ reprezentatywnym dla innych réwnan rzedu parzystego).
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Niech hiperpowierzchnia (odpowiednio powierzchnia, krzywa) S sktada si¢ z ptatow
rozmaito$ci nN-1 wymiarowych Si,..., Sk — tak, ze § jest sumg domkni¢¢ clos Sy tych ptatow, a
kazde dwa S sg roztaczne, za$ cze¢$¢ wspolna ich domknieé Lys jest rozmaitoscia n-2
wymiarowg (jesli nie jest zbiorem pustym). Na przyklad, obszar prostopadtoscienny ¢ w ®3
ma szesc¢ ptatdw-$cian Sy oraz dwanascie krawedzi Lys. O ptatach S (r =1, ..., k)zaktadamy,
ze spetniajg warunek Lipschitza (nie sg zbytnio ,,pomarszczone”).

Zaktadamy, ze §

a) jest hiperpowierzchnia (powierzchnia, tukiem) §* zawartg w obszarze 7/ i dzieli ten obszar
na dwa roztaczne podobszary 111 15 (V= T4 UTAU §*)

albo

b) jest brzegiem 0%’ obszaru 7.

Zwykle poszukujac rozwigzania rdwnania rézniczkowego czastkowego zadamy spetnienia na
S dodatkowego warunku lub warunkéw.

Niech rownaniem rézniczkowym bedzie rownanie liniowe (2), ewentualnie rownanie (9),
ktore przy G = A}] u +Aﬂ u— f staje si¢ rownaniem (2), tj. rbwnaniem K% u=f.Zatem, dla

ustalenia uwagi zaktadamy, ze dane jest rOwnanie

2
Z”: aij(x) ou +G( ou ou

|Yj=]_ 8X|6XJ

y—e— | =0, Xe¥. (27)
0%  OX,
gdzie wspofczynniki a;; s klasy C(4) i co najmniej jeden z nich jest rozny od zera (np.

dodatni) na 7, a G jest wyrazeniem cigglym wzgledem wszystkich zmiennych w pewnym
obszarze ® odpowiedniej przestrzeni arytmetycznej (odpowiednio wspotczynniki a; w

operatorze A}, i a, W operatorze A? s3 ciagte na 1) .

Niech na § =$* (przypadek a)) dane sg warunki Cauchy‘ego

U(X)=fo(X),,  0Oxpu(X) =pi(X), xe §* (28)
gdzie S,(X), B;(X) dane funkcje ciagle na 5*, a - dane pole wektorow na $* niestycznych
do S*.
Niech A(X) = o (X)+7(X) bedzie rozktadem wektora A(X) na sktadowg normalng o (X) i
styczng 7(X) do $*. Wiedy, wobec 85u(®) =" U, (N4 ®R) =D u,; (X)o;(X)+
+Zin=1U,i (X)7i (X) = 0 5(5)U(X) + O, (yU(X) , Przy A(X) = (4 (X)) = (o (X)) + (7; (X)) =
— (0;(X)+7(0) = o (R +7(R) , Oraz 3z u(%) = %av(i)u(@ przy o (%) = 5(Rv(X) , drugi

X
warunek Cauchy’ego mozna zapisa¢ nastepujaco:
0, xU(X) = B1(%), xe 5*, (28a)

gdzie ,31(7() =5()[A1(X) = 0, (z) B1(X)] mozna uwaza¢ za dane na 5™*.
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Przez zagadnienie Cauchy’ego (w sformutowaniu klasycznym) rozumiemy nastepujacy

problem (zadanie): wyznaczy¢ funkcje u(-) z przestrzeni C2 (), ktora spetnia
tozsamo$ciowo w obszarze 9 rOwnanie rozniczkowe (27) a na rozmaito$ci §* warunki
Cauchy’ego (28)11 (28)a.

Przejdziemy teraz do formutowania warunké6w granicznych. Niech rownaniem
rozniczkowym, ktorego catke chcemy wyznaczy¢, bedzie nadal réwnanie (27) (z mozliwg
opcja lewej strony w postaci K% u). Niech 07 bedzie brzegiem jednospojnego obszaru

(przypadek b)) i niech S bedzie typowym ptatem (tukiem) .

Przez warunek graniczny (na brzegu § =0 obszaru 4’) rozumiemy réwnanie o nastgpujacej

postaci, spetione przez funkcje u(-) z przestrzeni C3'r (1L S,) na zbiorze S,
N, ou,. o N -
2. (X)aT(X)+7(X,U(X)) =p(X), Xes, (29)
i1 i

dla wszystkich r=1,..., k, przy czym «;(-) (i=1,...,n) i B(-) saciaglena S, a y(-,-) jest
ciagta na pewnej rozmaitosci ? c Srx ® i y(X,0) =0, VX e S oraz I, =1, gdy co najmniej
jeden «;(-) jest rézny od zera (np. dodatni) i |, =0, gdy wszystkie ¢;(-) sa rowne zeru;
funkcja y(-,-) najczesciej jest liniowa:

y()=ag()u(). (29a)
gdzie aq(-) jest dana funkcja ciagta na Sy . Ponadto, zaktadamy iz na rozmaitosciach Lys
warunki graniczne (29) powinny zgodne — spetnia¢ warunki cigglosci, tzn. powinnismy
otrzyma¢ rownosci, gdy X — X, przy X € Srigdy X — X, przy X € Ss dla kazdego X, € Lrs

Jezeli £ =0 na S, to warunek graniczny nazywamy jednorodnym (w przypadku przeciwnym
— niejednorodnym) .

Jezeli, wszystkie «;(-) =0 na S, to warunek graniczny (29) jest warunkiem granicznym
pierwszego rodzaju:

y(X,uX))=B(X), Xe 5. (30)
ktory dla liniowej funkcji y(-,-) przyjmuje postac
ag(RuX)=p(X), Xe .
Jesli 0y /ou=0nas (np. w przypadku (29a), to warunek ten mozna zapisa¢ w
rownowaznej postaci, zwanej warunkiem granicznym Dirichleta
u(® =p4K), Xes, (30a)
w ktorej funkcje A(-) uwazamy za dana (i ciagla) na .

Jezeli y(-,-)=0 ico najmniej jeden ¢;(-) jest rozny od zera (np. dodatni), to warunek
graniczny ma postac¢, zwang warunkiem granicznym drugiego rodzaju
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O, ou N =

2a4(R)—(®=pX), Xes. (31)

i=1 28
Wprowadzajac wielkosci

AR =ai(®)a®), a®)=\{X el ()

ktoére mozna interpretowac jako sktadowe wersora 1 = (4,...., 4,) zaczepionego na varSs W
punkcie X 1 uwzgledniajac zaleznos¢ Zin:lai (X)u,i (X) = a(X) 0 (zyu(X) mozemy warunek
graniczny drugiego rodzaju zapisa¢ w nastepujgcej rownowaznej postaci, zZwanej warunkiem

granicznym von Neumanna | rodzaju
0,U(X) = B(R), Xe S, (31a)

gdzie A(-) mozna traktowa¢ jako dana funkcje (ciagta) aA(-) jako dane pole (ciagle)

wersordw na zbiorze S .

Zakladajac, ze A(-)nie jest polem wektoréw stycznych do Sy i dokonujac analogicznych

operacji na warunku (31a) jak na warunku Cauchy’ego, mozemy warunek (31a) przeksztalci¢

w rOwnowazny mu warunek graniczny 0 postaci

O xU(X) = B(R), Xe S, (31b)
gdzie B(-) mozna traktowa¢ jako dana funkcje (ciagta) av () jako pole (ciagte) wersorow
normalnych zewngtrznych na zbiorze Sy .
Podobnie, petng posta¢ warunku (29), czyli warunku granicznego trzeciego rodzaju mozna

przeksztatci¢ do rownowaznej postaci (prawie liniowej), zwanej warunkiem granicznym
von Neumanna Il rodzaju

0,UR) +7(Xu(R) = B(X), X € S, (32)
gdzie A(-), 7(-,u(-)) mozna traktowa¢ jako dane funkcje (ciagte) aA(-) jako dane pole
(ciagte) wersorow na zbiorze Sy ; w wariancie warunku liniowego jest 7(X,u(X)) = & (X)u(X),
przy danym wspoiczynniku (ciagtym) aq(-) na S .

I rowniez, przy zatozeniu, ze A(-) nie jest polem wektoréw stycznych do, Sy mozemy warunek
(32) przeksztatci¢ w rOwnowazny mu warunek graniczny (prawie liniowy) o postaci

0, U(R) +7(X,u(x) = B(R), Xe &, (32a)
gdzie B(:), 7(-,u(-)) mozna traktowa¢ jako dane funkcje (ciagle) av(-) jako pole (ciagte)
wersorow normalnych zewnetrznych na zbiorze S ; w wariancie warunku liniowego jest

wtedy 7 (X,u(X)) = ap(X)u(X), przy danym wspotczynniku (ciaglym) aq(-) na Sy .
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Wprowadzajac tzw. operatory brzegowe na ptacie var Sy
BL=3" (09, Bl=a(R)id, Xes (33)

lub odpowiednio w postaci

Bi=>10.x. Br=id, Xes (33a)
(id — identycznos¢), przy zatozeniu, ze co najmniej jeden «;(-) jest rozny od zera (np.

dodatni) i ay(-) jest rozny od zera na Sy, mozemy liniowy warunek graniczny na tym ptacie

(tuku) brzegu 0 ¥ obszaru 1’ zapisa¢ odpowiednio nast¢pujaco:

- warunek pierwszego rodzaju

BYu(®) =p(%), Xe s (34)
- warunek drugiego rodzaju
Bru(R)=B(X), Xe s, (34a)
- warunek trzeciego rodzaju
BLU(R)+BRu(x) =B(X), Xe S (34b)
lub alternatywnie
- warunek Dirichleta
Bilu(®) =B(%), Xes (35)
- von Neumanna | rodzaju
Biu(®)=p(X), Xe s (352)
- von Neumanna Il rodzaju
Bfu(x)+B2u(x) = B(%), Xe s (35h)

(zwykle przy A(X) =v(X), X 5 ).

Jezeli warunek graniczny jest tej samej postaci na wszystkich ptatach (tukach) S (r =1, ..., k),
to mowimy po prostu ,,warunek graniczny na brzegu obszaru /" (cho¢ nie jest to w petni
$ciste — dlaczego?) W przeciwnym przypadku warunek graniczny nazywamy mieszanym).

W przypadku, gdy ptat (luk) S ma wzgledem rownania (28) orientacj¢ przestrzenna, to

warunek graniczny (29) i kazdy jego wariant nosi nazwe warunku brzegowego, a jezeli Sy ma
wzgledem rownania (28) orientacj¢ czasowa lub charakterystyczng, to warunek graniczny (29)

1 kazdy jego wariant nosi nazwe warunku poczatkowego.

Gdy rownanie (28) jest eliptyczne, to kazdy warunek graniczny jest warunkiem brzegowym.
Warunek brzegowy postaci (30a) i (35) nosi rowniez nazwe warunku sztywnego, warunek
(31a), (31b) i (35a) jest czesto zwany warunkiem przeptywu, zas warunek (35b) zwany jest
warunkiem wymiany — zwykle przy 4 =v. W przypadku, gdy wspotczynniki a;;(-) sa klasy

CL(vu &) oraza;(X) =2?:1aij,j()~()‘/i()~()' Xe S (i=1,...,n), wtedy warunek brzegowy

drugiego rodzaju przyjmuje postaé
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ou ,_ %" o N =

g(x) = Zi’jzlaij,j(x)vi(x)U’i(x) =p(K), Xes (36)
i nosi nazwe naturalnego warunku brzegoweqo i jest, na przyktad, warunkiem obcigzenia
czesci Sy brzeguo 7.

Przez zagadnienie graniczne (w sformutowaniu klasycznym) dla rbwnania (27), tj. rownania 0
postaci

AZU+G(X,u,8uldx,...,0uld0x,) =0, Xxe, (37)
w szczego6lnosci liniowej przy
G=Alu+Adu-f (37a)
nazywamy nastepujacy problem (zadanie): wyznaczy¢ w przestrzeni
Domu = CE1L (VU S8)N..nCH (v U8y (37b)

taka funkcje u(-), ktéra spetnia tozsamosciowo w obszarze 9 rdwnanie (37) , a na kazdym

z ptatow(tukoéw) S brzegu 0 ¢ (r =1, ..., K) spelnia warunek graniczny pierwszego rodzaju
(30) (lub mu réwnowazny lub jego przypadek szczegdlny; wtedy I, =0) lub drugiego badz
trzeciego rodzaju (lub mu rownowazny lub jego przypadek szczegdlny; wtedy I, =1) lub tez (
dwa niezalezne warunki graniczne, bedace warunkami poczatkowymi. Wystepujace w kazdej
z postaci rownania rozniczkowego i w kazdej z postaci warunku granicznego funkcje dane jak
rowniez obszar 1/ 1 wszystkie platy (tuki) jego brzegu 0 v spetniajg przyjete, wymienione

w tym punkcje zalozenia. Ponadto, gdy obszar 7/ jest nieograniczony, to funkcja u(-) spetnia
warunek w nieskonczonos$ci polegajacy na ograniczonosci (lub zbieznosci do zera) u(-) na
(hiper) powierzchni (odpowiednio tuku krzywej) Sp= 17 N S(0,p) przy p — oo lub spetnia na

odpowiednim S dwa warunki poczatkowe.

I T¢ dos¢ ogodlng (ramowa) definicje zagadnienia granicznego, ale ze wzgledu na koniecznos¢
dochowania precyzji zarazem do$¢ zawita, przyblizymy w trzech kolejnych punktach
definicjami trzech najwazniejszych zagadnien granicznych spotykanych w praktyce
inzynierskiej. Dla zachowania w pamigci najwazniejsze mozemy postugiwac si¢

nastepujacym, daleko idagcym skrotem: przez zagadnienie graniczne dla rownania

rozniczkowego czastkowego rzedu drugiego K2 u = f w obszarze ¢ rozumiemy nastepujace

zadanie do wykonania (rozwiazania): wyznaczyé taka funkcje u = u(x), xe ¢, ktora spetnia to
réwnanie rézniczkowe tozsamosciowo w obszarze 1/, a ponadto na jego brzegu 0 v/ spetnia
prawie wszedzie warunek graniczny w postaci (dopuszczalnej) Bau = 3, gdzie K2 jest

operatorem roézniczkowym w obszarze 7/, a Bn multioperatorem brzegowym na o .

6. Zagadnienie brzegowe — sformulowanie klasyczne

Dane jest w obszarze 1/ rownanie liniowe eliptyczne
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n

KZu=A2u+Alu+Alu= Zi,jzlaij (X)u i +a; (U, +ag(X)u =b(x), xe ', (38)

w ktorym eliptyczny jest operator A2 , a wszystkie wspotczynniki i prawa strona sg klasy Cp, (V).

Dla ustalenia uwagi zaktadamy, brzeg obszaru jednospojnego v sktada si¢ z trzech ptatow
(hiper)powierzchni lub lukow krzywej (odpowiednio dla (n>3)n=31lubn=2) §;,5,,5;wW
tym sensie, ze §; US, US; =0V i §;,5,,5; spetniaja warunek Lipschitza oraz
na s;warunek brzegowy (liniowy) jest warunkiem I rodzaju (lub warunkiem Dirichleta —
sztywnym warunkiem brzegowym)

ag(X)u(X) = B(X) (lub u(x)=B(X)), Xe s, (39a)
na.s, warunek brzegowy jest warunkiem Il rodzaju (lub warunkiem von Neumanna | rodzaju

— warunkiem przeptywu)

Y ai(®Ru(R)=B(X) (lub 8,u(x)=B(X), KeS,, (39b)
ana s; warunek brzegowy jest warunkiem Il rodzaju (lub warunkiem von Neumanna
Il rodzaju — warunkiem wymiany)
Y@ (Rui(R) +ag(RUR) = AR (Iub 8, xu(R)+a(R)u(X) = A(R), XeS,, (3%)
przy czym wspotczynniki w tych warunkach i prawe strony sg funkcjami klasy odpowiednio
Ch($1), Cn($2), Cy(83), @ 0,(x) oznacza pochodng kierunkowg w kierunku normalnej

zewnetrznej do brzegu o wersorze v(X) w punkcie X e 01 (jesli istnieje) i o ciagtym polu
v(-) na odpowiednim ptacie (tuku) S,,S3; pochodna ta mozna zastapi¢ pochodna
kierunkowa w kierunku zewnetrznym niestycznym do brzegu o odpowiednim danym
wersorze A(X) i o ciagtym danym polu A(-) na odpowiednim ptacie (tuku) S,,S5.
Ponadto na rozmaito$ciach n-2, ..., I — wymiarowych i w wierzchotkach £, =85 NS5,
Ly3 =3, NS5, L3 =3, NS5 powinny by¢ spetnione warunki zgodnosci (ciagltosci)

warunkow brzegowych, jesli sa wymagane. Na przykiad, jesli 1im 0, 4u(X) =
X%,
= lim 3,(X)) przy XeS, i limo,pyu(X)= limo,B(X)) przy XeS dlakazdego
X%, X—%, X—=>Xg
o€ L1, 10 Sy (%) = X“_)”Q OB (%), dla Xy € L.

Przez zagadnienie brzegowe (liniowe) rozumiemy zatem nast¢pujgce zadanie: wyznaczyé w
przestrzeni C2%(1 L 5;) NC3H (1 U S,) NCEH(V L 83) funkeje u(-), ktora spetnia

tozsamosciowo rownanie (38) w obszarze 1, a na jego brzegu 0% warunek brzegowy (39a),
(39b) i (39¢) na odpowiednim placie (tuku) Sy,.5,,53tego brzegu. Ponadto, gdy obszar 1 jest
nieograniczony, to funkcja u(-) spetnia warunek w nieskonczonosci polegajacy na

ograniczonosci (lub zbieznosci do zera) u(-) na (hiper) powierzchni (odpowiednio tuku

krzywej) Sp= v N 5(0,p) przy p — .
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I Oczywiscie, w szczegolnych przypadkach zagadnienia brzegowego jeden ze zbiorow,
anawetdwaz §,5,,5; moga by¢ zbiorami pustymi. Zagadnienie brzegowe przy

S, = 83 =@, z warunkiem brzegowym Dirichleta nazywane jest zagadnieniem Dirichleta.

Il Zauwazmy, ze jezeli w réwnaniu (38) jest A% =0 to przy §; = S3 = @ rozwigzanie
zagadnienie brzegowego jest okreslone z doktadnoscia do stalej dowolne;.

MW przypadku, gdy obszar V nie jest jednospdjny, to na kazdym brzegu wewnetrznym
nalezy rowniez postawi¢ warunek brzegowy w jednej z postaci (29) na okreslonej czes$¢i tego
brzegu. Jednakze problem istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania zagadnienia brzegowego
staje si¢ na ogot bardzo ztozony.

Przykfad. Niech u=u(x), x = (X, X,) € K ={(x,,X,) € QQJZ;Xl2 + Xg < R®}bedzie funkcja
ugiecia membrany kolowej o promieniu R 1 o napigciu S, obcigzona prostopadle sitami
rozlozonymi o gesto$ci powierzchniowej p oraz zamocowang na obwodzie kota ¥, tj.

u(X)=0 dla X € 0% = {X = (X, X,); X, +X, = R*}. Rownaniem ugiccia membrany jest
réwnanie (eliptyczne) Poissona
SAU(X)+p=0, x=(X,X%,) € K ={(X,Xp) € R?; XZ+ %3 <R?} (A=0,, +0,,).

Mamy zatem do rozwigzania nastepujace zagadnienie brzegowe:

- rbwnanie rozniczkowe (czgstkowe drugiego rzedu, liniowe i eliptyczne niejednorodne)
Au(x):gp, XexK, @)

- warunek brzegowy I rodzaju (Dirichleta) jednorodny
u(x)=0, Xeox. (b)

Z uwagi na ksztalt obszaru 7 =% celowe jest przejscie na wspotrzgdne biegunowe (r, ¢)
wzorami transformacyjnymi

X, =rcose, X,=rsing, pel0,2n), re[0,R], (©
przy u=u(r,p), p=p(r,p) oraz, po przeksztatceniach,

o° 8° 9 1o 1 &

TR Ta Tt g @
Otrzymujemy wtedy do rozwigzania nast¢pujace zagadnienie brzegowe:
2 2
2%+%%+%§7g:%p, pel0,2n), rel0,R), (e-1)
u=0, pel0,2n], r=R, (e-2)
z warunkiem ciggtosci (okresowosci):
u(r,2z) =u(r,0), re[0,R]. )]

Zawsze, gdy obszar 1/ jest osiowo symetryczny, w pierwszej kolejnosci do rozwigzania
zagadnienia granicznego (tu: brzegowego) stosujemy metode rozwinie¢ w szereg Fouriera
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cosinusowo-sinusowy wzgledem zmiennej obwodowej, czyli zmiennej ¢ , rozwijajagc w ten

szereg zardOwno nieznang funkcje, jak tez funkcje dane zmiennej ¢ :

u(r, ) :%uo(r)+i[uﬁ(r)cosn(p+u§(r)sin nel, (0-1)
n=1

p(r,p) =% P, (1) + i[pﬁ(r) cosng + p, (r)sin ng], (9-2)
n=1

gdzie u,,u;,u; sa nieznanymi wspdlczynnikami — funkcjami zmiennej r, a p,,p,, P, — sa
wspotczynnikami danymi, zaleznymi rowniez od zmiennej radialnej, okreslonymi wzorami:
1 2n ps(r)| 127 cosng
r)=— r, d y n = r! - d . h
Po(r) =55 I Pigdde, = P Q

Funkcje ,,sin” 1,,c0s” sg okresowe, o wspolnym okresie 27 . Tak wigc warunek ciggtosci (jest
speliony. Poniewaz p jest z zatozenia ciagta, a u klasy C?, wigc szeregi () sa zbiezne dla
wszystkich ¢, a ponadto rozniczkowalny ,,wyraz po wyrazie” jest szereg (g-1):

> (dut du’
du _1dy, +Z[ durn cosng + durn sin n(p], (i-1)

or 2dr &

o’u  1d%u, &[d*u’ d’u; i
== + cosne + sinng |, -2
or? 2 dr? ;(drz P Y -2
2 ©
8—2:0— (nzur‘jcosn(p+n2u§sinngo). (i-3)
op n=1

Podstawiajac wyrazenia (g) i (i) do rownania (a) i warunku brzegowego (b) otrzymujemy:

2 o 2,.C c 2
l{d u°+1du°}+2|: d u”+1du”—n—ur‘j)cosn(p+ (-1)

2| dr? rdr | 5\ dr® rdr r?

dr? rdr r? S|2
re[l0O,R), ¢el02n),

d2us 1du5 2 ) © .
J{ ”+——“—n—u§ sinng :—i{lpo+z(pﬁcosngp+ pﬁsmn(p)]
n=1

§u0+§(u§cosngo+uf,sin ngo):O, r=R, ¢e[02m), (-2)
n=1

skad z poréwnania obu stron réwnosci (j) otrzymujemy
d2u_ 1du , 1

0 —_ VYV - -
arz “rdr -~ gPo el ey
Uu,=0, r=R;
d?u¢ 1du n? . 1
28 M o2 re[o,R), k-2
arz rdr 2o g [O.R) (k-2)
us =0, r=R;
d°up 1dup n® s 1 ps, re[OR) (k-3)
dr2 rdr 2" sV C
u =0, r=R.
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Rozwigzywane zagadnienie brzegowe zostato sprowadzone do ciggu niezaleznych zagadnien
brzegowych (k) dla rownan rézniczkowych zwyczajnych

d?u, 1du, n? 1
—t+=——"_——y =-=p,, re[0,R), I
arz rdr 2T ghn <[o.R) O
z warunkami brzegowymi
u, =0, r=R (m)

(n=0,1,2,..).

Roéwnania (1) sa rownaniami typu Eulera-Riemanna, ktorych catek ogdlnych poszukujemy
W postaci

U, :Cnran FUns (n)
gdzie u,,  jest catky szczegdlng (jakgkolwiek) rownania (1), C, — stata dowolng (stalg

catkowania), a «, - wspdtczynnikiem spetniajagcym rownanie charakterystyczne:

a,f -n?=0,
ktérego pierwiastkami sg
a, =tn. (0)
W konsekwencji jest
Uy =Cor® +Cor®Inr+uyg, (p-1)
Uy =C,r"+Cor " +u,, (n>0). (p-2)

Ale sktadnik C, r’Inr oraz C.r™" jest osobliwy dla r = 0, a rozwiazanie omawianego
zagadnienia nie powinno zawiera¢ osobliwos$ci. Zatem nalezy przyjacé C; =0.

I W tym miejscu warto doda¢, ze gdyby obszar 7= K nie byl jednospdjny, tzn. jako osiowo-
symetryczny bylby piericieniem 7= ={(X{, %,) € ® 2; R2 <x2+ x3 <R?}, to w przypadku
zamocowania jego obu brzegdéw — okregu 0P, = {X = (X, X, ); flz + Yzz = Rz}i okregu 0P, =
{X= (X, %); )~(12 + )?% = Rg}oprécz warunku brzegowego (b), tzn. Uu(X) =0, X e 0@, nalezatoby
doda¢ warunek brzegowy U(X) =0, X 0@, . To za$ skutkowatoby we wspotrzgdnych
biegunowych dwoma warunkami — ogdlniej niejednorodnymi U(R, @) =uy(¢), ¢ €[0,2n]oraz
U(Ry, @) =Uy(9), @<[0,2n], przy danych funkcjach u;(¢) i u,(¢), ciagtych, przedziatami
monotonicznych i spetniajacych warunki ciaglosci (okresowosci) uy(27) =uy(0) i

U,(27) =u,(0), a w efekcie rozwijalnych w szeregi trygonometryczne Fouriera. W konsekwencji
implikowatoby to dwa warunki brzegowe dla réwnania (1): U, (R) =u;,, Uy(R,) =Uy , CO

pozwoliloby na wyznaczenie obu statych w wyrazeniach (p).

Wracajgc do naszego przyktadu nalezaloby wyznaczy¢ calke szczegdlngu,, , ktora jednak jest

ns»>
zalezna od postaci p,(r) w rownaniu (1). Zatézmy, dla przyktadu, ze p, = const, co
odpowiada gestosdci obcigzenia membrany p = p(¢). Wtedy, po wykorzystaniu metody

przewidywania (u, = D, p, r2), jest:
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O 1py 2
n,s n2 _4 S ( ) 2. 4 S (q)
Po uwzglednieniu (q) w wyrazeniach (p) (przy C: =0) 1 wykorzystaniu warunkéw

brzegowych (m) otrzymujemy:

1pg(p2 1p _1p, 2R i

Ug = 1S (R ) U = 3 r(R-r), Uz—z?" In?, (r-1)
B l p 5 rn—2
U, = 3 _4?“r {1— —E (n>2). (r-2)
Ostatecznie, zgodnie z (g), (k), (r) mamy:
1Po(pz_y2y4+ 12 P3 P

u= R +=rcln COS2¢+—=sin 2 S

4’s ( ) qrinT| g os2e+sine ©)

-

Pn Pn
cosng+-—sinn
=n2-4 ( R”ZJ(S s (/)J

¢ 27
Po =2— I p(p)de, p”} 1 J {C_Osngo}dgo (n>0). (t)
0 P sinng

gdzie

7. Zagadnienie poczatkowe — sformutowanie klasyczne
Niech AZ= z:jzl a; ;(x) 0; 0; bedzie operatorem eliptycznym na przestrzeni | przy

n . , . e .
X =(X.,..., X,) € R . Rozwazmy réwnanie rézniczkowe postaci

m

Aﬁ u(x,t)+c(x)%u(x,t) =f(x,t), m=12; (x,t)e?"’ (40)
wobszarze ¥’ = Q" x T, T= (to, ) przy x'=(X,t) = (X, X;» Xpuy) (Xpq =1).

Niech
A (&), m=1
A +1(X;
T NG O
bedzie forma dwuliniowa stowarzyszona z rownaniem (40) przy A,(x;&,n) =
= Z:jzlaij (X)&n dodatnio okreslonej dla xe R", przy &'=(&,&.4), 1'= (11,77,,4) ;

5’77 Eq{nl é: = (51""!é:n)! 77 = (77]_!""77n)'

(41)

Poniewaz Ap jest z zatozenia dodatnio okre$lona na przestrzeni ®" (dla wszystkich xe ®"),
wiec forma Ans1 jest na przestrzeni ® "** (dla wszystkich xe ®") odpowiednio:

- dodatnio okreslona, gdy ¢ >01i m =2 — réwnanie (40) jest eliptyczne (ten przypadek miesci
si¢ w poprzednim zagadnieniu — por. p. F Zagadnienie brzegowe),

- nieokreslona, gdy ¢ <01 m = 2 — rownanie (40) jest hiperboliczne (falowe),
- osobliwa, gdy m = 1 (przy c¢ # 0) — réwnanie (40) jest paraboliczne.
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1) Przypadek rownania hiperbolicznego
Zauwazmy, ze brzegiem obszaru 9/” jest hiperptaszczyzna § = ®" x{to}, ktéra przy m =2 i
¢ < 0 ma wzglgdem rownania (40), wobec v'=(0,...,0,—1), orientacje czasowa, gdyz zgodnie
z (25) i (41) dla wszystkich xe ®" jest

Sner (X';v') =S, (Xx;v)+c(-1)* =0+c(-1)? <0, X'=(Xty,)es
Zauwazmy tez, ze jeSli znamy funkcje U=u(x,t,), xe ®", to znamy wszystkie pochodne
czgstkowe U,; (X,t,), xe ®",i=1,..., n (jesli istniejg). W konsekwencji dwa niezalezne
warunki graniczne postaci (29), jakie naktadamy na funkcje u =u(x,t) na hiperpowierzchni
S mozna sprowadzi¢ do postaci

u(X,t) =Ug(X), U, (Xt,)=vy(x), xeR". (42)

gdzie u,(x) iv,(X) sa dane. Sa to warunki poczatkowe.

Zwracamy uwage, ze s to dwa warunki, gdyz rezygnujemy w tym wypadku z warunku
ograniczenia U =u(x,t) przy t —oo(co nie oznacza, ze z rozwigzania nie wyniknie iz
funkcjau = u(x,t) jest ograniczona przy t — o).

Przez zagadnienie poczatkowe (w sformutowaniu klasycznym) dla rownania (40) (przy m =2

I ¢ <0 oraz operatorze Aﬁ eliptycznym) nazywamy nastepujacy problem: wyznaczy¢ funkcje
u=u(xt), xe ®", t € [to, ), ktdra spehia tozsamosciowo réwnanie (38) dla xe ®",

t e (o, o) oraz warunki poczatkowe (42) (dla xe ®", t =t,). Zadamy przy tym, by funkcja u
byta klasy C? w obszarze ¥’ i klasy C* w obszarze ¥’ — przy zatozeniu, ze funkcje f, fo i B
sg ciagle oraz ciggle s (co najmniej) wspotczynniki ajj i ¢ na przestrzeni ®".

I Przy zamianie zmiennych X =(X;,...,X;,) na y = (Y,.... Y,), przy ktorej rOwnanie

Aﬁ u(x) =0, sprowadza si¢ do postaci kanonicznej, rbwniez réwnanie (40) sprowadza si¢ do

takiej postaci.

Il Rozwazania powyzsze dotyczg takze nieco ogdlniejszej postaci rownania rozniczkowego
w stosunku do rownania (40), a mianowicie rOwnania w postaci:
A2u(x,t)+ AL u(x,t) + Al u(x,t) + (43)
+Cp (XU, (6 ) +C, (XU (X, 1) = F (X, 1), (X, t) eV

(c,(x) <0 dlawszystkich x); operatory AL, A% i ¢, nie wptywaja na klasyfikacje

1 orientacje hiperpowierzchni wzgledem tego réwnania.
Przyktad. Rownanie fali podtuznej. Zagadnienie poczatkowe. Rozwigzanie d’ Alemberta.
Poszukujemy rozwigzania U =uU(X,t), xe(—o0,+x), t € [0, ) (n = 1) rdwnania (40) w postaci

u,xx(x,t)—cizu,tt (x,t)=0, xe(—o0,+w),t e (0, ), (@)
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z warunkami poczatkowymi
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=v,(x), xe(-o0,+x), (b)

przy czym o funkcjach u,, v, zaktadamy, ze maja nosnik ograniczony, tzn.

clos{x e ®;u,(x) # 0} < [-r, ,+1,], clos{x € ®;V,(X) # 0} < [T, ,+1,] (©
dla pewnych r,,r,. Ponadto zaktadamy, ze ¢ = const (c > 0) oraz, ze funkcje U, ,V, s3
ciggte.
Zagadnienie (a)—(b) opisuje, miedzy innymi, propagacje¢ fali podtuznej w precie
nieograniczonym (lub fali poprzecznej w strunie nieograniczonej), czyli zjawisko propagacji
zaburzenia w kierunku osi X spowodowanego poczatkowym przemieszczeniem U, = U, (X)

i poczatkowa predkoscia przemieszezenia V, =V, (X) .

W prowadzamy nowe zmienne zdefiniowane nastepujaco:

E=x-ct, n=x+ct, (d)
skad
X=§+77, t:77—§ (e)
2 2c
Korzystajac z zaleznosci:
U, =U,,+U, , U,=-Cu,+Cu,,
Uy = Uy get2U, 04U,y Uy = cz(u,§§—2u,§n+u,w),
doprowadzamy rownanie (a) do postaci
u 16 = O. (f)
Rozwigzanie dowolne (ogolne) rownania (f) przedstawia si¢ nastepujaco:
u=e()+y(n), @)
gdzie ¢ i y sa dowolnymi funkcjami klasy C}(®), czyli
u=gp(x—ct)+w(x+ct) (h)

spetnia roOwnanie (a).

Podstawiajac wyrazenie (h) do warunkoéw poczatkowych (b) (w celu ich spetnienia) mamy

Uy (X) = @(X) +w(X),  Vo(X) =—Co'(X)+cy'(x), (i)
skad

fvo (s)ds=—cp(x)+cw(X)+A,
0

gdzie A jest stalg dowolng. Z ostatniego rownania i rownania (i)1, traktowanych jako uktad
dwodch rownan z niewiadomymi ¢(x) i w(X), wyznaczamy

1 1 1%
== - —A-— ds,
P0) =2 Up ()~ A= I Vo () ds

(x)—lu (x)+iA+i)j(v (s)ds
Ay o T e P e o

Po uwzglednieniu tych wyrazen w réwnosci (h) oraz
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- j\t/ (5)ds =+ Tvo (s)ds,
0

X—ct
otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie rozwazanego zagadnienia poczatkowego

u(x,t) :%[uo(x—ct)+u0(x+ct)]+2—lcx+jc\t/0 (s)ds. ()

X—Ct

Jezeli, przyktadowo

Vo(X)=0, xe®, (K)

U () = U {1+ x/r, xe[-r0]

°l1-x/r, xe[0+r]"’
to potowa zaburzenia poczatkowego w postaci powyzszego przemieszczenia przesuwa sie
w prawo z predkoscig C, a potowa tego zaburzenia przesuwa si¢ w lewo na osi X, rOwniez

z predkoscia C.

AU
Uo/2 Uo Uo/2
/R /R » X
r r r|r r r
_ct ot

2) Przypadek rownania parabolicznego
Rozwazmy réwnanie (40) przy m = 1ic # 0 w obszarze ¥” = ®" x (to, ). Teraz, przy
zatozeniach eliptyczno$ci operatora Aﬁ , hiperplaszczyzna brzegowa §= ®" x {to} ma
wzgledem rownania (40) ma orientacj¢ charakterystyczna, gdyz zgodnie z (41), wobec v' =
=(0, ..., 0,-1), jest

S.(X',v)=0, X'=(xt,)es.
Wobec tego, ze pochodng U, (X,t,) mozna wyliczy¢ z rownania (40) przy t—t,, warunek
graniczny (29) jako zadanie nie moze zawiera¢ pochodnej U, , za$ pochodne u,, na § mozna

wyznaczy¢ na podstawie znajomosci U na S . Ostatecznie, warunek graniczny (29), ktory jest
warunkiem poczatkowym (z uwagi orientacje charakterystyczng (hiper)ptaszczyzny ) moze
obejmowac jedynie zadanie narzucenia wartosci funkcji U na §':

u(xt,)=u,(x), xer" (44)
Zatem przez zagadnienie poczatkowe dla parabolicznego rownania
AZu(x,t) +c (U, (x,t)= F(x1), (x1) eV (45)

rozumiemy nastgpujgce zadanie: wyznaczy¢ funkcje U =uU(x,t), xe®", t € [to, ), ktora
spetnia rownanie (43) tozsamosciowo dla xe ®R" it e (to, ) oraz warunek poczatkowy (43)

dlaxe®" it =t przy danych funkcjach f(x,t) i u, (x), c(x) oraz a;; (X) w operatorze Aﬁ.

Zadamy przy tym, by funkcja u=u(x,t) byla klasy C> w obszarze ¢ wzgledem zmiennych
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X i klasy C! w obszarze ¢° wzgledem zmiennej t oraz klasy C w obszarze 4' wzgledem
zmiennych X i t — przy zatozeniu, ze f (X,t) jest ciagta w obszarze 17, za$ U, (X) i a;;(X) sa
ciggle w przestrzeni ®" (7 = R" x (to, ©0)).

I Przy zamianie zmiennych X =(X,...,X;,) na y = (Y,..., Y,), przy ktorej rOwnanie

Aﬁ u(x) =0, sprowadza si¢ do postaci kanonicznej, réwniez robwnanie (43) sprowadza si¢ do

takiej postaci.

Przyktad. Réwnanie jednowymiarowego przewodnictwa cieplnego wg teorii Fouriera.

Niestacjonarny rozktad temperatury. Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego za pomocg
calkowej transformacji Fouriera.

Wyznaczymy rozwigzanie U =U (X, t), x € ®,t € [0, ) (n = 1) rownania jednorodnego
U (1) =, () =0, XeR, te (0, ), @
a

z warunkiem poczatkowym

u(x,0)=u,(x), xeg. (b)

Funkcja u=u(x,t) przedstawia jednowymiarowy rozktad temperatury w osrodku
nieograniczonym, w przedziale x e (—o,+ o) w czasie t € [0, «) przy zatozeniu, ze w chwili
poczatkowej t =0 rozktad ten okresla funkcja U (X).

Wyznaczymy u(X,t) korzystajac z catkowej transformacji Fouriera, ktorej podstawa jest

catka Fouriera, tj. wyrazenie po prawej stronie rOwnosci:

f(x) zzi fexp(iax)da | f(s)exp(ias)ds, i2=—1, ©)
T _» —00
dla f zanikajacej w nieskonczonosci i bezwzglednie catkowalnej, tzn.
lim £()=0, [[f(x)|dx<co. (d)
X—>+oo

—00

Roéwnose (c) mozna w sposdb rownowazny przedstawi¢ nastepujaco:

~ 1 7, - e
f (@) =ﬁ_jwf (X)exp(iaX)dX (e-1)
F(x)= %E f(a)exp(-iax)da. (e-2)

Funkcje f nazywamy transformatg funkcji f . Przyporzadkowanie f — f okreslone wzorem

(e-1) nazywamy wyktadniczg transformacja catkowg Fouriera, a przyporzadkowanie ff

okreslone wzorem (e-2) nosi nazwe retransformacji catkowej (wyktadniczej) Fouriera .

Jezeli f jestklasy C?>na ® i spetnia warunki (d) oraz
+00

lim f'(x)=0, _[|f'(x)|dx<w. (f)
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to

\/_ jf"(x)exp(lax)dx_ 2f . (9)

Stosujac transformacje¢ catkowa Fouriera do réwnania (a) i warunku poczatkowego (b) ,
otrzymujemy na podstawie (c) i (g) — przy zatozeniu, ze U(X,t) spetnia warunki (d) i (f)
wzgledem X:

- a%l(a,t) —izﬁ,t (x,t)=0, U(x,0)=U,(x). (n)
a
Powyzsze rownanie rozniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego liniowe wzglgdem t (h): z

warunkiem poczatkowym (h)2 (« traktujemy jako parametr — jako stala) ma rozwigzanie
nastepujace:

0(at) =T, (@) expl-a?a’t), te [0, ), (i)
przy
0 (a) = %j: u, (X) exp(i aX) X . ()

Zgodnie ze wzorem na retransformate funkcji (e-2) otrzymujemy rozwigzanie wyjsciowego
zagadnienia poczatkowego (a), (b) w postaci catkowe;:

+00 +0
u(x,t) =2i f[exp(—iax)exp(—azazt) [u, (X) exp(ieX) dxX|de, (k)
T _, —0
jesli uy(x) spetnia warunki (d).

Przyktadowo, jezeli poczatkowy rozktad temperatury jest okreslony krzywa Gaussa:
U (X) =u®exp(-x?/c?), o =const>0, (I
to korzystajac z tego, 1z

+foexp[—c(f—m)z]df=2;z, m, ¢ — state, ¢ >0, (m)

znajdujemy kolejno

i xp(iaX)u® exp( — %%/ o2 )dx =u® exp| — m’ +ooexp —m)°* ds =
o (X rzn)

O
-0

1 1.
=\/;uoaexp(—a202), nglaaz,
Jnulo
2n

—0o0

2_2

jooexp(—i ax)exp(— azazt) exp(— % a’o jda =

u(xt)=

= 17 oxp(k222) jexp[ K2(a + ) Jda = L Sep(k222),

2\n
przy k?=a*t+c%/4, 1=ix/(2k?).
Zatem ostatecznie

u® G
u(x,t)=—aexp — . (n)
Vo? +4a’t o? +4a’t
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Zauwazmy, 7€ Wraz ze wzrostem t (w miarg uptywu czasu) ciepto rozprasza si¢ wzdhuz osi X,
a temperatura maleje do zera.

8. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe — sformulowanie klasyczne

1) Przypadek n > 1

Niech A2 = Z:ﬂ i1 8i (X) 0i0 j bedzie nadal operatorem eliptycznym, ale teraz w obszarze

przestrzeni ®" przy X =(X{,...,X,) €% in>1. Niech a;=aj (i,j=1,...,n). Rozwazmy

réwnanie rézniczkowe postaci
m

Aﬁﬂxﬂ+dﬁ§awx0=fUﬁ,ln:L2 (46)
Bez szkody dla toku rozwazan rownanie to moze mie¢ posta¢ ogdlniejsza:
AZu(x)+AL u(x)+ A% u(x) +cy (X) Uy (X) +cl(x)§u,t (x)=f(x), (47)
wobszarze v’ =¥x T, T=(to, o) przy X'=(X,t) = (X, Xps Xpuy) (Xpug =1), przy czym
A}] = Zin:la i (X) 0; jest operatorem rézniczkowym rzedu pierwszego wzgledem zmiennych

przestrzennych x, a A% =a,(x)id* operatorem algebraicznym wzgledem X, przy a; = a;(x),
8y =ay(X) ciagtych dla x=(X;,....X,) €V .
Forma stowarzyszona z réwnaniem (47) wyraza si¢ wzorem

AL (X587 = AV(XEm) +Co 8 tTnag (48)
gdzie An jest forma stowarzyszona z operatorem A2 dla x € ¥ (z zalozenia dodatnio
okreslona). W przypadku rownania (46) nalezy w wyrazeniu (48) przyja¢ ¢, =C, gdy m =2
oraz ¢, =0, gdy m = 1. Zatem roéwnanie (47) jest w obszarze 1/’:
1) eliptyczne, gdy c, >0 w obszarze 7/,
2) hiperboliczne, gdy ¢, <0 w obszarze v/,
3) paraboliczne, gdy c, =0 w obszarze 7.

Przypadek zagadnienia brzegowego (przypadek 1) juz rozwazono (tu go pomijamy).

Brzeg obszaru ,,walcowego™ 1/ sktada si¢ z trzech elementow:
0V=51US UL, (49)
gdzie
S1=0VXT, H=Vx{te}, L=0Vx{te}=35, NS,. (50)
Niech v(X), X € 07 bedzie wersorem normalnym zewnetrznym do 0% w przestrzeni ®".
Witedy v '(X) = (v(X), 0), przy X'=(Xt) e S; jest wersorem normalnym zewnetrznym do
pobocznicy S, i zgodnie z (48)

!id — odwzorowanie identycznosciowe (id u = u)
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S (X';v') =S, (X;v) +¢,0% >0, (51)
gdyz S,(X;v)>0dlaX € 07, a wigc §; ma orientacje przestrzenng wzgledem réwnania (47).
Natomiast wersorem normalnym zewnetrznym do podstawy S, obszaru 4/° jest
v'(X')=(0,-1) dla X'=(x,t,)eS,izgodnie z (48)

Sne (X';v') =S, (%;0) + ¢, (X)(-1)% =, (x) (52)
gdyz S,(x;0)=0dlax e ¥, a wigc S, ma orientacj¢ czasowa wzgledem rownania (45), gdy
C,(x)<0dla x e ¥ (Sn+1<0), oraz orientacj¢ charakterystyczna, gdy ¢,(x)=0 dla x e ¢
(Snv1=0).

Reasumujac, na (hiper)powierzchni Si stawiamy warunek brzegowy, a na (hiper)powierzchni
S» — warunek poczatkowy. Na (hiper)krzywej £ powinny by¢ spetnione warunki zgodnosci
warunkow granicznych na S1 1 Sp.

Przez zagadnienie brzegowo-poczatkowe (dla n > 1) w obszarze 1/° dla rownania (47)

nazywamy nastepujace zadanie: wyznaczy¢é funkcje u=u(x,t), xe ¥, t € T, ktéra spelia
dla xe? i teT (tj. wobszarze ¥") robwnanie (47),dla x=X e 07 i t € T warunek
brzegowy

BL u(x,t) + B2 u(&,t) = A(X,t), (53)
gdzie teraz
B, = Zin:lai (%1)3;, B =ay(%1)id (54)
w przypadku warunku brzegowego niestacjonarnego oraz
Bi =L ai(0d;, BY=a(X)id (54a)

w przypadku warunku brzegowego stacjonarnego i jego wszystkich przypadkow

szczegolnych postaci (34) lub (35) (w szczegdlnosei przy «; (X) =v;(X) dlav = (v,...,v,))
bedacego wesrorem normalnym zewngtrznym do 01 ), zas dla x e ¢i t =t spetnia warunki
poczatkowe
U, (X, t,) =V, (X) przy c,(x)<0, xe?;
u(x,ty) =u,(x) przy c,(x)<0, xev (55)
lub C,(x)=0, c;(X)#0, xe?
(przy c,(x) =0 na ¢ warunku (53)1 nie naktadamy, a rownosci C,(X) =0 i ¢;(x)=0 na ¥

nie moga jednoczes$nie zachodzic).

W szczegblnosci warunek brzegowy (53) moze na czesci S =£' xT, §' ="' x T,

51 11

=L xT przyja¢ odpowiednio postac:

- Dirichleta u(X,t)=4,(X,t), xer' teT,

- von Neumanna S—U X )=28,X1), xer teT,
1%
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- von Neumanna Il rodzaju 2—“ XD +aX)uE,t)=24,X1), xe" teT
|4
przy L UL UL =8V, [~ =0, '~V =0, £~ =2,

Zaklada sie, ze funkcje f = f(x,t), = B(X,t) (odpowiednio B, (X,t), B,(X,t), B, (X.1))
oraz wspotezynniki a;;(X), &; (x), a5(x), ¢, (X), ¢, (X) i @ (X), a(X) sa ciagle na swoich
zbiorach okreslonosci. Ponadto wymaga si¢, by na zbiorze £ spelnione byty warunki
zgodnos$ci — np. warunku brzegowego Dirichleta z warunkiem poczatkowym: ﬂ, (i, to) =

U, (X) . Przy tym zadamy, by funkcja u =u(x,t) jest klasy C? wzgledem x na ¢, klasy C? lub

C! wzgledem t na T (w zaleznosci od tego czy €, (X) <0 czy c¢,(x) =0 na ) oraz

odpowiednio C! na vor'u"i klasy C na ¥ uL przyt=to .

At

Ar t

________ %

S1 Sh

" Sa
L

/D/ La 52 Ch

—— % & v b

X1 n=2

2) Przypadek_n=1

Przypadek jednej zmiennej przestrzennej (n = 1) wymaga pewnych modyfikacji rozwazan z
poprzedniego punktu.
Mianowicie, poniewaz 9= (a, b), to ¥'=(a,b) x (t,,), ¥ =[a,b], ¥'=[a,b]x[t,,),
oV ={ayud{b}, §,=5,0S,, S, ={a}yxT, 5, ={b}=xT, S, =(a,b)x{t,}, L=L, UL,
L, ={apx{t,}, L, ={b}x{t,} (7= (t5,0)).
Roéwnanie rézniczkowe (47) redukuje si¢ do postaci
a, (XU, (X, 1)+ 3, (XU, (X, 1) + a5 (X)u(X,t) +C, (XU, (X, 1) +C (XU, (X, 1) =b(x,t) (54)
przy a,(x)>0oraz c,(x)<0lub c,(x)=0, ¢,(x) #0dla xe (a,b), te(t,, o).
Natomiast warunek brzegowy (51) przyjmuje posta¢ dwoch warunkow —dla X =a i X =b:
a (X)u,, (X, 1)+ o (X)u(X,t) = B(X,t), te(t, o) (56)

Warunki poczatkowe (55) pozostaja niezmienione.
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W przypadku o$rodka pétnieskonczonego , tj. dla a=—oo albo b =+ nalezy odpowiednio
pozostawi¢ jeden warunek brzegowy sposrod (56), a drugi staje si¢ warunkiem w
nieskofczono$ci, tj. np. warunkiem zanikania: u(X,t) > 0 dla X — .

Przyktad 1. Wyznaczymy funkcj¢ drgan swobodnych stabo ttumionych struny jednorodnej o
dhugosci | zamocowanej na koncach.

Drgania powyzsze opisuje rownanie jednorodne (brak sit wymuszajacych)

u,xx(x,t)—cizu,tt (x,t)—(z:—jbu,t (x,t)=0, xe(0,1), te(0,) (@)
z warunkami brzegowymi
u(0,t)=0, u(,t)=0, te(0,x) (b)
oraz z warunkami poczatkowymi
u(x,0)=u,(x), u,(x)=v,(x), xe(0,1) ()
Warunki zgodno$ci oznaczaja, iz
Uy (0) =uy (=0, v,(0)=v,(l)=0, (d)

Rozwigzanie powyzszego zagadnienia brzegowo-poczatkowego znajdziemy, korzystajac z
metody rozdzialu zmiennych. Mianowicie, u(x,t) poszukujemy, w pierwszym kroku,
W postaci:

u(x,t)=X(x)T(t). (e)
Po podstawieniu (e) do (a) otrzymujemy

X"(x)T(t)—CiZX(x)T“(t)—i—fX(x)T'(t) =0
czyli
X"(x)  TU(t)+2AT'(t)
X(x)  c’T(b)
co jest mozliwe tylko wtedy, gdy

X _ g const, 1 OF24T'(0)
X(x) cT(t)
gdzie a jest stalg o nieznanej jeszcze warto$ci. Rownosci te przeksztatcamy do znanych

=a=const,

postaci rownan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzgdu o staltych wspotczynnikach
X'"(x)—aX(x)=0, T"(t)+2AT'(t)—ac’T(t)=0. (f)
Rozwigzaniem og6lnym réwnania (f)1 jest (w zaleznosci od znaku statej a)
C, sinh(ax) + C, cosh(ax), a® =a,a>0;
X(x)=4C,+C,x, a=0;
C,sin(ax) +C, cos(ax), a? =—a,a<0.
Uwzgledniajac (e) w warunkach (b) stwierdzamy, ze funkcja X (X) musi spetnia¢ warunki
brzegowe
X(0)=0, X(I)=0, (9)
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co oznacza, ze jest to mozliwe tylko dla X (x) = C;sin(ax) przy e =nw/l i a=-a” (n=1,
2, ...). Zatem ostatecznie otrzymali$my ciag stalych a oraz cigg funkcji spetniajacych
réwnanie (f)1 1 warunki (g):

X(x)= C, sin(e,x), xe[0], a,="%, a=-a? (n=1,2,..). (h)

T
Odpowiednio do tego rozwigzanie ogdlne réwnania (f)2 przyjmuje postac:
T(t) = exp(—ﬂbt)(an sin \J@? — At + b, cos  w? —/12t), w,=Ca, (N=1,2,..), ()
gdzie a, i b, state dowolne (catkowania), a w konsekwencji zgodnie z (e) otrzymujemy
u(xt)=exp(-At)(A sin@ t+B, cosa t)sina, x, @,=+o? -4, )
przy zatozeniu ttumienia podkrytycznego (4 <mc/1) (A, i B, —nowe state dowolne).

Funkcja ta nie spelnia dowolnych warunkow poczatkowych (c).

W kroku nastgpnym zauwazamy, ze nie tylko wyrazenie (j) spetnia rownanie rozniczkowe (a)
1 warunki brzegowe (b), ale réwniez szereg (z uwagi na liniowo$¢ zagadnienia)

u(x,t)= iexp(—ﬂt) (An sino,t+B, cosE)nt)sin a,X, (k)

n=1
(jesli szereg ten jest zbiezny 1 mozna go rézniczkowac ,,wyraz po wyrazie”). Pozwala to
speti¢ dowolne (dopuszczalne) warunki poczatkowe (c):

ianinanx:uo(x), i(&nA}—an)sinanx=vo(x), ()]
n=1 n=1

tj. wyznaczy¢ stale calkowania A i B, . W tym celu obie rownosci mnozymy przez sin o X

1W orzystujemy ortogonalnosc nkcit SIn . X Na przeadziale y ) WZ niajac
i wykorzystujemy ortogonalnos$¢ funkeji sin «, przedziale (0,1), Uwzglegdniaja

I 0, n#m
Jsm axsina, xdx=4 | :

. Hyn=m
otrzymujemy:
vo +Aul
Af‘n:—m~ y Bm=ur?], (m)
“m
gdzie
2! 2!
u, :I—J u, (X)sin &, xdx, Vo =Tj Vo (X)sin g xdx. (n)
0 0
Ostatecznie mamy:
v +/1u
u(x,t)= Zexp(—;tt) ————sina@,t+u; cosw,t [sine,x, xe[0,1],te[0,»). (K)

Jesli, przyktadowo,

uo(x)zuolf(l—lfj, v, (x)=0,

to
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n
u;:4u°%. vy, =0.
N

W przypadku braku ttumienia (A = 0), zgodnie z (k) i (j) mamy:

VO

0
u(xt)=>" | —-sinm,t+u cosa,t [sina,x (a, =T @ =ca,).
n=1 n

Przyktad 2. Wyznaczymy niestacjonarny rozklad temperatury w osrodku jednowymiarowym
o dlugosci | (moze to by¢ takze warstwa o grubosci ), przy zatozeniu, ze na koncach (na
powierzchniach skrajnych warstwy) utrzymywana jest temperatura zerowa, a rozktad
temperatury jest generowany przez jej rozktad poczatkowy na dtugosci | (na grubosci
warstwy ).

Zagadnienie brzegowo-poczatkowe opisujace powyzszy rozktad temperatury mozna zapisac

nastgpujaco:
- rownanie rozniczkowe
u,,, (x,t)—%u,t (x)=0 (c>0), (@)
- warunki brzegowe
u@,t)=0, u(,t)=0, te(0,x), (b)
- warunek poczatkowy
u(x,0) =u,(x), x e (0,1), (©)
- warunki zgodnosci
U (0) =y (1) =0, (d)

Rozwigzanie powyzszego zagadnienia brzegowo-poczatkowego znajdziemy réwniez
korzystajac z metody rozdziatu zmiennych. Mianowicie, u(x,t) poszukujemy najpierw w
postaci:

u(x,t) = X(x)T(t) (e)
i po podstawieniu (e) do (a) otrzymujemy
X"(x) _T'()
X(x) cT()’
co jest mozliwe, gdy
X" (x)—aX(x)=0, T'(t)—acT(t)=0 )]

dla pewnej statej a.

Rozwigzaniem ogo6lnym réwnania (f)1 jest (w zaleznosci od znaku statej a)
C,sinh(ax) + C, cosh(ax), a® =a,a>0;
X(x)=4C,+C,x, a=0;
C,sin(ax) +C, cos(ax), a’ =-a,a<0.
Uwzgledniajac (e) w warunkach (b) stwierdzamy, ze funkcja X (X) musi spetnia¢ warunki

brzegowe
X(0)=0, X(I)=0, (9)
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co oznacza, ze jest to mozliwe dla X (x) = C;sin(ax) przy e=nw/l i a=-a® (n=1,2,...).
Zatem ostatecznie otrzymali$my identyczny jak w Przyktadzie 1 ciagg statych a oraz ciagg
funkcji spetniajacych rownanie (f)1 i warunki (Q):
X(x) = C,sin(e,x), xel0l], a, :”I—“, a=-a? (n=1,2,..), (h)
a w konsekwencji ciag funkcji spetniajacych réwnanie (f)2:
T(t)= B exp(-«,t), te[0,®), «, =ca’ (n=1,2,..). @)

Na spelnienie warunku poczatkowego (¢) zezwala suma iloczynow funkcji (i) 1 (h), czyli
szereg (jesli jest zbiezny)

u(xt)= iAn exp(—x,t) sina,x, xe[0,1], te[0,x), (K)
ktéry spetnia rownanie r(')Znizlzkowe (a) i warunki brzegowe (b), a wigc dla t = 0 jest
u(x,O):iAn sin anx=u0(x):iu;’sin aX, ()
skad otrzymujemy " "
A, = u, :Izjuo(x)sin o, XdX . (m)

0

Zauwazmy, ze jezeli na koncu X = 0 utrzymywana jest temperatura stata Uy, a na koncu X = |

temperatura u;, czyli warunki brzegowe sa nast¢pujace

u@t)=uy,, u(t)=u, te(0,0), (n)
a warunek poczatkowy przestawimy w postaci
u(x,0) :uo(l—lfj+u, TX+uo(x) ,  xe(0), (0)
przy
U, (0) =u, (1) =0, (p)
to funkcja
u(x,t):uo(l_lijw, Leuren,  xelol], te[oe) 0

spetnia réwnanie rézniczkowe (a), warunki brzegowe (n), warunek poczatkowy (0) 1 warunek
zgodnosci (p) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja U*(x,t) spetnia rownanie rozniczkowe (a)
oraz warunki brzegowe (b) i warunek poczatkowy (c) przy warunku zgodnosci (d), a wiec
zgodnie z (k) i (m) jest:

u*(x,t):iu;’ exp(—x t)sina,x,  xe[0,1], te[0,). (s)

n=1

Przyktad 3. Rozwazmy réwnanie rozktadu temperatury jak w Przyktadzie 2, ale w o$rodku
péhieskonczonym (np. w potprzestrzeni podtoza gruntowego)
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u,xx(x,t)—%u,t (x)=0 (c>0), xe(0,0), te(0,x), (@
z warunkiem brzegowym
u(0,t)=u, exp(iot), te(0,x), (b)

przedstawiajacym cyklicznie (harmonicznie) zmienng temperaturg na granicy osrodka.

Taka harmoniczna przyczyna niestacjonarnego rozktadu temperatury powoduje, ze mozliwy
jest ten rozktad takze harmoniczny wzglgdem zmiennej czasowej w dowolnym miejscu
osrodka, tj. funkcji u=u(x,t) poszukujemy w postaci

u(x,t)=U(x)exp(iwt), xe(0,0), te(0,0). (©)

Po podstawieniu (c) do (a) i (b) wnioskujemy, ze funkcja U (X) musi spetniaé rGwnanie
rézniczkowe zwyczajne
U (0 ~-2U (0 =0 (@)
I warunek brzegowy
U(0)=u, (e)
a takze warunek ograniczonosci U (X) w nieskonczonosci:
|U(X)|<oo dla X —»>o0. )]
Catka rownania (d), spetniajacg warunki (e) 1 (f), jest
U (x) =u, exp[- (L+i)x/ 5], (@)
gdzie
s=+2clw. (h)
Zatem, zgodnie z (c) i (g), mamy:
u(x,t) =u, exp(—x/8)expli(wt — x/5)]. (i)

Poniewaz réwnanie (a) spetnia takze funkcja sprzezona z (i), wigc ostatecznie
u(x,t) =u, exp (- x/&)cos (ot —x/35). )
Rozktad temperatury opisany funkcja (j) ma charakter falowy (czynnik cos(wt —x/ )

reprezentuje falg harmoniczng), z zanikajaca amplituda U, exp(—x /6 ) wraz ze wzrostem X.

Zauwazmy, ze przewidywane rozwigzanie rOwnania (a) w postaci (¢) oznacza, ze
u(x,00=U(x), xe(0,0), (c)

a wigc niemozno$¢ spelnienia dowolnego warunku poczatkowego. Takie rozktady temperatury
(ogolniej stany osrodka) nazywamy ustalonymi.

9. Zagadnienie spektralne — sformulowanie klasyczne

Podobnie jak w rozdz. 3.3, p.3 zagadnienie spektralne dla operatora rézniczkowego
czastkowego liniowego nie omawialiSmy w rozdz. 1.4, ale teraz w powigzaniu
z zagadnieniami granicznymi, a konkretnie (tytulem reprezentatywnego przyktadu) dla
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operatora rozniczkowego czastkowego liniowego rzgdu drugiego eliptycznego A

w obszarze ¥/ 0 brzegu 0% w powiazaniu z warunkiem brzegowym na 0, gdyz bez tego
warunku, nie mialoby to zagadnienie wiekszego sensu.

Niech zatem dany bedzie operator eliptyczny A2 na obszarze 4/ o brzegu 67, sktadajacym
si¢ (dla ustalenia uwagi) z ptatow (fukow) Sr (r = 1,2,3) i niech na dany bedzie prawie
wszedzie multioperator brzegowy B}] , bedacy na §1 operatorem pierwszego rodzaju (lub
operatorem identycznos$ci — operatorem Dirichleta), na 52 operatorem drugiego rodzaju (lub
operatorem von Neumana | rodzaju), a na §3 operatorem trzeciego rodzaju (lub operatorem
von Neumana Il rodzaju). Zaktadamy przy tym, ze wspotczynniki w operatorze Aﬁ , W multi-
operatorze B}] oraz obszar 7/ i jego brzeg 0 spelniajg wszystkie zalozenia wymienione

w p. 6 (poswigconym zagadnieniu brzegowemu), a przy tym koniecznie czg$¢ S1# 0 .

Przez zagadnienie spektralne dla operatora rozniczkowego czastkowego liniowego rzedu
drugiego eliptycznego w powigzaniu z okreslonym warunkiem brzegowym (w sformutowaniu
klasycznym) rozumiemy nastepujacy (problem zadanie): wyznaczy¢ zbior tych liczb 4 € ®,
dla ktoérych rownanie

A2u(x)=Au(x), xev, (57)
ma niezerowe rozwiazanie klasy C2* (1) = C2%(¥/ U ;) NC2 (1 U $,) N C2HV U S3)
(spetniajace to rbwnanie tozsamosciowo), spetniajace jednorodny warunek brzegowy

BLu(x) =0, Xeov (58)
(prawie wszedzie na odpowiednich ptatach / tukach §1, 2, §3 brzegu 01/ ). Liczby 4 nosza
nazwe (rowniez) wartosci wiasnych (w tym zagadnieniu), odpowiadajace im funkcje (bedace
rozwigzaniami tego zagadnienia brzegowego (57)-(58)) nosza nazwe funkcji wiasnych u;, .

Zbior tych funkcji tworzy podprzestrzen wtasng V; przestrzeni ker (A2-21d) N C2" (7).

Przyklad. Znajdziemy warto$ci wlasne i funkcje wtasne dla operatora Laplace’a na
prostokacie (n =2): ® = (0, a) x (0, b) z warunkiem Dirichleta (jednorodnym) na brzegu o® .
Mamy zatem do rozwigzania nastepujgce zagadnienie brzegowe:

U (X, Y) + U, (X, Y) = AU(X, Y), (X, y) e, (a)
z jednorodnym warunkiem Dirichleta
u(x,0) =u(x,b), xe(0,a), (b-1)
u(G,y)=u(a,y), ye(0b). (b-2)
Zastosujmy metodg¢ rozdzialu zmiennych. Niech wiec
u(x, y) = X(x)Y(y). (©)
Po podstawieniu (¢) do rownania (a) otrzymujemy:
X"(X)Y (y)+ X ()Y "(y) =AX ()Y (y) (d)

Zakladajac, ze X(x) =0 Vxe(0,a) i Y(y)=0 Vye(0,b) mamy
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X090 YY) _

X(x)  Y(y)
co jest mozliwe tylko wtedy, gdy
X—(X):y:const, Y—(y):ézconst, y+0=41. (e)
X (x) Y (y)

czyli, gdy
X"(X)—aX(x)=0, xe(0,a), X"(x)—aX(x)=0, xe(0,a)

dla pewnych «, 8 € ® . Rozwigzaniami tych rOwnan sg
Cysinh(ax) +C, cosh(ax), a®=y,y>0;
X(x)=1C;+Cpx, 7=0; (f-1)
C;sin(ax) +C, cos(ax), a’=—y,y<0.
D, sinh(By) + D, cosh(8x), B2 =5,5 >0;
Y(y)=1D;+D,y, 6=0; (f-2)
D, sin(fx) +C, cos(Bx), B%=-3,5<0.

Warunki brzegowe (b) beda spetnione, gdy

X(0)=X(a)=0, Y(©0)=Y()=0, (9)
za$ ich spehienie jest mozliwe przez funkcje (f), gdy
X(x)= C,sin(a,x), xe[0,a], a,="F, y=-a? (n=1,2,..). (h-1)
a

T

Y(y)= D, sin(B,x), ye[0,b], ,Bm:mT

, §=—42 (m=1,2,..). (h-1)
gdzie C,i D, stale dowolne.
Ostatecznie, na mocy (c) i (e)s przy C,, D,, = 1, znajdujemy rozwigzanie naszego zagadnienia
spektralnego:
A=dnm=—(af +BR), Unm(Xy) =sinayxsin By, (xy)e[0,a]x[0,b],
nm mm
oy =—, =——, nm=123...
= A=
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4.4. Rownania wyzszych rzedow

Sposrod réwnan wyzszych rzedow na uwage zastuguja w zasadzie rownania rzedu
parzystego, zwlaszcza rzedu czwartego. Jednak systematyczne ich omawianie w sposob
analogiczny do rozwazan w rozdz. 4.3, wobec wiadomosci zawartych w rozdz. 4.1 i rozdz. 1 i
2 nie jest celowe. Wystarczy jak na dwoch reprezentatywnych przyktadach rownan rzedu
czwartego — jednego eliptycznego i jednego parabolicznego dwoch zmiennych (n = 2) —
pokazemy sformutowania (klasyczne) odpowiednio zagadnienia brzegowego i zagadnienia
brzegowo-poczatkowego wraz przyktadami ich rozwigzania metodami rowniez dla nich
reprezentatywnymi.

Wymienionymi réwnaniami sg:
- rownanie eliptyczne

Auxy)=fxy), (xyevck’ (1)
opisujace (na przyktad) zginanie statyczne ptyty wg modelu Kirchhoffa, gdzie operator

rézniczkowy N jest tzw. bilaplasjanem, czyli ztozeniem dwoch operatorow Laplace’a
(laplasjanow):

o' ot o
AN =0, +0,) =—+2 + = (2)
xx Ty ot T ox? 8y2 8y4
- rownanie paraboliczne
o* u(xt)+1 82u(xt)—f(xt) (x,t) e (a,b) x (t_, o) (3)
87 ) C_ZE ) - ) ’ ’ € ’ 0! )
opisujace (na przyktad) drgania poprzeczne belki (wg modelu Bernoulli’ego).
1. Zagadnienie brzegowe zginania plyty — sformulowanie klasyczne
Zagadnienie brzegowe (w sformutowaniu klasycznym), o ktorym tu mowa, polega na
wyznaczeniu takiej funkcji u(x,y), (x,y) € ¥, ktora spehia tozsamosciowo rownanie
rozniczkowe (1), tj.
o* ot o
+2 + uix,y)=f(x,y), (xy)ev 4)
[ax“ ox*oy® ay“J g

(funkcja f (X, y) jest dana, z zatozenia ciggta na ) oraz dwa warunki brzegowe we

wszystkich punktach tuku linii brzegowej £ obszaru 7 ) w jednym z ponizszych
przyktadowych wariantow:
~ ey o~~~ OU ,~ ~  ~,~ ~ ~ ~
1) u(x,y)=u(x,y), g(x,y)ﬂo(xyy), (X,y)ecr
-~ ~ ~ i~ ~ 82u..., -~ o~ ~ ~
2) u(x,y)=u(xy), m(x,yhp(xyy), (X,y)ecr

3 2P -FE). A G P =a®Y), K§er
Vv ov
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4) Au(X,¥)=m(x,¥), —(x y)=0KXYy), X y)ecL,
gdzie U (X,Y), o (X,V), p(x, ¥), m(X,y), q(X,,Y) sadane (z zatozenia ciagle), a

2 2
o a+v£ A= 0 o (X,y)er, (5)

v ey TTar e
v=_(vv,) e ® * sa wersorami normalnymi zewnetrznymi do £, za$ 7 = (rq.7y) € R *
wersorami stycznymi do £ w punktach (X, Y) € £ . Lacznie domkniecia tukéw £ tworza
brzeg 07 obszaru v, a kazdy z tukow £ spetnia warunek Lipschitza. Od funkcji u = u(x, y)
zadamy, by byta klasy szl,l (v v L) dla kazdego z tukow £, gdzie | jest rowne najwigkszemu
z rzedéw pochodnych wystepujacych w obu warunkach brzegowych na L.

Przyktad. Znajdziemy rozwigzanie wyzej opisanego zagadnienia brzegowego dla rownania
(4) w obszarze prostokgtnym @ = (0,a) x (0,b), z warunkami brzegowymi jednorodnymi typu
2) nabrzegu 0@ . W tym celu zastosujemy metode podwdjnych szeregdw sinusowych
Fouriera.

Rozwigzania tego zagadnienia brzegowego poszukujemy w postaci:

u(x,y) = Z unmsm—xsmTy, xe[0,a], ye[0,b], (a)
n,m=1
przedstawiajac przy tym funkcje f (X, y) w postaci
)= Y fymsinxsin DTy, (b)
n,m=1 a b
gdzie
—iﬁ f(x y)sinﬂxsinmydxdy (c)
fom = 2 o a b '

Zauwazmy, ze przy zatozeniu rozniczkowalnos$ci ,,wyraz po wyrazie” szeregu (a) oraz
zbieznosci punktowej szeregu (b) 1 szeregdw powstatych w wyniku rézniczkowania szeregu
(a), spetnione sg jednorodne warunki brzegowe 2), t.

. (nm ) . (mn
u@,y)= > u, sm(?oj sm(T y):

n,m=1L

> . (nm . (mzn
u@y)= > Uyn sm(;a)sm(Ty)_O,

n,m=1L

- . (nm_\ . (mn
u(x,0)= > U, sm(?xjsm(TOJ:O,

n,m=1

u(x,b)= > unmsin(mx}sin(mbjzo,
n,m=1 Y a b

gdyz sin0=0, sinnt=sinmn=0 dlawszystkichm,n=1,2,3, ... oraz z tego samego
powodu

o° > (nn . (mm
a—u(O y) = (=1)? —u(O y)=— z u, (?j sm(?ojsm(Tyj:O,

n,m=1L
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2
j—zu(a y) = (1) —u(o N=-3u, (ajsin(”“ojsin(myj:o,

o a b
02 , 02 (njz.(nn]. mnj
—u(x,0 1 u(x,0)= u sin| — x [sin| —0 |=0,
a()()ay()n%_lnmb . .

0% , 0° - ma) . (nm ). (mn B
57 u(x,b) = (+1) TU(X b)y=->" u”'m(Tj sm[ x]sm Tbj_o'

n,m=1

Podstawiajac (a) 1 (b) do rownania (4) otrzymujemy
0 4 2 2 4
nm nm mm mm nm mm
D Unm [—j +2(—j (—j +(—j sin——x sin——y =
nmed { a a b b a b

i sm—xsmm—y,
a b

n,m=1
skad (metoda ortogonalizacji funkcjami Sin k—Xsin %ty) znajdujemy wspotczynniki U, ,
a :

w szeregu (a):

f ab
U = ul = 42’ f(x y)sin— xsm%ydxdy (d)

Kkanf +(I;’tﬁ o*[(k0)? + (1) ]200

2. Zagadnienie brzegowo-poczatkowe drgan belki — sformulowanie klasyczne

Zagadnienie brzegowo-poczatkowe (w sformutowaniu klasycznym), o ktérym teraz mowa,
polega na wyznaczeniu takiej funkcji u(x,t), (x,t) e[a,b]x[t,,), ktora spetnia
tozsamosciowo rownanie roézniczkowe (58), t.
O )+ 2 = f ), (D) < (@b)x (t.o0) (6)
ox* 7 et e ’ , >

oraz

1) warunki brzegowe — po dwa w kazdym z koncow X =a i X =b przedziatu (a,b) dla

t [t,, ) — w postaci (przyktadowo):
D UED=T0, 2 ®H=50).
X
U
b) u(x,t)=u(t), —(X,t)=p(1),
OX
o o u
Q) TEN=F0), —5®O=T0).
0 wn-50. wo-q0
87 )=p ’ y ) —q ’
gdzie U(t), ¢(t), p(t), q(t) dane (z zalozenia ciggte) na [t,,o);

2) warunki poczatkowe (dwa) dla X € [a,b]— w postaci:
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ou
u(x,t,) =uy(x), Y (x,t,) =V, (X),
gdzie u,(x), v, (x) dane funkcje (z zalozenia ciagte) na [a,b],
3) przy spehieniu warunkoéw zgodnosci (przyktadowo):
~ -~ ou ~
a)u (to) = UO(X) ) E(to) :Vo(x) )

b) aao):a;; ®), %(to)fg;(‘x*).

Od funkeji u = u(x, t) zadamy, by byta:
- klasy ct wzgledem zmiennej X na przedziale (a, b) dla kazdej chwili t € (t,, ),

- klasy c? wzgledem zmiennej t na przedziale (t,, ) dla kazdej x € (a,b),

- klasy ct wzgledem zmiennej t na przedziale [t,, ) dla kazdej x €[a,b],

- klasy C'a wzgledem zmiennej X na przedziale [a, b) i klasy ch wzgledem zmiennej X na
przedziale (a, b] dla kazdej chwili t € (t,,©), przyl, i |, rownym odpowiednio rzgdowi

maksymalnemu pochodnej w warunku brzegowym w konicu X =a i X=b.

Przyktad.. Znajdziemy rozwigzanie wyzej sformutowanego zagadnienia brzegowo-
poczatkowego przy f =0 oraz przy warunkach brzegowych (a=0,b=1,t, =0):

2 2
u(0.t) =u(l,t) =0, Z(—g(o,t)zzx—‘;(l,t)zo, t € [0,0) @

i warunkach poczatkowych 2) dla x[0,1], t, =0.

Rozwigzanie tego zagadnienia przedstawia drgania swobodne belki swobodnie podparte;.
Zastosujemy metode spektralng. W tym celu najpierw wyznaczamy widmo czestosci i postaci
drgan wilasnych belki. Przyjmujac u(x,t) =U (x)exp(i wt) otrzymujemy na podstawie

réwnania rozniczkowego jednorodnego (61) oraz warunkdéw brzegowych (a) nastgpujace

zagadnienie spektralne:
d* w?
— U (x)=4U(x), x € (0,1), A=—, (b)
dx C
d’u d?u
u@=uU()=0, 0)= )=0.
©)=U () 2 O="50

Przewidujac rozwigzania rownania (b) w postaci U =exp(kx) otrzymujemy réwnanie

charakterystyczne k* — 1 =0, ktorego pierwiastkami sg ki, =ta, ky, =tia (i*=-1) przy
a=+wlc, awiec
U =C;shax+C,chax+C,sinax+C, cosax. (c)

Na podstawie warunkow brzegowych (b) otrzymujemy uktad réwnan algebraicznych
liniowych jednorodnych na state Cy, ..., Ca:

C,+C,=0, c,-C,=0,

C;shal +Cjssinal =0, C;shal -Cjsinal =0,

ktéry ma rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy

11-4/49



Clzo, CZZO, C3¢0, C4:O,
sinal =0.
Tak wiec (po przyjeciu C; =1)

U=Un=Sin0£nX, a:anzl—, a = :Car?, I’]:l,2, (/1:0{;1), (d)

przedstawiajg czestosci (@, ) i postacie (U, ) drgan wlasnych rozwazane;j belki.
W drugim kroku, zaktadajac, ze szereg
u(x,t)=> T, (U, (x) =D T, (t)sin a,x (e)
n=1 n=1

jest zbiezny punktowo i mozna go rézniczkowac ,,wyraz po wyrazie”, zagdamy spetnienia
przez wyrazenie (¢) rOwnania (6) oraz warunkéw poczatkowych 2). Mamy zatem (po
uwzglednieniu (b) i (d)):
d* U, 1 d? T, () 1.d°T, (1)
S()+ 5 —5 U, (X) T.()+— U,(x)=0,
Z dx* ¢’ dt? Z ¢® dt? 0

n=1 n=1

0

ST, (0)U, (9 =, (%), deTt” U, () = v, (x).
n=1 n=1

Mnozac réwnosci (f) przez U, (x) (m = 1,2,...), calkujac je w granicach (0, I) i
wykorzystujac ortogonalno$¢ funkcji wlasnych (postaci drgan wilasnych), tj. fakt, ze

lU U d—l' ) OI_I/2,n:m
E[ n (XU, (X) x_gsmanxsmamx X= 0 nem )
otrzymujemy rownosci (po przemnozeniu stronami przez 2/l )
2
d T“;(t)mr%Tm(t):o, w, =C a2, (h-1)
dT{“ 0 =vy, T,0) =uy, m=1.2,.., (h-2)
gdzie
2! 2!
:—Iuo(x)Um(x)dx:—Iuo(x)sinanxdx, (i-1)
19 19
2 2|
:ijo(x)um(x) dx :I—jvo(x)sin o XX, (i-2)
0 0

an=mu/l.

Zagadnienie poczatkowe (h) dla rownania rozniczkowego zwyczajnego rzedu drugiego
liniowego o statych wspdtczynnikach ma rozwigzanie nastepujace:
T = Ay Sin(oyt) + By, cos(opt),  te[0,0) (-1)

Bn =UJ OBy =V, m=1.2, ..., (i-2)
a wigc ostatecznie, zgodnie z (d), (e), (J), jest:
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0 (o]
u(x,t) = Z(u;’ cosa, t +V—”sin wnt]sin a,x, tel0,o), xe[0,1], (k)

n=1 a)n

a w szczeg6lno$ci, zgodnie z 2)

o0 o0
Up(X) =D ulsina,X, Vo(x)=> visina,X, ()
n=1 n=1

gdyz u,(X),V,(x) saciagte dla x €[0,I] i spetniajg warunki zgodnosci u,(0) =u,(l) =0,
V,(0)=v,(I)=0.
Przedstawiony w tym przyktadzie sposéb postepowania mozna wykorzystac takze przy
innych jednorodnych warunkach brzegowych —réwniez przy f(x,t) =0 (obcigzenie
dynamiczne na dtugosci belki).
Zauwazmy, ze jezeli we wzorach (i) przyjmiemy
U (x)=u’singgx, v, (x)=0, xel[0,]

dla pewnego k, to na podstawie (g), (i), (k) wnioskujemy, ze

u(x,t) =u®cose,tsina,x, tel0,0), xe[0,1],

czyli belka drga harmonicznie zgodnie z ,,K-t3” czgstoScia i postacig drgan whasnych.
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5. SFORMULOWANIA NIEKLASYCZNE ZAGADNIEN
RANICZNYCH

5.1. Wprowadzenie

Prezentowane w rozdz. 4.3, p. 5-9, w rozdz. 4.4 takze w rozdz. 3.3, zagadnienia graniczne
stanowig pewien kanon i zrazem standard zagadnien, z jakimi naukowcy 1 inzynierowie z
dziedziny inzynierii (nie tylko mechaniki konstrukcji) mogg mie¢ do czynienia. Zarazem
jednak w bezposrednich zastosowaniach praktycznych sformutowania klasyczne tych
zagadnien ustgpity miejsca tzw. sformutowaniom nieklasycznym, tj. tzw. silnym, stabym,

wariacyjnym i dystrybucyjnym sformutowaniom globalnym, bedgcym podstawa metody

elementow skonczonych (na podstawie rownania prac wirtualnych lub zasady stacjonarnosci

energii potencjalnej), ktére dzigki rozwojowi technik komputerowych praktycznie opanowaty
tzw. obliczenia inzynierskie. Podstawowym powodem od strony metematyczno-mechanicznej
jest zdecydowanie wigksza adekwatno$¢ tych sfrormutowan do problemow, z jakimi majg do

czynienia inzynierowie, a doktadniej z r6znego typu nieciggtosciami — zaréwno po stronie
obcigzen jak i rozktadu i wlasciwosci materii.

W tym rozdziale zatem, na przyktadzie rownan rzedu drugiego, wychodzac ze sformutowan
klasycznych, pokazemy pewna gam¢ sformutowan nieklasycznych, istotne cechy wspolne
jaki 1 istotne réznice, a takze warunki rownowaznosci tych sformutowan, bazujace na
fundamentalnym dla tych sformutowan lemacie du Bois-Reymonda i zilustrowane
przyktadami uzyskania rozwigzania na ich podstawie pewnego zagadnienia brzegowego,
brzegowo-poczatkowego i poczatkowego, by uchwycic¢ specyfike kazdego z prezentowanych
sformutowan tych zagadnien. Niewatpliwie ich cechg wspolng jest ich globalnos¢, ktora w
pewnym momencie przyjmuje posta¢ rownania, ktore od strony interpretacji mechanicznej
mozna nazwa¢ wspolnym mianem réwnania prac wirtualnych (lub inaczej réwnania prac
przygotowanych), ktoérego waznym atrybutem sg tzw. funkcje probne (od strony
mechanicznej zwane na ogo6t przemieszczeniami wirtualnymi lub przygotowanymi lub

probnymi).

Sformutujemy teraz wspomniany lemat podstawowy sformutowan nieklasycznych.

[0]
Lemat (du Bois-Reymonda). Jezeli a e C,(Z)i dla dowolnej funkcji probnejv e C 2(2) jest

Iz a(x)ov(x)dz =0, przy odpowiednio rozumianej (okreslonej) catce typu Riemanna
J.Z(...)dZ ,to a=0 na z

I Lemat ten jest prawdziwy takze przy Z = 7/(obszar) i ve Cﬁ (v).
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5.2. Nieklasyczne sformulowania zagadnienia brzegowego

Rozwazmy zagadnienie brzegowe dla rownania r6zniczkowego liniowego rzgdu drugiego

(czastkowego i zwyczajnego) W tzw. postaci dywergentnej (dos¢ typowej w mechanice):
AZu(x)+ALu(x)=b(X), Xx=(X,..X,)e¥cR", (1)

przy zalozeniu, ze obszar (n wymiarowy) 1/ jest ograniczony, a jego brzeg 0 sktada si¢ z

ptatéw rozmaitosci n-1 wymiarowych spetniajacych warunek Lipschitza oraz

AL :Z:jzlaij(x)a’ij . A :Z:jzlaij’i (X)0,j - ()
Zaktadamy, ze rownanie (1) jest eliptyczne, tzn. forma
M= ;085 &=(-é) ©)
jest dodatnia dla x € 71 do rownania (1) dotagczamy warunek brzegowy mieszany
Bnu(i)s{Bg}u(i):{ﬁo(?)’f(eso}sﬂ(i),)”(e&f(/, (4)
BY Pi(X), Xe s

gdzie
BY =1id, B :Z'J?:lzf:laij,i R)Vi()0,j, SN =3, Sus=0v, (5
przy czym v(X) = (v;(X),...,v, (X)) oznaczaja wersory normalne do 0% w punktach X € 5.

Warunek brzegowy na §; nosi réwniez nazwe Sztywnego warunku brzegowego, a na Sj -

naturalnego warunku brzegowego,

W notacji bezposredniej mamy nastepujace zagadnienie brzegowe:

> jalai(0u, (91 =b(x),  xe, (6)
UK =fo(R), ReSo, 20 200 & (v, (N =AF), xes, ()

a w notacji symbolicznej (operatorowej)

K2u(x)=b(x), xe®, (8)

Ooraz
u)=f,(X), Xesy,  Br(R) =A%), Res, 9

gdzie
KE=AZ+AL =3 8ila (00 (] (10)

jest ,,sumarycznym” operatorem rozniczkowym.

Podkreslimy jeszcze raz, bowiem w tym miejscu jest to szczegdlnie wazne, sformutowanie
klasyczne zagadnienia brzegowego ma dwa szczegodlne atrybuty:

1) lokalno$¢, tzn. rownanie rozniczkowe spetnione jest dla kazdego x w obszarze 7/, a warunki
brzegowe dla kazdego X brzegu 64 tego obszaru lub prawie kazdego X - tj. z wyjatkiem
punktow ,,osobliwych” jak wierzchotki, krawedzie itp.;
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2) wymaganie klasy regularnosci typu Cﬁ , §j. do rzedu klasycznych pochodnych wielkosci

wystepujacych rownaniu i w warunku brzegowym (w tym klasy C,, dla pochodnych rzedu

zero, czyli ciagtosci funkcji), w szczegolnosci w odniesieniu do funkcji niewiadomej u.

1. Klasyczne sformulowanie globalne

Uwaga 1. W sformutowaniu klasycznym omawianego zagadnienia brzegowego zaktadamy,
ze funkcja b(x) jest klasy! Cn(7), funkcje B,(X) i £,(X) sa odpowiednio klasy Cn(S0)

i Cn($1) , a funkcje (wspotczynniki) a;;(X) sa klasy CL()NC, (¥ U s;) . Natomiast od
rozwigzania U(X) wymagamy, by bylo klasy Cﬁ (V) Cﬁ (Yus)NC (YUS,).

Niech v(x), x € ¥ bedzie dowolna funkcja ciagta (v(x) jest klasy C(4)), zwana funkcija

probna (lub funkcja testujaca). Przemndézmy obie strony rownosci (8), (9) odpowiednio przez
v(X) i v(X), scatkujmy odpowiednio po ¥ i 09 oraz dodajmy stronami. Otrzymujemy

wtedy roéwnanie:
j[Kn u(x)—b(x)]o(x)dv + j [U(R) — Bo(R)]o(R) dS +
v So

+ [B},u(i()— A(X) |o(x)dS =0, Vv eC®). (11)
Y
Mozemy sformutowaé twierdzenie:

Twierdzenie 1. Funkcja u(x),x € 4 jest rozwigzaniem klasycznym zagadnienia brzegowego
(8)-(9), wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej funkcji v klasy C(’) spetnione jest rownanie (11)

Roéwnanie (11) nazywamy rownaniem globalnym klasycznego sformutowania zagadnienia

brzegowego (8)-(9). Natomiast nastepujace zagadnienie: wyznaczy¢ funkcje u, ktora przy
zatozeniach zawartych w Uwadze 1 (czyli przy zalozeniach klasycznego sformulowania
zagadnienia brzegowego (8)-(9)) spetnia rownanie (11) dla dowolnej funkcji probnej v klasy

C(7) - nosi nazwe klasycznego sformutowania globalnego zagadnienia brzegowego (8)-(9).

Podamy teraz (w drodze pewnego wyjatku) szkic dowodu twierdzenia 1 (bo jest wazny), a
wlasciwie twierdzenia (<), bo dowdd twierdzenia (=) jest oczywisty (jest nim informacja o

sposobie otrzymania roéwnania (11)).

Szkic dowodu Twierdzenia 1. Zauwazmy, ze:

0
IJezeli veC ¥ (), to v(X)=0dla X € 9%, aponadto 8'v(X)/ov' =0dla X e s <ov,

jesli tylko okre$lone sg wersory normalne zewnetrzne v(X) dla X e s (I=1,....k).

1 jestklasy ...” oznacza tyle, co ,,jest elementem przestrzeni ...”
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Jezeli spetnione jest rownanie (11 ) dla dowolnej v € C (), to réwniez spetnione jest dla

0 —
dowolnej v e C (V) c C, (7). Ale wtedy, zgodnie z powyzsza uwaga, rownanie (11)
redukuje si¢ do postaci
j [K, u(x)—b(x)]o(x)dV =0,
rV
a na mocy Lematu podstawowego z rozdz. 5.1 (przy Z =) jest
Kyu(x)—b(x) =0, Vxev.
Skoro tak, to rownanie (11) przyjmuje posta¢ nastepujaca:
[ [u®) - Bo(®]u(R)ds + [| BEU® - A(X) [u(R)ds =0,
So S,
takze dla dowolnych funkcji v ciagtych na So i S1 0 no$niku zawartym badz w S i S1. Wtedy
tez musi by¢
u(X)—5,(X)=0, VXed,, Blu(x)-4,(%) =0, VXeuy,.

Tak wiec spelnione sg i rownanie rézniczkowe 1 warunki brzegowe w postaci lokalne;.

2. Sformulowanie silne (mocne)

Analizujac posta¢ rownania (11) stwierdzamy, ze pozostanie ono matematycznie poprawne
przy nieco stabszych zalozeniach odnos$nie niektorych jego elementow.

Uwaga 2. Wprowadzmy wielkosci
si(x):zrj':laij(x)u,j(x), xe?, i=1,...n (12)

bedace sktadowymi tzw. wektora strumienia lub napiecia S(x) = (S; (X)) w obszarze . Wtedy

réwnanie rézniczkowe (6) 1 warunek brzegowy (7) mozna zapisa¢ nastepujaco

> sii(0=b(x), xev, (13)
U(X) =B, (X), Xes,  s(R)-v(R)=p(%), Kes, (14)

przy
S(®) V(%) = 24 si(0vi(X). (15)

Przez sformutowanie globalne silne (zwane rowniez mocnym) zagadnienia brzegowego
(8)-(9) rozumiemy nastepujacy problem (zadanie do rozwigzania): wyznaczy¢ w obszarze ¥
taka funkcje u klasy C,, (¥ U Sy), spetniajaca sztywny warunek brzegowy (14)1, klasy

CL (%) opochodnych u,; (i =1,...,n) rozniczkowalnych wzgledem x; (i=1,...,n) prawie
wszedzie na 1/ 1 prawie wszedzie ciaglych na 70 $; tak, by sktadowe strumienia (napigcia)
Sj — okreSlone za pomoca wzor6éw (12), przy funkcjach &;; rézniczkowalnych wzgledem X;
(i=1,...,n) prawie wszedzie na 1 i prawie wszedzie cigglych na YU §1 — byly rézniczkowal-
ne wzgledem X; (i=1,...,n) prawie wszedzie na v/, a jego dywergencja divs =s;,; byla
calkowalna na v/, za$ iloczyn s-v okreslony wzorem (15) byt catkowalny na 3 oraz by

spetniaty rownanie
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j [divs(x)~b(x)]o(x)dV + [ [s(%)-v(%)— B (X)]v(%)dS =0 (16)

Y S,
dla dowolnej funkcji probnejv € C(¥), przy danych: S, ciagtej na So, S, catkowalnej na S
I b catkowalnej na /. Rownanie (16), to silna posta¢ zagadnienia brzegowego (8)-(9).

Twierdzenie 2. Przy zatozeniach sformutowanych w Uwadze 1 z p. 1 dotyczacych
sformutowania klasycznego zagadnienia brzegowego sformutowanie silne, polegajace na
spetnieniu réwnania (16) dla dowolnych funkcji probnych cigglych na 4/, jest rownowazne
sformutowaniu klasycznemu.

To dos¢ oczywiste, gdyz przy zatozeniach z Uwagi 1 rownanie (16) jest tylko innym zapisem
rownania (11), a wigc zgodnie z twierdzeniem 1 z p. 1 mamy t¢ rdwnowaznos¢.

Przedstawimy teraz dwa przyktady skonkretyzowanego sformulowania silnego zagadnienia
brzegowego — pierwszego bardzo praktycznego, odpowiadajgcego realnym sytuacjom

w praktyce inzynierskiej, pokazujacego praktyczny walor tego sformutowania, drugiego za$
stricte matematycznego, wykorzystujacego przestrzenie Sobolewa, dla ktorego mozna
wykaza¢ istnienie 1 jednoznaczno$¢ rozwigzania tego zagadnienia.

Przyktad 1. Niech 9/ bedzie sumg dwoch (dla ustalenia uwagi) podobszarow ¢~ i 9+ w tym
sensie, ze V=1~ UV, a ¥~ NV =3 jest domknigciem rozmaitosci n-1 wymiarowej S
(odpowiednio hiperpowierzchni, powierzchni, krzywej). Niech Sy i 55 beda dwoma platami
rozmaito$ci Sy, a Sy i.5; beda dwoma platami rozmaito$ci s, , na ktére var s dzieli
(hiper)powierzchnie / krzywe brzegowe S, i ; obszaru ¢ Wtedy S; WSy =S ,

SoNSg =@ o0raz Sy VS =8, 85 NS =93.

Podziat obszaru ¢ na podobszary ©/~ i 9/ i jego konsekwencje moze wynikaé¢, w sensie
praktycznym, z r6znic materiatlowych, reprezentowanych przez pewnego typu niecigglosci

wspolczynnikow ,,materiatowych” a;; przy ,,przejsciu przez (hiper) powierzchnig / krzywa §
lub nieciggtosci ,,obcigzenia” (zrodla zjawiska) reprezentowanego przez funkcje b lub tez

nieciagtosci ,,obciazenia brzegowego” (strumienia) reprezentowanego przez funkcje f; (raczej
nie zaktadamy nieciagtosci warunku sztywnego, tj. funkcji S, ). W szczegdlnosci moga

zachodzi¢ r6zne przypadki, w tym brak zbiorow Sy i Sg lub Sy i S5 .

o= St _--

ﬁl_I/:S']___ Sf \\\ﬂ1+ ,/, \\\ 5 (2 S =9
! aij Sai-jF ) It b+ ) aij ™
A 7 I A B ap ! T 4
+ 1 Ky ] 1 a
/\ b_ b \ \ ! b_ 1)
S0 Po \ vV b~ .
T N\
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Niech zatem

as

— .. + _
ij ‘au‘q/-’ gj =a

b==b|,, b*=b

il v Br=B L BE=B,
(17)
Zaktadamy, ze

-8 eCL(VT), af eCh(¥"), a;€Cl(V), aj eCh(¥™UST), af eC (VT uST), (18)
- b7 eCh(¥7), bTeCH (V7). By eChl(So), B eChlsr), A eCh(sy).

Przez silne zagadnienie brzegowe rozumiemy wyznaczenie takiej funkcji u w obszarze v/,
ktora spetnia sztywny warunek brzegowy (14) na czesci Sy brzegu 0%/, a ponadto jest klasy
C2(W)NC2( V) NCL@)NCL (¥~ US))NCL@WH UST)NC, (VU Sy) oraz spenia
rownanie (16) dla dowolnej funkcji probnej v € C(7).

Tytulem ilustracji tego sformutowania, rozwazmy przyktad preta o dtugosei | w osiowym
stanie deformacji, okreslonym przez przemieszczenia wzdtuzne u(X) , obcigzonym sitami

podtuznymi o gestosci liniowej p(x), o zmiennej sztywnosci przekroju EA(X), przy x €[0,1],

o nieprzesuwnym koncu X = 0 i obcigzonym sitg osiowg P w koncu x = | . Niech przy tym
, L X
EA—2(EA—EA") X, xe(0,1/2) p=2(p=p") . xe(012)
EA(X) = | , () = . Y
EA", xe(1/2,]) > p", xe(/2,1)
EA’
EA”
—>—>——>——>—>—>—> —> > > > b P
> X p p”i2
L€ > < .
N 112 i 112 |

Mamy zatem (przy n = 1):
v=0,1), v"=012), v"=(21), So=S0 ={0} s =5 ={}, s={/2}, (b)

Resy=>%=0, Ke§ =%=1, K es=%=1/2, ©

a,,(X) = a(x), a~ = EA'—2(EA— EA")If, a* =EA" (lima~(x) =lima*(x)=EA"), (d)

b=—p, p~=p-2(p=-p")%, pr=2p" (lim p7(x) = lim p*(x)), fo=0, A =P. (¢)
I 2 X—%; X%
Spetnione sa wigc zalozenia (18).
Tak wigc w tym przyktadzie sformulowanie silne zagadnienia brzegowego brzmi nastepujaco:
wyznaczy¢ takg funkcje przemieszczen u =u(x), X €[0,1], spetniajacg warunek brzegowy
u(0) =0, ktora jest ciagla na przedziale [0, | ], rézniczkowalna w sposob ciagly na przedziale

(O, I'], dwukrotnie rozniczkowalna w sposob ciagly na przedziatach (0,1/2)1 (1/2,1) i ktora

spelnia réwnanie (16), tj. rOwnanie
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J.;[j—i(x)+ p(X)})(X)dX+ [S()-PJo()=0 )]
dla dowolnych funkcji v = v(x), ciaglych na przedziale [0, | ], przy czym sita podtuzna S(x)
wyraza si¢ (zgodnie z (12), (15) i (d)) wzorem
S EA(X)%(X), xe[o,1] . (9)
Wykorzystujagc Lemat podstawowy otrzymujemy z rownania (f) rOwnowazne mu relacje
j—i(x)er(X):O, xe(0,1/2)u(/21); S()-P=0, (h)
ktore po scatkowaniu pierwszej z nich w granicach [X, | ] prowadzg do wyrazenia

| P+% p"l +%[p‘+ p"-2(p'- p")li}(la—xj, x€[0,1/2)
S()=P+[ pE)de= ()
P+Ep"(|—x), xe[l/2,1]

bedacego funkcja ciggla na przedziale [0, 1]. Wobec cigglosci EA(X) wnioskujemy na
podstawie wzoru (g), ze
1

EA'— 2(EA™— EA")If

|
gu SO+[pE&dE | 17 . X _
ax EA(X) = +E{p+p -2(p-p )T}(E_Xj}’ x€[0,1/2). ()

1
P+=p"l+
{ 4"

P+p"(I-x)

, xellr2,l
EA xe[l/2,1]

awiec U jest klasy C! na przedziale [0, 1] i klasy C? na podprzedzialach (0,1/2) i (1/2,1),
gdyz przy x =1/2 nie istnieje pochodna funkcji EA(X).

Ogolnie, z pierwszego wzoru (j) wynika, ze jezeli p jest przedziatami ciggta (ze skokami w
kilku punktach), a EA ciagta (ale przedziatami rézniczkowalna z nieciggtosciami pochodnej
co najwyzej skokowymi w kilku punktach), to pochodne du/dx sa ciagte i przedziatami
rézniczkowalne w sposob ciagly, z pochodnymi drugiego rzedu z niecigglosciami co najwyzej
typu skokowego, co wynika ze wzoru

u_ g SO+[pEds

P9 EA) + [, pE)AE-  EAX)

= - K
dx®> dx EA(X) [EA(X)]2 (k)
Natomiast przemieszczenie u wyznaczamy, catkujac wzor (j) w przedziale [0, X] i
uwzgledniajac warunek brzegowy u(0) =0
[
S+, p(&)de
u=| d¢. (n
0 EA(S)
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Pozostawiamy Czytelnikowi przeanalizowanie mozliwych konsekwencji przypadku
(wykluczonego ze sformutowania silnego rozpatrywanego zagadnienia brzegowego), gdy
EA(x) jest funkcja nieciagta, ale tylko z nieciaglo$cia w postaci skoku w punkcie X, € (0,1), i

bedaca odrebnie klasy C([0, X, 1) 1klasy Cl([xo, ).
Przyktad 2. Skonkretyzujemy sformutowanie silne zagadnienia brzegowego (8)-(9) w postaci

rownania (16) (por. Uwaga 2) z wykorzystaniem przestrzeni Sobolewa i pochodnej uogdlniowe;j
(por. rodz. 1.1).

Niech a;; e W™ (1 U s1), beLR(V), By eCh(So). BeL(Sy) Przezsilne

sformutowa-nie zagadnienia brzegowego (8)-(9) rozumiemy nastepujace zadanie: wyznaczy¢
takg funkcje U W obszarze ¢/, spetniajaca sztywny warunek brzegowy u = 8, na S, ktora

jest klasy

Chp(VUSy) "WEE (@ U g ) AW, P2 (1) oraz spelnia rownanie
[[divs=bJodV + [[s-v-p]ods =0 (19)
v S,

dla dowolnej funkcji probnej v klasy LP () nC,,(So) N LY (S,), przy czym
5 = Z?zlaij o7y, s=(s), divs=>" P, v=(v), sv=2" sy, (20)
1/ p+1/p'=1, 1/q+1/q'=1.
Wykazuje si¢, ze tak sformutowane zagadnienie poczatkowe ma rozwigzanie i to doktadnie
jedno.

3. Sformulowanie slabe

Powr6émy do rownania (11) i zatozmy, Ze funkcja probna v e C () nC, (V) spenia
jednorodny sztywny warunek brzegowy v =0 na zbiorze §,. Wtedy zgodnie z (10) mamy

j [K,u()]o(x)av = z:jzl j 0,[a;; ()0 ;u(x)]v(x)dV = (21)
v 17

= Zin,,-:l [ 8,125 ()8 ju()LEIdv —Z:jzl [ a; (08 ju()8)1dv .
Y v

Jezeli spetnione sg zalozenia tw. Ostrogradzkiego-Gaussa (m.in. wersory v(X) okreslone sa
prawie wszedzie na 07 ), to
n n n
zi,jzl.[ éi[aijajUV]dV = zi,jZl I viaijéju vdS = Zi,jzl J. Viaijaju v dS +
Y oV B
K (22)

+Z:j:1 J‘ ViaijajUU ds :z:jzl J Viaija jUU ds
08, 0S8,

Po uwzglednieniu (22) w (21), a (21) w (11) mozemy to podsumowac¢ nastgpujacym
twierdzeniem (na mocy Twierdzenia 1 z p. 1).

Twierdzenie 3. Przy zatozeniach sformutowania klasycznego zagadnienia brzegowego (8)-(9)
(por. Uwaga z p. 1) funkcja u jest rozwigzaniem tego zagadnienia wtedy i tylko wtedy, gdy
Spelnione jest rbwnanie
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j [Z:j:laij (X3 u(X)d;0(x) +b(x)o(x)]dV — j Bu(R)v(R)dS =0 (23)
i 0S8,
dla dowolnych funkcji v klasy C! (7)) \C, (¥’) spetiajacych jednorodny warunek brzegowy

U()?)ZO, S(‘ESO-
Uwzgledniajac (22) w (23) mozemy powroci¢ do postaci (11).

Uwaga 3. Poréwnujgc rownanie (23) z rownaniem (16) mozemy stwierdzi¢, ze ,,kosztem”
zawezenia przestrzeni funkcji probnych C, (/) do przestrzeni CL (7)) NC, (V)i przestrzeni

o _ _
Vn(@)={veV,(V), v(X)=0 VXe S, c o1} (namocy Kryterium podprzestrzeni), mozliwe
jest dalsze ostabienie zatozen i wymagan wobec funkcji danych, a w konsekwencji wobec
funkcji niewiadomej u.

Ma to istotne znaczenie dla adekwatnosci technicznej (inzynierskiej) postawionego
zagadnienia brzegowego — z jednej strony, z drugiej strony za$ — wpltywa pozytywnie na
proces obliczeniowy funkcji u przy wykorzystaniu réznych metod obliczeniowych

i komputerowych algorytmow obliczeniowych. Mianowicie, mozliwe jest tzw. Stabe
sformutowanie rozpatrywanego zagadnienia brzegowego, ktorego ogolne (deklaratywe)
okreslenie podajemy ponize;.

Przez stabe sformutowanie zagadnienia brzegowego (8)-(9) rozumiemy nastepujacy problem:

przy zatozeniu, ze wspotczynniki a;; (i, j = 1,...,n) sa funkcjami klasy C, w podobszarach
obszaru v, z nieciagto$ciami tych funkcji co najwyzej skokowymi (nieciggtosciami
pierwszego rodzaju), funkcje ,,prawych stron” b i f; sa odpowiednio catkowalnena ¥ i §;, a
Lo jest ciaglta na zbiorze S, nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u w zbiorze (afinicznym)

U (So) ={u e V,(¥):u(X) = B, VX e Sy}klasy C,(V), rézniczkowalng na ¢/ prawie
wszedzie wzgledem X; (i = 1,...,n), o pochodnych catkowalnych na 7/, ktéra spetnia
rownanie (23) dla dowolnych funkcji probnych z przestrzeni \O/n (©) iklasy C,(¥V)NCL(¥)
(a nawet tylko rézniczkowalnych na ¢ prawie wszedzie wzgledem X; (i=1,...,n), 0
pochodnych catkowalnych na 7).

Zrozumiala jest przy tym relacja pomigdzy sformutowaniem silnym i stabym zagadnienia
brzegowego (cho¢ jej uzasadnienie nie jest trywialne).

Twierdzenie 3a. Przy zalozeniach sformutowania silnego zagadnienia brzegowego (8)-(9)
sformulowania silne 1 stabe sa rownowazne (dla tych samych funkcji probnych).

Dalej, przedstawimy dwie skonkretyzowane realizacje sformutowania stabego zagadnienia
brzegowego, analogiczne do tych z przyktadow sformutowania silnego w p. 2.

Przyktad 1. Niech ¢ bedzie sumg dwoch (dla ustalenia uwagi) podobszarow ¢~ i ©/* w tym
sensie, ze V=1~ UV, a ¥~ N¥" =5 jest domknigciem rozmaitosci n-1 wymiarowej S
(odpowiednio hiperpowierzchni, powierzchni, krzywej). Niech Sy i 55 beda dwoma platami
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rozmaitosci Sy, a Sy i 5 bgda dwoma platami rozmaito$ci s , na ktore s dzieli
(hiper)powierzchnie / krzywe brzegowe S, i ; obszaru . Wtedy S; WSy =S ,
SoNSg =@ oraz sy US =8, 85 NS =3.

Podziat obszaru ¢ na podobszary ©/~ i ¢/ i jego konsekwencje moze wynikaé, w sensie
praktycznym, z r6znic materiatlowych, reprezentowanych przez skokowe nieciggtosci

wspotezynnikow ,,materiatowych” &;; przy ,,przejsciu przez (hiper) powierzchnig / krzywa S
lub nieciggtosci ,,obcigzenia” (zrodta zjawiska) reprezentowanego przez funkcje b lub tez
nieciagtosci ,,obciazenia brzegowego” (strumienia) reprezentowanego przez funkcje f; (raczej

nie zaktadamy nieciaglo$ci warunku sztywnego, tj. funkcji ;). W szczegodlnosci moga

zachodzi¢ r6zne przypadki, w tym brak zbiorow Sy i Sg lub 57 i S;.

Niech zatem
aﬁ:aijq/_, ai-jt—:aij(V+’ b_=b|(V,, b+:bf(/*’ ﬂl_:ﬂl‘q/_’ ﬂf:ﬂl e (24)
A SI,’—~\
Prs |sivA N v\ s =0
/ %j Sai}— \ [ vt bt \ aij Q@+
I 7 o aﬁ ! b+af So = 0V
b | PPN S
/So Po \ (Va____ b~ S
So 1
/m\

Zaktadamy, ze

- 8 eCL(V7), af eCh(¥"), aj eC (V™ UST UY), af eCu(VTUSTLY), (25)
- b eCh(¥7), bTeCh(VT), By eChl(So), AL €Chl(St), B eCph(sy).

Przez stabe zagadnienie brzegowe rozumiemy wyznaczenie takiej funkcji u w obszarze v/,
jest elementem zbioru CL (v~ U S)NCL (T US)NCL(VUSy) N U, (Sp) oraz spetnia row-

0 p—
nanie (23) dla dowolnej funkcji probnej z przestrzeni Vo (¥) nCL (¥~ U S) nCL(TF LU S) N

NC, (YU S,) . Przypomnijmy, ze klasa CL (7~ U S) itp. oznacza mozliwoéé ciaglego
przedluzenia pochodnych z obszaru 7~ na rozmaito$¢ przylegla .

Tytutem ilustracji tego sformutowania, rozwazmy przyktad preta o dtugosci | w osiowym
stanie deformacji, okreslonym przez przemieszczenia wzdtuzne u(X) , obcigzonym sitami

podtuznymi o gestosci liniowej p(X), o zmiennej sztywnosci przekroju EA(X), przy x €[0,1],

o nieprzesuwnym koncu X = 0 i obcigzonym sitg osiowa P w koncu x = | . Niech przy tym
EA', xe(0,1/2) p', xe(0,1/2)
EAX) =1 _ .. . PO) =9, : (a)
EA", xe(1/2,]) p", xe(l/2,1)
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p’ p”
—>—>—>—>—>—>»> > > > > b P

> X EA’ EA”

y
v
A

v

112 112

Mamy zatem (przy n = 1):
V=0,1), ¥7=012), v*=(121), So=5 ={0} 8 =5 ={I}, s={12}, (b)

ReSy=>%=0, Ke§ =>%x=1, K,es=>% =12, ©)
a1(x) = a(x) =EA(x), a~ =EA", a” =EA" (lima (x) =lima*(x)), (d)
X=X X=X
b=-p, p~=p', p*=p" (limp~(x) =lim p*(x)), fo=0, p=P. (e)
X—>X; X—X;

Spetnione sg wiec zatozenia (25).

Tak wigc w tym przyktadzie sformutowanie stabe zagadnienia brzegowego brzmi
nastepujaco: wyznaczy¢ takg funkcje przemieszczen U =u(X), x €[0,1], spetniajaca warunek
brzegowy u(0) =0, ktora jest ciggla na przedziale [0, | ], rézniczkowalna w sposéb ciggly na
przedziatach (0, 1/2] i [1/2,1] i ktora spetnia rownanie (23), tj. rOwnanie

J '[EA(x)d—“(x)d—“(x)— p(x)u(x)} dx—Pu(l) =0, (f)
0 dx  “dx
czyli zgodnie z (b)-(e) rownanie
/2 ,dudov , I Ldudo " B
J.O (EA aa—p Uj dx + I/Z(EA d—xa—p Uj dX—PU(I)—O (g)

dla dowolnych funkcji przemieszczen probnych spetniajacych warunek brzegowy v(0) =0,

ktore sg ciggte na przedziale [0, | ] oraz rozniczkowalne w sposob ciagly na przedziatach
[0, 172]i [I/2,1].

Zat6zmy, ze rowniez du/d X jest rozniczkowalna w sposob ciagly na przedziatach [0, /2] i
[1/2,1]. Wtedy, stosujac wzor na catkowanie przez czesci przeksztalcamy réwnanie do postaci
1/ |
[S(1727)—=S(1/127)]v(1/2) —j 2(ds +p'|odx— d—S+ p" lodx+(S()-P)o()=0
0 dx 172\ d x
gdzie

EA'd—u, x€[0,1/2]
d x

S= , (h)
.du
EA"—, xe[l/2,1]
dx
Biorac po uwage warunek cigglosci
SI/2*)=S(/27) (i)
(na podstawie przestanek fizycznych) otrzymujemy ostatecznie rOwnanie

j'(d—i+ pjudx+(P—S(I))u(I):O. 0

ol d
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Jest réwnanie, ktore mozna nazwac stabo-silnym sformutowaniem rozpatrywanego przyktadu
zagadnienia brzegowego — ,,stabo”, bo dla tej samej klasy funkcji probnych co w sformutowa-
niu stabym, a ,,silnym”, bo dla tej samej postaci rownania globalnego, co w sformutowaniu
silnym tego zagadnienia, z pewnymi jednak roznicami co do zatozen wobec wielkosci danych
i wymaganiami wobec funkcji niewiadomej. Konsekwencjg tego sformutowania jest skokowa
nieciggtos¢ pochodnej funkcji przemieszczen U przy skokowej niecigglosci charakterystyki
materiatowej EA, wobec postulatu fizycznego ciaggtosci sity S (111 prawo Newtona).

Przyktad 2. Skonkretyzujemy teraz sformutowanie stabe zagadnienia brzegowego (8)-(9) w
postaci rownania (23) (por. Uwaga 3) z wykorzystaniem przestrzeni Sobolewa i pochodnej
uogdlniowej (por. rodz. 1.1).

Niech a;j e L3 (V), be LR(V), fo € Cr(Sp), fr e LT (S1) Przez stabe sformutowanie
zagadnienia brzegowego (8)-(9) rozumiemy nastepujace zadanie: wyznaczy¢ taka funkcje u
w zbiorze U, (S,), ktora jest klasy C,, (VU So) "W,PL(7/) oraz spetnia réwnanie

| [Zi”,j:laij (0058 ") +b(X)o(0]dV - [ A(R)(R)dS =0  (26)
v a8,

o 1 1
dla dowolnej funkcji probnej v z przestrzeni Vn(Sy) NLP (7)NC,(Sp) N LY (8y) , przy
1/p+1/p'=1, 1/q+1/q'=1.
Szkic dowodu. Niech
o
U=Uy+W, Uy €U, (So) NCph(VUSe) "WPL®), we UPI=V,(Sy) N
M LE‘ () Cn (So) M L?,] (Sl) i niech
B(w,v) = j Z:jzl[aij ()8 P w(x)aP to(x)]dV, we UPH, peUPT,
(V

Lo= [ B(Ru®)ds - | [z:jzlaij (05U, ()8 "0(x) +b(x)o(x)]dV .
as, Y

o6z BeB2(UPY, UPI:R), LeBUPI;R), gdyz UPY, UP'Y sgprzestrzeniami
liniowymi — podprzestrzeniami liniowymi domknietymi przestrzeni L% (7 U s;),
LP'9' (/U S;) . Wtedy rownanie (26) mozna zapisaé nastepujaco B(w,v) = Lo, a na mocy

uogolnionego twierdzenia Laxa-Milgrama 3lwe UP9 B(w,v) = Lo Vo e UP'T",

4. Sformulowanie dystrybucyjne

Powrdo¢my do réwnania (23) i zatozmy, ze warunek brzegowy jest jednorodny, tzn. Sy =0 na
zbiorze S, i B, =0 nazbiorze S, zas funkcja probna v € C2(v) N CL (¥ U §;) N C,, (V) oraz
spelnia jednorodny sztywny warunek brzegowy v =0 na zbiorze S, .Wtedy mamy

J-Zin,jzlaij U,j U,j dv = 0. (27)
Y
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Jezeli spelnione sg zatozenia tw. Ostrogradzkiego-Gaussa (m.in. wersory v(X) okreslone sg

prawie wszedzie na 07 ), to

JZ i) 0 Uy dV = jz L (av4u),; dV—IZ:jzl(aiju,i),judV:
v
IZ V@i udv IZ (a0,),judv = (28)

IZ Luojvidv J'Z Luoj,dv = J.UO' vdVv —judIVO'dV
S S
gdzie
ov=XY4L4ov o=(0)=Caa0.5), v=w); (29)

wielko§¢ o mozna nazwa¢ probnym strumieniem (prébnym napigciem) w zbiorze ¥ U S, .

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze funkcje probne spetniaja warunek Z LVijaijtii=0o-v=0
(naturalny warunek brzegowy) na zbiorze S; , to rdOwnanie (27) otrzymuje postac

I(udivU+bu)dV =0 (30)
%
dla dowolnych o z przestrzeni

Ur ={veC,(V)NnCL¥US)NCE(¥); v=0na S, o-v=0na 5} (31)
Po uwzglednieniu (22) w (21), a (21) w (11) mozemy to podsumowac¢ nastgpujacym
twierdzeniem (namocy Tw, 1zp. 1iTw. 3zp.3).
Twierdzenie 4. Przy zatozeniach sformutowania klasycznego zagadnienia brzegowego (8)-(9)
(por. Uwaga z p. 1) oraz przy S, =0 i f; =0 funkcja u jest rozwigzaniem tego zagadnienia
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione jest rownanie (30) dla dowolnych funkcji probnych o z
przestrzeni U, okreslonej wzorem (31).

Uwaga 4. Roéwnanie (30) jest poprawne przy nastgpujacych zalozeniach:
- funkcje &;i b sa catkowalne na v (takze na podzbiorach ¥ miary V réwnej zero),

- funkcja u jest klasy C,, (%) i spetnia sztywny jednorodny warunek brzegowy na S .
dla dowolnej v nalezacej do przestrzeni U} (V) (a nawet dla funkcji v ciagtychna ¢/,
zerujacych si¢ na zbiorze Sy rozniczkowalnych prawie wszedzie na zbiorze ¥ U Sy 0

pochodnych catkowalnych na tym zbiorze i rézniczkowalnych prawie wszedzie na V' z
probnym strumieniem / napigciem o dywergencji catkowalnej na ¥’ i zerowym prawie

wszedzie w kierunku normalnej zewngtrznej na Sy ).

Uzasadnia to nastgpujace stabo-dystrybucyjne sformutowanie zagadnienia brzegowego (8)-(9)

(przy pBo =01 B, =0) przy zatozeniach wymienionych wyzej w tej Uwadze: wyznaczy¢ taka
funkcje u ktora spetnia rownanie (30) dla dowolnej dopuszczalnej w tym sformutowaniu
funkcji probne;.
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Porownujgc rownanie (30) z rownaniem (23) mozemy stwierdzi¢, ze ,,kosztem”
zawezenia przestrzeni funkcji probnych, mozliwe jest dalsze ostabienie zatozen i wymagan
wobec funkcji danych, a w konsekwencji wobec funkcji niewiadomej u.

Ma to kolejne istotne znaczenie dla adekwatnosci technicznej (inzynierskiej) postawionego
zagadnienia brzegowego. Mianowicie, mozliwe jest okre§lone wyzej (deklaratywnie) tzw.
stabo-dystrybucyjne sformutowanie rozpatrywanego zagadnienia brzegowego. W
szczegolnosci, chodzi nie tylko o funkcje b z niecigglo$ciami pierwszego rodzaju na
rozmaito$ciach n-1 wymiarowych o mierze V réwnej zero, ale o funkcje b dane na rozmaitos-
ciach r wymiarowych s, c ¢ (r=0, 1, ..., n -1; przy r = 0 punkty), dla ktorych istnieja catki
typu (w sensie dystrybucyjnym; cz. | rozdz. 5.4):

[bvdV = | q,0dS,, (32)

v

S
gdzie calka po stronie prawej powyzszej rownosci jest (przy r > 0) calka Riemanna wzgledem
miary dS, przy danej catkowalnej funkcji q, (dla r = 0 jest catkg w sensie Diraca).

Zrozumiata jest przy tym relacja pomi¢dzy sformutowaniem stabo-dystrybucyjnym
zagadnienia brzegowego, a stabym (cho¢ jej uzasadnienie nie jest trywialne).

Twierdzenie 4a. Przy zalozeniach sformutowania stabego zagadnienia brzegowego (8)-(9)
sformutowania stabe i stabo-silne (przy £, =0 i S, =0) sa rownowazne (dla tych samych

funkcji probnych).

Dalej, przedstawimy dwie skonkretyzowane realizacje sformutowania dystrybucyjnego
zagadnienia brzegowego, analogiczne do tych z przyktadéw sformutowania stabego w p. 3.

Przyktad 1. Niech ¢/ bedzie (tak, jak w Przyktadzie 1 z p.3) sumg dwoch (dla ustalenia
uwagi) podobszaréw i ¥+ w tym sensie, ze V=9~ UV, a ¥V NV =3 jest
domknigciem rozmaito$ci n-1 wymiarowej S (odpowiednio hiperpowierzchni, powierzchni,
krzywej). Niech S i Sy beda dwoma ptatami rozmaitoéci Sy, a S; 1S, beda dwoma
platami rozmaitosci Sy , na ktore s dzieli (hiper)powierzchnie / krzywe brzegowe S, i $;
obszaru ¥, Wtedy S5 USy =Sy, Sg NSy =@ 0raz §; US =8, §{ NS =T.

Podziat obszaru ¢ na podobszary ¢/~ i 9/ i jego konsekwencje moze wynikac¢, w sensie
praktycznym, z roznic materialowych, reprezentowanych przez skokowe nieciaglosci

wspotezynnikow ,,materialowych” a;; przy ,,przejsciu przez (hiper) powierzchnig / krzywa S .
Niech s, bedzie zawarta w obszarze ¥ r-wymiarowa rozmaitoscia tak, ze S, =S8, NV,
Sy =8, NV, a8 =5 US, . Niech na rozmaitosci S, dana bedzie catkowalna funkcja

q, wzgledem miary dSy.

Niech zatem
aiJT=a.ij a ai-'j_=a.ij o b_=b|fV_’ b+=b’V+’ qF:qr|Sr—a q:—r:qr st (33)
5(: - St -
1 + N /' S - _
AR LAY , \ v S =0 11-5/15



..... v s i
........... SI-"— v Sr U +(V+
7.V N5 b
s @ . Ky
/ So \\\ =5 Fo
So
/1\\
Zakladamy, ze
-85 €Cp(VTUST LY), & eCr(VTUSTLY), (34)

- 0 €Ch(Sr), oy €Cu(sy), -
Przez stabo-dystrybucyjne zagadnienie brzegowe rozumiemy wyznaczenie takiej funkcji u w
obszarze v/, ktéra jest elementem przestrzeni C, (1) n{u e V,, (¥); u=0 na S,}oraz spetia
rownanie (30) dla dowolnej funkeji probnej z przestrzeni U;", tj. rOwnanie

[udivodv + [ udivedV + [ grods, + [ g7ods, =0 (35)

V- v Sr S¢
przy

Uy ={oeC,(¥)NCL@* ust US)NCZ(W )N
ACL @t Us US)NC3(¥*); b=0na S, c-v=0na s}

oraz o okreslonym za pomoca (29).

(36)

Tytutem ilustracji tego sformutowania, rozwazmy przyktad preta o dtugosei | w osiowym
stanie deformacji, okreslonym przez przemieszczenia wzdtuzne u(X) , obcigzonym sitami

podtuznymi o gestosei liniowej p(X), o zmiennej sztywnosci przekroju EA(X), przy x €[0,1],
o nieprzesuwnym koncu X = 0 i obcigzonym sita osiowa P w punkcie x =X, € (1/2,1) . Niech
przy tym

EA' xe(0,1/2)
EA(x) = : (@)
EA" xe(I/2,)
Xo
P
—
> X EA’ EA”
la »a q
N /2 i /2 |

Mamy zatem (przyn=11ir=0):
v=(0,1), v~ =(0,12), ¥*=(1/2,1), Sy =55 ={0}, 5y =57 ={1}, s={/2}, (b)

XES, => X=Xy, Xo€85=>%X,=1/2, ()
ozn
ay1(x) = a(x) =EA(x), a~ =EA", a” =EA" (lima (x) =lima*(x)), (d)
X=X X—Xg
0y =0, g/ =P. (e)

Spetnione sg wiec zatozenia (34).
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Tak wiec w tym przyktadzie sformutowanie stabo-dystrybucyjne zagadnienia brzegowego
brzmi nastgpujaco: wyznaczy¢ taka funkcje przemieszczen u =u(x), x €[0,l], spetniajaca
warunek brzegowy u(0) =0, ktora jest ciggta na przedziale [0, | ], i ktora spetnia rownanie
(35), tj. rownanie

I do
jou(x)a(x)dm Pu(x,) =0, (f)
gdzie sita podtuzna probna wyraza si¢ wzorem

EA9Y (), xe(0,12)
o (X) = X

do (9)
EA"=—(x), xe(I/2,1)
dx

dla dowolnej funkcji przemieszczen probnych spetniajacej warunek brzegowy v(0) =0, ktéra

jest ciagta na przedziale [0, | ] oraz rézniczkowalna w sposob ciagly na przedziatach
[0, 1/2] i [1/2,1] oraz spetnia warunek brzegowy

o) =A% =0=9%0y-0. (h)
dx dx
Zatem takze dla takiej funkcji v, ze
[Q. xe(0,%] |
O'(X)—{O’ X e (%11 = )
Q Q
=x x €[0,1/2] En % x €[0,1/2]
4 | 9 Jol, o1 -
= H(X)_ EAn x e (112, x,] = v= EA'2+EA"[X 2), xe(112,x,] ()
0, ol
X & (X, 1] &Lr&(xo_l_j, X € (%]
EA'2 EA" 2

przy dowolnej wartosci Q.

Nietrudno zauwazy¢, ze taka posta¢ rowniez funkcja u przy Q = P. Potwierdza to rGwnanie
(f), ktore wobec (i), (j) oraz

Jy 00 SZ (k= u(x,) A (x,)

prowadzi do rownosci
PI P | QI Q |
——+——| X = | |((Q)+P| —=——=+——| X, —= | |=0.
{EA'z EA"(O 2)}( ) {EA'z EA"(O 2}}

Przyktad 2. Prezentowane sformutowanie zagadnienia brzegowego ma pewne znamiona
sformutowania dystrybucyjnego, ale nim $cisle rzecz biorac nie jest, gdyz zgodnie z definicja
dystrybucji (w sensie Schwartza), zaden ze sktadnikow réwnania (30) jeszcze nig nie jest.

Jesli jednak:
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a) zawezimy jeszcze przestrzen funkcji probnych do dziedziny dystrybucji jako funkcjonatu,

0 _
tj. do przestrzeni D (7)) < U, (7)) (no$nik funkcji probnej v jest zawsze dostatecznie

,,odlegly”” od brzegu obszaru 1),
b) potraktujemy zapis (32)
[bvdV = [ q,0dS,, (37)
v S
jako definicj¢ funkcjonatu liniowego (dystrybucji):
b*: IOD?]O(fV) > ®R,; <<b*v>> = [bodV dif [godS, (r=1,...,n-1;dlar=0 jest
v

Sy

def def def
[bvodV = Pou(x,) lub b(x) = Po(x—x,) adlar=njest [bvdV = [ qg,odV przy
v % v,

an€ 1(7,), Vo < ¥); liniowos¢ funkcjonatu b* pozwala tatwo uwzgledni¢ kombinacje tego
typu ,,funkcji” b,

¢) przyjmiemy (przy zatozeniu, ze wspotczynniki a;; sa dla ustalenia uwagi state w obszarze

1), ze zapis (por. (28))

fudivedV = [uX] ajv,; dV (38)
% %

i, j=1 &ijUsij

oznacza warto$¢ pochodnej dystrybucyjnej dystrybucji przywiedlnej u*, okreslonej przez
funkcje generujaca U € C, (7)), tzn.

n n n 2 n 2
<< u*’zij:laiju’ij >> = J- Uzi’j:laijl),ij dv = J- (Zi‘jzlaijDij U)Udv =< zi,j:laijDij u*o>>
v v

mozemy réwnanie (30) zapisa¢ w postaci

<< u*, Zin’j:]_aijl),ij >> = <L b*, L >> (39)
a nawet w postaci stricte dystrybucyjnej
ozn
AZur = 3 aDf ur =D, (40)

gdzie Dﬁ u* oznacza pochodng dystrybucyjng (czgstkowg rzedu drugiego) dystrybucji u* a
Dﬁ U pochodng uogolniong (dystrybucyjng) funkcji generujacej u . Natomiast przez

sformutowanie dystrybucyjne zagadnienia brzegowego (8)-(9) z jednorodnym (catkowicie)
warunkiem brzegowym ( 5, =0 i B, =0) rozumiemy wyznaczenie takiej funkcji u, klasy

ueC,(v), zerujacej sie na czesci S, brzegu obszaru ¢, ktora generuje dystrybucije
przywiedlng U * spetniajaca réwnanie (40).

! Zauwazmy, ze operator Aﬁ w réwnaniu (40) jest co do postaci identyczny z operatorem Aﬁ
w réwnaniu (por. (39)): <<u, Aﬁ L >>=<<b*v>>.

Il Zauwazmy takze, ze mozna W pewien sposob osiggnaé w sformutowaniu dystrybucyjnym
osiagnac efekt niejednorodnego warunku brzegowego na czesci 5 brzegu 01/, a mianowicie
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przyjmujac zgodnie z (37): << b*,0>>= j Onq0 0S4, Przy dp1 > B i Sy = 8
Sh-1

(z granicg odpowiednio pomys$lang).

I Oznaczmy przez G(X, X,) rozwiazanie roOwnania (40) przy b*=15(X—X,). Jest to tzw.
funkcja Greena. Jako funkcja x opisuje ona oczywiscie pole u w obszarze v przy
jednostkowej dystrybucji & Diraca w punkcie x, € ¥, a jako funkcja X, opisuje tzw. funkcje

wptywu dystrybucji & Diraca na warto$¢ pola u w punkcie x € ¢ . Przy tym prawdziwy jest
wzOr
u(x) = .[ Ay (X0 )G(X, Xo) dS; (X,) (41)
Sy
gdzieu(-) oznacza rozwigzanie zagadnienia brzegowego w postaci dystrybucyjnej (39) przy

<<b*,v>>= [ q,0dS, dla dowolnej (dopuszczalnej) funkcji probne;.
S

5. Sformulowanie wariacyjne

Inne w charakterze w poréwnaniu do sformutowan zagadnienia brzegowego przedstawionych
w p. 1-4 jest sformutowanie wariacyjne, cho¢ zwigzane bezposrednio, jak zobaczymy, ze
sformulowaniem stabym.

Zatozmy zatem, ze spetnione sg wszystkie zatozenia dotyczace sformutowania stabego
zagadnienia brzegowego (8)-(9) dotyczace obszaru?’ , jego brzegu 67, dywergentnej postaci

rownania rozniczkowego, postaci mieszanego warunku brzegowego, wspofczynnikow a;

w réwnaniu réozniczkowym i w naturalnym warunku brzegowym na rozmaitosci Sy, funkcji
danej b w réwnaniu rézniczkowym oraz funkcji danych Syi f; w sztywnym i naturalnym
warunku brzegowym na czg$ciach Sy1.5; brzegu o7/ .

Definiujemy funkcjonat J okreslony na zbiorze (afinicznym)
Uy ={v e Co(¥) nCH(V US); V=4, na So} (42)
0 wartosciach w zbiorze ® :

Jv) =] (; 2@ ()V(X),3v(X), | +b(X)V(X))dV - [ () v(R)dS. (43)
v S

Z uwagi na eliptyczno$¢ formy Aﬁ(x; &)= zin,j=1aij (X)&igj, xe?, & e ® " funkcjonat J ma
minimum whasciwe J(U) = J i, (tak jak zwykta funkcja y =ax? +bx, przy a>0) w punkcie
stacjonarnosci U = Uggj funkcjonatu J, (tzn. Jpyin = J (Usgegj) ) takim, ze 63 (Uggj) =0, gdzie
0J(u) jest wariacja funkcjonatu J, tj. gtbwna czgsécia przyrostu J(u+ou)—J(u) tego

funkcjonatu, liniowg wzgledem przyrostu ou funkcji u, bedacego elementem przestrzeni
liniowej:

0 _
Un={sueC,(¥)NnCL(VUS); Su=0 na Sy} (44)

(na mocy kryterium podprzestrzeni, gdyz U= £, i U+du= fyna S, implikuje ou=0 na s,

).

Zatem jest
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JUu+du)—J(u)=| {gz{‘,jzlaij [(u+ou),i(u+du),;—u,u, ]+
AV

+b[(u+su)—ultdV — [ B [(u+6u)—ulds =
S

= j(zﬂjzlaij U,jou, | +b5u)dV — [ poudS+ | [1 21jj 0, AU, ; jdv
% S 2%
a wigc
J(u)du = [ (2742 (u(x),;0u(x), ; +b() Su(x) )dV — [ B(RSu(R)dS.  (45)
v S
Poniewaz J (Ugtagj +0U) — I (Usgaej) >0 VU 0, Z powyzszego wynika, ze Ug,j spetnia
réwnanie
j( 22855 ()U(x),j0u(X), ; +b(X) 5u(x))dv — [ Bi(X)su(x)dS =0 (46)
Vv N

(]
dla dowolnego ou € U, ktore przy ou =wv (funkcja probna) pokrywa si¢ z rownaniem (23)

sformutowania stabego zagadnienia brzegowego (8)-(9). Poniewaz, jesli J(u) =J i, tO
U = Ugtaej,» Mozemy jako podsumowanie stwierdzic:

Twierdzenie 5. Przy zatozeniach sformutowania stabego zagadnienia brzegowego (8)-(9)
minimum funkcjonatu (43) jest osiagane dla funkcji u, ktora jest rozwigzaniem
sformutowania stabego (stabym rozwigzaniem) tego zagadnienia.

Uwaga 5. Okreslona w Tw. 5 relacja do dotyczaca funkcji U jako rozwigzania zagadnienia
brzegowego i1 funkcji realizujacej minimum funkcjonatu upowaznia do nastgpujacej definicji:

Sformutowanie :> Sformutowanie Sformutowanie :> Sformutowanie
klasyczne silne :> stabe dystrybucyjne

4

Sformutowanie
wariacyjne

przez sformutowanie wariacyjne zagadnienia brzegowego (8)-(9), przy zatozeniach
dotyczacych sformutowania stabego tego zagadnienia, rozumiemy nastgpujacy problem:
wyznaczy¢ takg funkcje u ze zbioru funkcji dopuszczalnych (odpowiedniej klasy regularnosci
i spetniajacych sztywny warunek brzegowy), dla ktorej funkcjonat J, okreslony wzorem (43)

osigga minimum wlasciwe.

Zagadnienie to ma rozwigzanie przy zatozeniach dotyczacych obszaru 1/ i wielkosci danych,
sformutowanych w Przyktadzie 2 w p. 3, z wykorzystaniem przestrzeni Sobolewa jako klasy
regularno$ci funkcji U (ktoéra jest przestrzenig unormowang, a wobec tego wariacja 6J

funkcjonatu J jest réwna pochodnej Fréchet).

W szczeg6lnosci, co wazne z praktycznego punktu widzenia, dotyczy to przypadku zalozen
sformutowanych w Przyktadzie 1 w p. 3.

Zaleta sformutowania wariacyjnego w poréwnaniu ze sformutowaniem stabym zagadnienia
brzegowego jest, zwazywszy powyzszy schemat relacji miedzy ré6znymi sformutowaniami
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tego zagadnienia, nie tylko mozliwo$¢ wykorzystania metod 1 algorytméw jego rozwigzania
na podstawie rownan wiasciwych dla tych sformutowan, ale takze wykorzystania wprost
metod wyznaczania minimum funkcjonatu.

Uwaga 6. Zdefiniowane w Uwadze 5 sformulowanie wariacyjne zagadnienia brzegowego
moze by¢ punktem wyjscia do rozszerzenia go w kierunku zagadnien brzegowych

z dodatkowymi warunkami. Sformutowania wariacyjne zagadnien granicznych stanowia
podstawe dzialu matematyki zwanego rachunkiem wariacyjnym. Tytulem pewnej ilustracji
rozwazmy zadanie nastepujace.

Niech J bedzie funkcjonatem okreslonym wzorem (43) na zbiorze (42) i niech

H= L/h(x,u(x)) dv

bedzie funkcjonatem o statej wartosci H przy danej funkcji ciagtej h = h(x, u), xe? , ue U,
o ciaggtej pochodnej oh(x,u)/du, zwanym ograniczeniem na funkcje u. Niech
Ul =fveC (W) nCL( us); [,h(xu(x)dV =H, xe¥; u(R) =f,(X), XeSo}.

Przez sformutowanie wariacyine zagadnienia brzegowego na funkcje u w obszarze v z

ograniczeniem funkcjonatlem H w tym obszarze, rozumiemy wyznaczenie w zbiorze Urﬁfm
takiej funkcji u, ktora minimalizuje funkcjonat J okreslony wzorem (42).

Twierdzenie 6. Jezeli u jest rozwigzaniem wariacyjnego sformutowania zagadnienia
brzegowego w obszarze 4/ z ograniczeniem funkcjonatem w tym obszarze, to istnieje taka
liczba rzeczywista A, zwana mnoznikiem Lagrange’a, ze funkcja u jest punktem

stacjonarnosci w zbiorze U, funkcjonatu zmodyfikowanego

Jj=1 +/Ij.vh(x,u(x))dv .
Zatem zgodnie z rozwazaniami na wstepie tego punktu, przy zalozeniach sformutowania
stabego rozpatrywanego zagadnienia i przyjetych wyzej zalozeniach dotyczacych

ograniczenia funkcjonatem H, funkcja u ze zbioru Ur';' spetnia rownanie (por. (46))

| (Zﬂjzlaij (Qu(x),;ou(x), ; +[b(x) + A oh(x,u(x))/ou] 5u(x))dV +
r(/

~[ Bu(R)Su(R)dS =0
S5

dla dowolnych du z przestrzeni liniowej

l(.JJ: :{§UeCn(ff7)mC}1(f{/u51); Lﬁh/@u(x,u(x))&u(x):o, XeV; ou(X) =0, Xe 50}

6. Przyklad rozwiazania zagadnienia Dirichleta na podstawie réznych sformutowan

W tym punkcie pokazemy jak korzysta¢ z prezentowanych sformutowan zagadnienia
brzegowego Dirichleta, ktore w postaci klasycznej sktada si¢ z rOwnania Poissona w obszarze
prostokatnym ptaszczyzny Xy z warunkiem brzegowym zerowania si¢ niewiadome;j funkcji na
brzegu tego prostokata, by uzyskaé¢ rozwigzanie wymienionego zagadnienia, przy
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zastosowaniu metody podwojnych szeregéw Fouriera.
Mamy zatem do rozwigzania zadanie wyznaczenia funkcji u =u(x, y), ktora spetnia

- rbwnanie r6zniczkowe eliptyczne

Up (X, Y) U,y (%, Y) + P(X,Y) =0, V(X y)e? =(0,a)x(0,b), (47)

- sztywny warunek brzegowy jednorodny (Dirichleta)
u(0,y)=u(a,y)=0, yel0,b], (48-1)
u(x,0)=u(x,b)=0, xe[0,a], (48-2)

gdzie p(x,y)funkcja dana. Rozwigzanie to poszukujemy w postaci szeregu podwodjnego
,,SInusowo-sinusowego”

U(X, ¥) = X1 me1Unm Sin ey X sin By, (49)
nm mm
“ T

przy zalozeniu, ze szereg ten jest punktowo zbiezny oraz, ze mozna odpowiednio go
rézniczkowac ,,wyraz po wyrazie”. Szereg ten bowiem spetnia warunki brzegowe (48).

Odnotujmy, ze prawie wszedzie na 07, tj. z wyjatkiem wierzchotkow (0, 0), (a, 0), (0, b),
(a, b), istnieje wersor normalny zewngtrzny do 07 : v =(¥1,0) lub v =(0,71) .

W stosunku do rozwazaf z p. 1-5 mamy: n=2 oraz a,, =a,, =1, a;, =a,, =0, b=-p,
50257/, SlZQ, ﬁOZO.

1) Rozwigzanie klasyczne

Jezeli funkcja p jest ciggla na 7/ i przedziatami monotoniczna ze wzgledu na X i y, to (zgodnie
z twierdzeniem Dirichleta) szereg

P(X, Y) =2 met Pam SinapXsin By, (x,y) e ¥ =(0,a)x(0,b), (50)

przy
4 ab
Pnm :_bH p(x,y)sing,xsinf,ydxdy (n,m=1,2,...) (51)
aboo
jest zbiezny punktowo na 9/ . Ponadto (zgodnie z (47)) ciagly na 9 i punktowo zbiezny jest
szereg
Ut Unge =2 mea (@ + B Sinagxsin By - (x,y) eV =(0,2)x(0.0).  (52)
Z podstawienia (50) i (52) do (47) otrzymujemy
Pnm
Up=——= {Oim=1,2,..). (53)
o + By
Oczywiscie, jesli zbiezny punktowo jest szereg (50), to rowniez zbiezny punktowo

1 rézniczkowalny wyraz po wyrazie jest szereg (49).

Przyktadowo, jesli p(x,y) = p,=const dla (x,y)e(0,a)x(0,b), to
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_i po _(_1\n _(_1\Mm
pnm—ab—anﬂm[l -D"][1-(D"]-

2) Rozwigzanie klasyczne dla sformutowania globalnego

W tym przypadku zmienia si¢ w stosunku do p. 1) jedynie postepowanie. Mianowicie
wykorzystujemy rownanie (11), ktére przyjmuje postaé

ab
JT[ U (% Y) + U, (06 )+ P(X, Y) Jo(x, ) dxdy =0 (54)
00

dla dowolnej funkcji v(x, y) klasy C, (%) zerujacej sie na obwodzie prostokata ¢, a wiec
w szczegblnosci dla
v=y singxsinpy, VKkI=123,.. (55)

i dowolnych v, .

Podstawiajac (49) i (55) do (54) otrzymujemy wobec dowolnosci vy,

Px1

Iy,

Uk
ag + p

k1=1,2,..), (56)

gdzie p,, wyrazone sa wzorami (51), a wigc wzory identyczne ze wzorami (53). Wykorzystano

przy tym réwnosci (ortogonalno$¢ funkcji sinus)
a _ 0, nzk B _ 0, m=l &7
E[sm a,xsin g, xdx = {alz, nok !sm B,y sin g ydy ={b/2, s (57)
Wybor funkcji (55) okazat si¢ wystarczajacy do jednoznacznego okreslenia wspotczynnikow
(56), a wiec do jednoznacznego rozwigzania omawianego zagadnienia brzegowego
w sformutowaniu globalnym. Istnienie za$ tego rozwigzania jest uwarunkowane zbiezno$cig
punktowg szeregu (49), a wigc przy zatozeniach dotyczacych funkcji p(x,y) jak w p. 1) jest

zapewnione.

3) Rozwigzanie dla sformutowania silnego

W sformutowaniu silnym mamy te samg posta¢ rownania (11), co w sformutowaniu
globalnym klasycznym, nieco inaczej jedynie zapisana, tj. w postaci (16), ale po
uwzglednieniu odpowiednich zwigzkdéw przyjmuje ona w naszym zadaniu postac (54).
Zmieniajg si¢ jedynie zalozenia dotyczace funkcji danych, tj. funkcji p(x, y). Jezeli
pozostawimy t¢ sama postac (49) poszukiwanej funkcji u(X, y) iten sam wybor funkcji
probnych w postaci (55), to oczywiscie otrzymamy te same wzory (56) na wspotczynniki
Uy - Zmiana zalozenia dotyczacego funkcji p(X, y) polega na wymaganiu catkowalnosci
I ograniczonosci tej funkcji, co oczywiscie jest zapewnione przez ciggltos¢ na domknigtym
ograniczonym obszarze ¥, ale jest do zalozenie zbyt silne. Jezeli p(X,y) jest tylko
ograniczona i catkowalna, to istniejg catki (51), a ponadto

FA>0 | pyml£4 Vu,m,

co zgodnie z (53) zapewnia zbiezno$¢ absolutng (nawet jednostajng) szeregu (49). Natomiast
wykazanie mozliwo$ci dwukrotnego rézniczkowania tego szeregu oraz sformutowanie
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warunkow, przy jakich p(X,Yy) jest to mozliwe, wymaga wykorzystania bardziej finezyjnego
aparatu przestrzeni Sobolewa i teorii szeregéw Fouriera.

4) Rozwiazanie dla sformutowania stabego

W tym przypadku punktem wyjscia jest rownanie (23), ktére w rozwazanym przyktadzie
przyjmuje postac¢ (wszystkie wielkosci w tym réwnaniu sg funkcjami zmiennych (x,y))

ab
[J(ux v, +u,, 0, —pv)dxdy =0 (58)
00

dla dowolnych funkcji v klasy C5 (%) N C,(¥) spetiajacej warunki brzegowe (48) (przy
U= o), awigc w szczeg6lnosci dla v postaci (55), ktora czyni zado$¢ tym wymaganiom.

Nadal poszukujemy rozwigzani zagadnienia w postaci (49), zaktadajac tylko jednokrotng ich
rézniczkowalnos¢ Zatem mamy

Uiy = 20 maaUnm @n COSpXSin Sy, Uay:Z?]O,m:lunmﬁmsmanxcosﬂmya (59-1)
Uy = Uy o COSoy XSiN By, v,y =vy fisiney X cos fyy. (59-2)

Po podstawieniu (59) i (55) do rownania (58) i po uwzglgdnieniu (51) i (57) oraz (ortogonal-
no$¢ funkcji cosinus)

a 0, n=k b 0, m=l
jcoswnxcoswkxdx:{a/2 Nk jcos,Bmycosﬁ,ydy:{b/2 el (60)
0 yN= 0 ,m=
otrzymujemy
ab ab
T(Oqg +ﬂ|2)uk|l)k| :T Pk 1k (k, | = 1, 2, ), (61)

skad, wobec dowolnosci vy |, wynikaja rowniez wzory (56). Jest to zrozumiate, bo dotycza

tego samego zagadnienia, tylko inaczej sformutowanego. Rzecz idzie w tym, na ile stabsze
moga by¢ wymagania wobec funkcji p(X, ¥), by okreslone za pomoca wzorow (56) wspot-
czynniki U, zezwalaly na jednokrotne i tylko jednokrotne rézniczkowanie szeregu (49).

Dla pewnej ilustracji przyjmiemy przyktadowo
Py, (X, y)€¥'=(0,a/2)x(0,b/2)
p(X,y)= | -
0, (X,y)e?v-v

Funkcja nie spetnia zatozen sformutowania klasycznego, ale spetnia zatozenia sformutowania
stabego. Na podstawie (51) obliczamy

4p, 212002 . 4p, 1 ( nn)( nm)
= sina, X sin dxdy = —2 1-cos— || 1-cos— |.
Pnm ab g E[) 2 By y ab afe > 5

Ostatecznie, po uwzglednieniu powyzszego w (53), a nast¢pnie w (49) otrzymujemy

ap, = [1—cosnznj(1—cosnzmj
uix,y)=—2 %
ab nmo  apfn(al+ B2)

Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny na prostokacie 7/, ale zgodnie z (47) suma u,, (X, y) +

sina,xsin S,y .

+U,, (X, y) jest nieciagta na 7, a wigc ze zbieznoscia szeregu
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(1—cosnnj(1—cosnmj
_4p, OZOl 2 2

U, yxt
ab nym:]_ anﬂm

Uy = sina, X sin B,y moze by¢ ktopot.

5) Rozwigzanie dla sformutowania wariacyjnego

Rozwigzanie naszego zagadnienia brzegowego na podstawie tego sformutowania jest
identyczne z rozwigzaniem na podstawie sformutowania stabego w zakresie postaci i zatozen
(wymagan) dotyczacych funkcji p(X, y) oraz zbieznosci szeregu (49) i jego rézniczkowalnosci
wyraz po wyrazie. Inny jest natomiast sposob otrzymania tego rozwigzania, a $cislej wspot-
czynnikow U, W szeregu (49).

Mianowicie, poszukujemy minimum funkcjonatu (43), ktéry w rozwazanym przyktadzie
przedstawia si¢ nastepujaco:

ab 1 5 5
Juy=|] E[(u,x) +(Uy)? |- pu pdxdy. (62)
00
Uwzgledniajac (49) oraz wykonujac catkowanie, przy wykorzystaniu (60) otrzymujemy
ab ab
J= Ezn,mzl(ar% + ﬁr%)ur%m _TZn,mzl PnmUnm (63)

gdzie p,,sa okreslone rowniez wzorami (51). Z warunku koniecznego minimum — warunku

stacjonarnosci funkcjonatu (63):

6—‘]:0, k,1=1,2,
OUy
otrzymujemy:
(of + B Uy — Py =0, (64)

skad znajdujemy wyrazenia na u,, identyczne jak (56).

4) Rozwigzanie dla sformutowania dystrybucyjnego

W tym przypadku punktem wyjscia jest rownanie (27), ktére w rozwazanym przyktadzie ma
postac:

ab
“[U (vax+U1yy)+ pU]dXdy =0 (65)
00

dla dowolnej funkcji v klasy C3(%)NC()) (klasy C%(7)z wyjatkiem wierzchotkow
prostokata 1), zerujacej si¢ na obwodzie 0% , a wigc w szczegolnosci dla v okreslonych
wzorem (55).

Rozwigzania u (klasy C, (7)), spetniajacej warunki brzegowe (48), poszukujemy tez
W postaci szeregu (49). Zatem na podstawie rownania (65) otrzymujemy:

ab ab
— kit (af+,3|2)+7 P =0 (K 1=1,2,..), (66)

gdzie p,, wyrazone sag wzorami (51), a vy, dowolnymi wspotczynnikami. W efekcie

wspotczynniki Uy, rowniez wyrazaja si¢ wzorami (56). Rowniez w tym przypadku wybor
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funkcji testowych (55) jest wystarczajacy dla uzyskania jednoznacznego rozwigzania
rozwazanego zagadnienia brzegowego, natomiast dla istnienia rozwigzania ciaglego

wystarczy zbiezno$¢ punktowa szeregu (49), a wigc tylko istnienie funkcjonatu liniowego
ab
p*v=[[povdxdy, nawet jako zapisu formalnego.
00

Gdy p* jest dystrybucja Diraca, tzn. p= Po(X—X,,y—Y,), to zgodnie z (51)

4 b : : 4 . :
Pnm :%HPé(x—xo, Y —Yo)sina,xsin B,y dxdy :EPsm pXo SIN B Yo »
00

a wiec

4 P , .
———5 SN X, SIN Sy Yo s

ab a% + f;

umn

a w konsekwencji zgodnie z (49) i (52) jest
! _AP 2 sinapX, Sin By Yo
ab n,m=1 (an,-l +ﬂr%
4P = . . .
Ut Uy =——= 2 sinapX, Sin By Yo Sina, X sin Sy .

ab nm=1
Pierwszy z powyzszych szeregow jest zbiezny (nawet absolutnie), a drugi rozbiezny. Klopoty
ze zbiezno$cig mamy juz w przypadku szeregéw

sina,xsin Sy,

4P sin o, X, Sin B, Yo

Uy=— > o Cosa, X Sin B, Y,
ab nm- ay+ B
4P = sina, X, SiN BV, .

Uy=— % Bn o =2sin @ X €08 fyY
ab n,m:]_ am+ﬂn

co wyklucza zastosowanie w tym przykladzie sformulowania stabego 1 wariacyjnego, a tym
bardziej sformutowania klasycznego.

7) Kroétkie podsumowanie

Jak wynika z przedstawionych w tym przyktadzie rozwazan, bez wzgledu na sformutowanie
zagadnienia brzegowego Dirichleta wynik rozwigzania tego zagadnienia jest taki sam, o ile
zawsze poszukujemy rozwigzania w tej samej postaci i zbior funkcji probnych jest
identyczny. Mozemy wigc bez wzgledu na sformutowanie zagadnienia, wybra¢ sformuto-
wanie najdogodniejsze dla poszukiwania rozwigzania. Problem zaczyna si¢ wtedy, gdy trzeba
okresli¢ czy dla danej funkcji p mozna wyznaczy¢ pochodne otrzymanej funkcji u.
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5.3. Sformulowanie globalne zagadnienia brzegowo-poczatkowego

Tytutem przyktadu rozwazmy zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla rownania parabolicznego
U, (X,1) —azu,t (x,t)+q(x,t)=0, xe(0,1), te(0,T), (1)
z warunkami brzegowymi:

- sztywnym w koncu X =0

u(0,t) =4, (t), te(0,T), 2
- naturalnym w koncu X = |

u, (L)=4(@), te@T) A3)
oraz z warunkiem poczatkowym:

u(x,0)=u,(x), xe[0,I1]. 4)

Zauwazmy, ze zagadnienie to formulujemy w obszarze prostokatnym [0,1]x[0,T] - z tym, ze
w odrdznieniu od zagadnienia brzegowego z rozdz. 5.2, warunki graniczne stawiamy jedynie
na trzech bokach tego prostokata. A nawet gdyby w rownaniu rézniczkowym byt operator
drugiej pochodnej wzgledem zmiennej t (rownanie zamiast parabolicznego byloby
hiperboliczne), to czwarty warunek graniczny bytby dodatkowym warunkiem poczatkowym
na boku o orientacji czasowej (t=0, x [0,1]).

Niech v =uv(x,t) bedzie funkcja ciagla (klasy C) na zbiorze [0,1]x[0,T]. Mnozymy stronami
réwnanie (1) przez v(x,t), przy (x,t) € (0,1)x(0,T), a warunki brzegowe (2), (3)
odpowiednio przez v(0,t), przyte (0,T), zas warunek poczatkowy (4) mnozymy przez
a%v(x,0), przy x €[0,1] . Nastepnie otrzymane réwnosci catkujemy odpowiednio wzgledem
X po przedziale (0, 1), wzgledem t po przedziale (0,T) otrzymujac:

0 (o

Tj{}[u,xx (x,t) —au,, (x,t) + q(x, )] o(x,t) dx}dt —} [u, (1,t) = B (D)ol t)dt + (5)
0

+} [u(0,t) - By (t)]v(0, t)dt + azlj[u(x, 0) —uy(x)]o(x,0) dt =0.
0 0

Zauwazmy, ze w wyniku powyzszej operacji zaden z wierzchotkéw nie zostal uwzgledniony
dwukrotnie, dlatego (formalnie rzecz biorgc) nie stawiamy w tym zagadnieniu warunkéw
zgodnosci warunkow brzegowych z warunkiem poczatkowym. Bedg one naturalnym
wynikiem wymagan (zatozen) dotyczacych klasy regularnosci niewiadomej funkcji u(x,t) .
Przez sformulowanie globalne klasycznego zagadnienia brzegowo- poczatkowego (108) —
(112) rozumiemy nastepujace zadanie: wyznaczy¢ funkcje u(x,t), (x,t) €[0,1]x[0,T]

a) klasy C wzgledem (x,t) na zbiorze [0,1]x[0,T],

b) klasy C? wzglgdem x na zbiorze (0,1) dla kazdej t < (0,T), o pochodnej u,, (x,t) ciagtej
wzgledem (x,t) na zbiorze (0,1)x(0,T),

c) klasy C! wzgledem x na zbiorze (0,1] dla kazdej t € (0,T), o pochodnej u,, (I,t) ciagtej
wzgledem t na zbiorze (0,T),

d) klasy C' wzgledem t na zbiorze (0,T) dla kazdego x € (0,1), o pochodnej u,, (x,t)
ciggtej wzgledem (X,t) na zbiorze (0,1)x(0,T),
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przy zalozeniu, ze

e q(x,t) jest ciggta wzgledem (X,t) na zbiorze (0,1)x(0,T),
o pB,(t)i B (t) saciagte na przedziale (0,T),

U, (X)jest ciagta na przedziale [0,1],

ktora to funkcja u(x,t) spetlnia rownanie (5) dla dowolnej funkcji v(x,t) klasy C wzglgdem
(x,t) na zbiorze [0,1]x[0,T].

Wymagania a) i ¢) implikuja nastepujace warunki zgodnos$ci danych w warunkach zgodnosci
warunkow brzegowych z warunkiem poczatkowym:

Us(0)= o(@) =lim A1) U5 = limu(x) = 4 (0) = im 44 V), (6)

przy czym powyzej i dalej stosowac bedziemy oznaczenia (x), (x)' na pochodng funkcji
wzgledem zmiennej ti X .

Uwaga. Wychodzac z rownania (5) mozna, przez zastosowanie formuty catkowania przez
czesci, otrzymywacé (analogicznie jak w p.2-4 w rozdz. 5.2 ) inne niz powyzsze
sformutowania globalne zagadnienia brzegowo-poczatkowego (1)-(4) (przy stabszych
zatozeniach i wymaganiach odno$nie wystepujacych w tych sformutowaniach wielkos$ci
danych i niewiadomej funkcji u(x,t) oraz przy odpowiednio zawezonej klasie funkcji
probnych v(x,t).

Rozwigzania u(X,t) rozwazanego zagadnienia na podstawie rownania (5) poszukujemy

W postaci
u(xt) =u,(x,t)+u*(xt), (7)
gdzie
aUﬂ
Uy (0,t) = 5, (1), g(l,t) =/ (8-1)
u*(0,t)=0, %(I,t):o. (8-2)

Warunkom (8-1) czyni zados¢ funkcja
ug(x,t) = By () + A (H)x. 9)

Zatem nieznana funkcja u*(x,t) powinna zgodnie z (5), (7) spetnia¢ rownanie

} {Ij [u*, w (X, 1) — azu*,t (X, ) +g*(x,)]o(x,1) dx} dt —} u*,, (I, t)o(l,t)dt + (10)
0 (0 0

+Tj u*(o,t)u(o,t)dt+a2|j[u*(x,0)—u;(x)] o(x,0) dt =0
0 0

dla dowolnej funkcji v(x,t) klasy C wzgledem (X,t) na zbiorze [0,1]x[0,T], gdzie
g* (1) = a0 -a2hy (1) -2 X, U0 =U,()- KO -AO)X, (1)

Z uwagi na jednorodne warunki brzegowe (7-2) rozwigzania zagadnienia poszukujemy
W postaci szeregu

u*(x,t)=>r,U,(t)sina,X, (12)
gdzie, wobec sinea,0=0, cosa,l =0 (por. (8-2)), jest:
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a,=Nnn-n/2, n=1,2,.... (13)
Przyjmujac v(x,t) w postaci
v(x,t) =V, ([O)sina, x, m=1,2, ... (14)
gdzie V, (t) sa dowolnymi funkcjami ciaglymi na przedziale [0,T], oraz wykorzystujac

réwnosci
L . 1/2,n=m
[sin o, xsin xdx={ ' : (15-1)
0 n m 0, nzm
|
[xsin g, xdx = (-1)" iz , (15-2)
0 o
|
[sin e, x dx = L , (15-3)

0 o

otrzymujemy — na podstawie (10)-(13) — rownanie:

] {aéum(t)'y aZUma)'E—q;(t)}vm ()t + az['zumw) —u;}vm =0, (16)
0

gdzie
X | _ a2 a2
O () = [ 9* (X, 1)sin oz, XX = G (1) —a—ﬂo(t) ~(-D" a—2ﬂ| (t), (17-1)
0 m m
Uy = U8 == o 0) - ()" =5 4, (0), 172
apn a.
|
q, (1) =Ijq(x,t)sin o, Xdx , ug :Iuo(x)sin o XdX . (17-3)
0 0

Wobec dowolnosci V., (t) w przedziale [0, T] otrzymujemy z rownania (16) ciag zagadnien

poczatkowych dla rownan zwyczajnych liniowych rzgdu pierwszego:
2

U ©+22U,,(0) = 25 G () - —— Ao~ (D" 5 4 1), (18-1)
a la loy, lop,
2 2 m 2
Un(@ =205 -2 410~ (-)" 5 4O, m=12... (182
o ley,

Przy wykorzystaniu catki Duhamela-Cauchy’ego rozwiazanie zagadnienia (18) mozna
zapisac nastepujaco:

2
Un(0)- Fu;ﬁ O~ 5 @}exp{—j—;ﬂ J+ (129

t 2 2 2 . n o2
+£eXp{—Z—2(t—T)}[m—ZQm(T)—@ﬁo(f)—(—l) Eﬂl (r)}dr,
gdzie

| |
O () = [a(x,t)sina,xdx , up :juo(x)sinamxdx.
0 0
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5.4. Sformulowanie dystrybucyjne zagadnienia poczatkowego

1. Przypadek réwnania zwyczajnego

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe dla rownania rozniczkowego zwyczajnego liniowego o
statych wspolczynnikach niejednorodne (por. rozdz. 3.2, p.4 i rozdz. 3.3, p.1), tj. zadanie

polegajace na wyznaczeniu funkcji U € ck(@)n Ck_l([to 1)) przy T = (ty.t;), ktora spetnia

- rOwnanie rozniczkowe

u® @)+ pu D)+ + pUR) + pout) = F(t), tex 1)
przy danych wspotczynnikach p; e ® (i=0,....,k -1 k >1) i danej funkcji f € C(T),
- z warunkami poczatkowymi

uD(t)=ul, i=0,.,k-1 )
przy danych ul e® (i=0,....k -1).
[¢]

Przemnézmy réwnanie rézniczkowe (1) przez funkcje v € D “([ty,1;)) 1 scatkujmy na
przedziale T

Itt:u(k)(r) o(r)dz+ Py J:;u(k)(r)u(f) dr...+ Py Itt:u (z)v(z)dz +pg jtt;u (D)o(r)dr= (3)
ot
= jt; f (r)v(r)dr.
Wykonujac catkowania przez czgsci, przy uwzglednieniu, ze suppo < [tg,t;), mamy:

Lt; uD () o(r) dzr =—uO(ty) v(ty) - jf; u(zr)o9(r)dr,

jtt u* D7) o(r) dr =-ub 2t v(te) - [ ut (@) 0O () d7 =

=..=—uk2t) o(ty) +...— D *2DuO (1)) b,k (1) - (1) D fttj u(z) o*D(r)de,
jtt; uP (@) o(r) dr =—u®D(ty) v(ty) - jtt; uk D) oD (r)dr =

== =uE D) u(te) +...— (CDHF PO (1) * D (tg) - ()W [ u(x) v®(z) d

gdyz v(t) =0, ..., V& D(t) =0 (suppv jest zbiorem domknietym zawartym w [t,,t;)). Po
uwzglednieniu warunkoéw poczatkowych (2) w powyzszych wyrazeniach, a nastgpnie tych
wyrazen w rownaniu (3) otrzymujemy
EEDRUu@ M@ dr+ pea (D Pu@) oD@ dr. - pufiu@ @) de+ (@)
+Pofiu(@)u(r)dr = [ f (D)o(r)dr + TE5(-1) @ uf ) 00 (tg) +
+P 1 258 (<1) O ul 29 O (tg) +...+ pu(te) v (1) -
Stosujac pojecie dystrybucji (rozdz. 1.2), w tym dystrybucji przywiedlnej i pochodnej

dystrybucyjnej oraz dystrybucji ¢ - Diraca, mozemy zapisa¢ nast¢pujgce zalezno$ci w
przestrzeni D'([t,,t;))

jtt; f (r)v(r)dr =<< f,0>>, jtt; D*Dyr) o0& D(r)dr =<<u® v >>,
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(DO 0O (tg) = uf ) << 5O (t-tg), v >>,

(6]
przy dowolnych v e D *([t,,1;)), co pozwala rownanie (4) zapisa¢ w notacji dystrybucyjnej
nastepujaco:
u® 4 p u® D 4 pu® 1 pou = £+ TEBUEISE) (5)
Zk Pr_ rzs—l u(r—l—s)é‘(s)
gdzie 5 =56 (t—t,), 5@ =5(t—t,), przy czym pochodne dystrybucyjne oznaczono (bez

obawy o nieporozumienie) identycznie jak pochodng standardrows.

Przyktad. Sformutowanie dystrybucyjne rownania drgan swobodnych oscylatora
harmonicznego, tj. rOwnania
mou"(t) +c,u'(t) + kou(t) =0, te[0,0),

czyli (przy ¢, /m, =24, ko /m, = 1?)

u"(t) +24u'(t)+ #%u(t) =0, te[0,),
z warunkami poczatkowymi
u(0) = uo, u'(0) =v,,
przedstawia si¢ zgodnie z (5) (K =2, pg = u? , Py =24, u(o) U s u(l) =V,, 1g=0)
nastgpujaco:
U+ 240 122U = (v, +24U,)S (1) + U, S'(t)
a wigc
MoU "™+ CoU '+ Kou = (Mg, +Couy) o () + myu,o'(t) .
Najczesciej wykorzystywane jest to rOwnanie przy U, = 0 oznaczajace iz przyrost pedu
oscylatora w pewnej chwili jest rtOwnowazny dzialaniu w tej chwili impulsu sity
wymuszajacej rOwnemu przyrostowi pedu.
2. Przypadek rownania czastkowego

Rozszerzymy teraz sformulowanie dystrybucyjne zagadnienia poczatkowego na rGwnanie
rozniczkowe czgstkowe na przyktadzie rGwnania parabolicznego

A2u(x,t)—a2au(x,t) = f(x1), (x,t)e®R"x(ty,t;), (6)
gdzie Aﬁ jest operatorem eliptycznym o statych wspotezynnikach aj; =aj; (i, j=1,...,n) na
przestrzeni ® " , a warunek poczatkowy ma postaé

u(x,t) =uy(x), xe®". 7
Zaktadamy przy tym, &;= const, a?=const, f eC(R"x(ty,t)), U, € C(R") oraz
ueC(R"x[ty,4)), u(-,t) e C2 Vt e (ty,ty) i u(x,-) e Ct(ty, 1)) Vxe k",

0
Mnozymy réwnanie (6) przez funkcje v e D *(R" x[t,,t;)) o nosniku
suppv < K,,(0, p) x[ty,t;) dla pewnego p i scatkujmy to rownanie po X € K,(0, p) (X, (0, p)
- kula) wzgledem dV oraz pot €[t,,t;):

jtt; Jx Azu(xyo(x ) dv dt— [, j{;azatu(x,t) o(x,)dV dt =], jtt; f(x,t)v(x,t)dV dt. (8)
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Nastepnie dokonujemy catkowania przez czesci jednokrotnie wzgledem zmiennej t i
dwukrotnie wzglgdem zmiennych x jak w rozdz. 5.2, p. 4, wykorzystujac zerowanie si¢
funkcji o(x,t;) dla wszystkich x € X, (0, p) oraz twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa-

Stokesa i zerowanie si¢ funkcji v(X,t) i jej pochodnych pochodnych d/ov na sferze s, (0, p)
dla t €[ty,t;), a takze wykorzystujac definicje dystrybucji, w tym dystrybucji ¢ - Diraca i
pochodnych dystrybucyjnych w przestrzeni D'(® " x[t,,t;))

A2 u(x,tyo(x,t)dVdt = u(x,t) A2 p(x,t)dVdt = << A2 u(x,t), 0(x,t) >>,

t t
e e

Il a?oux o(x ) dtdv = —a?[, u(xto)u(x.to)dV —af fEu(xt)dw(xt)dVdt =
=—a%[; U()o(x.t)dV —a?f, tt;u(x,t)ﬁtu(x,t) dtdv =

=—a% << Uy (X)8, (t—ty), (X, 1g) >> —a’<< B,u(x,t), (X, t) >>,

k. jtt; f(x,t)o(x,t)dtdV =<< f (x,t),0(X,t) >>,

gdzie pochodne dystrybucyjne w produkcie dualnym oznaczono tak jak pochodne standardowe.

Po uwzglednieniu tych rownosci w rownaniu (8) zapiszemy to rOwnanie nastepujaco w

przestrzeni D'(®, "x[t,,t;)) x Ig (R "% [ty 1)) :
<< AZu(x,1),0(x,1) >> —a’<< 8,u(x, 1), v(x,t) >>=<< f(x,t),0(x,t) >> + (9)
— << Ug(X)0, (t—tg), (X, tg) >>
lub w przestrzeni D'(R "x[t,,t;))

AZu(xt)—a2ou(x,t) = f (X,1) —Uy(X) I (t—tg), (X,1) e R"x[ty,t;) (10)
czyli w postaci niemal identycznej jak wyjsciowe rdwnanie (1), tyle Ze z wlaczonym do niego
warunkiem poczatkowym w postaci dystrybucji ¢ - Diraca wzgledem zmiennej czasowej (w
chwili poczatkowej ty ), w ktorym to rdwnaniu dystrybucja a(x,t) w D'(®, "x[t,,1;)) jest
zdefiniowana jako produkt dualny ,,przywiedIny” przestrzeni

<<a(xt),v(t)>>= [, tt; a(x,t)o(x,t)dtdV = jtt; Jx, a(xo(xtydvdt. (11)
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6. METODY ROZWIAZYWANIA ZAGADNIEN GRANICZNYCH

6.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawimy pewng systematyke¢ oraz omowimy niektore z metod
rozwigzywania zagadnien granicznych, prezentowanych juz w duzym stopniu przy okazji
ilustracji definiowanych sformutowan tych zagadnien przyktadami ich rozwigzan. Oméwimy
syntetycznie metody rozwigzywania zagadnien w duzym stopniu o wymiarze praktycznym,
do ktorych sprowadza si¢ gros zadan z mechaniki i wiele innych zadan z zakresu inzynierii
ladowe;.

Zajmowac si¢ bedziemy zagadnieniem granicznym ztozonym (W postaci klasycznej —
lokalnej) z:
- rOwnania rozniczkowego postaci

Ku=f, (1)
- warunkow granicznych postaci
Bu=g, (2)

w ktorym u=u(x) = (uj(x)), x=(x) e 1 jest odwzorowaniem (ukladem funkcji) ze zbioru
(afinicznego) U=U, , (1) bedacego podzbiorem odwzorowan odpowiednio regularnych
przestrzeni funkcyjnej V :Vn,m(f?), v jest obszarem przestrzeni ®" o brzegu 87 = §
takim, ze S =5 USy, S1NSy =3, §; i Iy sa dostatecznie gtadkie (w szczegdlnosci moze
by¢ S, = @), K jest operatorem rozniczkowym liniowym rzedu 2k w obszarze v/,
B=(B,) (o =0,...k-1) jest multioperatorem liniowym brzegowym na s, przy czym jesli
Bl u=Bpu=9q, (3)
jest warunkiem brzegowym na S, to jest to sztywny warunek brzegowy, spetniony przez

ueU,zas$ f=(f;), 9=(9,j) 9 = g|S1 sg danymi odwzorowaniami (uktadami funkcji)

odpowiedniona v, § i S, o warto$ciach w przestrzeni M.

Jezeli dane zagadnienie graniczne jest sformutowane nieklasycznie, to przyjmujemy, ze Ku

0
jest pewnym funkcjonatem liniowym na podprzestrzeni U przestrzeni V funkcji prébnych
v:Y —>®™, odpowiednio regularnych i spetniajacych sztywny jednorodny warunek
brzegowy (3) przy g() =0 na rozmaitosci Sy, jesli $; ma orientacje przestrzenng wzglgdem

0
rownania (1), zas§ Bu jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni liniowej W funkcji

0
probnych u| g Przy ve U . Wtedy tez przyjmujemy, ze f i g oznaczajg odpowiednio
2

0 0
funkcjonaly liniowe na przestrzeni Ui W . Rownanie (1) uwzgledniajgce warunki (2), (3)
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rozumiemy nastepujgco (w postaci globalnej)
0

<Ku,v>=< f,u> YveU (4)
gdzie
~ ~ 0
<Ku,o>=<Ku,v>, +<Bu,v>,, <f,o>=<f,o>, +<g,0>,, velU (5
0] W U W

przy czym <-,->, i <.,->, oznaczajg odpowiednie produkty dualne.
U w

Przedstawimy, cho¢ syntetycznie, calty wachlarz metod $cistych, formalnie $cistych i
przyblizonych rozwigzywania zagadnien granicznych. Warto wigc zatrzymac si¢ nieco nad
tym, co to oznacza. Samo stowo metoda oznacza, ze chodzi o taki sposob postgpowania
skonczonego lub sekwencyjnego , w ktorym wyr6zni¢ mozna na ogot pewne odrebne kroki
tegoz postgpowania (w szczegdlnosci sposobu sformalizowanego w tym postepowaniu,
jednoznacznie okreslonego, zwanego algorytmem), ktory dotyczy pewnej rodziny zagadnien
granicznych. Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze ta rodzina bgdzie jednoelementowa — wazne
jest jednak to, by nie okazata si¢ zbiorem pustym. Niepowodzenia, owszem, zdarzajg si¢ przy

rozwigzywaniu zagadnien granicznych, ale trudno nazywa¢ wykonane postepowanie metoda.

Metode rozwigzania danej rodziny (klasy) zagadnien granicznych nazwiemy $cista, jezeli
prowadzi ona do rozwigzania danego zagadnienia z tej rodziny, ktére mozna uznaé za
doktadne jego spehienie tak, jak ono jest zapisane, a jedyne przyblizenia, jakie sg
dopuszczalne wynikaja z mozliwosci obliczenia doktadnego warto$ci znanych funkeji, jakie
tworza to rozwigzanie. Jezeli zatem mamy zagadnienie sformutowane w postaci klasyczne;j
lokalnej, to rozwigzanie $ciste tego zagadnienia powinno spetnia¢ tozsamos$ciowo rownanie
rézniczkowe (1) 1 warunki graniczne (2) na zbiorach ich jednoznacznej okreslonosci, a
ponadto rozwigzanie to powinno naleze¢ do zbioru wymaganego dla rozwigzan z rodziny tego
zagadnienia. Natomiast, gdy zagadnienie jest sformulowane w postaci globalnej (4), jego
rozwigzanie uznamy za $ciste, jezeli bedzie nalezato do wymaganego zbioru rozwigzan i
spetnialo to rownanie doktadnie dla wszystkich wymaganych funkcji probnych dla tego
sformulowania.

Metode rozwigzania danego zagadnienia granicznego (z okreslonej rodziny zagadnien)
nazwiemy formalnie $cista, jezeli prowadzi ona do rozwigzania formalnie $cistego, tzn. gdy
jest ono wynikiem granicy sekwencji (ciggu) postepowan (krokow), ktora wyznacza
rozwigzanie Scisle, tyle ze z granicg nieznang lub nieosiggalng. Typowym przyktadem jest tu
metoda szeregéw Fouriera, ktora prowadzi do rozwigzania danego zagadnienia w postaci
szeregu Fouriera (trygonometrycznego lub innego uktadu zupetlnego funkcji) zbieznego, ale o
nieznanej granicy (sumy szeregu). Moze nig by¢ rowniez taka metoda, ktora sprowadza
rozwigzanie okreslonego zagadnienia do wyznaczenia rozwigzania $cistego innego
zagadnienia, ktorego granicg jednoznacznie zdefiniowana, jest zagadnienie wyjsciowe.

Natomiast, metod¢ rozwigzania danego zagadnienia granicznego (z okreslonej rodziny
zagadnien) nazwiemy przyblizong, jezeli nie jest ona dla zagadnien z tej rodziny $cista ani
formalnie Scista, czyli nie prowadzi do rozwigzania $cistego ani formalnie Scistego danego
zagadnienia, ale w scisle okreslonym sensie przybliza rozwigzanie $ciste (ktore istnieje, choé¢
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na ogo6t jest nieznane). Co to znaczy ,,przybliza” — tym zajmiemy si¢ w podrozdziale 6.5
poswigconemu ,,metodom przyblizonym”.

Tu za$ warto jeszcze zwrdci¢ uwage na dwa terminy — a wlasciwie trzy — na podziat metod
rozwigzywania zagadnien granicznych na analityczne i numeryczne oraz na StosSunkowo
nowy termin (w historii matematyki), tj. metody komputerowe. Ta klasyfikacja, co wazne,
jest niezalezna od poprzednio omoéwionej, tj. podziatu na metody Sciste, formalnie $ciste 1
przyblizone.

Metode rozwigzania danego zagadnienia granicznego (w dowolnym sformutowaniu)
nazwiemy metoda analityczng, jezeli uzyskane rozwigzanie ma zamknigtg postac (bez

koniecznosci obliczania granic i catkowania) matematycznie poprawnego wyrazenia
algebraicznego (lub kilku wyrazen mu réwnowaznych) zawierajacego funkcje elementarne
lub funkcje specjalne. Metodg rozwigzania danego zagadnienia granicznego, ktora sprowadza
to rozwigzanie do wyznaczenia uktadu liczb (najczesciej rzeczywistych) nazwiemy metoda
numeryczng. Pozostaje jeszcze grupa metod quasi-analitycznych (albo quasi-numerycznych),
tj. co do postaci rozwigzania takich jak w metodach analitycznych, tj. w postaci poprawnych
matematycznie wyrazen algebraicznych, w ktorych wystepuja granice lub catki funkcji
danych lub znanych funkcji ztozonych z funkcji elementarnych badz specjalnych (por. p.
6.3.2), ktorych wyznaczenie wymaga (by¢ moze lub na pewno) metody numerycznej lub
nieskonczonej sekwencji dziatan (np. iteracyjnie).

Metody komputerowe (do niedawna uwazane tylko za numeryczne, obecnie — to w skali
historii informatyki — rowniez analityczne, dzigki takim programom uzytkowym jak
Mathematica) to metody, ktore swiadomie lub z koniecznosci, przy wykorzystaniu
odpowiednich programéw dziatan, stosowane sg z uzyciem komputerow (a przynajmnie;j
procesorow).

Z tytulu wprowadzenia podamy jeszcze uzyteczne w wielu przypadkach rozwiazywania
zagadnien granicznych twierdzenie Boggio:

Twierdzenie. Jezeli operator rozniczkowy K iest ztozeniem operatorow, tj. K =Kjy...K,...K;
i ztozenie to jest przemienne oraz jesli K, u, =0 dlar=1,2,...,s,t0 U=U; + Uy +....+ Ugjest
rozwigzaniem roéwnania K u = 0.

I na zakofczenie wprowadzenia w ”$wiat metod rozwigzywania zagadnief granicznych”
uwaga praktyczna. W stosowaniu tych metod ,,wszystkie chwyty (matematycznie poprawne)
sa dozwolone”, o ile prowadza efektywnie do celu (tj. do rozwigzania danego zagadnienia).

Najwyzej, kto§ inny zrobi to sprawniej. I do tego celu stuzy ten rozdziat (oraz ta czesé¢
opracowania MMIL I1).
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6.2. Metody (szeregow) Fouriera

Najczesciej stosuje sie metode szeregoéw Fouriera, wykorzystujac fakt, ze poszukiwane
rozwigzanie danego zagadnienia granicznego postuluje si¢ w postaci szeregu Fouriera
wzgledem danego uktadu ortogonalnego funkcji o nieznanych wspoétczynnikach funkcyjnych
lub liczbowych (zgodnie z ogdlnym zarysem teorii tych szeregow w Cz.1, r. 2.4 lub w

odniesieniu do trygonometrycznych szeregow Fouriera w Cz.1, r. 5.5). Nie ma jednak w
sformutowaniu ogolnym tej metody przeciwskazan, by sumowanie bylo w zakresie
skonczonym, tj. by rozwigzanie zagadnienia granicznego postulowac w postaci sumy
skonczonej iloczynow funkcji z danego uktadu ortogonalnego i wspotczynnikow funkcyjnych
badz liczbowych nieznanych. Stad bardziej stosowna bgdzie nazwa ,,metoda Fouriera”.
Liczba mnoga za$ bierze si¢ stad, ze znanych jest kilka wariantow tej metody.

1. Przypadek sprowadzenia do ukladu zagadnien granicznych

Pozornie wyglada na metodg ,,zamieni¢ problem na wiele (nawet nieskonczenie wiele)
problemoéw”. Ale rzecz w tym, ze ten problem wyjsciowy, nie rozwigzywalny wprost,
zamienia si¢ na sekwencj¢ problemow rozwigzywalnych, tej samej postaci.

Rozwazmy zagadnienie graniczne (1), (2) z p. 6.1. Przyjmujemy nastepujace zatozenia:
1) obszar 1 jest postaci
V=Ux W,

gdzie U jest obszarem w przestrzeni ® 5, a 7/ jest obszarem w przestrzeni ® " (r+s=n>
2).
Tak wiec

XeV<x=(y,2), yev,zew,

a w konsekwencji
OV =UxOW UIUXW UOUXOW .
Zakladamy przy tym, ze cz¢sci
S1=Ux0W, Sp=0UxW
brzegu 07 sa dostatecznie gladkie (spetniajg co najmniej warunek Lipschitza), a na czesci
L =0U x 0 spetniony jest warunek zgodno$ci warunkoéw granicznych na $p i S, . Jezeli

warunek graniczny na S; jest warunkiem brzegowym, to zwykle zaktadamy, ze jest to
sztywny warunek brzegowy;
2) w przestrzeni funkcyjnej L2r (W) , bedacej przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym
<py>=|,0)y(2)dV(z)
dany jest uktad ortogonalny zupetny funkcji (y(+)) (I € ) taki, ze kazda funkcja
h(-)e Lzr,m (W) jest sumg swojego szeregu Fouriera wzgledem uktadu (v (-)), tzn.
h@) =270 (@), zeW, 1 erR™ (len),
przy czym
[,y D@1 (2)aV(2) = <y1,v1 > 1,
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fw[h(Z) — Y (Z)}2 dv(z) e 0.

Zwracamy uwage, ze h(z) = (hy(2),....h(2)) eR™ i w(z) e® dla ze W , tzn. rozwiniecie
w szereg Fouriera wzglgdem uktadu funkeji (y(+)) (I € V') dotyczy kazdej z funkcji
sktadowych h(-),....hy () ;
3) kazda funkcja v=Vv(y, z) ze zbioru okreslonosci U operatora rozniczkowego K ma te
wihasciwos¢, ze V(y,-) e L2 (W) Vy € U, a ponadto jej szereg Fouriera

V(y,2) =2y (2)
jest zbiezny punktowo dla kazdego z € W i dla wszystkich y e U;

4) operator ré6zniczkowy K ma te wlasciwosé, ze
Kv=3L Ky ()], V(y,2)ev
oraz
KIvi(Ww @=L viNIy (), Y(y.2) eV, Vlien,
gdzie (L) jest ciagiem operatorow rozniczkowych dziatajgcych na elementy podprzestrzeni

liniowej przestrzeni funkcyjnej Vsym(z_}) (odpowiednio regularne);

5) warunek graniczny (2) jest jednorodny na czesci §; = Ux0W brzeguov/ , tzn.
Bv(-,2)=0VZeow (9(-,2)=0 Vzeow)
a ponadto operator brzegowy B ma nastgpujace wasciwosci
BIXZvi (v (D= 225 B (N (D)] V(Y. 2) e Sy =UxoW,
Blvi(Y)y (2)]=0 V(y,2)e S =UxoW VlenN
oraz
B> i (D (D] =224 [A v (DI (D] V(§,2) € S =0UxW
gdzie (A)=(Ay:) (@ =1...,K) jest ciggiem multioperatoréw brzegowych na zbiorze U dla
kazdego Ve N,

6) rozwinigcia W szeregi Fouriera odwzorowan (uktadow) funkcji f(y,:) Vye U i
g(¥,:) vy eov wzgledem uktadu funkcji (y|(-)) (I € V) sg zbiezne punktowo Vz e W :

f(y,2) =202 fi(Mwi (2),
9(¥,2) =221 91 (N (2)
gdzie

1 1
fi(y)= WIW f(y, )y (2)dV(z) = (fl,j (y) = W(Iw fj (Y, Dy (Z)dV(Z)) :
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- - 1 .
01(9) = (9t (9)) =W(Jwga<y, 2)p (2)dV(2) ) =

- (0, ,-;.(y»=?1m>( foy 9 (5. D1 DV @)).

Podstawowy algorytm metody Fouriera polega na nastepujacym:

Zgodnie z zalozeniem 3) rozwigzania zagadnienia granicznego (1), (2) poszukujemy
W postaci:

u(y,2) =5 u (Vw(2). (6)
Po podstawieniu wyrazenia (6) do rownania (1) i do warunku granicznego (2) na cze¢sci
Sy =0UxW oraz po wykorzystaniu przyjetych zatozen, otrzymujemy

YiabliuWw @ =25 fTMwi(2) V(y,2) eV =UxW, (7-1)
SiaMu (M (@) =229 (N (2) V(3,2) € S, =0UxW . (7-2)

Warunek graniczny (2) na czgséci na czgéci S = Ux0W jest spelniony z zalozenia. Spelnienie
warunku zgodno$ci warunku granicznego na £ = 0U x oW wymaga, by

[Zren@]=0 v(.2)er=ouxow, (7-3)

Zbiezno$¢ punktowa szeregéw w rownosciach (7-1) - (7-3) oznacza, ze potrzeba i wystarcza,

lim
1—7

by speliony byt nastepujacy ciag rownan rézniczkowych liniowych w obszarze U
I warunkow granicznych na brzegu U

- W postaci zwartej (wektorowej w przestrzeni ™)

Liu(y)=fi(y), yev, lew; (8-1)

AU (N =9,(Y), Jeov, lew; (8-2)
- W postaci rozwinigte;j

YL iui) =1y, yev, lew, j=1..,m. (9-1)

S AU (D =0g1,j(9), YoV, a=1..,q,len; j=1..,m. (9-3)
Warunek ciagtosci (7-3) bedzie spetniony, gdy

v (2)=0, Zeow, len. (10)

Przyktad. Najwazniejszy przyktad (przypadek) omawianego wariantu metody szeregow
Fouriera, cho¢ nie w petni reprezentatywny, to przypadek zagadnienia granicznego w
obszarze osiowo-symetrycznym przestrzeni R "1x (=00, 4+0) wzgledem osi (przyktadowo)
Ox,,_1 przy wspotrzednej obwodowej X, =z i nieznanym odwzorowaniu u(y, z) przy
zew=® i u(y,-) okresowej, o okresie 27 dla kazdego y U (s=n-1,r =1, n>1). Jako
uktad ortogonalny w przestrzeni osrodkowej Hilberta L%kr(z,[) (®) z iloczynem skalarnym

<.y >=[5" p@)y (2)dz
przyjmujemy podstawowy uktad trygonometryczny (por. Cz. 1, p. 5.5)
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(1, sinz,cosz,...,sinlz,coslz,...) (lew).

Uktad ten ma nastgpujace wazne wlasciwosci, zgodnie z ogdlna teorig szeregow Fouriera
(Cz.1, p. 1.4) i twierdzeniem Dirichleta (Cz.1, p. 5.5):
1) uktad trygonometryczny jest ortogonalny i zupetny oraz stanowi baze Hilberta funkcji

z przestrzeni Lo (R)
2) szereg Fouriera funkcji h=h(z), z e ® , ciagtej i przedziatami monotonicznej
jest zbiezny punktowo dla z e ® , tzn.

h(z) = g + i (N sin Iz +h coslz),

gdzie

h| 1.2, sinlz ~ _
{hc}_;() h(z){coslz}dz (1=01,..);

ponadto, jesli funkcja h jest p-krotnie rézniczkowalna, to Szereg powyzszy jest p-krotnie
rozniczkowalny wyraz po wyrazie, tzn.

h'(z) = X120 (Ihf coslz —1hf sinlz),

W) (2) (b d® 4 he d(P 1)
2)=>" ——sinlz+hr ——coslz) .
2i=o(hy dzP dzP

Powyzszy szereg Fouriera i reguta jego rézniczkowania dotyczg rowniez kazdej sktadowe;j

wektora funkcji okresowych h=h(z) = (h;(z)) RM zer.

Uwzgledniajac whasciwosei 1) i 2) w odniesieniu do niewiadomego odwzorowania roéwnania
(1) z warunkiem granicznym (2), tj.

u(y,z) :%uo(y)+2ﬁ0[uf(y)sinIz+u|5(y)coslz)] e®RM, yeU, zeR,

przy nieznanych funkcjach ug(y) = (U;o(y)) €R™, uf*(y) =Uf () eR™, yeU,
(1=1,2,...), mozemy stwierdzi¢, ze jezeli wspotczynniki w operatorach K i B nie zalezg od

zmiennej z oraz szeregi Fouriera wzgledem zmiennej z funkcji (sktadowych) f i g sg zbiezne
punktowo

f(y,z):% fo(Y) + X[ P (y)sinlz+ f2(y)coslz)]leR™, yeU, zeR,

9(y.2) =3 9o (¥) + Zi%olgf (y)sinlz + gf (y) coslz)| eR™, yeU, 2€,,

przy
{fs(y)}zijg”f(y,z){smlz}dzé&m (1=01,..),
O coslz
{GS(V)}:E g”g(y,z){Sinlz}dZEQ{k'm (1=01..),
)| coslz
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to rownanie (1) i warunek graniczny (2) przyjmuja odpowiednio postac:
2 LoUg(y)+ S {[ LF uf () + L uf(y) Jsinlz + [ L uf (y) + L§° uf () Jcos 2} =

:%fo(Y)+Zi’io[f|s(y)sinlz+ fi°(y)coslz)], yeU, zeR,

2 Moo (9) + S {[ AFUF(9)+ AFUF(9) Jsintz-+ [ AFSUF (9) + Af°UF (9) Jcoslz} =
=2 90 (9)+ X%l 0f ()sinlz + gf (Y)coslz)], §e oV, zer,,

gdzie Ly, L§°, L5®, LS, Lj®sa operatorami rozniczkowymi w obszarze U , zaleznymi
w og6lnosci od pochodnych wzgledem zmiennych y = (X;,...,X,4) €U iod | e 7 (poza L),
przy czym L =LS¢, L=-L5%, za§ Ay, AJ®, A{°, A[®, ATCsg operatorami brzegowymi
na brzegu 0V, zaleznymi w ogdlnosci od zmiennych ¥, od pochodnych wzglgdem
normalnej zewnetrznej do 0Uiod | e & (poza Ag), przy czym A = Af¢, AJC=—A7°.
Rownosci powyzsze beda spetnione tozsamosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy niewiadome
ug(y), uf/ °(y) (y € U) bedg rozwiazaniami nastepujacego ciagu (ze wzgleduna 1 =1,2,...)
zagadnien granicznych:

Louo(y) = fo(y), yeu,

Agug(9)=9o(¥), Yeou;

LPuM+LE U= 7)), P +Luf () = f°(y), yev

AP+ AFUE (D) = 97 (9) . AFUE )+ AFUR(H) =08 (9), § 0.

W czgstym przypadku, gdy operator K zawiera tylko pochodne parzystego rzedu wzgledem

zmiennej obwodowej z i podobnie operator brzegowy na 0U x W , to powyzszy ciag
zagadnien granicznych si¢ upraszcza:

LP=Li°=L;, L¥=LF=0, AP =Af =A, A =Af*=0,
a wiec
LoUo(y) = fo(¥), yev,
Aguo(¥)=0o(¥), YeoU;
Liuf(y) = £7°(y), yev,
AU (D) =g7°(9), Jeov.
Konkretny prosty przyktad zastosowania tego wariantu metody szeregow Fouriera przy m =1

do rozwigzania zagadnienia brzegowego statycznego ugigcia membrany kotowej obcigzone;j
dowolnie w sposob ciagly zamieszczono w rozdz. 4.3, p.6.

eEN

len

Przyktad. Inny przyktad (przypadek) zagadnienia granicznego, ktory kwalifikuje si¢ do
omawianego wariantu metody Fouriera mamy wtedy, gdy

K=K{ +Kf, yeU,zew (r+s=nx2),

gdzie K{, jest operatorem rozniczkowym na podprzestrzeni przestrzeni funkcyjnej Ve m(V)

11-6/9



(uktadow funkcji rézniczkowalnych w sposob ciggly do maksymalnego rzedu pochodnych w

operatorze K{ ), a K{ ., jest operatorem rézniczkowym na podprzestrzeni przestrzeni
funkcyjnej V; (W) (uktadow funkcji rézniczkowalnych w sposob ciggly do maksymalnego
rzedu pochodnych w operatorze K ﬁym ), oraz
B!, YedU,zeW,
5= Bflm, yeU,Zeow.
O uktadzie funkcji ((-)) (I € V') zaktadamy, Ze spetnia zatozenia 2) i 3) metody, a ponadto
KE m [Nw1 @] =[ AL h) 11 (@), ye v, zew (1ew)

dla dowolnego uktadu (wektora) funkcji h(-) € Vg (V) , gdzie A, ,, jest operatorem
algebraicznym , a takze

B! n[hy (D)]1=0, her™ zeow (Iew).
Rozwigzanie zagadnienia granicznego (1), (2) w postaci (6) sprowadza si¢ zatem do
rozwiazania ciggu zagadnien (8) przy

I—I = Kg,m"'Al,m ) AI = Bg,m .
Konkretne przyktady realizacji tego przypadku metody Fouriera znajduja si¢ w rozdz. 4.3, p.8
w zastosowaniu do rozwigzania zagadnienia brzegowo-poczatkowego drgan swobodnych
struny i niestacjonarnego rozktadu temperatury, w ktérych metoda rozdziatu zmiennych
wyznaczono uktady funkcji (y(+)) (I € &) wzgledem zmiennej przestrzennej (z = X),

nastepnie wyznaczono funkcje (Uj(+)) (I € ) wzgledem zmiennej czasowej (y = t)

w wyrazeniu (W szeregu Fouriera) (6).

Uwaga. W przypadku korzystania ze sformutowania globalnego (4), (5) zagadnienia
granicznego (1), (2) nalezy nieco zmodyfikowac tok postgpowania przy sprowadzeniu tego

zagadnienia w obszarze 1’ do ciggu sformutowan globalnych zagadnien granicznych (8) w
obszarze U. Mianowicie, biorac pod uwagg iz

<a(x),0(X) >y =[y| l,yaly. 2) v(y, 2)dV(2)]aV (y) =

= o[l a(y. D w(2) V(@) ]9V (y) = < A(Y), KY) >y,
<b(9),0(9) a5, = [0 b5, D) ¥ (2) V()| XH)AS(F) = < B(H), AF) >0,
<(@).w(2) > a5, = [pup [ Jo SV, 2) 9(Y) AV (Y) ]9 (2)dS (2) = < C(2),(2) >y

przy
v(X)=9(Y)w(z), yeU,zeW,

A(Y) =paly, 2)w(2)dV(z) =<a(y,2).w(2) >y, yeU

B(Y) =, b(y,2)w(2)dV(z) = <b(¥.2).w(2) >4, ¥eOU

C(2) =Jycly, D) S(y)dV(y) = <c(y,2), H(y) >y, Ze€0U
rownanie (4) sformutowania globalnego dla ciaggu zagadnien granicznych (8) zapiszemy
nastepujaco:
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<I:| Uy, $>=< f~|,,9> V3eC(V) (lew)
gdzie
<|~_| U|,19>:< L| U|,19>rU +<A|U|,19>9U,

<f,9>=<1,9>0 +<0;,9>0.

Uwaga. Sledzac podany ,,algorytm” oméwionego wariantu metody Fouriera zauwazamy, ze
zostal skonstruowany przede wszystkim dla formalnie $cistego rozwigzania zagadnienia
granicznego w sformutowaniu klasycznym. Ale tez mozna zauwazy¢, ze w wielu miejscach
mozna go rozszerzyc¢, ostabiajgc wiele z przyjetych zatozen.

Na wstepie, dokonujemy pewnego przegladu zalozen:

Ad 1) To zalozenie jest dla omawianego wariantu metody Fouriera kluczowe, wiec pozostaje
w mocy to, ze obszar 7/ jest postaci

V=Ux W
i jego konsekwencje, m.in. takie, ze U jest obszarem w przestrzeni ® 5, a W jest obszarem w
przestrzeni ® " (r+s=n > 2) oraz

XeV < x=(y,2), yet,zew;
Ad 2) w przestrzeni funkcyjnej sz;r (W) , bedacej przestrzenig liniowa z iloczynem
skalarnym

<oy >,=],,P@)p@)y(z)dV(2),
gdzie p(-)jest nieujemna, catkowalna funkcja rzeczywista w obszarze % (tzw. funkcja
wagowa), dany jest uktad ortogonalny funkcji (y(-))taki, ze | e ® (? co najwyzej

przeliczalny zbior indeksow, zaczynajacy si¢ od | = 0 lub | = 1), np. skonczony uktad
wielomianow Legendre’a, przeliczalny uktad trygonometryczny i in.); w przypadku, gdy
p =1 stosujemy standardowe oznaczenie <, >;

Ad 3) nie postulujemy nic odnosnie rozwijalno$ci w szereg Fouriera funkcji wzgledem uktadu
(w1 (+)), a wiec i odno$nie zbieznoséci punktowe;;

Ad 4) i 5) zatozenia te stanowig niejako ,,element flagowy” tego wariantu metody Fouriera,
wiec je utrzymujemy, tzn. jezeli

u= Z|ETU| (y)l//l (Z) ) (y! Z) € r& )
to

Ku=2%, ., KIuWMw (D=2 oL uy Ny (2) s (v,2) eV =UxW,

Bu=3.Blui(Ny(D)]=0 (przy g(y,2)=0), (v,2) € §y = UxoW,

Bu=2Blu (N1 (D] =Zicp[M u (D] (2), (.2) € S5 =0UxW;
Ad 6) w $wietle uwagi 3) tego zatozenia réwniez nie postulujemy.

Co do toku postepowania, to ksztattuje sie on nastepujaco:
- Wybieramy zgodnie zamiarem co do poszukiwanego rozwigzania zbior indeksow 7 c @
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i zaktadamy rozwigzanie zagadnienia granicznego (1), (2) w postaci:

Uy, 2) =2, uMw (), (y,2)e?, (a)
gdzie (u;(y)) (I € 1) nieznanym uktadem funkcji (wektorowych) w przestrzeni Vsym(ff/T/) :
odpowiednio regularnych (np. to moze by¢ przypadek 1 = (0), gdy (w(-)) jest

standardowym petnym uktadem trygonometrycznym, a poszukujemy tylko rozwigzania
0siowo symetrycznego);

- jezeli zastosujemy sformutowanie zagadnienia granicznego w postaci lokalnej, to
podstawiamy wyrazenie (a) do rownania (1) i do warunku granicznego (2) i wykorzystujemy
zmodyfikowane zatozenia 4) 1 5), otrzymujac

i lbiuWly (2) = 1(y,2), (y,2) e UxW, (b-1)
D Mu Dy (2)=9(¥,2), (V,2) edUxW, (b-2)
Y1 Blu Wy (D1=0, (y,2) e Uxow . (b-3)

- mnozymy obie strony rownosci (b-1) i (b-2) przez p(z)y ,(z) i calkujemy odpowiednio po
obszarze W . Wykorzystujac ortogonalnos¢ funkcji uktadu (y (-)), otrzymujemy (po zmianie
indeksu p na l):

Liu(y)="fi(y), yev, ler; (c-1)
A (Y)=9,(%), Jeov, ler; (c-2)
gdzie
() =————[ P (1. DM DN (), (1)
<YLY >p
9 (¥)= 1 [y PDa(T, )y (DdV(2) . (d-2)
<V Zp

W rezultacie mamy uktad zagadnien granicznych ,,zredukowanych” do przestrzeni

s-wymiarowej. Zaldozmy zatem, ze znamy ich rozwigzania i ze sa one dokladne (Sciste lub
formalnie $ciste). Niezbedna jest teraz synteza rozwigzania naszego wyjsciowego zagadnienia
granicznego. Otrzymujemy je przez podstawienie do wyrazenia (a). Natomiast uzyskaliSmy je
w sposob ,,wszystkie sensowne operacje wykonujemy do skutku”. Zatem, jezeli suma

w wyrazeniu (a) jest skonczona (zbior indeksow I jest skonczony), to zapewne jest
wykonywalna (sprawdzamy, testujemy). Jezeli jest nieskonczona, to nalezaloby wykazac
zbiezno$¢ (dowod formalny jest zazwyczaj trudny, pozostaje testowanie dla r6znych wartosci
zmiennych y i z oraz dla coraz wigkszej liczby wyrazow w wyrazeniu (a)) . NO

I najtrudniejszy element (poza przypadkami oczywistymi) — weryfikacja rozwigzania, tj.
sprawdzenie, czy nasze ,,rozwigzanie” jest rzeczywiscie rozwigzaniem (i to jakim ?)
zagadnienia (1), (2) w odniesieniu do celow, jakie sobie stawialiSmy. Dalsze rozwazania

w tym rozdziale mogg przyblizy¢ odpowiedz na to pytanie. Powodzenia.

2. Przypadek sprowadzenia do ukladu zagadnien algebraicznych

Powr6¢émy do zagadnienia granicznego postaci (1), (2), przyjmujac teraz zatozenia
nastepujace:
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1) operatory K i B, o statych wspotczynnikach oraz uktady funkcji u, f, g mozna
przedstawi¢ w postaci:

K= [Kjr]mxm , B= [Ba;jr]q-mxm o U= [uj]mxl’ f=[ fj]mxl v 9= [ga;j]q.mxl;
2) w osrodkowej przestrzeni Hilberta LG (7) z iloczynem skalarnym
<m,mp >= [, m(¥)n(x)dVv

danych jest m uktadow ortogonalnych zupetnych funkcji
[77” ()] (5=1,....,m; 1 € A*={0} L N) takich, ze kazda ze sktadowych hj (+) uktadu funkcji

h(-) e L2r,m (1) jest suma swojego szeregu Fouriera wzgledem uktadu (77 j (+), tzn.
hj (X) = Z(l)iOZjJnj;' (X), J =1..m;xe rfj
(w normie $redniokwadratowej), przy czym
[0 (A =<n5y,m50 > 21,
ﬂj";' ,S= |

07NV =<1, 0 > = , j,r=1..ml,senN%,
Lﬂ?],l( )77r,s( ) Mi1:Mr:s {0, s (]

zas

2
Ajin =<njn > =]
a ponadto powyzszy szereg jest zbiezny punktowo prawie wszedzie na ¢ i rézniczkowalny
wyraz po wyrazie do rzgdu rownego maksymalnemu rzgdowi pochodnej w operatorach K,

(r=1,...,m);
3) operator K iuktady (77, (+)) maja t¢ wlasciwos¢, ze dla kazdego uktadu funkcji
V(-)=(v(-)) ze zbioru okreslonosci U, (') operatora K jest

Kv(x) = [Z;nle jr Vr (x)]= [Z::n:lK jr Zlej\/’*vr;lnr;l (x)] =[ZF”:12|evaVr;| K jr vl (X1,
przy nastepujacych rozwinigciach w szeregi Fouriera ze zbiezno$cig w normie 1 punktowa

Kijr 171 (0 = Lsear L jrastins(X), xe ¥ (j,r=1...m 1 eN*);
4) multioperator B i uktady funkcji (77, (+)) maja t¢ wlasciwosc, ze spetniony jest jednorodny
warunek graniczny (2) (g =0), tzn. dla kazdego uktadu funkgji V(-) = (v{(-)) € Uy (V) jest

Bv(X) = [Z;nzl Ba; err (X)]= [er'nlea;jr Zlew*vr;lnr;l (X1,

[Ba:jr 71 (R]1=[0], X€0¥ (a=1..0q; jr=L...mlen*;
5) sktadowe uktadu funkcji f(-)=[f;(-)] sa rozwijalne w szeregi Fouriera, tzn.
F0) =[Siey F1amja (9, XeV (=L

ze zbiezno$cig w normie i punktowa.

Tok postepowania przy zastosowaniu omawianego wariantu metody Fouriera przedstawia si¢
nastepujaco:
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- wybieramy, zgodnie z celem poszukiwanego rozwiagzania, zbior indekséw I < N*
(skonczony lub przeliczalny) i zaktadamy rozwigzanie zagadnienia granicznego (1), (2)
W postaci:

u() =100 =| Tyep gy (9|, x<, (11)

ktorg podstawiamy do rownania (1) i warunku granicznego (2). Na mocy przyjetych zatozen
otrzymujemy dla poszczegdlnych sktadowych wektora Ku(x)i Bu(X):

zlr’nzlzlelur;leeW’* L jr;lsnr;s(x) = fj (X), xe? (j=1..mlen*);
Yl Uri By jr 1 (9) =0, X€0v (a=1..,q; j,;r=1...mlen*.
Mnozac pierwsza z rownosci przez 7 (X) dla j=1,...,m; | eI oraz catkujac po obszarze ¥

i uwzgledniajgc warunki ortogonalnosci uktadow funkcji (7,,) otrzymujemy z kolei

réwnania
zlrfnzlzle[ljr;p L jrapUra = ljj;p fj;p , (hhr=1..,m;pel). (12)
Réwnania te mozemy jeszcze znormalizowac dzielac stronami przez Aj;., =[| 7., I
zrrnzlzlel’(jr;p L jrapUr = fj;p , (hr=1..,m; pel), (13)
gdzie

Kirip = Ajrp =<Mjpsfeip >/ <0j;p;p > (7 =L.,m; per).
Stanowig one w og6lnosci skonczony, gdy zbidr I jest skonczony lub nieskonczony, gdy I jest
przeliczalny, algebraiczny uktad réwnan z niewiadomymi uktadami liczbowymi
[Ujilma (el ) 0 szeroko$ci pasma zaleznego gtownie od szeroko$ci pasma operatorow

algebraicznych [L ., ] wzgledem I dla ustalonego p przy danych (j, r). Po jego rozwigzaniu,

sukcesywnie dla kolejnych wartosci indeksu | znajdujemy sume (11), ktora przy spetnieniu
zalozen oraz cigglosci danego uktadu funkcji f powinna byé zbiezna dla kazdego x e/ .
Ponadto, gdy 7 = \*, to otrzymane rozwigzanie jest formalnie $cistym rozwigzaniem
zagadnienia granicznego (1), (2).

Uwaga. Jezeli operator K ma t¢ wtasciwos¢, ze
Kir ey ) =L 7y (X), xe?,

tzn. L Ly 0dy I=pilL,.,=0,gdyl#p,touktad rownah (13) upraszcza si¢ do

inp~
ciggu uktadow skonczonych rownan mxm postaci:
ern:l’(jr;l L jralrs = fj;p , (Jyr=1..m;pelr). (14)

Przyktad. Rozwazmy dla ilustracji omawianego przypadku zagadnienie statycznego zginania
ze $cinaniem belki wg modelu typu Timoshenki podpartej swobodnie na obu koncach, czyli
zagadnienie brzegowe (przyn=1im = 2):

2

EJd—0+GA(9—d—Wj=O, x  (0,a) (a-1)
d x? d x
do d°w

GA| ——— =0, xe(0,a a-2
(dx OIijm €(0,a) (a-2)
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oraz
w(0)=w(a)=0, EJ d—‘9(0) =EJ CI—e(a) =0, (b)
dx dx

gdzie w(-)i 8(-) oznaczajg funkcje ugiecia i obrotu przekroju belki, a oznacza dtugosc¢ belki,
EJ i EA oznaczaja moduly sztywnosci gietnej i poprzecznej.

W przestrzeni L? ([0, a]) uktady funkcji
(singyx), (L,cosex), « :%I (Iew) (©)

stanowig ortogonalne, zupelne uktady funkcji. Niewiadome funkcje poszukujemy w postaci
szeregow:

W(X) =X 12w sing X, 6(X) =6y +> 216, cosex, xe[0,a], (d)
ktére wraz z pochodnymi

W'(X) = 212 Wy cose X, 0'(X) =216 singyX, (e-1)

W (X) = =352 W (o) %sineg X, 0"(X) = =316, (ey)%cos oy X, (e-2)

sg zbiezne punktowo przy x € (0,a), jesli sa spetnione warunki Dirichleta. Po podstawieniu
(d) 1 (e) do rownan (a) otrzymujemy réwnosci
2, [(GA—EAa?)6, — GAayw;1cos ;X + GAG, =0, (d-1)
>, [GAxy 6, —GAafw, 1sin ey x = q(x), x € (0,a), (d-2)
podczas gdy spetnienie warunkoéw brzegowych prowadzi do oczywistych rownosci sin0 =0,

sinlz =0 . Przyjmujac 6, =0 i mnozac réwnosci (d-1) i (d-2) odpowiednio przez cosa X

p
I sina X oraz catkujgc po przedziale [0, a] i uwzglgdniajac wyniki catkowania

0, 1= ) ) 0, I+
[g cosayxcosapxdx = P g sin ey xsin arpx dx = P (e)
otrzymujemy cigg uktadow dwodch rownan, z ktérego wyznaczamy
GA-Elaf GAg q
W=——7-—-0@, 6 = = 1=12,..),
T eaBt " T GARI T Bi? ( ) Y
przy czym
2 .
a =;j§‘q(x)sma|xdx (1=12,.). (0)

Jezeli q(-) jest ciagla i przedziatami monotoniczna na [0, a], to szereg

q(x) = 221Gy sing ,
jest zbiezny punktowo na przedziale (0, a), a w konsekwencji zbiezne punktowo sg szeregi (d)

i (). Jezeli q(-) e L?([0,a]) , to zapewniona jest zbiezno$¢ redniokwadratowa tych szeregdw.

3. Metoda spektralna

Specyficznym przypadkiem metody Fouriera jest metoda spektralna, ktora jako wektory uktadu
funkcji ortogonalnych 7 = (77;,) (j =1...m; 1=12,...) wykorzystuje cigg wektorow
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wiasnych odpowiadajacych wartosciom wtasnym A, operatora rézniczkowego A , czyli

rozwigzanie zagadnienia spektralnego dla operatora rozniczkowego:

A () =41 ((X), m eV, xe?, (15)
przy warunku brzegowym
A (X)=0, xeov, (16)

gdzie I operator identycznosci, V| podprzestrzen wlasna przestrzeni rozwigzan odpowiadajaca
warto$ci wlasnej Ay, przy czym V, LV, dla r #|. Zagadnienie, to oméwiono w rozdz. 3.3,

p. 1 w przypadku rownania zwyczajnego (N — 1) oraz w rozdz 4.3, p. 9 w przypadku rownania
czastkowego (rzedu drugiego; n > 1).

Metode spektralng stosujemy zwykle w dwoch wariantach:
1) w przypadku, gdy mamy do rozwigzania zagadnienie brzegowe (1), (2), tj., gdy

K=A, B=A, (17)
przy g = 0 i wtedy rozwiazanie to zakltadamy w postaci
u(x) = um (%), xe?, (18)

co po podstawieniu do rownania (1), przemnozeniu go przez 7, (+) i scatkowaniu po obszarze
¥ (czyli po tzw. ortogonalizacji) prowadzi do réwnosci

u=f /14, rerl (19)
gdzie 1 <{L,2,...} jest odpowiednio dobranym zbiorem indeksow,

fo =<t ><n.,n >, (20)
przy czym

<h,;7> =IVZT=1h,-(X)77,-(X)dV ER. .
Zazwyczaj 4 | :)oo o (gdy operator A jest eliptyczny), zatem szereg jest wystarczajaco zbiezny,

jeslitylko f =324 fi; jest zbiezny;
2) w przypadku, gdy mamy do rozwigzania zagadnienie brzegowo-poczatkowe (1),(2), tj. gdy

K=A-c%02-278,, xe¥, te(0,:), (21)
A, Xeo?,te(0,,), 0,Xe 0, te(0,),

B=<1 xe?,t=0, g=1¢y(X), Xe?,t=0, (22)
O, XeV,t=0, ?(X), xe?,t=0,

przy danych f = f(x,t) dla Xe¥, te(0,00) oraz ¢y =@y(X), @ =@ (X) dla x e ¥ takich,
ze py(X) =0, ¢(X)=0 dla X0V, przy ktorych rozwiazanie to zaktadamy w postaci

u(x,t) =X U (7 (x), xe?, te[0,0), (23)
co po podstawieniu do rownania (1) i warunku (2), przemnozeniu ich przez 7, () i

scatkowaniu po obszarze ¥’ (czyli po ortogonalizacji) prowadzi do zagadnienia
poczatkowego dla rbwnania zwyczajnego

c2l, (t) + 274, (t) - AU, (t) + f () =0, te(0,), (24-1)
U (0) =gy, U (0) =gy, (24-2)
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gdzie 1 <= {1,2,...} jest odpowiednio dobranym zbiorem indeksow, re 1,

fo=<"f,ng,><n.,n >, (25-1)
Qo = < Qo1 A< 1pa 7 >0 Prop = <@L <07, >y, (25-2)
przy czym

<h(x,8),7(x) > = [, XM h; (X, 1) 7;(x)dV , te[0, ).

Przyktad prostego zastosowania prezentowanego wariantu metody szeregu Fouriera do
rozwigzania zagadnienia brzegowego zginania plyty prostokatnej (m=1,n=2,q=2)
przedstawiono w rozdz. 4.4, p.1, zas$ przyktad zastosowania do rozwigzania zagadnienia
brzegowo-poczatkowego drgan swobodnych belki Bernoulli’ego (m =1, n =1, q = 2)
przedstawiono w rozdz. 4.4, p.2.

Prezentowane w tym podrozdziale metody znajdowania (niekoniccznie znalezienia)
rozwigzan nalezg do grupy metod analitycznych, formalnie $cistych (bardzo rzadko $cistych)
lub przyblizonych).
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6.3. Metody szeregow potegowych

Kolejng grupa metod wyznaczania rozwigzan zagadnien granicznych, jakie nalezatoby
wymieni¢ sg metody, w ktorych wykorzystuje si¢ szeregi potegowe jednej zmiennej X (n = 1),
a wiec metody dotyczace rownan rdzniczkowych zwyczajnych o wspdtczynnikach bedacych
wielomianami tej zmiennej (zwykle prostymi). Te zagadnienia pojawiajg si¢ wprost do
rozwigzania, ale czesto powstajg jako wynik zastosowania roznych metod (metody Fouriera,
transformacji catkowych i in.) do rozwigzania zagadnien granicznych dla réwnan réznicz-
kowych czastkowych. Réwnania o wspotczynnikach wielomianowych czesto sg wynikiem
zamiany zmiennej na zmienng X. Przyktadowo, rownanie
2

du +(:0t;/50|—u +u=3cosg, ¢ < (0,7/2),

d¢? dg
przy u=u(g), po podstawieniu x = cos¢ przechodzi w rownanie

2
1- xz)jTl;—Zx%+u =3x, x<(0,2),

przy u=u(x).
Wymieniona metoda polega gtownie na wyznaczeniu niezbgdnych catek liniowo
niezaleznych rownania (uktadu réwnan), a nastgpnie Wyznaczenie z warunkéw granicznych
statych catkowania w kombinacji liniowej z tymi catkami. Metoda ta zostata do$¢ szeroko
opisana w rozdz. 3.2, p. 4-7, a zwlaszcza w p. 6, jesli przyjacé rozszerzajaca interpretacje, ze
state wspolczynniki sg wielomianami stopnia zerowego, za$ szeregi potggowe obejmuja
rowniez rozwinigcia funkcji elementarnych. Dlatego tez metod¢ wymieniong (grupe metod
szczegotowych) potraktujemy raczej porzadkowo, z racji jej wagi, zwracajac wszakze uwage
na pewne ,,generalia”.

1. Metoda uogdblnionych funkeii analitycznych

Jezeli rownanie rozniczkowe zwyczajne (wektorowe) (n =1, m>1) jest rownaniem 0

wspotczynnikach wielomianowych, to zgodnie z og6lng ,,filozofia przewidywania rozwigzan”
zagadnien z rownaniami rozniczkowymi, rozwigzan tego typu rownan poszukujemy W postaci
tzw. wektora uogdlnionych funkcji analitycznej, tj. w postaci

u(x) = x’l(Zfzoanx“)lnﬂxl‘s(Z::()bnx”), (26)

w ktorym a,,,b, e R"™ sg nieznanymi wspotczynnikami, jesli w takiej postaci mozna

przedstawi¢ wektor prawych stron tego rOwnania
_yA ®© n A-s @© n
f(x)=x (anoanx )In X+ X (anoﬂnx ) (27)
gdzie a,,B,€R"™, A e®, seC - dane (ewentualnie po rozwinieciu danych funkeji

elementarnych w szeregi potegowe), w szczegodlnosci a, =, =0 (gdy f =0). Poniewaz
pochodne funkcji u(-) sg rowniez postaci (26), przy innych wartoSciach A i s, oraz ich
przemnozenie przez sktadnik wielomianu tez prowadzi do takiej postaci, ostatecznie po lewej
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stronie rownania (1) otrzymujemy wyrazenie rowniez postaci (26), a doktadniej postaci

X+ (Z::o A X" ) Inx+ x4~ ( B ) (28)

dla pewnego I € (' zaleznego od najwigkszej roznicy maksymalnego rzedu pochodnej
1 minimalnego stopnia sktadnika wspotczynnika wielomianowego przy sktadniku z ta

pochodng w réwnaniu, gdzie A, jest wyrazeniem zaleznym liniowo od @, i pewnej liczby
wspotczynnikow wezesniejszych od @y, za$ B, jest wyrazeniem zaleznym liniowo od b,

i wspolczynnikow wezesniejszych od b, oraz od @, i pewnej liczby wspotczynnikow
wezesniejszych od @, , Przyrownanie wyrazen A, iB, ze wspétczynnikami odpowiednio przy
tych samych potegach X z logarytmem i bez logarytmu prowadzi do rownan rekurencyjnych

na nieznane wspolczynniki 8,i D, Jezeli w pierwszych rownaniach ,,startowych” mozna

dobra¢ wartosci poczatkowych wspotczynnikoq dowolnie w k kombinacjach liniowo
niezaleznych, gdzie k jest rzgdem rownania wektorowego (uktadu réwnan) (1) , to metoda
prowadzi do rozwigzania ogdlnego réwnania (1).

Jezeli otrzymane rdwnania rekurencyjne zezwalajg jedynie na rekurencyjne obliczenie
wartosci kolejnych wspotezynnikow @, i D, to wspotczynniki te pozostaja ,,nicoznaczone”

(stad nazwa ,,metoda wspoltczynnikdw nieoznaczonych” tego wariantu metody szeregow
potegowych jako metody analitycznej formalnie $cistej, oczywiscie pod warunkiem

zbieznosci szeregdw w wyrazeniu (26) dla pewnego X, , a wigc i dla | X|<|X,|). Natomiast,

w praktyce moga zaj$¢ bardzo rézne specyficzne przypadki szczegolne.

2. Metoda funkcji elementarnych i specjalnych

Jezeli mozna tak dobra¢ wspotczynniki poczatkowe w szeregach potegowych w wyrazeniu
(26), ze mozna jawnie okresli¢ wszystkie wspotczynniki w tych szeregach wzorami
zamknigtymi za pomoca poprawnych matematycznie wyrazen z uzyciem jednoznacznie

1 powszechnie znanych symboli matematycznych, to mozemy uzna¢, ze otrzymaliSmy
rozwigzanie $ciste (Scislg catke) rownania (1) w postaci analitycznej. W szczegdlnosci, gdy
réwnanie (1) jest pojedyncze (m = 1) rzedu drugiego (k = 2), to moze okazac sig, ze
otrzymane rozwigzanie postaci (26) lub tylko postaci

u(x) = x* (Z::o bnx") (29)

jest tzw. funkcja specjalng, czyli rozwigzaniem jednego ze wyspecyfikowanych postaci
réwnania rézniczkowego lub wyspecyfikowang postacia rozwigzania, a wieC jedng z funkcji
hipergeometrycznych, kulistych (Legendre’a) lub walcowych (Bessela-Kelvina).

Moze by¢ tak, ze wspotczynniki w rdwnaniu roézniczkowym sg jednomianami stopnia
rownego rzedowi pochodnej funkcji niewiadomej u w réwnaniu pojedynczym, przy ktorej ten
wspolczynnik figuruje, to catkg takiego réwnania, zwanego rownaniem Eulera, jest wyrazenie

postaci (29), w ktorym szereg potegowy redukuje si¢ do wyrazu zerowego @y (a 4 jest

pierwiastkiem rownania charakterystycznego rownania Eulera).
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Wreszcie, gdy wspotczynniki w rownaniu (wektorowym) (1) sg wiclomianami stopnia
zerowego, czyli sg stale, to rozwigzaniem tego rownania jest funkcja elementarna postaci

u(x) = x*e“* (acos 9x+hsin 9x), (30)

w szczegblnosci kazdy z parametrow A e C, o, a, b € R moga by¢ rowne zeru, a 3 € R
moze by¢ rowny jednosci. Rozwijajac funkcje €°*(acos$x +bsin Ix) w szereg Mclaurina

stwierdzamy, catka (30) jest formalnie postaci (29) o znanych wartosciach wspélczynnikow by, .

Na zakonczenie tego krotkiego résumé, zwrocimy uwage na ,,egzotyczne” nieco postacie
zamknigte, ztozone z funkcji notabene elementarnych, rozwigzan zagadnien z rOwnaniami
roézniczkowymi zwyczajnymi, ktore w wyniku serii podstawien w miejsce zmiennej
niezaleznej i funkcji niewiadomej prowadza do catkiem prostego rownania. Na przyktad,

roOwnanie

20,
—+0wUu=0, xe(0,0)
dx?
ktérego catka jest funkcja
u(x) =acoswx+bsinwx,
otrzymujemy w wyniku podstawien
E+1
v==—u, &=exp(wx
1 ¢ = exp(wx)

Z rdbwnania rdzniczkowego
2
E2(E3 4 &2 —g—l)j?‘;+§(2§2 +3§+1)g—2+(§3—3§2 +35+Dv=0, Eel).

Pytanie, jakie si¢ nasuwa, to jak z tego rownania otrzymac bezposrednio rozwigzanie
&+l
=51
bez znajomosci powyzszych podstawien.

v [acos (In wx) +bsin (In wx)]
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6.4. Metody transformacji calkowych

1. Podstawowe okreslenia i sformulowanie metody

Niech N=r+Sprzy r >1li n>1iniech x=(y,z) e UxwW=vprzy ¥Y=(Y1 =X, Yy = X;),
2=(2 =Xp4qse Zg = Xp4s =Xy), U - obszar w przestrzeni ®,", % - obszar w przestrzeni
®R> lub W=, gdy s=0. Niech tez ¢ =(gy,...¢;) € R . Zaldzmy, ze dane jest odwzoro-
wanie i = (s, y) = (i (5, ¥)) e R xR ™ przy [, | x(s,y) PdV(y) <o Vger'

i vijl=1..,m.

Transformacjg catkowa Tgy na obszarze U wzgledem zmiennych y odwzorowania (funkcji

wektorowej, ukladu funkciji) =0(Y,2) = (v (y,2)) e ™, (y,2) e Ux W z przestrzeni
funkcyjnej U, (V) = L2r’m (U),tzn. v=0(-,2) Lzrym(@) VzeW, nazywamy
przyporzadkowanie injektywne

TV :0(,2) > 0(,2) = (0 (. 2)) € Vy (D R™); 0(s,2) = [, x(s, Y)v(y,2)dV (y) =

=06, ) =Clilyxj(c. V) vy, 2)dV(y)) Vzew. (31)
Transformacja catkowa ma wlasciwos¢ liniowosci. Szczegdlnymi przypadkami transformacji
calkowych sg operatory catkowe (por. rozdz. 1.5). Obraz o(¢,z) = Tgy v(y,z) odwzorowania
(funkcji wektorowej, uktadu funkcji) v(y, z) nazywamy transformatg odwzorowania (funkcji

ozn
wektorowej, uktadu funkcji) v(y, z), za$ przeciwobraz v(Y,Z) = (Tgy )_15 (¢,2) = T§ v(c,2)

odwzorowania o(g,z) nazywamy retransformatg tego odwzorowania (funkcji wektoroweyj,
uktadu funkgji).

W zalezno$ci od specyfikacji obszarow U i w oraz jadra x(c,y) transformacji catkowe;j

mamy rozne przypadki szczeg6lne transformacji catkowych (pod réznymi nazwami,
zwlaszcza transformacji przy n = r =1 i m = 1), tj. gdy

U={y;1a <yp <bypx.x{y, 1a, <y, <b} (a, 20, by<oo, p=1..,r), (32)
gdyz wtedy, zgodnie z twierdzeniem o catkach iterowanych, mamy dlam =1 (przy s > 0)
(6 Y)Y, 20V (1) = [ ol K600 Yo YD OVt Vs 2o Z6) ) oy,

a wigc

T u(y,2) :Tgyll(...Tgyrr O(Y1ses Yo 2400 25)) = O(G10w0s Gpr 2y ees Zg) (33)
W szczeg6lnosci, jesli

k(G106 Yares Yr) = K1(1, Y1) - K (S Ve ) (34)
to

T u(y, Z)=Tg{l 01(Y1’21'---'Zs)---Tg{' Or(Yr1 210000 Z5) = (39)
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= 5l(g1’ Zl""’ 25)51' (gr, Zl""’ ZS)

dla

O(Y,2) =0(Y1s s Yr s Zaeen Zs) =01 (Y1, 2000 Zg) . Op (Y s 24,000 Zg) (36)
przy czym

T;/' v (Y123, Zg) :f:: K (s YD) o (Y, 23,0 Z5) Ay =01 (61, 23541 Z5) (37)

przy x(g,) e L([a,]) Vg € R 0,(-24,...25) € LX([a,b]) V(z,..., Z5) e R ® dla kazdego
I=1,...,r.
Wazne jest, by transformacja (31) byta injektywna, a wiec odwracalna i by znana byta

formuta na wyznaczanie retransformaty nieznanego odwzorowania ze znanej transformaty
tego odwzorowania (funkcji wektorowej).

W kontekscie zastosowan transformacji catkowych do znajdowania rozwigzan zagadnien
granicznych fundamentalne jest, by dobrac¢ tak transformacje catkowe, aby
TY(Ku(y,z2)=A_U(s,2) + Ey u(y,z2)+K, (s, 2) =T f(y,2)+ T} 9(¥,2) =
f(s.2)+7(s,2), yeoU, zew, (38-1)
T (Bu(y,2))=B;U(5.2)=T9(5.2)=7(5.2), ZeoW, (38-2)
Byu(y,2))=9(¥,2), yeov, zew, (38-3)
gdzie A_jest operatorem algebraicznym zaleznym od zmiennych ¢ traktowanych jako
parametry, K, jest operatorem rézniczkowym zaleznym od zmiennych z i parametrow ¢,
By jest specyficznym operatorem brzegowym zaleznym od zmiennych ¥, B; jest

operatorem brzegowym zaleznym od zmiennych Z i parametrow ¢ . Zatem, jesli spetniony jest
warunek graniczny (38-3), to zagadnienie graniczne (1), (2) zostaje sprowadzone do
zagadnienia granicznego (38-1), (38-2), tj.:
A U(5,2)+K,T(c,2)=T(5,2)+T(c.2), zew, (39-1)
B,U(5,2)=0(s,2), Zeow, (39-2)
na transformat¢ U(g,z), w ktorym zmienne ¢ sa traktowane jako parametry. Jezeli udaje si¢

wyznaczy¢ to rozwigzanie tak, ze potrafimy wyznaczy¢ retransformat¢ odwzorowania
(funkcji wektorowej, uktadu funkcji) U(s, ), to znajdujemy rozwiagzanie naszego

zagadnienia (1), (2).
W przypadku, gdy s=0 (r =n, U =9, W =), zagadnienie (1), (2) zostaje sprowadzone do
zagadnienia algebraicznego

A T()=T(). (40)

W praktyce, z uwagi na trudnosci rachunkowe zwigzane ze znajdowaniem retransformat
rozwigzan zagadnien (39) lub (40), stosujemy wariant (32), (33)dlar=21lubr=2przym=1
lubr=1przy m=2 (w tych przypadkach zwykle stosujemy te same transformacje). Dlatego
tez dalej przyblizymy najczgsciej stosowane transformacje catkowe wzgledem jedne;j
zmiennej (r = 1) pojedynczych funkcji (m = 1). Natomiast w odniesieniu do znajdowania

11-6 /22



retransformat wyznaczonych funkcji stosowane sg dwa podejscia:

1) wykorzystuje sig¢ tablice transformat znanych funkcji oraz wtasciwosci danej transformacji,
na podstawie ktérych udaje si¢ wyznaczy¢ retransformate otrzymanej funkcji,

2) stosuje si¢ metody numeryczne, zwlaszcza catkowanie numeryczne, gdy transformacja
odwrotna do transformacji danej jest okreslona za pomoca catki.

Wiele interesujgcych przyktadéw zastosowania transformacji catkowych do wyznaczania
Scistych rozwigzan analitycznych zagadnien granicznych z dynamiki konstrukcji wraz

z przedstawieniem tych transformacji, ich wtasciwosci i z tablicami transformat zawiera
monografia Witolda Nowackiego pt. ,,Dynamika budowli” (Arkady, Warszawa 1972).

2. Transformacja Laplace’a

Niech 4 =(0,0) iniech U, (¥) bedzie zbiorem funkcji rzeczywistych na przedziale
1 =[0,0) spehiajacych warunki
[§lo(x)|dx < Va>0,

lo(X)| < Aexp(ax) Vx>0 ipewnychA>0, a>1.

Zbidr ten jest przestrzenia liniowa(na mocy kryterium podprzestrzeni). Definiujemy na niegj
transformacje¢ Laplace’a T za pomocg wzoru:

o(p) =y v(X)exp(-px)dx, pe®r (41)
(ogdblniej: p € Z). Przyktadowo,

v(x)=coswx = 0(p)= 2p 5
P +w
o (0>0)
v(X)=sinox = o(p)= IR
P +w
1, x=x, _ 1
v(x) =H(X—X,) = 0 = 0(p)=—exp(-%,p) (X, >0).
, X< X p

Transformacja Laplace’a ma, m.in., nastepujace wtasciwosci
1) Liniowos$¢: T (U +00) =T v+ T 0y, T (av)=aT (v),

2) Reguta podobienstwa: T, (v(aX)) = i5 (EJ (a>0);
a \a

3) Reguta przesunigcia: T, (0(X—X,)) =exp(—X,Pp) 0 (p);
4) Reguta thumienia: T| (v(X)exp(-aX))=0(p+a);
5) Transformacja pochodnej funkcji:
TLEM () = p*5(p) - P*0(0) - p*20'(0) +...- p*2(0) —0 D (0) (k2 1);

k
6) Rozniczkowanie transformaty: dd—kzj (p) = (D)X T (xko(x)) ;
p

7) Transformacja catki: Ty ([Jo(t)dt) = 1 o(p);
p
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8) Transformacja splotu funkcji: T, (jg vy (o, (x—t)dt) =0, (p) 02 (P) -
Zastosowanie transformacji Laplace’a do rozwigzywania zagadnien granicznych pokazemy
na przyktadzie zagadnienia poczatkowego dla oscylatora harmonicznego obcigzonego dang
sitag zmienng w czasie (zachowujac oznaczenie X na zmienng czasowg). Mamy zatem do
rozwigzania nastepujace zagadnienie poczatkowe ztozone z
a) rownania rézniczkowego: U"+ w?u = aexp(—bx), x € (0,) (a,b,>0),
b) warunkow poczatkowych: u(0) =u,, u'(0)=v,.
Dokonujemy transformacji Laplace’a rownania rozniczkowego, wykorzystujac jej
wlasciwosci oraz warunki poczatkowe:
T, (U"+ @?u) = T, (aexp(—bx)),

T U™+ @%u) =T, (U") +@? T (u),

TL(u") = p?T(P)~ Py — Vo,

T, (aexp(-bx)) =a T, (lexp(-bx)) =a ib :

p+

Otrzymujemy rownanie algebraiczne na transformate U(p):

_ _ a
p2a(p) - puo—vo+wZU(p)=m,

skad znajdujemy wyrazenie na transformatg, ktore przedstawimy w postaci
a 1 w p Uy o

u(p)=— +U +
(p) o p+b p?+w?  ° p?+a?

o p?+w?

Retranformate mozna wyznaczy¢, korzystajagc wzoru na transformacje¢ odwrtotng

1 a+pi
T'o=——1lim [ 5(p)exp(px)dp, (43)
27 ﬂ—)ooa_ﬂi

przy czym obliczenie catki w tym wzorze nie jest z reguty proste. Mozna tez skorzystac
z wykazu transformat i retransformat wielu najcze¢sciej spotykanych funkcji oraz z znaczne;j
listy wlasciwosci transformacji Laplace’a. W ten sposob znajdujemy

1 a__ 1 W _ p Uy o w
u(x) =T to(p)==T1 — +u, Tt 40Tt =
() =T u(p) w " £p+b p2+a)2j ot [pzﬂozj o " p?+ae?

a . Uy .
=— [y exp(—b(x—t))sin ot dt +u, cos wx +—2sin wx.
w w

Nietrudno jest zauwazy¢, ze transformacja Laplace’a moze by¢ uzyteczna w rozwigzywaniu
przede wszystkim w tych zagadnieniach, dla ktérych mozliwe sg do okreslenia warunki
poczatkowe dla poszukiwanej funkcji.

3. Transformacje nieskonczone Fouriera

Transformacja nieskonczona (ekspotencjalna) Fouriera byta juz wprowadzona w rozdz. 4.3,
p.7 celem rozwigzania zagadnienia poczatkowego dla rownania parabolicznego
niestacjonarnego rozktadu temperatury w osrodku nieskonczonym, wzgledem zmiennej
przestrzennej X € ¥ = (-0, +) . Zrekapitulujemy zatem glowne definicje i wtasciwosci oraz
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przyktady transformaty i retransformaty nieskonczonej Fouriera pod kagtem zastosowania do
znajdowania rozwigzan réwnan rozniczkowych.

Niech Ugbedzie przestrzenia tych funkcji v:® — R, ktore spetniaja warunki

lim o(x)=0, [Z|o(x)|dx <oo.
X—>to0

Transformacje nieskonczong Fouriera T (ekspotencjalng) definiujemy jako

przyporzadkowanie

Te: 0(X) = 0(g) = v(x)exp(—igx)dx. (44)

1
N2 IR
Mozna wykazacé, ze
1 6(-) el

Il o(-) e 2nUg = 6(-) e L?;
1t 5(-) € Up = (TR 0)(x) =%JR0@) exp(+icx) de (45)
Przyktadowo:
b(X) = exp(-arx?) — B(c) = ——— exp(~¢? | 4ar),
a

V2o
v(X) =exp(-a | x[) > 0(5) = \/%

o

C(2+g2

o(X) = exp(—aX) H(X) - 0(c) = e —

L2z a+ic’

Ponadto, transformacja niekonczona Fouriera ma m.in. nastepujace wlasciwosci:
1) Tg jest liniowa;

2) Teo(x—a) =exp(-iag) o(s);

3) T, (ax) :lio(ij :

al \a
4) T oM (x) = (i6)*0(s);

4 dko
5) T xku(x) =i =2 (c);
dg

6) Te [Fun(t)o,(x—t)dt =27 0y(¢) 0, () ;

7) Te(oi(})0a(x)) = % 1$ 6,00, (c ~t) dt.

Tytutem ilustracji zastosowania znajdziemy catke szczeg6lng rownania.
—2u"(x) +u(x) =exp(-2x) H(x)

Dokonujgc transformacji Tr tego rownania, otrzymujemy
Te[-2u"(X) +u()] = =2 T u"(x) + Tru(x) =[-2(i ¢) > +1]U(s) ,
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1

r2+|

skad znajdujemy wyrazenie na transformate poszukiwanej catki

u(g)_lJ— 1 1 \E 1/2

J2r 2+ig\m1/2+¢?
a w konsekwencji (w zalezno$ci od sposobu postepowania)

u(x) = %\/; [FH(x—t)exp(-2(x—t)) exp(~ | t] /N2) dt =

Telexp(=2x) H(x)] =

_ 1 o 1 1/2
22" 2+ig 12+ 62
Ten prosty przyktad nie przesadza o (nie)przydatnosci transformacji catkowej Fouriera.

exp(+igx)dg.

Jezeli wzory (44) i (45) przedstawimy w postaci
1 1
—— [, v(x)cosgXdX —i—
. 1 .1 .
v(X) =—=—|, O(g)exp(+icx)d¢ =——|, O(¢)coscxdc+i——|, O(c)singxdg,
v(X) @IR (c)exp(+igx)dg ﬂfﬁ (¢)cosgxdg @IR (¢)singxdg

v(x)exp(-igx)dx = v(x)singxdx,

to wprowadzajac oznaczenia

Oc(s) = \EIS" v(x)cosgxdx, Os(s) =Jg v(x)singxdx,
Vs
dla v(-)z przestrzeni Ug([0,)) tych funkcji, ktore spetniaja warunki

limo(x)=0, [5"lo(x)|dx <o,
X—>00

otrzymujemy dla rozszerzenia parzystego (symetrycznego) vP (x) i nieparzystego v" (x)
(przy v"(0)=0) funkcji v(-) nastepujgce tozsamosci:

0P () =0c(5)=0P (=), ©0"(5)=~105(5)=-0"(-¢),
przy ¢ € (—oo,+o), a wigc wystarczy, ze dla ¢ €[0,+) , a ponadto

v(x) = 2\/—Io OP(g)cosgxdg = (Io De(s)cosgxdg =

= ZIT u”(g)singxdgz\/;jgoﬁs(g)singxdg.

Wykazali$my zatem, ze uzasadnione jest zdefiniowanie dla funkcji v(-)z przestrzeni

UE([0,0)) dwoch transformacji catkowych — transformacji nieskonczonej cosinusowej
Fouriera i transformacji nieskonczonej sinusowej Fouriera:

Tecv: O(5) = \/Ejg’ v(x)cosgxdx, (46-1)
v

Trsv: 05(5) = \EIS” v(x)singxdx, (46-2)

ktorych odwrotnos$ci okre§lone sg wzorami:
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1 2 o A
Tre Oc Q(X):\/;J.o O¢(g)cosgxdg, (47-1)

. 2 o~ .
T U Q(X):\/;Io Us(s)singxdg . (47-2)
Do najwazniejszych wiasciwosci tych transformacji catkowych nalezg:
1) Liniowos¢;

2) Reguly transformacji pochodnych funkc;ji.

Jezeli v(-) 1 jej kolejne pochodne naleza do przestrzeni funkcyjnej Ug([0,)), to

Teo 0" () = 6 04(c) %u(oy T 0'() = ¢ 0,(6),

Tre 0" (X) = =67 5, () - %U'(O) , Tes0"(X) =62 5(6) +\/%§U(0) ,

Troo® () = ~5,(6) +, 2 0 (0) ~ £ 0"(0).,
T T
2

Tes V() =63 0. () +\ﬁg0'(0),
T

Tee 0@ (X) =4 0, () + F c20'(0)- \E v®(0),,
T T

Tes 0¥ (X) =¢* 5 (5) —\EgS v (0) +\/§gv"(0) :

Wynika z powyzszego, ze w konteks$cie zastosowan do rozwigzywania zagadnien
granicznych, obie transformacje sg przydatne w przypadku obszaréw ,,péinieskonczonych”,
gdy zmienna przestrzenna lub jedna ze zmiennych przestrzennych jest w przedziale [0, )
(np. w przypadku potprostej, poiptaszczyzny lub potprzestrzeni) i gtéwnie w przypadku
zagadnien brzegowych dla rownan o parzystych pochodnych, ktére np. w mechanice
o$rodkoéw materialnych i konstrukcji sg bardzo powszechne, a ponadto warunkami
brzegowymi przy X =0, zawierajacymi tylko parzyste pochodne (transformacja kosinusowa)
lub tylko pochodne nieparzyste (transformacja sinusowa).

W celu ilustracji zastosowania nieskonczonej trygonometrycznej transformacji Fouriera
rozwazmy zginanie potnieskonczonej belki Bernoulli’ego o wspotczynniku sztywnosci
gietnej EJ, znajdujacej si¢ na sprezystym podtozu Winklera o wspotczynniku sztywnosci K,
podpartej na koncu przegubowo nieprzesuwnie i obcigzonej w tym konicu momentem
skupionym M. w sposob ciagly od konca podpartego na odcinku o dtugosci .

Mamy zatem nastgpujace zagadnienie brzegowe do rozwigzania:
- rOwnanie rozniczkowe

EJ w® (x) +k w(x) =0
- warunki brzegowe

w(0)=0, EJw"(0)=-M ,
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gdzie w =w(x), x €[0,%) jest funkcjg ugiecia belki. Stosujgc do rownania transformacje
nieskonczong sinusowa Fouriera 1 uwzgledniajac w wyrazeniu na transformatg Tgg w® (x)

warunki brzegowe, otrzymujemy wyrazenie na transformatg W(s), ¢ €[0, )

N 2 M g 4 k
W = T T A a :_a
= B o EJ
skad
w= exp (—ax /2)sin(ax/+/2).

Ja®
Linia ugi¢cia ma ksztalt fali stojacej o zanikajacej ekspotencjalnie amplitudzie wraz z
odlegtoscia od miejsca jej wywotania.

4. Transformacja Hankela

Transformacja Hankela, zwana takze transformacja Fouriera-Bessela, ma zastosowanie
gléwnie do zmiennej radialnej z zagadnieniach granicznych w obszarach osiowo
symetrycznych.

Definicje tej transformacji okresla wzor

Th 20(r) = 6y (p) = [T 0() 3 (rp)rdr (48-1)
gdzie ) jest transformata rzedu | funkcji o(-) z przestrzeni Uy funkcji v:(0,0) > ],
przedziatami ciagtych, ograniczonych w tym sensie, ze [ |v(r)| Jrdr<oo, J| jest funkcja
Besselarzedu | (1>-1/2) (zob. rozdz. 3.2, p. 6 i rozdz. 6.3, p.2)

3i(r)= Zﬁoi(iym , (48-2)
nNIrl+n+1)\ 2
przy czym
o, | <1
im 28 _J1yo 121, Lo =X, 0= 90 = 3,0 =X 3, (1) ke )
r-0 r dr r r
0, 1>1
za$ funkcja gamma Eulera dana jest wzorem
r(@) = [gt9%e™dt, ger (48-3)

1 ma, m.in., wlasciwosci
I1)=1, I'(@+1l) =qI(@), I'(n+1)=n!
Transformate¢ rzedu | = 0 oznaczaé bedziemy po prostu przez o .

Przyktadowo, mamy:
1 1 1 1 1
TH(_j =, TH(r)Oz——g, TH[—] =—exp(-plz]) zeZ.
ro P p r’+z2 ),

Ciekawostka pewna jest to, ze transformacj¢ odwrotng (retransformatg) okresla taki sam wzor
jak transformate

T 5 (p) > o(r) = [ ()i (pT) pdp. (49)
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Sposrod wiasciwosci transformacji Hankela wymienimy te szczegodlnie istotne dla
wyznaczania rozwigzan rownan rézniczkowych

T (di U(r)j =Ty (v(n), =01(p),
r 0

2 1d I2 ~
T, [(Fm—r}‘”l b

af( 4, 1d 12 —_r2
o [ p—

Dla ilustracji, zastosujmy transformacj¢ Hankela do rozwigzania 0siowo symetrycznego
ugi¢cia membrany kotowej o promieniu I; i napigciu obwodowym S, obcigzonej osiowo
symetrycznie sitg roztozong réwnomiernie o wartosci P na powierzchni kotowej o promieniu
r,. Mamy zatem do rozwigzania zagadnienie brzegowe na obszarze kolowym % 0 promieniu

I, z nieznang funkcja u=u(r), r €[0,r;] nieosobliwa przy r = 0 i z warunkiem brzegowym

u(r) =0. Rownaniem rézniczkowym ugi¢cia membrany jest rownanie Poissona
SAu(r)=p(r), re(On),

przy

P
2 — ref0,ry)
A=d_+li, p(r) =1 712 o/
r

0, refr,n)
Dokonujac transformacji Hankela rzedu | =0 powyzszego rownania otrzymujemy
- P Po(p)
0(p) = ——5 "7

7St2  p? ’
- Polo 1, rel0n)
po(P)=TH(po("))o=for°‘]o(/?r)rdr=07~]1(/?ro), po(r)={0 refron)
' 0'"1
skad znajdujemy
- P 1
0(p) = % Jo(pr) rdr =—— =3, (pro),
7SIé sty p
P 0 1 o 1
awige U(r) =—— J§'— Jo(ro)([;> Jo(pr) rdr) pd p = - 0 =5 J0(rp)di(rg p) pdp =
9 0 P
1ro o, 1o N
=(rg—-rc)+=r{In—, re[0,r
Cp 4( 0 ) A €[0,ro)
7Z'SI’O 1 2

- _l’ [ ]
riyin—. relry,r
21 r 0''1
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6.5. Metody przyblizone

1. Uwagi wstepne. Rozwiazania przyblizone zagadnien granicznych

Rozwazmy zagadnienie graniczne (1), (2) — zarbwno w postaci klasycznej jak

1 w sformutowaniu nieklasycznym (por. (3)).

Mozliwo$ci rozwigzania tego zagadnienia w sposob $cisty lub formalnie $cisty (np. za
pomoca szeregu Fouriera, szeregu potggowego czy w postaci catki z transformaty catkowe;)
sg ograniczone (por. p. 6.1 1 p. 6.2-6.4). Potrzeby poznawcze i praktyczne, rosngce wraz

z postepem naukowym i technicznym powoduja, ze coraz wickszego znaczenia nabieraja
metody przyblizone, zwlaszcza takie, ktore prowadza do algorytmow ,.komputeryzowalnych”.
Wiaza si¢ z tym nastepujace gtdéwne problemy (pytania):

1) Jak rozumie¢ ,,przyblizono$¢” rozwigzania danego zagadnienia granicznego,

a w szczeg6lnosci w jakiej ,,mierze” rozstrzyga¢ doktadno$¢ rozwigzania przyblizonego tego
zagadnienia ?

2) Do jakiego zagadnienia matematycznego i w jaki sposob nalezy ,,zredukowac”
(przetransformowac) relacje wyjsciowego zagadnienia granicznego?

3) W jaki sposob, tj. przy uzyciu jakich metod i algorytmoéw (tj. przy wykorzystaniu jakich
,harzedzi” matematycznych) mozna uzyskac rozwigzanie (przyblizone) zagadnienia, do
ktérego do ktorego sprowadzono (,,zredukowano’) wyjsciowe zagadnienie graniczne ?

Odnosnie problemu 1), jezeli rozwigzanie $ciste u(-) zagadnienia wyj$ciowego nalezy do
zbioru U, o, (7) przestrzeni Vam (7)) (v obszar w przestrzeni ® "), to rozwiazanie
przyblizone v(-) moze by¢ elementem zbioru S, .,(Z) przestrzeni V, (2), gdzie Z jet
pewnym podzbiorem przestrzeni ® " — takim, ze X = N2 # & . Wtedy zasadniczo
porownywanie V(-) z u(-) jest mozliwe na zbiorze X . W szczegdlnosci, niezbedne jest
sprecyzowanie, co oznacza stwierdzenie ,,V(-) przybliza u(-) na zbiorze X zapisywane
symbolicznie v(-))z(u(-).

Niech X,  (X) bedzie podzbiorem przestrzeni V, ,,(X), z metryka dy (moze to by¢ w
szczegllnosci podprzestrzen liniowa, w tym unormowana z metryka py generowang przez

normg). Powiemy, ze Vv(-) )z(u(-) z doktadnoscia ¢, jezeli dy (v(-),u(-)) < e . Dodatkowo,

zbidr X powinien byé bliski 9/, co zapisujemy symbolicznie X ~ 7. Oczywiscie, nie jest
sztuka oceni¢ w ten sposdb rozwigzanie przyblizone, gdy znamy rozwigzanie $ciste. Trudniej
jest, gdy go nie znamy. Ale sg metody przyblizone, dla ktorych jest to mozliwe. Generalnie
zajmuja si¢ tym metody jako$ciowe réwnan rézniczkowych. Jednym ze sposobow jest
testowanie doktadno$ci metody przyblizonej na przypadkach stosunkowo prostych (np. ze
wzgledu na obszar ¢ czy prawg stron¢ roéwnania f ), dla ktérych mozna uzyska¢ rozwigzanie
Sciste zagadnienia granicznego. Te przypadki, to tzw. ,,benchmarki”.

W przypadku wielu metod przyjmuje sie Z =%, co oznacza, ze X =49 . Sa jednak metody
(uzyteczne), dla ktorych dobér zbioru Z irelacja X =4/ nie sa proste. Jezeli Z jest
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obszarem (np. w MES), to mozna przyja¢, ze relacja ta oznacza mes(+ - x) <5 (lub

mes (1 - Z)+ mes(Z-9’) < ) dla danego & . Jezeli, natomiast, Z jest zbiorem dyskretnym,
to relacje X ~ 7/ mozna rozumieé jako kryterium & - sieci: Vxet/ IgeX |x—¢|<J, ale tez
Veex IxeV |x—¢|<6.

W powyzszych okresleniach przyblizenia u(-) przez v(-) i ¥ przez X chodzitoby o cos
wigcej, tj. o przyblizenia z dowolng doktadnoscia (tj. dla dowolnie matych ¢>01 >0,

a wigc o skonstruowanie takiej rodziny przyblizen Z, orazv, () z rodziny zbiorow Sr|1,m(ZI )
przestrzeni Ver (Z,) (I nalezy do zbioru indeksow 7 ), ze dla dowolnej zadanej doktadnosci
istnieje takie | iz jesli X, =2, N ,to X, =¥ oraz v,(-) =u(-) nazbiorze x,.O rodzinie

takiej moéwimy, ze jest aproksymacyjna.

Odnosnie konstrukcji rozwigzania przyblizonego V, (-) pragmatyka postgpowania nakazuje,

by bylo ono kombinacja liniowg prostych funkcji (np. jednomianéw, prostych wielomianow,
funkcji trygonometrycznych) i nieznanych parametrow, ktore wyznaczymy z zagadnienia

zredukowanego zagadnienia wyjsciowego lub Z, byto zbiorem dyskretnym.

Rozwijajac nieco problem 2) z wymienionych na wstgpie, chodzi o metode (sposob,
algorytm) konstrukcji zbioru z, zbioru funkcji (wektorowych) S, ,(Z) oraz zagadnienia,
z ktérego nalezy wyznaczy¢ V(-). W szczeg6lnosci chodzi o sformutowanie sposobu
(algorytmu), za pomocg ktorego bedzie mozliwa transformacja wyjsciowego zagadnienia
granicznego (1), (2) (lub (4)) do zagadnienia postaci (na przyktad),

A()v(-)=b("),
gdzie A(-)jest znanym odwzorowaniem (operatorem) na S, ,,(Z), b(-) jst znang funkcja
(wektorowa), a V(-) poszukiwanym rozwigzaniem przyblizonym, Dalej w tym podrozdziale

skoncentrujemy uwage géwnie na tym problemie (zadaniu).

Natomiast w kwestii problemu 3), tj. wyznaczenia rozwigzania przyblizonego V(-) ze
zredukowanego problemu, to zatozyliSmy, ze redukujemy do takiego zagadnienia, ktore ma
rozwigzanie 1 znana jest metoda jego rozwigzania. Zatem jest to problem techniczny,
zZwigzany z umiej¢tnosciami obliczeniowymi

,warsztatowymi”, ktorymi w tym opracowaniu nie bedziemy si¢ zajmowac.

2. Metody wazonych residuéw. Przypadek redukcii do rOwnan algebraicznych

Niech Z bedzie obszarem domknietym w przestrzeni ® " i niech dla ustalenia uwagi Z =¥
(chociaz prezentowane metody mozna skonstruowac przy Z = i odpowiednim warunku

Z=9).
Niech X, n(X) (X=2= 1) bedzie podprzestrzenia liniows przestrzeni Vim(X), ztozong

z tych funkcji (wektorowych, odwzorowan), dla ktérych okreslone jest jednoznacznie
dziatanie operatora rézniczkowego K w obszarze i operatora (multioperatora) brzegowego na
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brzegu o7 . Niech przy tym X, ,(X) bedzie unormowana z norma ||- ||, . Zatozmy, ze
w przestrzeni X, ., (X) istnieje doktadnie jedno rozwigzanie U(-) wyjsciowego zagadnienia
granicznego (u(-) € Uy (V) = Xy (V).

Niech (wo(-),¥a()s N (+)) € X (X) (NeV) bedzie danym uktadem funkcji
(wektorowych, odwzorowan), a Sy, , (X) = lin (wo(-),w1(-),....wn(+)) bedzie przestrzenig
rozpieta na tym ukladzie.

Rozwigzania przyblizonego V() rozwazanego zagadnienia poszukujemy jako elementu

Sn.m (X)), czyli w postaci:

V(X) = agwo(X) +agy (X)) +...+ayyn(X), Xe X, (50)
gdzie (ag,dy,...,ay) jest nieznanym uktadem wspotczynnikow liczbowych. Poniewaz na ogét
v(-) nie spetnia relacji wyjéciowego zagadnienia granicznego, wigc

Kv(x) = f(x)+r(x), xe?, (51-a)
Bv(X)=g(X)+ p(X), Xeov, (51-b)
gdzie r(-) e V, n(7),ap(-) jest odpowiedniag multifunkcja (tego samego typu, co g(-)) na

01, zwanymi odpowiednio residuum réwnania rézniczkowego i residuum warunkéw

granicznych (w mechanice najczesciej majg interpretacje reakcji wigzé6w narzuconych przez
postac (50) na funkcje u(-)).

0
Niech nastgpnie Unm(7’) bedzie podprzestrzenig liniowg przestrzeni V, ,(7’), za$

[¢]
Wn m(07) podprzestrzenig liniowa przestrzeni (multi)funkcji okreslonych na 0% — tak, ze

okreslone sg produkty dualne <-,->,0raz <-,->, , dla ktoérych okreslone sg z kolei
U w
(0]
<r(-),uy(-)>.0raz < p(-),wy(:) >, odpowiednio dla wszystkich u,(:) € Unm(¥) i
U W

WO(-)E?Nn,m(afV) (zwykle sa to catki <r(-),u,(+) >0 = [y r(X)-up(X)dV i
< ,0(~),W0(-) >\2/:.faq/p(x)'wo(x) ds,

m

w ktorych ™" i " oznaczaja iloczyn skalarny w przestrzeni R ™ i ® ™ (x - potowa rzedu

operatora K w przypadku zagadnienia brzegowego).

Niech z kolei (774(-),...,n7n(+)) bedzie uktadem liniowo niezaleznych funkcji (wektorowych,

(o]
odwzorowan) z przestrzeni Unm(7’), zwanych dalej funkcjami wagowymi w obszarze 7 a

(0]
(&1(:),-- &N () uktadem niezaleznych (multi)funkcji z przestrzeni Wnm(07’) , zwanych

dalej (multi)funkcjami wagowymi na brzegu o7 .
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Istota metod wazonych residudw jest, by spetnione byto rownanie
<I()Ug () >+ < p(+) Wo(-) >, =0 (52)
dla dowolnych uy(-) € lin(774(+),...,nn(+)) i dowolnych w,(-) e lin($4(+),....¢N(+)) , ZwWane

roOwnaniem wazonych residudw.

W zalezno$ci od doboru przestrzeni X, p, (X) i uktadu (wo(-),w1(-),....wn(+)) , doboru

przestrzeni l(.)Jn,m (¢) iuktadu (74(+),...,77\(+)) oraz doboru przestrzeni \;)Vn,m(afr/) i uktadu
(&1(:),- &N(+)), atakze od definicji produktow dualnych <r(-),uy(-) >0 I <r()u.(-) >0
otrzymujemy okreslony przypadek szczegdlny metody z grupy (rodziny) wazonych residuéw
i adekwatne uzasadnienie jej sensownosci (poprawnosci). Rownanie (52) ma zatem charakter

réwnania globalnego.

W szczegbdlnym przypadku catkowej postaci wymienionych produktow dualnych réwnanie

wazonych residuéw przyjmuje postac
[, r(X)-uy (X)dV + [, p(X)w, (x)dS =0,
czyli po wykorzystaniu (51), (52) — postac
JoIKV(X) = £ (0] U () Y + [, [BV(R) - g (R)]w, (R)dS =0,

przypominajacg bardzo posta¢ sformutowania globalnego klasycznego zagadnienia
granicznego (por. rozdz. 5.2, p. 1 i rozdz. 5.3).

W innym przypadku, korzystajac z pojecia dystrybucji (por. rozdz. 1.2) i ze sformutowania

dystrybucyjnego zagadnienia brzegowego (rozdz. 5.2, p. 4) i zagadnienia poczatkowego
(0]

o
(rozdz. 5.4), przyjmujac Unm (V) =C7 (V) 1 <r(-),uy(:) >0 =<<r,Uy >>,,, Otrzymujemy
! U
po wykorzystaniu (51), wobec w,(X) =0, X € 07, rownanie dystrubucyjne
<<Kv—-f,u, >>,=0.
Ponizej, w przyktadach pokazemy jak ze sfomutowania podstawowego (52) réwnania
wazonych residudw otrzymac znane w literaturze szczegdlne przypadki metody wazonych
residudw.
Przyktad 1 (metoda Kantorowicza). Dobieramy uktad (wq(:), w1(+),....wn(+)) tak, aby
Byo(0)=9(%), Xedv,
By, (X)=0, Xeov (1=1..,N)
I przyjmujemy ay= 1 w sumie (50), czyli postulujemy rozwigzanie przyblizone w postaci

V(X) =y o(X) + a1 (X) +...+aywn(X), Xe X. (a)
Zatem jest

BV(X) = g(%), Xe oV,
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a wigc
p(X)=0, Xeov. (b)

Niech u, =b;71(X) +...+ by (X), X €V, przy dowolnym ciagu (by,...,by) e RN .
Po podstawieniu do rownania (52), wobec dowolnosci (b, ), otrzymujemy
<Kv()-f()m()>,=0 1=1..,N, (©

co z kolei po uwzglednieniu (a) prowadzi do nastepujacego uktadu rownan algebraicznych
na ciag nieznanych wspotczynnikow (ay,..., ay ) W prezentowanej metodzie (niezaleznie jaka

by nie byta definicja produktu dualnego <> ):

>N,Aya; =B, 1=1..,N, (d)
gdzie
A =<y () () >e, T =<T()=Kyo(-)m()>e (1,3=1..,N). (e)

Jezeli, na przyktad, produkt dualny jest iloczynem skalarnym w przestrzeni unitarnej
— — 6]
Xom(X) =L2 () (X =), 1j. <-,->0=<-,->, Unm(¥) jest podprzestrzenia tych funkcji
: , 9

(wektorowych) o(+) z L% (¥), dlaktérych Bo(-)=0 i przy N — oo uktad

(171(:), .., (+)) jest zupelny, a przestrzen lin (wq(:), w1(-),....wn(+)) jest aproksymacyjna w
przestrzeni |—2n,m (7/), to mamy zapewniong doktadno$é rozwiazania przyblizonego (a). Ten

0]
przypadek nosi nazwe procedury ortogonalizacji (Kv(-)— f(:) L Unm(7)). W praktyce,

czgsto przyjmuje si¢ 77,(-) =y (+)p (I =1,...,N). Jesli przy tym, v, (-) Ly (-) , to
q == f(-)—Kyo()y () > (I =1..N),

[
<y () () >
asuma (a) (bez yy(-)) staje si¢ przy N — « szeregiem Fouriera rozwigzania u(-)—y(-) .

Przyktad 2 (metoda Treftza). W tej metodzie uktad (wo(-),w1(-), ..., (+)) tak dobieramy, aby
teraz
Kyo(x) = f(x), xe?,
Ky,(x)=0, xe? (I=1..,N)
I przyjmujemy ap= 1 w sumie (50), czyli postulujemy rozwigzanie przyblizone rowniez
W postaci
V(X) =y o(X) +aqp(X) +...+aywn(X), Xe X, (@)

Zatem teraz jest
Kv(x) = f(x), xe?,

a wigc
r(x)=0, xe?. (b)
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Niech W, =C,¢1(X) +...+cnyEn(R), XedV, przy dowolnym ciggu (Cq,...,cn) € RN .
Po podstawieniu do rownania (52), wobec dowolnosci (), otrzymujemy

<BV()-9().§)() > =0 1=1..,N | ©)

co z kolei po uwzglednieniu (a) prowadzi do nast¢pujacego uktadu rownan algebraicznych
na ciag nieznanych wspotczynnikow (ay,...,ay ) W prezentowanej metodzie (niezaleznie jaka

by nie byla definicja produktu dualnego <-,->, ):
w

>N,Cya;=D;, 1=1.,N, (d)
gdzie

Co =<y3():61()>., 91 =<9(-)=Byyo(-).¢1()>, (1,I=1...N). (e)
Zwykle produkt dualny <z(-),w,(+) >0 = [0 T(X)*W, (X) dS , pod warunkiem, ze iloczyn

skalarny z(-)ew,(-) jest catkowalny na 0% . Zwykle tez & (-) =y (*)j0 -

Przyktad 3 (metoda Galerkina). Rozwazmy zagadnienie brzegowe (1), (2) w postaci stabe;.

Niech warunek brzegowy na czgsci S brzegu 09 bedzie warunkiem sztywnym postaci

B U(X) = go(X) ana pozostalej czgsci s, naturalnym warunkiem brzegowym postaci

B,u(X) = 94(X). Zatézmy, ze rozwazane zagadnienie zostato sprowadzone do postaci
Bu(-).v(-))=Lo(-), (a)

dla dowolnych funkcji (wektorowych) probnych z podprzestrzeni liniowej Uf ()

przestrzeni funkcyjnej unormowanej funkcji (wektorowych) z przestrzeni Xn,m(((j) (z norma

|-

u(-) nalezy do zbioru U, () tych funkcji (wektorowych) przestrzeni X, (V') ktore

), ktore spetniaja jednorodny sztywny warunek brzegowy By u(X) =0, X € 5y, natomiast

spetniajg sztywny warunek brzegowy, zas B(-,-) jest forma dwuliniows ciagta aL(-) forma
liniow ciagla na przestrzeni X, (%) postaci

B(U(-),0(-)) = [, KU(),0(x) AV = [, Zi o Ay (0D (x),0V0(x)) dv
przy u(-) i v(-) obcietych do 7,

L(()) =], FOJu(x)dV +]g 9;(X) Bio(X)dS,
przy czym f jest dang funkcja (wektorowa) w obszarze 9, By i B; sa (multi)operatorami
(wektorowymi) a gq i g¢ (multi)funkcjami (wektorowymi) na Syi.5;, a

n n
A (@Vu),000(0) = 3 DL jIai(l'l)_ilu(x)ai(l'?_iI o)) ()
el =L e ) =

jest forma dwuliniowg na przestrzeni funkcji k-krotnie réozniczkowalnych, catkowalng na v
(r=1,...k).

W metodzie Galerkina uktad funkcji bazowych (w(-),w1(+),....wn(+)) tak dobieramy w
przestrzeni X, (), aby wo(-) €Uy (V) ¥ () €U n(¥) (1 =1,..,N), a wigc by
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w szczegdlnosci

Bowo(X) =9o(X), Xe S,

Bow (X)=0, Xes, (I=1..,N)
oraz przyjmujemy ap= 1 w sumie (50), czyli postulujemy rozwiazanie przyblizone rowniez
W postaci

V(X) =wo(X) +a(X) +...+ aywy(X), Xxe V. (b)

Rozwigzanie to nie spetnia na ogdt rownania (a) przy dowolnych dopuszczalnych funkcji
probnych, tzn.

B(v(:),v())=Lov(:)+Ro(-), (c)
gdzie R(-) jest pewnym funkcjonatem liniowym ciagtym residualnym na przestrzeni U , ().

Istota metody Galerkina jest Zadanie, by

Rvu=0 (d)
dla dowolnych o(-) elin(y(:),...wn () © Uﬂm(@) , czyli

B(v(-),0(-)) = Lo(-) Yo(-) elin(wy(),ry (), ()
a wigc

B(V(')!l//l ()) = Ll/ll () vi=1.,N )
co po uwzglednieniu (b) prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych

>N, Aya; =B, 1=1..,N, (f)
gdzie

Ay =B ()i (), L =Ly (-)-Blyo()y(-)) (1,J=1..N).
Dodajmy, ze zazwyczaj funkcjonat R(-) oznacza istnienie funkcji residualnej r(x), xe ¥ i
(multi)funkcji residualnej p(X), X € 5, takich, ze

Lo(-) =], r(x)o(x)dV +[Sl p(X)Bw(X)dS, o(-)e Uﬂ]m(fa).

Tym samym przyjmuje sig, ze 7, (-) =, (-)yy € Unm(¥) ={o()y:0(-) € US,p (P} oraz
L0) =110y, € Wam(®) ={o()50() € US (D)}

Roéwnanie (@) jest spetnione dla wszystkich o(-) e lin (wq(+),...,wn (+)), co po odjgciu
stronami réwnania(e) prowadzi do rownosci

Bu(-)—v(-).v(-))=0 vo(-) elin(y1(-)....wn (+)) -
Zatem mamy

Bu(-)—v(-),u(-)—v(-)) =Bu(-)-v(:-),u(-)—-v(-) —v(-)) +

+B(Uu(-)=v(-),0(-)) =

=BU(-)-v(-).u(-)-v(-)-v()) Yo(-)elin(y(-),...wn ().
Funkcje u(-)—v(:) i u(:)—v(-)—o(-) naleza do przestrzeni Uﬂlm(@), ktora jest
podprzestrzenig liniowg domknigta przestrzeni X, (¢/) . Zatem, jesli forma B jest eliptyczna

(i ograniczona) , to istnieja takie stale b« >0 i b" >0, ze

11-6 / 36



0<buu(-) =V <IBU(-)=V(),u(-) =v(-)=I BU(-)=v(-),u(-) ~v(-) ~u(-)) <
b u() =V =) =0 Yol-) e lin (@ (), wy (),

czyli
JuC) =V <bu) =v(-) =00 Yol elin(a(), .y () (b=b"/b.)

Jesli wige przestrzen lin (y4(-),....wN () jest aproksymacyjna dla Xn,m(f?) , to
Ve>0 IN >0 I () erN Hu(-)—v(-)—zi\‘b,y/,(-)Héa/b ,

a zatem ||u() —V(-)|| < ¢, czyli rozwigzanie przyblizone V(-) moze by¢ dowolnie bliskie
nieznanemu rozwigzaniu $cistemu u(-) . Jest to spektakularny rezultat metody Galerkina.

Przyktad 4 (metoda Ritza). Rozwazmy sformutowanie wariacyjne zagadnienia brzegowego

(1),(2), istniejace przy identycznych zatozeniach jak sformutowanie stabe w metodzie
Galerkina z P. 3. Niech J =J(u) €[0,%), ue Un,m(’p) bedzie funkcjonatem, ktorego
minimum wiasciwe dla u(-) jest punktem stacjonarnos$ci tego funkcjonatu. Funkcjonat ten

jest postaci

J() ==BU(u() - Lu(), @)
gdzie B jest formg dwuliniowg ciagla i symetryczng, L forma liniowa ciagla na przestrzeni
Xnm(¥), zZwykle danymi wzorami (jak w metodzie Galerkina)

Bu(-),v(+)) =, Ku(x),o(x))dv,

Lu(-) =, Fuav +[; 91(X) Bu(x)ds.

Rozwigzania przyblizonego rozwazanego zagadnienia poszukujemy w postaci identycznej

jak w metodzie Galerkina, tj. w postaci funkcji (wektorowej) realizujacej minimum sposrod
elementow zbioru funkcji w postaci

V(X) = yo(X) +aw (X) +...+ayyn(X), xe?, (b)
przy doborze funkcji bazowych jak w metodzie Galerkina. Tym samym, po podstawieniu (b)
do (a) funkcjonat staje si¢ funkcja rzeczywista zmiennych rzeczywistych J = J(ay,...,ay),
(ay,...,ay) € RN . Z warunku koniecznego ekstremum

o -

—J(8,..,ay)=0, I =1,...,N
2a, (& N)

otrzymujemy uktad N rownan algebraicznych z N niewiadomymi.

Dla funkcjonatu postaci (a) wzory powyzsze maja form¢ nastgpujaca
J=3V1B a3 - fia; (ap=D),

gdzie
Biy =B ().wy(:) =By, fy=Ly,(:) (1,J=01..,N),
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skad
aJ ~ P
—=2aByay - fi=0, 1=1.N (fi = fi =BUo()ws()
|

3. Metody wazonych residudow. Przypadek redukciji do zagadnien granicznych

Rozwazmy nadal zagadnienie graniczne (1), (2) z p. 6.1. Przyjmujemy, Ze obszar 1/ jest
postaci
V=Ux W,

gdzie U jest obszarem w przestrzeni ® °, a W jest obszarem w przestrzeni ® " (r+s=n > 2).
Tak wigc
XeV < x=(y,2), yet,zew,

a w konsekwencji

OV =UxOW VOUXW UOUXOW .
Zaktadamy przy tym, ze czesci

S =Ux0W, 8p=0UxW
brzegu 01’ sg dostatecznie gtadkie (spetniajg co najmniej warunek Lipschitza), a na cz¢sci
£ =0Ux 0w zwykle spetniany jest warunek zgodno$ci warunkoéw granicznych na Sy i S.
Zat6zmy tez dla ustalenia uwagi, ze warunek graniczny na §; jest warunkiem brzegowym i
Ze jest to sztywny warunek brzegowy.
Zakladamy oczywiscie, ze istnieje doktadnie jedno rozwigzanie $ciste

u=u(x)=u(y,z),yev,zew
(cho¢ nie jest znane) wyjsciowego zagadnienia granicznego.

Niech w przestrzeni V, , (W) dany jest uktad bazowy funkcji (wektorowych) liniowo
niezaleznych (wq(-),w1(-),....wn(+) ). Rozwiazania przyblizonego wyjsciowego zagadnienia
granicznego poszukujemy w postaci

V(x) =V(Y,2) = ag(Y)wo(2) + & (Y)ya(2) +.. +ay (wn(2), yeU,ze W, (53)
gdzie (ag(-),a(-),...,ay (-)) jest uktadem nieznanych funkcji z przestrzeni V(U).
O funkcjach a,; (-) 1 v, (-) zakladamy, Ze sa takiej klasy regularnosci, by wyrazenie (53)
nalezato do przestrzeni X, , (¢) tych funkcji (wektorowych), dla ktorych okreslone sa

jednoznacznie operatory K w obszarze ¢ i B nabrzegu 07 . Ponadto zaktadamy, ze
funkcja ay(Y)wo(z) spelnia na S; niejednorodny sztywny warunek brzegowy postaci

Blag (Y)wo(2)]= 30 (V)[Bywo(D)] = 91(y,2), ye U, Ze oW, (54)
skad powinno by¢
29(y) =a9(y,2) = 91(y, 2) [ [Bywo(D)], ye U, Z € oW, (55)

natomiast funkcje a, (y)w,(Z) spetniaja na §; jednorodny sztywny warunek brzegowy
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Bla, (Y)w (D)1 =2, (Y)Bily(2)]=0, yeU, ZeoW — B[y (2)]=0,Ze oW (56)
(1=1..N).

Funkcja (wektorowa) (53) nie spetnia na ogoét relacji wyjsciowego zagadnienia granicznego.
Powstajg wiec residua r(x), xe ¥ i p(X), Xe S, (na S jest p(X)=0). Z tego wzgledu
wprowadzamy przestrzen funkcyjna

St (W) ={w(-) € Vi i (W); Bla(y)y ()] =a(y) Bylw(2)] =0, ze oW} (57)
dla dowolnych a(-) € V (V) oraz przestrzenie funkcyjne Br,m(W) i -(l)_r,m(W) tych
funkcji (wektorowych) odpowiednio regularnych, ktére sg obcigciem odpowiednich funkcji
Z przestrzeni Sy, (W) do obszaru W, a takze produkty dualne <-,- >E> i<-, >%, dla ktorych
majg sens < r(y,-),z(-) >E> i <p(¥,),7(+) >% odpowiedniodla ye U i §e€0U oraz

wszystkich ﬂ(-)egr,m(W) i r(-)e'cl)'r,m(fl/l/).

Podstawowe réwnania metody otrzymujemy z zadania, by
<Y, )mo()>e=0, <p(§,)76(-) > =0, (58)

odpowiednio dla kazdego ye U i ¥ e0U oraz dla wszystkich z,(-)i 7,(-) (tzw. funkcji
wagowych) z ustalonych podprzestrzeni (zwanych podprzestrzeniami wagowymi) przestrzeni

Igr,m(f(/l/) [ '(I)'r,m(fW) .

W zalezno$ci od doboru wymienionych elementow mozna otrzymac bardziej szczegotowe
warianty metody. Tytulem ilustracji, sformulujemy odpowiednik metody Galerkina, zwany
metoda Bubnowa-Galerkina.

Przyktad 5 (metoda Bubnowa-Galerkina). Niechs =1 iy =t bedzie zmienng czasowg
z przedziatu U= T = (0,) . Obszar %/ niech tworza zmienne przestrzenne z =(zy,...,Z,),

z wartosciami brzegowymi Z =(Zy,..., Z,) nalezacymi do brzegu 0%/ , spetniajacym warunek

Lipschitza. Na zbiorze Tx% sformutowane jest zagadnienie brzegowo-poczatkowe, 0
niewiadomej funkcji (wektorowej) u =u(t,z), w postaci globalnej stabej wzgledem
zmiennych przestrzennych i postaci lokalnej wzgledem zmiennej czasowej, tj. w postaci (por.
rozdz. 4.3 p. 8, rozdz. 5.2 p. 3irozdz. 6.5 p. 2)

M (G(t,-), o(t, ) + CU, ), o(t, ) + BU(t, ), o(t, ) = Lo, ), te T (& =aldt) @)

dla dowolnej funkcji (wektorowej) o(t,-) z przestrzeni Sﬁm(f(/T/) spetniajacej sztywny

jednorodny warunek brzegowy Bo(t,Z) =0, Z € oW dla kazdej t € T oraz warunki
poczatkowe
u(0,2) = g3(2), U(0,2)=93(2), zeW (b)
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gdzie g,(-)=(g5(-), 922()) jest dang funkcja biwektorowa w obszarze W , M, C, B sa
danymi formami dwuliniowymi, a L dang forma liniowa, zwykle postaci
(por. p.1)
M (it ), o(t,-)) = [, AYS (it 2), 0(t, 2)) dV(2) = [, My (2) Gy (8, 2) 0 (8, 2)) AV (2) , (c-1)
CU(t, ), vt,) =,y A W(t, 2),0(t, 2)) dV(2) = [, ¢ (D) Ui (L D) 0 (L 2))dV(2), (¢
2)

BU(t,),0(t,)) = I,y K(u(t, 2),0(t, 2)) dV(2) = [, Tk AL 0Dut, 2),000(t, 2)) dV (),

L, ) =], f(t 2)-0( 2)dV(2), (c-4)
przy u(t,-) i o(t,-) obcietych do %/, dla wszystkich te T .

Rozwigzania przyblizonego poszukujemy w postaci (53) (przy funkcjach bazowych z
przestrzeni X, (W) przy zalozeniu stacjonarnego warunku brzegowego na oW x T,
spetnionego przez funkcje bazowa w(-) , tj. (por. (54))

Bl (yo(2)] = 20 D[Byo(D] = 9(2), teT, Zeow
przy ag(t) =1,te T i Byo(2) =g(2), Z € 0W , przy spetnieniu przez funkcje bazowe w,(-)
(I =1,...,N) z przestrzeni S?lm(fVT/) stacjonarnego jednorodnego warunku brzegowego na
oW xT (por. (55)), tj.

Bla, O)v,()]=2,1)[By,(2)]=a,()0=0, teT,Zecow,
przy By, (Z)=0, Zeow (I =1,...,N), czyli w postaci

V(z,8) =yo(2) +ay (ye(2) +..+ay Owy(2), te T, zew, (d)
Na ogo6t funkcja ta nie spetnia relacji (a), (b), wigc powstaja residua: R w postaci formy
liniowej takiej, ze spetnione jest rOwnanie stabe (a”)

M (V(t,-),o(t,-)) + C(v(t,-),u(t,- )+ B(v(t,-),o(t,")) = Lo(t,-)+ Ro(t,-), te T, @)
zwykle przy Rof(t,-) = |, r(t,z)-o(t,z)dV(z) i residua warunkéw poczatkowych, tj. funkcja
(bi)wektorowa p(0,z) = (p*(0,z), p?(0,2)) taka, ze spetnione sa warunki poczatkowe (b)

v(0,2) = 95(2)+ p*(2), ¥(0,2) = 93(2) + p*(2), zeW . (b))
Zatem szukamy takiej funkcji (d), dla ktorej podstawowe rownania metody

Ro(t,-))=0,teT
oraz
<pH()0(0,)>=0, <p*(:),v(0,))>=0,
spelnione beda dla dowolnej funkcji wagowej postaci
Uy (t,2) =byq(2) +...+bywn(2), teT, zeW, (d)

przy
<At o(t,) >= [, At,2) -0t 2)dV(2), VteT. )

Postulat ten oznacza (przy <r(t,-),z(-) >o=<r(t,-),z(:) >i < p(0,-),7(-) > =
P T

=< p(0,-),7(-) >oraz z(-),z(-) elin (w1 (+),...,wn(+)), po uwzglednieniu wyrazenia (d),

nastepujace rownania (przy zastosowaniu zwyczajowych oznaczen)
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SNLIM 85 () +Cya; () +Kyay; ()]=F ), teT, 1=1..,N; (f-1)

YWy (0)=Gi, X5,4¥;4;(0=G7, (f-2)
gdzie

My =My ()wi(), Cuy=Cly ()y;() Ky =Bl ()v,;())

Fi =Ly (1) -Bo()y (1), (1,J=1..,N)

Wiy =<y (s ()> GH=<g5(-)=wo( )i ()> Gf =<3()y())>.

Otrzymali$my do rozwiazania klasyczne zagadnienie poczatkowe (f) dla uktadu N rownan
rozniczkowych zwyczajnych, o statych wspoétczynnikach, niejednorodnych, z warunkami

poczatkowymi na nieznane funkcje a, (t) te T , ktére okreslamy rozwigzujac uktady rownan
algebraicznych (f-2) (nieosobliwe z uwagi na dodatni wyznacznik Grama macierzy

[¥,; ] ze wzgledu na liniowa niezalezno$¢ uktadu bazowego (v () ).

Jezeli uktad bazowy (v, () jest ortogonalny (< (:),w;(-)>=0 przy | #J), to z tatwoscia
wyznaczamy z (f-2)

3 (0)=Gi/ <y ()i ()> &0)=Gf/<y()y()> 1=1L.,N.
Jesli ponadto uktad bazowy jest binormalny, tzn. M; =M )63, K3 =Kydy;, a

Cyy =aMyy + Ky, to przy oznaczeniach C,; =Cy0y; (C(jy =aM(y + BK(yy) uklad
rownan (f-1) separuje si¢ na N niezaleznych roéwnan (tej samej postaci)

M, ) +Cya 1) +Kpya ]1=F @), teT, 1=1..,N.
Zauwazmy, ze jesli przestrzen funkcyjna X, (W) jest zanurzona w przestrzeni Hilberta
Lzrym(@T/) i jako (y (+)) przyjmiemy N pierwszych funkcji bazy hilbertowskiej (uktadu

zupelnego) tej przestrzeni, to przy N — oo mamy zapewniong zbieznos$¢ $redniokwadratowg
v(z,t) —w(z) wzgledem z dla kazdej chwili t, a takze spelnienie w granicy roéwnan (a’) i (b”).

4. Metody dyskretyzacyjne. Metoda r6znic skonczonych

O ile prezentowane metody z grupy metod wazonych residuéw nazywamy metodami
aproksymacyjnymi (polegajacymi na aproksymacji rozwiazania u(x) w obszarze 4/ pewnym
przyblizeniem v(X) rowniez w obszarze ¢ lub mu odpowiednio bliskim), o tyle prezentowane
teraz metody nazywane sa metodami dyskretyzacyjnymi, gdyz przyblizenie v(X) rozwiagzania
u(x) znajdujemy dla x ze zbioru dyskretnego X zawartego w zbiorze Z punktéw izolowanych

x|, | €5, tworzacych siatke punktow bliskg obszarowi ¥ w sensie & - sieci:
Vxe? 3x,eZ d(x, %)< i Vxe? Ax, €Z d(X,%)<5. (59)

Szukamy zatem rozwigzania V: X —®";v, =Vv(X,), X;eX (I € 5). Dla ustalenia uwagi

zakladamy, ze X =2 c 9 . Pozostaje zatem okresli¢ w jaki sposob dane réwnanie
rozniczkowe postaci Kﬁ,m u(x) = f(x), xe ¥ z warunkami granicznymi postaci

Bﬁ_r% u(X) =g(X), X € 01 zastapi¢ rbwnaniem réznicowym postaci

Khmvi =F 1 1es (= f(x)), (60)
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gdzie h jest pewnym parametrem zaleznym od parametru ¢ siatki x .

Dla kazdego x,€X , zwanego weztem siatki X', tworzymy zbiér X, zwany gwiazda wezta
X, , ztozony z punktow X; € X nalezacych do pewnego otoczenia weztax, dla J € 5, (S, -

skonczony). Niech przy tym h, = maxd(x,,X;) bedzie promieniem gwiazdy x| a
Jes,

h =maxh, rozmiarem siatki x .
les

Nastepnie, dla kazdego wezta X, siatki X tworzymy operator algebraiczny A, :V, »> & ™

przy V, :{vJI e®R™:J, €8} zbior wartosci (wektorowych) z gwiazdy x| wezta X, —
0 postaci:
Al =25 es, 8V, T, (61)

zwany schematem réznicowym gwiazdy X, wezla X, , gdzie (aJI) jest odpowiednio

dobranym uktadem liczb — tzw. uktadu wspoélczynnikow gwiazdy x| wezta x; (0 sumie

réwnej zeru) — tak, by
Ay u(x) =Ku(x)+o(hf) (h —0), (62)

gdzie o(h{*) jest wielkosciag (wektorowa) mata rzedu « .

Nazwa schematu ,,r6znicowego” pochodzi z Kilkukrotnego zastosowania r6znic

Ay(X) = y(x+h)—y(x) jako operatorow w odniesieniu do funkcji u i jej pochodnych w
punktach gwiazdy wezta x; oraz wykorzystaniu formuty Taylora rozwinigcia funkcji w
otoczeniu danego punktu z doktadnoscig do wielkosci matej okreslonego rzedu (zob. dalej
Przyktad) . Wielkosci (wektorowe) g, , jesli sa niezerowe, wynikaja z uwzglednienia

niejednorodnych warunkow granicznych i wystepuja w przypadku weztow w poblizu lub na
brzegu o1 .

Rownania rozwigzujace metody formutujemy zgodnie z (60) — (62) nastepujaco (dla kazdego
wezla siatki z obszaru v, z uwzglgdnieniem warunkow granicznych dla w przypadku
wezlow w poblizu lub na brzegu 07 ):

Zies, Vs =Fy, (63.)
gdzie

Fi=2e5,95, 5, - 01, (64)

przy czym uktad wspotczynnikow wagowych (d; ) gwiazdy X wezta X; (o sumie rownej

jednosci) uwzglednia charakter zmiennosci funkcji (wektorowej) f (x), x e ¥/ w poblizu tego
wezta (w przypadku funkcji wolno zmiennych przyjmuje sie dJI =0y, ).
Dalej podamy przyktad zastosowania metody réznic skonczonych (MRS), ktérej nazwa
wywodzi sie z przeciwstawienia rdznicy (skonczonej) funkcji Ay(X) roéznicy infinitezymalnej
(r6zniczce) dy(x).
Przyktad. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe (przy m =n = 1)
u"(x)+ p(x)u(x) = f(x), xe(0,x) (a-1)
u@@)=u,, u'(0)=w,, (@-2)
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gdzie p(x), f(x) sa danymi, ciagtymi i wolnozmiennymi funkcjami, a u,, w, danymi
liczbami.

Przyjmujemy nastepujacy zbior weztéw w przedziale 4/ =[0,)

X={x, =Ih;h>0,1=012,.} (b)
oraz gwiazdy dla weztow X

Xo={%=0,%=h} (hg=h), (c-1)

X, = = (1 =Dh, %, = 1h, X,y = (1 +Dh}, 1 =1,2,... (h, =2h). (c-2)
Natomiast pochodne funkcji u(x) przyblizamy nastepujaco:

u(0) = [u(h) ~u(0)]— hu"(0) = —u(h) ~u(@)] [ (0) - pOY(O), (¢-1)

u"(x.)zhiz[u(x.—h>—2u<x.)+u(x.+h)]=hi2AAu(x._1) Ay, =Ya-yy),  (d2)

zgodnie z rozwini¢ciami wedtug wzoru Taylora
u(x; +h)y=u(x,)+u'(x;)h +%u"(x,)h2 +o(h?), (e-1)
u(x; —hy=u(x,)—u'(x,)h +%u"(x,)h2 +o(h?), (e-2)
jesli p(0), f(0) istnieja.
Tak wige rownania MRS na przyblizenia v(X,), | =0,1,2,...., nieznanych wartosci

u(x;), 1 =0,1,2,.... formutujemy nastepujaco:

V(X) = Uy,
1 1
h [V(x) —v(Xp)]— 2 h[f (X0) = P(X)V(Xp)] = W,
1
h—z[v(x,_1)—2v(x,)+v(x,+1)]+ pxv(x) =f(x), 1=12,...,.
Po nieznacznych przeksztatceniach znajdujemy sukcesywnie w sposob rekurencyjny

V(%) =g Woh-+— 2L (5)~ POl

V0 1) = V) = V04 )+ Zh2LF () = POGVOR)L 1 =120

Jak wynika ze wzoréw (e), metoda ma doktadno$é¢ rzedu h?. Innym zagadnieniem jest jej
stabilnos¢, czyli ograniczono$¢ btedow rachunkowych przy | — oo jesli wielkosci dane Uy,

W,, f(x,)obarczone sa btedem ¢.

5. Metody asymptotyczne. Metoda malego parametru

Metody asymptotyczne, to grupa metod szczegdétowych lub ogdlnie ujeta jednym
niesformalizowanym okresleniem metoda postepowania polegajacego na uproszczeniu
réwnania rézniczkowego w wyjsciowym zagadnieniu granicznym do réwnania lub ciggu
réwnan, ktorych rozwigzania potrafimy znalez¢, a ktore otrzymujemy w wyniku pominigcia
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pewnych niewygodnych sktadnikow na podstawie przestanek, ze udziat tych sktadnikow

w rozwigzaniu danego zagadnienia jest nieznaczny (wplyw na to rozwigzanie jest niewielki).
Dotyczy to, na przyktad, takze sktadnika nieliniowego w rdwnaniu rézniczkowym, gdy
funkcja bedaca rozwigzaniem przyjmuje nieduze warto$ci, a w zwigzku z tym, sktadnik
nieliniowy jest mata wyzszego rzedu. Ideg¢ postegpowania i jej uzasadnienie przedstawimy na
ponizszym przyktadzie metody matego parametru.

Przyktad (metoda matego parametru). Mamy nast¢pujgce zagadnienie brzegowe:
u"+sU’)?+u=2, xe(0,7/2), (a-1)
u(0) =0, u(#/2)=0, (a-2)

w ktorym O jest parametrem przyjmujgcym mate wartosci.

Przyjmujac iz sktadnik drugi w réwnaniu ma znaczenie drugorzedne, pomijamy go. W ten

sposob otrzymujemy bardzo proste liniowe zagadnienie brzegowe, ktérego rozwigzaniem jest
u(x)=2-2sinx—2cosx, xe(0,7/2). (b)

Sprobujemy to uzasadni¢ bardziej formalnie.

Jezeli w réwnaniu (a-1), o postaci normalnej (wspotczynnik przy pochodnej najwyzszego
rzedu jest rowny jednosci) wystepuje przed sktadnikiem nieliniowym maty wartosciowo
wspotczynnik &, to mamy prawo sadzi¢, ze dla § — 0 rozwigzanie zagadnienia (a) bedzie
asymptotycznie dazy¢ do rozwigzania tego zagadnienia przy 6 =0, czyli do rozwigzania (b),
za$ dla niewielkich wartos$ci ¢ > 0 bedzie si¢ niewiele rdéznito od rozwigzania (b).

Rozumowanie powyzsze mozemy jeszcze wzmocni¢. Mianowicie zalézmy, ze rozwigzanie
zagadnienia brzegowego (2)) zalezne od parametru ¢ , mozna rozwing¢ w szereg potegowy
wzgledem tego parametru, tzn.

u(s;x) =X 56", (x), xel0,z/2]. (c-1)
a takze

u'(d;x) =3 00", '(x), xe(0,7/2), (c-2)

u"(d;x) =X 50"u,"(x), xe(0,7/2), (c-3)

skad

[U'(S )P =[50 un OI[E -0 8 MU' ()] =

= [Ug'(X)]% + 26ug (X)uy'(X)] + 5 2[2uq' (X)U,'(X) + Uy (U ' (X)] +...,, X € (0, 7/2).
Podstawienie (c) do (a-1) prowadzi do rownos$ci

(c-4)

[ug™+Ug]+ S[ug "+ Uy + (uo')z] + 52[u2"+ Uy +2Uq'Uy'+ (ul')z] +..=2,

ktora bedzie spetniona tozsamosciowo, jesli
Ug'+Up =2,

n '2
"+ Uy =—(Ug)*,

U2"+ U2 = _ZUO'U1|_ (Ul')z )

z warunkami brzegowymi (a-2).
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Zauwazmy, ze:
1) kolejne wyrazy przyblizenia funkcji u(od;x) wyznaczamy z zagadnien liniowych — zerowe
przy ewentualnych warunkach granicznych niejednorodnych a kolejne przy warunkach
jednorodnych i przy takiej samej postaci rownania rozniczkowego z prawymi stronami
zaleznymi od rozwigzan poprzednich zagadnien (w razie trudno$ci z wyznaczeniem calki
szczegblnej mozemy postuzy¢ si¢ catkg Duhamela-Cauchy’ego),
2) przyblizenie zerowe Uy(X) pokrywa si¢ z rozwigzaniem (b) zagadnienia uproszczonego,,
3) wyznaczajac Uy (X) i traktujac je jako poprawke Uy(X) mozemy zorientowac si¢ jakie jest
jej znaczenie ilo$ciowe w rozwigzaniu U(J; X) - jesli nieduze, to mozemy uznaé, ze
satysfakcjonuje nas przyblizenie zerowe Ug(X), ewentualnie z poprawka ou (X)
(w razie czego, dla pewnosci, wyznaczamy drugie przyblizenie U, (X)); W naszym
zagadnieniu brzegowym mamy:

u"+uy =4(sin2x-1), xe(0,7/2),

uy(0) =0, uy(=/2)=0.

Jego rozwigzaniem jest
. 1.
Uy (X) = 4(sin x+cosx—§sm 2x-1), xe(0,7/2).

Zatem wobec max | uy(X) | / max ugy(x) ~0,08/0,82 = 0,1 poprawka ou,(X)w stosunku do
Ug(X) w rozwigzaniu U(J;X) jest maksymalnie rzedu 0,16, a wigc asymptotyczne
rozwigzanie zagadnienia (a) przy ¢ — 0 jest uzasadnione dla 6 < 0,5 (btagd maksymalny
rzedu 5%).
Oczywiscie zasygnalizowang metod¢ matego parametru mozna réwniez zastosowac do
zagadnienia liniowego, jesli maty parametr wystepuje (przyktadowo) przy sktadniku w
réwnaniu rézniczkowym z ,,niewygodnym” zmiennym wspotczynnikiem — na przyktad
w zagadnieniu poczatkowym:
u"+oxu'+u=2, xe(0,o), (d-1)
u(0)=0, u'(0)=0. (d-2)
Biorac pod uwage (c-1)-(c-3), otrzymujemy na kolejne przyblizenia funkcji u(d; x) rownania
Ug+Ug =2,
U™+ Uy =—XUg',

Uy"+ Uy =—XUy',

z jednorodnymi warunkami poczatkowymi.

Mamy teraz:
Ug(X) =2—-2cosXx, Xe(0,).
U+ Uy =—xsinx,

1 .
Uy(X) :EXZ COSX—XSinX.
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W tym przypadku zbiezno$¢ asymptotyczna ouy(x) — 0 przy 6 — 0 zachodzi jedynie dla

ograniczonego przedziatu zmiennosci X.

Przyktad (zburzenia brzegowe). Interesujacy przypadek przedstawia przyktad rownania w
zagadnieniu brzegowym, w ktorym caty operator rézniczkowy L z pochodng najwyzszego
rzedu w rownaniu (dla ustalenia uwagi i uproszczenia strony rachunkowej rzedu drugiego)
jest poprzedzony wspodtczynnikiem przyjmujagcym matg warto§¢ w poréwnaniu z jednoscia
przy sktadniku z niewiadomg funkcja:

oLu—-u=0, xe(0,l), (a-1)

u@)=uq, u()=u, (a-2)
gdzie

L(.)=()"+*pX)(.)+qXx)(..), (@-3)

przy czym wspotczynniki p(x), q(x) sa ciagtymi, wolnozmiennymi funkcjami o warto$ciach
rzedu jednos$ci na przedziale [0, 1] (p(x)~1, q(x) ~1 dla x€[0,1]). Zmienno$¢ tych
wspolczynnikéw moze by¢ powodem trudnosci w znalezieniu rozwigzania tego zagadnienia.
Uprawnione jest jednak nastepujace rozumowanie.

Sktadnik 6qu mozemy uzna¢ z maly wobec U i go poming¢ w roéwnaniu (a-1). Z pewnos$cig
nie mozna poming¢ sktadnika ou" , bo jest to sktadnik z najwyzsza pochodng, co zmienitoby
charakter zagadnienia. Ale pozostawienie go oznacza, ze pochodna u" powinna by¢ rzedu
1/6,bywraz z 6 pu’ zrbwnowazy¢ funkcje U. w tym rownaniu. Ale oznacza to takze, ze
pochodna u' powinna by¢ rzedu 1/ J5 | awiec przy 1/ 6 >~100 sktadnik 6 pu' moze by¢
rowniez pominiety wobec U. Zatem rownanie (a-1) moze by¢ przy 6 — 0 asymptotycznie
uproszczone do postaci

u—y2u=0, y»°=1/5, xe(0,l), (b)
a rozwigzanie zagadnienia brzegowego (a) moze by¢ zastgpione rozwigzaniem réwnania (b),
czyli

u = Aexp(—yx)+ Bexp(+yx) = Aexp(—yx) + B'exp(-yx), x'=1-x, ()
(B'=Bexp(y1)) z warunkami brzegowymi (a-2).

Zauwazmy ponadto, ze sktadnik Aexp(—yx) szybko zanika wraz ze wzrostem x — tak, ze jesli

| jest dostatecznie duze (przedziat [0, | ] jest dostatecznie dtugi), to w poblizu X’ =0 (x = 1)
jest

u=B'exp(—yx) =u, exp(-yx’) . (d-1)
I na odwrét, sktadnik B'exp(—yx’) szybko wtedy zanika wraz ze wzrostem x’ i w poblizu
x =0 jest

u = Aexp(—yX) =Ug exp(—yx) . (d-2)

Mowimy, ze przy duzej wartosci | warto$¢ brzegowa U, implikuje zaburzenie brzegowe w

poblizu brzegu x = 0, a wartos¢ brzegowa u, implikuje zaburzenie brzegowe w poblizu brzegu

x=1.
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Gdyby jednak | nie byto duze (exp(—yl) nie bylo bliskie zeru), to na state A i B’ otrzymamy
uktad rownan
A+B'exp(—yl)=uy, Aexp(-yl)+B'=u,,

z ktérego znajdujemy (dla duzej wartosci y , ale niezbyt duzej wartosci y1)

_ Up _upexp(=x1) CB- if _ ugexp(-y1)

1-exp(-2y1) 1—exp(-2y1) 1—exp(-2y1) 1—exp(-2y1)
a w konsekwencji
exp(—yx) —exp(=yl) exp(=rX) " exp(—yx) —exp(=yl) exp(=rx)
1—-exp(-2y1) 1—exp(-2y1)

UZUO

Uzasadnieniem ,,namacalnym” powyzszego rozumowania moze by¢ przyktad zagadnienia (a),
z operatorem L o statych wspotczynnikach p i g, ktorego rozwigzaniem jest

u= Aexp(—\/ZZJr Pyy+ Bexp(—\/Kz_ Pyy, x=1-x, xe[0,]
przy
JA-p JA +p
_ U _Ul exp(— 5 ) o " _erXp(— 5 )
1—exp(-Al) 1—-exp(-Al) 1—exp(-Al) 1—exp(-Al)

A=p?+4(%-q)~4y%, JA+p~2y (y2=1/6).

Warto na zakonczenie doda¢, ze efekt zaburzenia brzegowego aczkolwiek interesujacy nie
jest tu najwazniejszy. Najwazniejszy jest efekt wzrostu rzedu o y =1/ Js kazdej kolejne;j
pochodnej funkcji u . Zatem dotyczy to rowniez rownania

oLu+u=0, xe(0,),
w zagadnieniu (a), ktére asymptotycznie przy ¢ — 0 przechodzi w rOwnanie

u"+y%u =0,
a wiec prowadzi do nastepujacego rozwigzania przyblizonego (przy yl # nx)
sin yx

U = Uq(cos yx —cot ¥l sin yX) +u; — :
sin

[ to, poki co, juz KONIEC!
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1. Prawdopodobienstwo zdarzen

1.1. Przestrzen zdarzen elementarnych. Zdarzenia

Probabilistyka zajmujgca sie losowoscig bedzie ujeta w sposéb aksjomatyczny.
Pojeciami pierwotnymi (niedefiniowanymi) s3: zdarzenie elementarne (ozn. w) oraz

przestrzen (zbidr) zdarzen elementarnych (ozn. Q).

Definicja. Przez zdarzenie losowe (krétko: zdarzenie) rozumiemy podzbiory zdarzen

elementarnych w przestrzeni Q (ozn. A, B, ...) nalezace do pewnej rodziny §
podzbioréw Q.

Przyktad 1. Ze zbioru n ponumerowanych elementéw wybieramy losowo jeden
element. Zdarzeniem elementarnym jest wybranie elementu o numerze k — oznaczone
przez w.

ozn
Przestrzenig zdarzen elementarnych jest Q = {wy, ..., wn} = (W) (k=1,..., n).

Jest to przyktad dyskretnej przestrzeni zdarzen elementarnych.
Zdarzeniem za$ moze by¢ wybdr elementu o numerze parzystym, np. A={w;}
(j=2,4,... <n).

Przyktad 2. Niech T oznacza spdznienie autobusu, ktory wg rozktadu jazdy powinien
kursowaé co 30 minut ([T] = min). Przyjmujac, ze spdznienie jest losowe, jako
przestrzen zdarzen elementarnych mozemy przyjgé Q = [0,30].

Jest to przyktad ciggtej przestrzeni zdarzen elementarnych.

Zdarzeniem moze by¢ spdznienie nie wieksze niz 10 minut: A=[0,10].

Zdarzenia jako podzbiory przestrzeni Q podlegajg dziataniom na zbiorach. Zwigzana z
tym jest nastepujgca terminologia:

1) Zdarzenie niemozliwe A= @ c Q

2) Zdarzenie pewne A=Q

3) Zdarzenie A zawarte w zdarzeniu B, Ac B

4) Alternatywa zdarzen AiB, AUB

5) Koniunkcja zdarzen AiB, AN B

6) Réznica zdarzen AiB, A—B

7) Zdarzenia wykluczajace sie, ANB=@

8) Zdarzenie przeciwne do A, A= Q —A.

Definicja. Jezeli Q jest co najwyzej przeliczalna?, to przez rodzine zdarzeri Srozumiemy
rodzine wszystkich podzbiorédw przestrzeni zdarzen elementarnych Q.

L zbier jest przeliczalny, jesli jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych



Uwaga. Jezeli przestrzen Q jest skoficzona, n-elementowa?, to rodzina §ma 2"
podzbioréw, w tym zdarzenie niemozliwe i zdarzenie pewne, czyli (g) zdarzen zero-

elementowych, (’;) zdarzen 1-elementowych, itd. — zgodnie z réwnoscig

n

Z(Z):zn.

n=0

Definicja. Niech Q bedzie przestrzenig euklidesowg arytmetyczng ®" lub jej
podzbiorem lub innym zbiorem réwnolicznym (np. geometryczna przestrzenia
euklidesowg £").

Przez § * rozumiemy nastepujacg rodzine podzbioréw przestrzeni Q:

1° Q€ s¥,

2°jesSliAES*, toQ-AESH
3°jesliAnE S*Vn E N, to

UA" € S*.
n=1

S * nazywamy przeliczalnie addytywnym ciatem podzbioréw przestrzeni Q.

Definicja. Przez rodzine § zdarzen losowych w przestrzeni Q rozumiemy najmniejszg
rodzine $*, ktdra zawiera wszystkie zbiory otwarte w Q (czyli tzw. rodzine borelowska
w Q)

| Postulaty 1°-3° sg spetnione, jesli Q jest zbiorem przeliczalnym, a Srodzing wszystkich
podzbioréw.

Il Zauwazmy, ze zgodnie z 1°-3° mamy

"PA=0-Q€S*

"AL,AES*t0Q-AINA=(Q-A)U(Q-A)=A1UA, €E S* bo Ay, A, € §*, awiec A
ﬂA2=Q—(Q—AlﬂA2)ES*.

1.2. Rozktad prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwo zdarzenia

Definicja. Niech Q przestrzen zdarzen elementarnych, a § rodzina zdarzen (losowych).
Niech P : § — ® funkcja spetniajgca nastepujgce warunki:

1° VAES P(A)=0

2° P(Q) =1, w v

3°AES VN EN i A NAL=@ dlan#m,to P(UA”>=;P(A’1)'

=1
czyli P jest tzw. przeliczalnie addytywng funkcjg zbioru. Funkcje P spetniajgcg warunki

1°- 3° nazywamy rozktadem prawdopodobienstwa na S. Liczbe P(A) dla

A € § nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A.

‘0= {wll e wn}



Podstawowe wtasciwosci rozktadu prawdopodobienstwa na S ujmuje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie.

1) P(@) = 0 (prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest zerowe),
2) Dla dowolnego ciggu zdarzen As,..., A, parami roztgcznych (A NA,=@ dla

P(DAl) = iP(Ai),

3) P(A)=1-P(A) (prawdopodobieristwo zdarzenia przeciwnego),
4) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),

5) A CB;toP(A) < P(B),

6) VAES P(A)<1,

7) JeSliAieS (i=1,2,...)iAic Ac..., to

n # m) jest

A= UAi = AA) = lim P(A,);
= n—o
w szczegoblnosci:

A= UAi= Q = lim P(A,) = 1,
n—oo

i=1
8) JedliAES(i=1,2,.)iA1 DA D...,to

n-oo
i=1

w szczegolnosci:
ﬂAi @ = limP(A,) = 0.
i=1 n—oo
Definicja. Uktad (Q, S, P), gdzie Q jest przestrzenig zdarzen elementarnych, Srodzing

zdarzen z Q, a P rozktadem prawdopodobienistwa na § (méwimy takze umownie na Q),
nazywamy przestrzenig probabilistyczng.

A. Niech Q bedzie przestrzenig co najwyzej przeliczalna:
Jezeli Q = {w1, wy, ...} jest przeliczalna, to funkcje P okreslamy nastepujaco:
P ({wi}) = pi,
gdzie (pi) jest danym ciggiem liczcbowym — takim, ze

P, >0 Vi€EW, p; = 1.
2
Z tego okreslenia i uktadu warunkow definicyjnych P wynika, ze jesli

AcQiA={wi, wp, ..}, to
P(A)=P ({wnlU{wnp}U..)=P({wn}) +P({w) +..=pa+pin+....



Jezeli Q) jest przestrzenig skonczona: Q = {wy, ..., Wn}, to

n
z p, =1
i=1

W szczegdlnosci mozna przyjgé (rozktad réwnomierny)

1
P ({wi}) = — i=1,2,..,n .

k
Wtedy, jesli A={wi, ..., wik} (A — k-elementowe), to P (A)= e
Liczbe k nazywamy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.
Przyktad. Niech C=A U B, card A = n, card B = m3. Ze zbioru C wybieramy losowo

s elementéw (s < n). Prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze wszystkie elementy sg ze
zbioru A jest rowne

B. Rozwazmy przypadek, gdy Q = ®! = ®. Niech F: > ® bedzie funkcjg o
nastepujacych witasciwosciach:
1° F jest niemalejaca (x <y = F(x) < F(y))
2° xlimwF(x) =0, ;1_{1010 F(x)=1

3° F jest lewostronnie ciagta (lim F(x) = F(a))
x—-a
Taka funkcja F jest, na przyktad

® Feo = | reas,
gdzie f jest dana funkcjg nieujemng (f = 0), catkowalng na dowolnym przedziale (a,b)
i taka, ze

| Zf(f)df —1

Rozktad prawdopodobienstwa P na Q definiujemy nastepujaco: P ([a,b)) = F (b) — F(a)
dla dowolnego [a,b) (a<b). Wykazuje sie (twierdzenie o rozszerzeniu miary), ze P
rozszerza sie jednoznacznie na wszystkie podzbiory — elementy rodziny borelowskiej
S podzbioréw R®..

Funkcje F nazywamy dystrybuantg, a jesli F mozna przedstawi¢ w postaci (*), to
funkcja f nosi nazwe gestosci prawdopodobieristwa na ®.

Prawdziwy jest tez fakt odwrotny do powyzszego.

Twierdzenie. Jezeli P jest rozktadem prawdopodobienistwa na ®, to F okreslona
wzorem

(%) F(x) = P((—,x))

jest dystrybuantg (dowdd w [1]).

3 card X — licznoé¢ (liczebnosé) zbioru X



Przyktad. Niech

0, x<a
xX—a
b—a

1, x>b

a<x<bh

Fx) =

Funkcja ta ma wtasciwosci 1° - 3° definicji dystrybuanty.
Jezelia<c<d<b,toP([c,d)) =F(d)— F(c) -4 e dc .

b-a b—a b—-a
Rozktad prawdopodobienstwa okreslony przez wyzej zdefiniowang dystrybuante

nazywamy rownomiernym (jednostajnym, prostokgtnym), gdyz gestos¢

prawdopodobienistwa przedstawia sie nastepujgco

f(x) =

I Zbidr punktow nieciggtosci dystrybuanty jest co najwyzej przeliczalny.

Niech Q = ® > (dwuwymiarowa arytmetyczna przestrzen euklidesowa).
Niech F: ®? - ® spetnia warunki:

1° F = F(x,y) jest niemalejgca ze wzgledu na kazda ze zmiennych x,y (przy ustalone;j
wartosci drugiej zmiennej);
2°Vx lim F(x,y) =0, Vy lim F(x,y) =0, }chpoF(x,y) =1;
y—>—00 X—>—00
y—-oo0
3° F = F(x,y) jest lewostronnie ciggta ze wzgledu na kazda ze zmiennych x, y (przy
ustalonej wartosci drugiej zmiennej);

4°Vx; < x; Vy; <y, F(x2,¥2) — F(x1,¥2) — F(x2,¥1) + F(x4,y1) =0.
Dla kazdych xi1<x2, y1<y2 przyjmujemy

P{(x,y) € R x1 X< X2, Y1 <y <VY2}) = F(x2, ¥2) = F(x1,¥2) — F(x2, ¥1) + F (x4, y1)

Tak okreslona funkcja P rozszerza sie jednoznacznie do rozktadu
prawdopodobienstwa na rodzinie borelowskiej § podzbioréow w Q = ®2. Funkcja F

nosi nazwe jego dystrybuanty.
Przyktadem dystrybuanty (spetniajacej warunki definicyjne 1° -4°) jest

F(x,y) = ijyf(s‘,n)ds‘dn,

gdzie
f20, | [ feydry=1;

—00 —00

f jest gestoscig rozktadu prawdopodobienstwa P (okreslonego powyzej).

Mozna wykaza¢, ze jesli P jest rozktadem prawdopodobieristwa w rodzinie zdarzen §



w R?2, to F(x,y) = P({(x’, y') : X< x, ¥’ <y}) jest dystrybuantg (ma wtasciwosci 1° - 4°)
(dowéd w [1]).
1

Przykfad. Funkcja f (x,y) = {®-a)@d-o)’
0 , pozostate (x,y)

asxs<b, csy=sd

jest gestoscig prawdopodobienstwa dla rozktadu jednostajnego (réwnomiernego)
prawdopodobienstwa w ® (w [a, b] x [c, d]).

Niech 1 bedzie zbiorem mierzalnym w ®?, tzn. dla ktérego istnieje pole powierzchni u
(4). Jezeli 4 jest zdarzeniem, to przy rownomiernym rozktadzie
prawdopodobienistwa na [a, b] X [c, d] = Bjest

pAN®d)  p(An 3B
w@  (b-a)d-c)

PUI) =

Definicja. Jesli P(B)>0, to prawdopodobieristwem (warunkowym) P(A/B) zdarzenia A
pod warunkiem zdarzenia B nazywamy

P(A N B)
P(B)
Wzér powyzszy okresla tzw. warunkowy rozktad prawdopodobieristwa zdarzen z §.

P(A/B) =

Mianowicie,
1° poniewaz P(ANB)=>0i P(B) > 0,to P(A/B) = 0;

. _ P@nB) _ P(B) _
2° P(Q/B) = o) = P 1,

3° Niech A1, Ay, ..., An zdarzenia parami roztgczne. Wtedy zdarzenia A; N B (i=1,...,n) tez
sg parami roztgczne. Wtedy

" _ P((UL,A)NB)  P(UL,(A;NB)) X%, P(A;NB)
P(iUlAi/ ) R ) G

n n
_ Zz=1P(PA(;3/)B)P(B) _ ZP(Ai/Bi) .
=1

Przyktad. W magazynie sg elementy pochodzace z wytwdrni | i Il. Sg wsrdd nich
elementy dobre (prawidtowe) i niedobre (wadliwe). Niech A oznacza zdarzenie:
»Wybrany losowo element pochodzi z wytwdrni |”, zas B — zdarzenie ,,wybrany losowo
element jest prawidtowy”. Liczby zdarzen elementarnych sprzyjajgcych poszczegdlnym
zdarzeniom zestawiono w tabeli.

Zdarzenie A Razem
B a b a+b
B d c+d
Razem a+c b+d a+b+c+d=n

Na podstawie tabeli jest:

a a+b
P(ANB) = — P(B) = v P(A/B) = ;5=

[ere

a+b

g



|3ID

a+c a
P(A) = —— ,P(B/A) = = .
#) = —— PB/A) = 7= ——

g

Uwaga. Zgodnie ze wzorem definiujgcym prawdopodobienstwo warunkowe jest
P(AnB) = P(A/B)P(B) .

Definicja. Zdarzenia A i B sg niezalezne, jezeli
P(ANB) = P(A)-P(B)

I Jezeli A i B sg niezalezne i P(B)>0, to

P(ANB)
P(A/B) = ORE P(A),
a jesli P(A)>0, to
P(BNA)
P(B/A) = W = P(B) .

Przyktad. Pewien dwuelementowy uktad dziata, jezeli a) oba elementy dziatajg,
b) przynajmniej jeden element dziata. Obliczy¢ prawdopodobieristwo niezawod-
nosci ukfadu, jesli prawdopodobienstwo niezawodnosci elementu jest réwne p.
Niech A oznacza zdarzenie ,dziata element pierwszy”, a B — zdarzenie ,dziata
element drugi”. Oba zdarzenia sg niezalezne.

Ad a) niezawodnos¢ uktadu jest rowna
P(ANB) = P(A)-P(B) = p -p= p*,
Ad b) niezawodno$¢ uktadu jest réwna

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) + P(A) - P(B) = 2p — p? .

Definicja. Zdarzenia Ay, ..., An 53 niezalezne, jezeli dla dowolnych ki, ..., ks, gdzie 1 <
ky <ky..<ks<n jest P(Ag, N ... NAy) = P(Ay,)P(Ayg,) ... P(Ag,)-
Natomiast A1, Ay, ..., Ay, ... jest ciggiem zdarzen niezaleznych, jezeli zdarzenia A1, A,
..., Ansg niezalezne dla kazdego n.

Przyktad. Prawdopodobienstwo wystgpienia elementu wadliwego w ,,i-tej” partii
elementow jest réwne p; (i=1,2,3). Z kazdej partii pobieramy jeden element. Jakie
jest prawdopodobienstwo

a) ze wszystkie elementy bedg wadliwe

b) wystgpienia co najmniej jednego elementu niewadliwego?

Niech A; oznacza zdarzenie wyboru elementu wadliwego z ,,i-tej” partii. Wtedy P(A))
=pi,aP(A)=1-p;i.



Zdarzenia A; sg niezalezne. Wtedy:

Ad a) zdarzenie, ze wszystkie elementy s3 wadliwe A = A1 N A2 N A3 0znacza, ze
P(A) = P(A1)P(A;)P(A3) = pip,ps ;

Ad b) zdarzenie wystgpienia co najmniej jednego elementu niewadliwego jest rowne
A=Q-A, skad P(A)=1—-p, p,p, .

Twierdzenie (o prawdopodobienstwie zupetnym). Jezeli A; (i przebiega przeliczalny
lub skoriczony zbidr indekséw) tworzg uktad zupetny zdarzen, tzn.

UAi=Q, ANA; =0dlai=j,P(A)>0,
i

to dla dowolnego zdarzenia B jest

P(B) = D P(B/A) P(A).

L

Dowdd. Mamy nastepujgce réwnosci:

BzﬂnBz(UAi)nBzUAinB=UBnAi,
i i i

P(B) = ) P(BNA) = ) P(B/AIP(A)

skad

(jezeli Ai sg parami roztgczne, to rowniez B N A; sg parami roztgczne).

Twierdzenie (Bayesa). Jezeli A; co najwyzej przeliczalny cigg zdarzen tworzacy uktad

zupetny (U; A; = Qi A;parami roztgczne) oraz P(B)>0, to dla kazdego zdarzenia A;
ze zbioru (A)) jest

P(A;)P(B/A))
i P(ADP(B/A)

Dowdd. Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego mamy

P(A;/B) =

P(A;jNB)  P(B/A;)P(A))
P(B)  X:P(B/ADP(A)’

Przyktad. W laboratorium sg tensometry pochodzgce z trzech firm, w réwnej liczbie z

P(A;/B) =

kazdej. Wiadomo, ze dostawy z pierwszej firmy majg 0,5% brakow,
z drugiej 0,7% brakow, a z trzeciej 1% brakéw. Wybrany losowo tensometr okazat
sie wadliwy. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze pochodzi on z drugiej firmy.

Oznaczamy przez A; zdarzenie, ze wybrany losowo tensometr pochodzi z ,i-tej” firmy
(i=1,2,3), natomiast przez B zdarzenie, ze wybrany tensometr jest wadliwy. Mamy
zatem

P(A1) = P(Az)=P(A3)=§ , P(B/A1) = 0,005, P(B/A2)=0,007, P(B/A3)=0,010,
skad



P(B)—1 0005+1 0007+1 0010—0’022
3 3 3 777 3

1
_ P(A)P(B/A;) 370,007 7
30,022

Opisany przypadek mozna zmodyfikowac na bardziej realistyczny, ze z pierwszej
firmy mamy np. 7 tensometroéw, z drugiej 5 tensometréw, a z trzeciej 8
tensometréw. Wtedy mozna przyjgé

7 5 8
P(A1):%' P(Az):ﬁ' P(A3):%:

a wiec odpowiednio mamy

% .0,007
P(A;/B) = 7 = 5 = 0,292
55" 0,005 + 550,007 + 550,010

2. Zmienne losowe

2.1. Zmienna losowa jednowymiarowa. Rozktad prawdopodobienstwa.
Dystrybuanta.

Niech (Q, S, P) — przestrzen probabilistyczna, gdzie Q — przestrzen zdarzen
elementarnych, §—rodzina zdarzen, P — rozktad prawdopodobienstwa na S (na Q).

Definicja. Przez zmienng losowg na Q rozumiemy funkcje rzeczywistg X okreslong na
Q (X: Q—>R) taka, ze dla kazdej xER,

A, ={weX(w) <x}ES,
czyli Ax jest zdarzeniem.

Przyktad. W partii produktu (niemasowego) sg elementy prawidtowe i wadliwe.
Wybieramy jeden element i przyporzagdkowujemy mu liczbe 1, jesli jest prawidtowy i
0, jesli jest wadliwy.

Niech Q={wp, ww}, gdzie wp - element prawidtowy, a ww — element wadliwy. Funkcja X
jest zdefiniowana jako X(wp)=1, X(ww)=0 (zdarzeniem elementarnym jest tu
wylosowanie z partii elementu prawidtowego - wp lub wadliwego - ww).

W partii jest 90% elementow prawidtowych i 10% elementdw wadliwych. Mozemy
zatem przyja¢ nastepujgcy rozktad prawdopodobienistwa:

P{{w: X(w) = 0}) = —, P({w: X(w) = 1}) = —

10’ 10 °
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I Nie kazde zjawisko o charakterze losowym ma mozliwos¢ opisania (przedstawienia)
go w postaci liczbowej (za pomocg zmiennej losowej): np. stan zdrowia cztowieka,
stan urzgdzenia technicznego, korozja metali i inne.

Il Jezeli Q jest co najwyzej przeliczalna, to kazde przeksztatcenie zbioru Q w zbiér
liczbowy w ®! = ® jest zmienng losowa.

Il Zdefiniowana wyzej zmienna losowa jest jednowymiarowa (zmienne losowe dwu-

i wiecej wymiarowe beda zdefiniowane dalej).

Definicja. Niech X zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (Q, S, P) i niech B
rodzina borelowska zbioréw na ® ! = ®.. Niech Px funkcja zdefiniowana na 8 wzorem
Px (A) = P{oeQ: X(w)€A}), A B

Funkcje Px nazywamy rozktadem prawdopodobierstwa zmiennej losowej X.

Uwaga. Px spetnia warunki definicyjne 1°- 3° rozktadu prawdopodobienstwa dla
S =3Bw Q =R, czyli w przestrzeni probabilistycznej (R, B, Px) — tzw. indukowanej
przez przestrzen (Q, S, P). Istotnie,

1° P(A)=0, V Ac B,
2° Px (R) = PlioeQ: X(0)e®}) = P(Q) = 1,

3° dla dowolnych zdarzen _4; parami roztgcznych, nalezgcych do 3 jest

Px([JA ) =Plloeq: X(o) e JA D =P U {oe:X(o)e A)) =
i |

> PloeQ:X()e A}= ZPX(Ai).

Definicja. Dystrybuante wyznaczong przez rozktad Px nazywamy dystrybuanta
zmiennej losowej X :

Fx(x) = Px((—©0, x)).

Przyktad. Prawdopodobienstwo wylosowania liczby k ze zbioru {1,2,...,n} wynosi p =
1 .z , .

~ Zbiér zdarzen elementarnych to Q={w;, ..., ws}, a zdarzenie elementarne wy, to
wylosowanie liczby k. Zmienna losowa jest zdefiniowana jako X(wk)=k. Rozktad

prawdopodobienistwa tej zmiennej jest zdefiniowany przez réwnosci:

1
Pr({k}) = P({w € Q: X(w) € {k}) = P({w € Q: X(w) = k}) = P({wr}) =p =~
Dystrybuanta tej zmiennej losowej X jest, zgodnie ze wzorem definicyjnym, okreslona
nastepujaco:

k
Fe() = P X(@) <3 = ) PUoiX@) =KD = ) p==,

n
k<x
k<x

dla k < x.
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Na rys. ponizej przedstawiono wykres Fy przy n=3 (p=1/3)

Fx
- ———_—_— — — ———— - —_
T J) P —_
Mk — — == L —
_ X
1 2 3 X

Jest to tzw. ,funkcja schodkowa”. Suma skokdw wartosci funkcji Fx jest rowna 1.

Definicia. Zmienna losowa X jest typu skokowego (jest zmienng dyskretng), jezeli
istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér X © ® taki, ze Px(X') = 1. W szczegdlnym
przypadku X jest typu skokowego, gdy X jest skoriczony.

Elementy xk zbioru X, czyli gdy

X =(x1, X2, ...) (zbidr przeliczalny)
lub

X=(x1, X2, ..., Xn) (zbidr skoriczony)

nazywamy wartosciami zmiennej losowej X.

Uwaga. Niech

0zZn 0zZn.

i = p(x) = Px({x) = P({w: X(w) = 5, ) = P(X = x) = 0

Zpkzl.
K

Zbidr (pk) liczb p(xk) wyznacza rozktad prawdopodobierstwa Px zmiennej typu
skokowego (dyskretnej) X. Dystrybuanta Fx zmiennej X jest funkcjg schodkowa

i niech

(lewostronnie ciggtg) o skokach px dla x = xk. Suma skokdéw dystrybuanty Fx jest réwna

1. Wygodnga formg prezentacji zmiennej dyskretnej X jest histogram, czyli wykres
funkcji przedziatami statej, o wartosciach px, przy czym xi sg Srodkami tych
przedziatéw - podstaw prostokgtéw przedstawiajgcych histogram. Dla przyktadu
z poprzedniej strony histogram przedstawiono ponize;j.

P
13 F = -

Xk
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Definicja. Zmienna losowa X ma rozktad jednopunktowy, jezeli X'= {xo} i p(xo) =
= P({w: X(w) = x0}) = 1. Natomiast, gdy X'= {x1,x2} i p(x1) = P({w: X(w) = x1}) = p,
p(x2) = P({w: X(w) = x2})= g = 1-p (0<p<1), to médwimy, ze zmienna X ma rozktad
dwupunktowy.

Wprowadzamy tzw. schemat Bernoulliego doswiadczen. W nie zmieniajacych sie

warunkach wykonujemy n razy pewne doswiadczenie, w wyniku ktérego moze
nastgpi¢ zdarzenie A lub A. W kazdym z do$wiadczen jest P(A) =p,a P(A)=1-p=q
przy p €(0,1).

Niech Q, bedzie zbiorem zdarzen elementarnych w serii n préb. Dla n =1 mamy
Q1= {wo, w1}, gdzie wo=A, w1=A, a P1({wo})=g, P1({w1})=p. Dla n = 2 jest Q= {( wo,
wo), (wo, w1), (W1, Wo), (W1, W1)} = {( Wi, wi): ik=0,1 dla k = 1,2}, gdzie {wo} = A,
{wi} = A, czyli (wo, wo) = {A, A}, ..., (w1, wi1) = {A, A}

0gdlnie, jesli Qn={(wi, ..., win); ik =0,1dla k=1, ..., n}, gdzie wik= A, gdy ix=0 a wik=
A, gdy ik= 1. Przy tym Q, ma 2" zdarzen elementarnych).

Niech P, bedzie rozktadem prawdopodobienstwa w Q.. Zaktadamy, ze
(*) Pr({wi, ..., Win}) = P1({wit})" ... * Pi({win}).
Doswiadczenia, dla ktérych zachodzi réwnos¢ (*) nazywamy niezaleznymi.

Niech zmienng losowa X bedzie liczba wystapien zdarzenia A w serii n doswiadczen

(wit, ..., Win). Zdarzenie {w: X(w) = k}, gdzie w € (2,, oznacza, ze w serii n doswiadczen
wystgpito k razy zdarzenie A (oraz n-k razy zdarzenie A). Zmienna losowa X
(dyskretna) ma rozktad prawdopodobienstwa okreslony wzorami:

Pr(k) = Pw € 0 X(0) =kD =% i Pr(wis, ., win)) = (P)p*g" %,

i1++in=k
gdyz kazdemu ciggowi (w1, ..., win) 0 k wyrazach w1 i n—k wyrazach wo odpowiada
zgodnie z (*) prawdopodobiedstwo p* g™, a réznych takich ciggéw jest (’;)

Ze wzoru Newtona wynika, ze

n n

Y=Y ([)pta = ot =1"=1

k=0 k=0

O zmiennej losowej X méwimy, ze ma rozktad dwumianowy lub rozktad Bernoulliego.

Przyktad. Energia elektryczna pochodzgca z okreslonego zrédta ma by¢
wykorzystywana z przerwami przez piec¢ urzadzen (n = 5). Aby oszacowad
zapotrzebowanie na energie zaktadamy:

1° w danej chwili prawdopodobieristwo p zapotrzebowanie na energie dla kazdego
urzadzenia jest takie samo,

2° urzadzenia pracujg niezaleznie od siebie,
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3° kazde z urzadzen korzysta z energii 12 minut w ciggu godziny.

Niech X oznacza liczbe urzadzen korzystajacych z energii w danej chwili. Znalez¢
rozktad zmiennej losowej X. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze liczba urzagdzen
pracujgcych w danej chwili jest wieksza od 2.

Z warunkéw Przykfadu wynika, ze X ma rozktad dwumianowy przy n =5,
p= g =0,2, g =0,8. Zatem zgodnie ze wzorem definicyjnym:
Ps(0) = P(X=0)=1-0,8° = 0,33,
Ps(1) =P(X=1)=5-0,8%-0,2 = 0,41,
Ps(2) =P(X=12)=10-0,8%-0,2% ~ 0,20,
Ps(3) =P(X=3)=10-0,82-0,2% =~ 0,05,
Ps(4) =P(X=4)=5-0,8'-0,2* ~ 0,01,
Ps(5) = P(X=15)=1-0,2°> = 0,00.
Prawdopodobienstwo tego, ze liczba jednoczes$nie pracujagcych maszyn jest nie

wieksza od 2 jest rowna sumie

P(X=0)+P(X=1)4PX=2) =~ 0,94.

Definicja. Moéwimy, ze zmienna losowa X (dyskretna) ma rozkfad Poissona, jesli
X =(0,1,2,...) oraz

By

,A>0,k=012,.. .
k!

pk)=PX=k)=e

Przyktad. Przeprowadzono n niezaleznych doswiadczen (n=2608), z ktérych kazde
trwato 7,5 sek. i polegato na rejestrowaniu przez licznik dochodzacych do niego
czastek w wyniku rozpadu radioaktywnego. Zmienng losowg jest tu liczba
zarejestrowanych czgstek (X = k). W tabeli ponizej podano liczby k, liczby nk

doswiadczen, w ktérych zarejestrowano k czastek, czestos¢ empiryczng p(k) = %,

oraz prawdopodobienstwo p(k) obliczone ze wzoru na rozktad Poissona przy A=3,85
1
(A =2%12m0).

ng
k Nk — p(k)
n
0 57 0,022 0,021
1 203 0,078 0,081
2 383 0,147 0,156
3 525 0,201 0,201
4 532 0,204 0,195
5 408 0,156 0,151
6 273 0,105 0,097
7 139 0,053 0,054




45 0,017 0,026

9 27 0,010 0,014
10 16 0,006 0,007
Razem 2608 0,999 1,000

Jak wida¢, rozktad Poissona prawdopodobienstwa bardzo dobrze przybliza czestos¢
wystepowania k czgstek. Zagadnienie polegajgce na wydaniu orzeczenia, czy dany
rozktad teoretyczny moze aproksymowac rozktad empiryczny jest jednym z zagadnien
statystyki matematycznej. Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze rozktad Poissona jest
rozktadem granicznym rozktadu Bernoulliego.

Twierdzenie (Poissona). Niech zmienna losowa X, ma rozktad dwumianowy

n

p(n)=P(Xn = k) = (k) pg"*,k=0,1,..n
Jezeli p = p(n) maleje w ten sposob, ze dla pewnego no i kazdego n > no jest np(n) = 1,
gdzie A = const (niezalezne od n), to

/1k
lim P,(X=k) = e *— .
n-oo k!

Zatéimy teraz, ze zbidr X jest nieprzeliczalny i niech X= ®R!= ®,

Definicja. Zmienna losowa X o dystrybuancie F jest typu ciggtego, jezeli istnieje funkcja
f = 0na R taka, ze

F(x) = ff(u)du .

Funkcje f nazywamy gestoscig prawdopodobieristwa zmiennej X.

I W punktach, w ktdrych f jest ciggta jest F'(x) = f(x). Wtedy bowiem

F(x+Ax)—F(x) _ lim P(x<X<x+Ax)
Ax - Ax—0 Ax !

f(x) =lim
Ax
stad nazwa ,,gestos¢ prawdopodobienstwa”.

Il Kazda funkcja f= 0 taka,ze fjooo F(u)du istnieje i fjooof(u)du = 1 wyznacza
dystrybuante F(x), ktora okresla rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej typu
ciggtego.

Il Dla zmiennej typu ciagtego jest P(X = x, ) = 0 dla dowolnego x, €ER .

0,x<0
Przyktad. Funkcja f(x) = {% exp (_ ﬁ)'x >0 jest gestoscig prawdopodobienstwa
zmiennej losowej. Dystrybuanta tej zmiennej jest réwna
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0,x<0
FQx) = 1- exp(—%),x >0

Rmmﬁomaﬁ=1mup(x<%)=FG)=1—am@4ﬂx1%1<X<2)=FQ)—FQ)=

exp(—2) —exp(—1),P(x>1) =1-Px<1)=1-F(1)=1—-(1—exp(—1) =exp(—1)

Definicja. O zmiennej losowej (typu ciggtego), o gestosci rozktadu

0, x<0

prawdopodobienistwa réwnej f(x) = {1 _x
5 €xp ( l),x >0

(x>0)

mowimy, ze ma rozktad wyktadniczy prawdopodobienstwa.

Uwaga. Przez niezawodnos$¢ (urzadzenia, konstrukcji) rozumuje sie
prawdopodobienstwo bezawaryjnego funkcjonowania w czasie t. Jezeli T oznacza
zmienng losowg rozumiang jako czas poprawnego (bezawaryjnego) funkcjonowania,
to P(T<t)=F(t) jest dystrybuantg zmiennej T i oznacza prawdopodobienstwo, ze
bezawaryjnosc¢ nie przekroczy czasu t. Niezawodnos¢ N(t) jest zatem réwna N(t) =
P(T>t) = 1—F(t).

Korzystajgc z metod statystyki matematycznej sprawdzono, ze dobrg aproksymacija

niezawodnosci jest N(t) = e7t/2,t>0, czyli F(t) = 1 — et/%, a wiec zmienna Tma

rozktad wyktadniczy.

Definicja. O zmiennej losowej, ktérej gestoscig prawdopodobienstwa jest funkcja
0,x<a

f&) =

1

,a<x<bh
—-a
0,x>0b

mowimy, ze ma rozktad jednostajny (rGwnomierny) prawdopodobienstwa (w

przedziale [a,b]). Dystrybuanta tej zmiennej jest rowna

0,x<a

a
F(x) = _a,anSb

0,x>0b

Przyktad. Niech punkt M porusza sie ruchem jednostajnym po okregu o promieniu r.
Niech A bedzie ustalonym punktem, a X dtugoscia tuku AM. Zmienna X jest losowa o
rozktadzie rownomiernym i gestosci

0,x<0
flx) = ﬁ,OSxSan.
0,x > 2nr
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Definicja. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad gamma, jezeli gestoscia

prawdopodobieristwa tej zmiennej jest:

0,x<0
fG) = {ixr"le‘ax,x >0
r(p)

Symbol I(p) oznacza tzw. funkcje gamma Eulera:

o

r'(p) = f xP~le*dx.
0

I Funkcja I jest uogdlnieniem pojecia ,silnia”. Mianowicie, l(n+1) =n!, (1) = 1.
I Dla p =1 rozktad gamma staje sie rozktadem wyktadniczym.
Szczegdlne znaczenie w probabilistyce ma rozktad normalny (rozktad Gaussa).

Definicja. Zmienna losowa X ma rozktad normalny, jesli jej gestoscig

prawdopodobienstwa jest funkcja

) 11 (x —m)?

X) =——exp|————|,

f 2o P 202

gdzie m i o sa parametrami tego rozktadu: ¢ € ®, m € ®,d > 0 (oznaczenie N(m, o)).

Wykorzystujemy tu réwnos¢

[ee]

f e ™ dx =i

—00
dla funkcji e‘xz, dla ktérej nie istnieje elementarna funkcja pierwotna.

Do obliczania dystrybuanty zmiennej losowej o rozktadzie normalnym korzystamy z
tablic funkcji

X
1
d(x) = \/T_nf e ¥/ 2du, x>0,
0

Wtedy dystrybuanta zmiennej X o rozktadzie normalnym N(0,1) jest rowna:

_( 054+ @(x),x=0
FQx) = { 0,5—®(—x),x <0

Wykres funkcji gestosci f rozktadu N(0,1) naszkicowano dalej. Jest to tzw. krzywa
Gaussa.
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T #(x)

| Z tablic rozktadu normalnego znajdujemy, ze P(|X — m| > 30) =~ 0,0027, co
oznacza iz prawie wszystkie wartosci zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym
N(m, o) znajdujg sie praktycznie w przedziale (m-3 o, m+3 o). Rowniez praktycznie
wazne jest, ze z prawdopodobienstwem bliskim jednosci a mianowicie 0,95 i 0,99
wartosci takiej zmiennej losowe] sg zawarte odpowiednio w przedziatach

(m-1,96 0, m+1,96 5) i (m—2,58 0; m+2,58 o).

Przyktad. Wytrzymatos¢ lin stalowych pochodzacych z masowej produkgji jest
zmienng losowa X o rozktadzie normalnym N (100MPa, 5MPa). Obliczymy, ile
przecietnie lin sposréd 1000 ma wytrzymatos¢ mniejszg niz 90 MPa.

Przyjmujgc, ze czestos¢ przyjmowania wartosci wytrzymatosci z przedziatu (-oo, 90)
jest rdwna prawdopodobienstwu

X—100 _ 90—100
<
5 5

P(X < 90)|n@o0s) = P ( ) Inon = P(Y <=2) = 05— &(2) =

0,02275 przy Y = % . A wiec przecietnie 23 liny na 1000 majg wytrzymatos¢
mniejszg niz 90 MPa.

Uwaga. Istniejg zmienne losowe, ktdre nie sg ani typu skokowego ani typu ciggtego.
Moga to by¢ na przyktad, zmienne losowe bedace ich , kombinacjami liniowymi”.
Niech X € [0,10] i niech:

Py(X =k)=p, >0, k=0,1,..,10
10
Z Pk =D0s <1,
k=0
1

0
£:10,10] - R, j fG)dx = pe =1 ps
0

Dystrybuante zmiennej X definiujemy jako F(x) = Fs(x) + F¢(x), przy
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X
E(x) = Z e (k =012, ..,10),
k=0
( 0,x<0

X

ff(u)du,OSxS 10
F.(x){ o
10

f fwdu=p,,10 <x
\0

2.2. Zmienna losowa jednowymiarowa. Charakterystyki liczbowe i funkcyjne.

Niech zmienna losowa Y bedzie pewna funkcjg zmiennej losowej X, tzn.
Y(w)=g(X(w)), Vwe Q.

Znajac rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X mozemy wyznaczy¢ rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j Y.

Przyktad. Niech Y=aX+b, gdzie X jest zmienng losowg o rozktadzie dwupunktowym:

Px(X =0) =g,
(p+q=1)
Py(X =1) =p.
Poniewaz X = %(Y —Db), to
Y—-b

P =0) =P (—==0)=R(=n=q

PX(X=1)=PX< =1>=PY(Y=a+b)=p.

Przyktad. Niech X bedzie zmienng losowg typu ciggtego o gestosci fx, dystrybuancie Fx
i niech Y=aX+b. Wyznaczymy gestos¢ fy i dystrybuante Fy zmiennej losowe;j Y.

W przypadku a>0 mamy:

Fy(y) = P(fw: Y (@) < ) = P({w: aX(@) + b < y}) = P ({w:X(a)) < #}) — F, (y R b).

W punktach ciggtosci gestosci prawdopodobienstwa jest

010 = [ s S 205

Natomiast w przypadku a<0 jest (w uproszczonym zapisie)

a w punktach ciggtosci gestosci prawdopodobienistwa:
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fY(J’)— Fy(}’) dy[l_Fx(yab>]— in<y_b)iy_b=_fx(y b)a-

dx a /d a

y
Zatem facznie dla dowolnego a # 0 mamy: fy (y) = |a| ( ) co okresla gestos¢

prawdopodobieristwa zmiennej Y.

Przyktad. Znajdziemy gesto$¢ zmiennej losowej Y = X2, gdzie X jest zmienng losowg
typu ciggtego o gestosci fx i dystrybuancie Fx.
Jezeli przez fyi Fy oznaczymy gestosc¢ i dystrybuante zmiennej Y, to dla Y>0

FF()=PY <y)=PX*<y)=P(—y<X<y)=P(X < y)-P(X <-\[y)
= FX(\/;) — Fy(=y/),

fry) = Y(Y) X(\/_)__FX( \/_) =

Fy(y)zP(Y<y)=OdIaySO

dFy 1 dFy

(f)[

(f)[

Ostatecznie wiec:
0, y<0

£ ) = fx(Jy) + fe(=y)
2,y '

Twierdzenie. Jezeli zmienna losowa Y=g(X), gdzie X jest zmienng losowg typu ciggtego

y > 0.

o gestosci fx, to dystrybuanta Fyzmiennej Y jest okreslona wzorem:

Fr(y) = P(Y <y) = P(g(X) <¥) = [ j0x)<py x@)du

Jesli ponadto g jest funkcja rézniczkowalng i $cisle monotoniczng, X jest zmienng
losowg o gestosci fx, to Y = g(X) jest zmienng losowg o gestosci prawdopodobienstwa

fr(y) = fx(h()’))h'(ﬁ,
gdzie x = h(y) jest funkcjg odwrotna do y = g(x).

Uwaga! Nie kazda funkcja zmiennej losowej jest zmienng losowa. Jesli jednak g jest
funkcjg borelowska, to ztozenie Y = g(X) jest zmienng losowg, gdy X jest zmienng
losowa. Zas g jest funkcjg borelowska, jesli Va € ® zbidr {x: g(x)<a} jest borelowski

(jest elementem rodziny zbioréw borelowskich B). W szczegdlnosci borelowska jest
funkcja ciggta.

Definicja. Wartoscig przecietng (wartoscig oczekiwang, nadziejg matematyczng)

zmiennej losowej X, oznaczang symbolem E(X), nazywamy wielkos¢ liczbowa

okres$long nastepujgco:

1) jesli X jest zmienng losowg typu skokowego (dyskretnego), o zbiorze wartosci
X={x1, X, ...}, przy czym p(x)=P(X=xx), a szereg Y. | x; |p(x)) jest zbiezny, to
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ECO = ) xp(a;
k
2) jesli X jest zmienng losowg typu ciggtego o gestosci prawdopodobienstwa f

i zbiezna jest catka ffooolxlf(x)dx, to

o

EX) = fxf(x)dx.

— 00

Przyktad. Zmienna losowa o rozktadzie dwupunktowym x'={0,1}, p(0)=gq, p(1)=p
(p+q=1) ma wartos¢ oczekiwang E(X)=0-g+1-p=p.

Przykfad. Obliczymy warto$¢ przecietng zmiennej losowej X o rozktadzie okreslonym

wzorami (rozktad rownomierny) X= {x1, ..., Xn}, p(x)=P(X=xv)= Nl, gdzie N liczebnoscig

. 1 1 _ o
zbioru X, Mamy zatem E(X) = Z’,leﬁxk = EZ’,}lek = Xy , gdzie Xy oznacza

$rednig arytmetyczng zbioru liczb {x, ..., xn}.

Twierdzenie. Jezeli zmienna losowa Y = g(X), gdzie X jest zmienng losowg oraz istniejg

E(X) i E(Y), to
1° w przypadku, gdy X jest typu skokowego o co najwyzej przeliczalnym
X={x1, x2, ...} jest
E(Y)=E(g(X)) = 3, 9(x)p(x);

2° w przypadku, gdy X jest typu ciggtego o gestosci f

B0 = B(g0) = | 9@ Gdx
(dowdd tw. wynika wprost z definicji E) i

Twierdzenie. Jezeli dla zmiennej losowej X istnieje E(X), to dla dowolnych a,b € ®
istnieje E(aX+b) oraz E(aX+b) = aE(X)+b.
(dowdd jest wnioskiem z twierdzenia poprzedniego)

Whiosek. Jezeli m = E(X) istnieje, to E(X—-m) = 0.

Definicja. Jezeli X jest zmienng losowg, to
my & E(X%), k=123,..

jesli E(X¥) istnieje, nazywamy momentem rzadu k zmiennej losowej X, a

w=E((X-m)¥%), m=m =EX), k=12..

nosi nazwy momentu centralnego rzedu k zmiennej losowej X.
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I Jezeli istnieje moment rzedu r zmiennej losowej X, to istniejg wszystkie jej momenty

rzedu I<r.

Uwaga. Dwie rdézne zmienne losowe X1 i X2 moga miec te sama warto$¢ przecietng

(E(X1)=E(X2)), a mimo to rézne rozktady prawdopodobienstwa. Méwimy, ze zmienne

te majg rézne ,rozrzuty” lub ,,rozproszenia”. Miarg tego jest wariancja.

Definicja. Wariancjg zmiennej losowej X nazywany jest jej moment centralny rzedu

drugiego, czyli
V(X) € E(X - EX))?)

o(x) €V (X)

nazywamy odchyleniem standardowym zmiennej losowej X (jesli istnieje V(X)).

(jesli istnieje). Natomiast

Twierdzenie Niech X bedzie zmienng losowg o wariancji V(X). Wtedy

1) V(X) = E(X?) — (E(X))?,

2) dladowolnych a,b €R V(aX + b) = a?V(X),

3) V(X)=0 i V(X)=0 < X ma rozktad jednopunktowy,

4) jesli V(X) = a2 i E(X) =m, to dla dowolnego ¢ > g jest P(|]X —m| = €) < 0% /&?
(nieréwnos¢ Czebyszewa).

Przyktad. Wariancja zmiennej losowej X o rozktadzie dwupunktowym P(X=0) =g,
P(X=1) = p (p+g=1) jest réwna: V(X) = E(X?)—(E(X))? = 02g+1%p—(0g+1p)? = p—p? = pq.

Uwaga. Niech V(X)>0 wariancja zmiennej losowej X, a E(X) jej warto$¢ oczekiwana.
X-E(X)
V(X)

Wtedy zmienna standaryzowana Y = ma nastepujgce charakterystyki

E(Y) =0, V(Y)=1.

Istotnie
1 EX) EX) EX)
E(YY)=E < X — ) = — =
JVX) VxS v v
V(Y)—V( ! X — E(X)>— ! VX)) =1
v (vE)? '

Przyktad. Zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(0O,1) jest standaryzowana (E(X) =

0, V(X) = 1). Natomiast zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(m,o) ma
nastepujgce charakterystyki E(X) = m, V(X)= o?. Istotnie, dla zmiennej losowej o

2
rozktadzie normalnym N(0,1) jest f(x) = \/%_ne_x /2 ,wiec E(X) =

1) 2 . _ o /2
et = o e P = 2 i
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= E(X) = —E(X), skad E(X) = 0. Natomiast V(X) = E(X?) = Ji_f_oo xZe X /2dx = 1.

Z kolei dla N(m 0) mamy E(X) = _\/i f_‘” xexp[ (x —m) ]d

\/_af— (x =
exp y2/2]dy=m,

1 ) ( 1 0 2
V(X) = o J_(x—m)?exp |- —moe’ | y*exp(— y?) dy = o2
Jesli X ma rozktad N(m,o),to Y = X_Tm ma rozktad N(0O,1).

Przyktad. Zmienna losowa X o rozktadzie dwumianowym P, (k) = ()p*q"™*
warto$¢ przecietng E(X) = Yp—o kpn (k) = Xi=1 k(:)pkq"_k =

n! (n-1)! k-1

k ,n— -k _— -1 _
gy P 4 = e o P 4 =t =

np oraz wariancje: V(X) = E(X?)—(E(X))? = n(n-1)p?+np-(np)?* = npq.

Przyktad. Zmienna losowa X o rozktadzie jednostajnym w przedziale [a,b] ma wartos¢

przecietng E(X) = fjooo xf(x)dx = fbi =2 ~(a + b) oraz wariancje V(X) =
2 5 b3-a? 1 2 _ (b a) 2 _ lb3—a3 _
EX?)~EX)= —— —;(a+b)* ==—=, gdyz E(X?) _f =i5—=

%(a2 + ab + b?).

Przyktad. Zmienna Iosowa X o rozktadzie gamma ma wartos¢ przecietng i wariancje

, . _ P p-1,-ax F(p+1) x aPt?1 p—ax _ r'(p+1) _P
réwne: E(X) fo xr( X dx pres fo oD ) = a

7

2 2
V(X) = E(X?) — E2(X) = rp+2) _p? _ (+Dpl(®) _p* _ %' gdyz E(X?) =

a?r(p) a? a?r(p) a?
© 2 af o, 1,-ax _ r(p+2)
fo ¥ rep* A% = Zar) -

Definicja. Przez mediane zmiennej losowej X, oznaczang symbolem X1/, rozumiemy

taka liczbe rzeczywistg, ktéra spetnia warunki:

P({wx(@) <2y }) = % i P({w:x(@) 221, }) 2 %

I Dla kazdej zmiennej losowej mediana istnieje, ale moze by¢ niejednoznaczna.

Przyktad. Niech X zmienna losowa typu skokowego o rozktadzie
PX=0)=PX=1)= i,P(X =2)= % Mediang X1y, jest dowolna liczba z
przedziatu [1,2]. Natomiast warto$cig przecietng jest

1 1 1
E(X)=0*Z+1*Z+2*E= E[I,Z]

o

Il Dla zmiennej losowej typu ciggtego o gestosci prawdopodobienstwa f
i o dystrybuancie F jest
X1,

f(x)dx——— (xl/) foof(x)dx.

- X1/,

23



Definicja. Kwantylem rzedu p (0<p<1) zmiennej losowej X o dystrybuancie F

nazywamy taka liczbe xp, ze F(xp) <p< F(x;{)

I Mediana jest kwantylem rzedu p = 1/2.

Definicja. Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje zespolong
itX) —

zmiennej rzeczywistej t, okreslona dla kazdego t € ® wzorem ¢(t) = E(e
E(costX) + i E(sintX) (i*? = -1).

I Jesli X jest typu skokowego i p(x;) = P(X = xy), to @(t) = X e kp(xy).

Il Jesli X jest typu ciggtego o gestosci f(x), to ¢(t) = f_oooo et f(x)dx.

3. Zmienne losowe wielowymiarowe (wektory losowe)

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe wiadomosci dotyczgce zmiennych losowych

wielowymiarowych, a w niektdorych kwestiach specyficznych ograniczymy je do zmiennych

dwuwymiarowych.

Definicja. Niech (Q, S, P ) przestrzen probabilistyczna i niech
Q3w - X=(X,,..,X,) € R"™ Uktad funkgcji (X4, ..., X,) na Q nazywamy
n-wymiarowa zmienng losowg (X nazywamy wektorem losowym), jesli

() {w € & X;(w), ..., Xp(w)) EA}ES

dla kazdego zbioru A rodziny borelowskiej 3 w ®" (najmniejsza rodzina przeliczalnie
addytywna zbioréw zawierajgca zbiory otwarte w ®").

I Niech (X4, ..., X;,) n-wymiarowa zmienna losowa. Wtedy X; (i=1, ..., n) sg
jednowymiarowymi zmiennymi losowymi. Na odwrét, jesli X, ..., X;,— zmienne
losowe na Q, to (X, ..., X;;) n-wymiarowa zmienna losowa, tylko jesli spetniony jest
warunek (*).

Definicja. Na rodzinie borelowskiej zbioréw @ w ®" okreslamy funkcje P,.(A) =
P({w € Q: X(w) € A}), A € B. Funkcje te nazywamy rozktadem
prawdopodobieristwa wektora losowego X (zmiennejlosowej n-wymiarowej

(X4, ..., X)) na Q, indukowanym przez rozktad prawd. P na Q. Funkcje Fx(x) =
Px({(x1, o, X7): 1 < Xq,y e, Xy < X)) = Pw: X1 (w) < x4, ..., Xp(w) < x,}), przy
Xx= (X1, ... ,Xn) € R", nazywamy dystrybuantg wektora losowego X (zmiennej losowej n-
wymiarowej (X3, ..., X,)).
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Uwaga. Odnosnie dwuwymiarowej zmiennej losowej stosowac bedziemy gtoéwnie
tradycyjne oznaczenia: (X,Y), Pix.v), Fixn(X, ¥) = Py (X<x, Y<y)= P({w:X(w)<x, Y(w)<y}).
Natomiast wzdr Py v({(x,y): x1 < x < X2, y1 < y < y2}) = F(x2,¥2)-F(x2,y1)-F(x1,y2)+F(x1,y1)
okresla (definiuje) rozktad prawdopodobieristwa za pomoca dystrybuanty.

I Zmienne wielowymiarowe moga réowniez byc¢ typu skokowego i ciggtego.

Definicia. Méwimy, ze n-wymiarowa zmienna losowa X jest typu skokowego, jezeli
istnieje, co najwyzej przeliczalny zbiér X w ® " taki, ze P(X)=1.

| Przyjmujemy oznaczenie: x; = (x;,, ..., x; ) € R" dlai= (i1, iz, ..., In) oraz
p(xi)=P({w:X(w)=xi}). Wowczas },; p(x;) = 1.

Il Elementy zbioru X mozna réwniez numerowac inaczej. Np. dla zmiennej
dwuwymiarowej (X,Y ) moze by¢: X={(xi;, y;): i =1,2,...; j=1,2,...}, p(xi, yj) = P(X=xi, Y=y)),
Yip(xuy;) = 1.

Definicja. Zmienna losowa (X, ..., X;,) jest typu ciggtego, jesli istnieje funkcja
nieujemna f(xi,...,xn) taka, ze

xlian(xl, o Xpy) = f_x; f_xjo ...ff:of(ul, e, Up)duy . duy,

jest dystrybuantg (X3, ..., X;,). Funkcje f nazywamy gestos$cig prawdopodobieristwa
zmiennej (X4, ..., X,).

dMF(xy, ...,
| W punktach ciggtoéci f jest 9 Flymtn) _ fxg, ey xp).

0x10x5..0xp
Il Niech A € 3. Wtedy Py(A) = [...[ f (Xg,o.n, X )l .
A

. 1 .
Przyktad. Funkcja f(x,y) = CmTEEst (x,y) € [a,blx[c,d] i f(x,y) =0

dla pozostatych (x,y) € R? jest gestoscia rozktadu ciggtego prawdopodobieristwa
zwanego rozktadem jednostajnym (rownomiernym).

Definicja. Niech (X,Y) zmienna losowa dwuwymiarowa o dystrybuancie F(x,y). Funkcje

Fx(x) = 311_{120 F(x,y), F)= il_r)‘go F(x,y) nazywamy dystrybuantami

brzegowymi zmiennej (X,Y), okreslajgcymi brzegowe rozktady prawdopodobienstwa.

I Jezeli f(x,y) jest gestoscig prawdopodobieristwa zmiennej losowej (X,Y), to fx(x) =
fﬁf(x, dy, fy(y) = fq,\f(x, y)dx sa gestosciami brzegowych rozktadéw

prawdopodobienistwa o dystrybuantach Fx i Fy.

Il Jezeli (X,Y) jest dwuwymiarowg zmienng losowg typu skokowego o rozktadzie
prawdopodobieristwa okreslonym liczbami p(x;, yj) = P(X=x;, Y=y)), to Py (x;) =
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ij(xi,yj), Py(yj) =) p(xi,yj) wyznaczajgq odpowiednio brzegowe rozkfady
prawdopodobienstwa.

Przykfad.
X 4 Y1 Va2 Vs Py(x;) = Zp(xi,y,-)
1 P, y) = % p(x1,yz) = % p(x1,y3) = % px(x1) = iz %
X2 p(xZ! yl) = % p(xz,yz) = % p(ley3) = % pX(xZ) 1£ — %
Pr(3) =ZP("L"3’1‘ ) == P O)=5=7 |G =5 =3 1
i

Przyktad. Zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny o gestosci

1 (x-my)? 0 XTMa Yy

_ _ (y—-my)?
f(x y) = 211:0102,/1 02 Xp{ 2(1-92) a? 0 o1 03 + a2 ]}
(01,0, > 0,0?% < 1). Wtedy (po przeksztatceniach)

r 1 1
&m=jfmww=ﬁ%fmk%gwmmL

ﬁw=jfmwM—

— 00

exp [—o— (x —my)?]

V2mo, 2 022

sg gestosciami prawdopodobienstwa rozktadéw brzegowych. S3 to rozktady
jednowymiarowe normalne. WykorzystaliSmy przy tym réwnosci:
(x —my)? g XMy =M, -mp)? x-my  y-my, (y-—my)?
-2 + -e

= + 1 - o?
of oy o o} oy o ] o} 1 =e%),

—[ —my — 02 y-my)PJax = 1.
V2m(1 — o2 )o’l,f 2(1—o0?)a} LS 72

Definicja. Zmienne losowe Xj,...,X,» nazywamy niezaleznymi, jesli dla dowolnych
zbioréow borelowskich A, ...,An zdarzenia

Z; ={w € Q: X;(w) € 4;}, i=1,..,n
sg niezalezne, a w szczegoélnosci
Px(X€A) =Py, (X; EAy) - ..- Py (X, €EAy)
przy X = (X1,...,Xn) oraz A = A1x...xAn.

I Dla niezaleznych zmiennych losowych X; (i=1,...,n) wektora losowego X=(Xi,...,Xn) jest
F(xq, o, Xn) = Fy, (%) " ... Fx, (xn), gdzie Fy oznacza dystrybuante zmiennej X;, a F

26



dystrybuante wektora losowego X=(X1, ... ,Xn). W szczegdlnosci, dla zmiennych
losowych typu ciggtego jest:

fx(xq, %) = fx1 (1) " o an(xn)r
a dla zmiennej typu skokowego:
px(xi, wrxi,) = Py, (x1,) - Px, (i)

Il Jezeli zmienne losowe Xj, ..., Xn s3 niezalezne oraz Y; = gi(Xi) zmienne losowe dla
i=1,2,...,n, to zmienne losowe Y4, ..., Y, sg niezalezne.

Przyktad. Zmienne losowe brzegowe X,Y rozktadu normalnego zmiennej
dwuwymiarowej (X,Y) sg niezalezne dla p = 0, gdyz tylko wtedy fx(x) fr(y) = f(x,y), gdzie
fix,y) jest gestoscig dwuwymiarowego rozktadu normalnego (por. str. 27).

Uwaga. Niech (X3, ..., Xn) n-wymiarowa zmienna losowa i niech zmienna losowa Z
bedzie funkcjg X1, ..., Xn, czyli Z = g(X1, ..., Xn).
Jezeli (X1, ..., X»n) jest typu ciggtego o gestosci f(x1, ..., xn), to

(*) Fz(2) = fAzf(xl, s X )doxy, ., doy,

gdzie A, = {(x1, ..., Xn) € ®RY; g(x4, oo, Xp) < Z}.
Jezeli (Xa, ..., Xn) jest typu skokowego, wéwczas

X)) Fz(2) =% ipin P(Xips s Piy)-

I(Xip,Xiy )<z
Zastosujemy powyzsze reguty (dla przyktadu) do sumy zmiennych losowych.

Przyktad. Jezeli Z= X1 + ... + X, to Fz(z) wyraza sie wzorem (*) przy
Az ={(xq, ..., Xp) € R"; X1+...4xp<z}. Dla n = 2 mamy

R@ = || f{ o JCixty = | de | Z:f(x. ydy= | Zdy | :yf(x. Yy

W punktach ciggtosci f mamy % = ffooof(X.Z —x)dx = fz(2).

Jezeli X i Y sg niezalezne, to f;(z) = fjooo fx () fy(z — x)dx, czyli fz= fx * fv (tzw. splot
funkcji).

I Odnotujmy, ze nie dla wszystkich g funkcja Z = g (Xa,...,Xn) jest zmienng losowa. Ale,
jesli g jest borelowska (tzn. {(x1,...,Xn); g(x1,...,Xn) < z} jest borelowski dla kazdego z), to

Z jest zmienng losowa.
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Definicja. Jezeli (Xy,...,Xn) jest zmienng typu skokowego i zbiezny jest szereg

z |g(xl-1,...,xin)|p(xi1,...,xl )

to wartoscig przecietng funkcji g (Xa,...,Xn) nazywamy

E(g(Xl, ...,Xn)) = Zil‘._”ing(xil, ...,xl-n) D(Xiy, s X))
Natomiast, jesli (Xa,...,Xn) jest zmienng typu ciggtego i istnieje catka

f 19 G s XIf Gty oo 1) e

R]’l

to wartoscig przecietng funkcji g (Xi,...,Xn) nazywamy

E(g(Xl, v Xp)) = fq@ gy, e, X)) f (g, e, x)dxq, e, dxyy

Definicja. Niech /1, I, ... ,In dowolne liczby catkowite nieujemne. Momentem rzedu

l1+h+...+lh zmiennej losowej (X3,...,Xn) nazywamy wielkos¢ (jesli istnieje):
l ln e l l
m(Xlll ---;Xn ) d:f E(Xll " Xnn) .

Natomiast momentem centralnym rzedu /1+...+/n nazywamy

ln def
pOXL o X)) E((Xy —my)h e e (X — my)),
gdzie
my=my, =mX) LEX)=EX) o X X))

Definicja. Niech dla ustalonej pary (i, j) (i, j = 1,...n) jest li=[;= 1 (i#j) oraz k=0 dla
pozostatych k = 1,...n. Moment centralny rzedu 1+1 nazywamy kowariancja

zmiennych losowych Xj, Xj, czyli
covy,x, = cov(Xy, X;) & u(X;, X;) £ E ((X my)(X; — mj))

Natomiast wspétczynnikiem korelacji zmiennych Xj, Xj nazywamy

Px,x; = P(Xu 1) =
gdzie gy, Oy; - odchylenia standardowe zmiennych X;, X;, czyli
o}, =E(Xi—-m)?) =E(XD)-mf, ok, =E((Xj-mj)*)=E(X])-m].
Nastepujgce twierdzenie ujmuje podstawowe wtasciwosci wprowadzonych
parametréw (charakterystycznych) zmiennej losowej wielowymiarowej (Xi,...,Xn):

Twierdzenie.

1) jesli istniejg E(X;) = m(XL « .- X} - ... X2), to E(X1+...4Xn)= E(X1)+...+E(Xn);
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2) jesli zmienne losowe Xj,...,Xn 53 niezalezne i istniejg E(X) (i = 1,...,n), to
E(X1.'Xn)=E(X1) .. "E(Xn);

3) jesli zmienne X;, X; sa niezaleine i istniejg £( X; -X;) = E(X? - .- X - .- X} .- X0)
(i <Jj), to cov( X;, X;)=0;

4) jezeliistnieja p (X;, Xj)= 0 (X7« oo X+ X1 XD Z = Xy + - + X,y fest
zmienng losowg, to

V(Z) =E(Z -E2)? =X Xt (Xu X)) = L VX)) + 230, X5 cov(X, X));
5) jesli zmienne losowe Xi,...,Xn 53 niezalezne i istniejg V(Xi)=E((Xi- mi)?) dla i=1,...,n to
V(X1+...+Xn)= V(X1)+...4+V(Xn);

6) jesli px y jest wspdtczynnikem korelacji zmiennych losowych X,Y to |pxy < 1;

7) jezeli X,Y zmienne losowe, to dla dowolnych a,b,c,d (a#0 i c#0) jest
|PaX+b,cY+d|=|PX,y|;

8) jesli zmienne X,Y sg niezalezne, to py y = 0;

9) warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istniaty a,b (a#0) takie, ze

P{w:Y(w) = aX(w) + b}) = ljestpgy = 1.

I Jezeli py y = 0, to zmienne losowe X,Y nazywamy nieskorelowanymi (tw. odwrotne

do p. 8) nie musi zachodzi¢).

Dowody wiekszosci tez w powyzszym twierdzeniu sg podane w [1]. Dla przykfadu
wykazemy teze 1. w przypadku zmiennej losowej n-wymiarowej typu ciggtego
(X1, ..., Xn) 0 gestosci f(xa, ..., Xn). Zgodnie z definicjg rozktadéw brzegowych jest
fx,(x;) = er-l--_l [ (g e, Xy v, X)) dxy oo dj_q * A4 - dxyy, @ W konsekwencji
EX;+-+X,) = fk}}f(xl +od g e x) (g, e, X e, X)) dy s dg, =

?zlfé-ﬁfxif(xl ey Xy ey X)Xy o dn = X0 [ xi(er-l--_l [y e, g e, x)dxyg - e
dotg_1dXipq o dxp)dxg = By EQXD - o XL XPX D o X)) = B0, fR xifx, (x)dx; =

L EX)).

Przyktad. Obliczymy wspétczynniki korelacji zmiennych losowych X,Y, gdy dany jest
nastepujacy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej (X,Y)

rozktad brzegowy

X Y 3 5 7

X

1 1

0 — 0 0 Z

2 2

1 1

1 0 — 0 Z

4 4

1 1

2 0 0 - -

4 4

rozktad brzegowy 1 1 1 1
Y 2 4 4
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Mamy zatem:
EX)=0-2+1-3+2-3=2,
E(X?)=0%-2+1%-2+2%-2=2,
van =:- () =2,
E(Y)=3-2+5-3+7-3="1
E(Y?) =3%-2+5%-147%:
V(Y)=— (18) _16'
E(X-Y)=O-3 ~+1-5- 1+2 7=

’

EX-Y)—EX)-E(Y) _%—% T
JVOJV ) AEEEAET

Zauwazmy, ze z tabeli wynika, iz Y = 2X + 3. Zatem zgodnie z p. 9. twierdzenia
p(X,Y) =1.

p(X,Y) =

Definicja. Niech (X, ..., Xn) n-wymiarowa zmienna losowa taka, ze V(Xj) >0
dlai=1, ..., n. Niech
= {M(Xl-,xj),i 7,

ij VX),i=],

gdzie ,u(Xl, ]) jest kowariancjg zmiennych losowych Xj, Yi, a V(Xj) wariancja
zmiennej losowej Xi.
Macierzg kowariancyjng wektora losowego X=(X1, ...,.Xn) nazywamy macierz K=[u;;].

I Macierz kowariancyjna jest symetryczna i pétokreslona dodatnio.

JezeliY = Yy_1 tiXy ,to V(Y) = Xl o1 wyjtit;.

Il Dla dowolnych i,j=1,...,n jest (nieréwnos¢ Cauchy’ego-Schwartza)

”U < Wiilj;j, CO jest rownowazne nierownosci p 2(X;, Xj) <1,gdyz
= p(Xu X )VXDV(X), i = VXD, w5 = V(X;).

Twierdzenie.

a) suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych odpowiednio
N(m;, 0;) ma rozktad normalny N(X7w; m;, [Y1, 07)

b) suma n niezaleznych zmiennych losowych Xj, ..., X, o rozktadach gamma takich, ze
0,x<0

~xPi~le x>0

gestoscig zmiennej X; jest fxi = {
I'(py)
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—xPle™® x>0

0,x<0
(@>0, pi>0,i=1, ..., n) ma rozktad gamma o gestosci f (x) = { aP
I'(p)

gdzie p=p1+...+pn.

Uogdlnieniem rozktadu normalnego dwdch zmiennych losowych i n zmiennych
losowych niezaleznych jest ,dowolny” rozktad normalny wektora X n zmiennych
losowych o gestosci:

f(x) = f(xli ---:xn) = W Z ll](xl - mi)(xj - mj)

i,j=1

gdzie m; = E(Xi), L=[l;] jest macierzag odwrotng do macierzy kowariancyjnej K, a
|L|=det L=1/det K.

I Wszystkie rozktady brzegowe rozktadu normalnego sg rozktadami normalnymi.

Il Jezeli wektor losowy X=(X3, ..., Xn) ma rozktad normalny, Y=(Y1, ..., Ym) i Y=AX,to Y
ma réwniez rozktad normalny. Przy tym macierz kowariancji Ky wektora Y jest réwna
Ky= ATKxA, gdzie Kx — macierz kowariancji wektora X.

11 Jesli (X3, ..., Xn) ma rozktad normalny i u;; = 0 dlai ;tj (ihj=1, .., n), to zmienne

( l_ml)z
\/_ exp[ —]

Definicja. Warunkowym rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X pod

losowe X1, ..., Xn 53 niezalezne i f (x4, ..., x,,) = [},

warunkiem zdarzenia B (P(B)>0) nazywamy rozktad okreslony wzorem
Py(A|IB) =P{w e Q: X(w) € A}|B) = (B)P({oo X(w) EA}NB),VAE®B
(8B - rodzina borelowska zbioréow).

I Jezeli (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa typu dyskretnego

X:Q - {x,x5, ...}, YiQ - {y1,y,, ...},

iB; = {oo: Y = yj},A- = {w: X = x;}, to mamy rozktad prawdopodobieristwa

P(X=x;Y= y])
P(Y=yj)

p(xily)) (i=1,2,...) definiuje warunkowy rozktad prawdopodobieristwa zmiennej

warunkowego PX(A |B ) p(xl|y]) . Dla ustalonego y; wielkosci

losowej X pod warunkiem Y = y;. Wtedy dystrybuanta tej zmiennej jest réwna

P(X<xY=y))
F(xlyy) = p(yx—y)y]

Jezeli (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa typu ciggtego o gestosci f i dystrybuancie

F, a fy gestos¢ zmiennej losowej Y, to dla ustalonego y mamy rozktad warunkowy

fxy) .
fr»

zmiennej losowej X o gestosci f(x|y) = i dystrybuancie

Flxly) = [* f(uly)du.
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Wprowadzimy teraz pojecie regresji.

Definicja. Niech (X,Y) zmienna losowa dwuwymiarowa, dla ktdrej istnieje kowariancja.
Niech E(X|y) oznacza wartos$¢ przecietng zmiennej losowej X o rozktadzie
warunkowym P(X|y), a E(Y|x) oznacza wartos¢ przecietng zmiennej losowej Y o
rozktadzie warunkowym P(Y|x). Zbiér punktédw na ptaszczyznie Oxy o wspotrzednych
(x,E(Y]x)) nazywamy linig regresiji (pierwszego rodzaju) zmiennej losowe] Y wzgledem

zmiennej losowej X. | analogicznie, zbiéor punktéw na ptaszczyznie Oxy o
wspotrzednych (E(X|y),y) nazywamy linig regresji zmiennej losowej X wzgledem
zmiennej losowe; Y.

Przyktad. Niech (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa o rozktadzie normalnym o

- _ 1 (x= ml)2 x=myy-my | (y-my)?
gestosci f(x,y) = P exp{ . pz)[ -2 + ]}

P o1 03 a2
z rozktadami brzegowymi o gestosciach

fi@) = Fmexp [~ = (= m1)2], () = o exp | = 5z (0 — my)?).

f&xy) _
fr

Gestosci rozktadow warunkowych sg zatem réwne: f(x|y) =

a wiec rozktadu

- 2
1 1 (,_ _ ﬁ( —my)

V2m/1-p204 €Xp 2(1-p?)a? X=Mi=p ) y—me ’
] (x,y)
o + 92y = my), 01T 77) oraz f(y1x) = L2 —

normalnego N

1 N

1 1
V2m/1-p2o, €Xp __ 2(1-p2)o2
N (mz + pZ—j (x —my), 0541 — pz). W efekcie mamy E(X|y) = my + pj—; (y —
my), E(Y[x) =m;, + P:_j (x —my).

2
(y —-m, — pj—i (x — ml) ], czyli rozktadu normalnego

Zatem linie regresji sg liniami prostymi: prosta regresji zmiennej X wzgledem Y ma

rownanie x = my + p% (y —m,), a prosta regresji Y wzgledem X ma réwnanie y =
2
O:
my +p (= my).
I Dla przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej typu skokowego linie regres;ji sg,
co najwyzej przeliczalnymi zbiorami punktow ptaszczyzny Oxy.

Il Jesli zmienne losowe X,Y sg niezalezne, to E(X|y)=E(X), E(Y|x)=E(Y), czyli linie
regresji sg liniami prostymi réwnolegtymi do osi Oy i Ox ptaszczyzny Oxy.

Twierdzenie. Niech (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa. Wtedy E((Y — ¢(X))?) =
min, gdy z prawdopodobieristwem 1 funkcja ¢ (x) = E(Y|x), czyli P({x: p(x) =
E(Y|x)}) = 1.

Uwaga. Twierdzenie ma znaczenie praktyczne. Jezeli mamy zaobserwowane wartosci
(xi, yi) (i=1, ..., n) zmiennej losowej (X,Y), dla ktérych mozna przyjgé
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prawdopodobienstwo % (p(xi,yl-) = %) i jesli szukamy funkcji ¢, ktéra najlepiej
oddaje zaleznos¢ pomiedzy X i Y, czyli funkcji, w poblizu ktdérej koncentrujg sie punkty
n

(xi, i), to mozna przyja¢, ze zadamy, by Y, (x; — @ (¥;))* = min, gdy x=¢(y) lub
i — o(x))? = min, gdy y= @(x).

Dla zmiennej losowej (X,Y) typu skokowego warunki powyzsze sg réwnowazne
warunkowi z twierdzenia. Oznacza to, ze jako ¢ (x) nalezy przyja¢ E(Y|x).

Linie regresji pierwszego rodzaju sg liniami prostymi tylko w szczegdlnych
przypadkach. Z drugiej strony zaleznos¢ linowa jest najprostsza. Dlatego, kosztem
nawet pewnych niedoktadnosci i wiekszych btedéw przyblizen, poszukuje sie najlepiej
liniowej zaleznosci pomiedzy zmiennymi Xi Y.

Definicja. Prostg regresiji (linig regresji drugiego rodzaju) zmiennej losowej Y

wzgledem zmiennej losowej X nazywamy prostg y = ax + [, gdzie a i § liczby, dla
ktérych spetniona jest zalezno$é E((Y — ax — £)?) = min.

Twierdzenie. Prosta y = ax + [ jest prosta regresji drugiego rodzaju zmiennej
losowe] Y wzgledem zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy

a ZPS—;; B :mY_pZ_;mx:

gdzie:

my = E(X), my = E(Y) — wartoSci przecietne,

oy =+ V(X),0p =+/V(Y) - odchylenia standardowe X, Y,

= LoV wspotczynnik korelacji Xi Y.
Ox0y
Analogicznie prosta regresji (drugiego rodzaju) x = yy + § zmiennej X wzgledem

zmiennej Y jest przy y = p2%,8 = my — p Xmy
Yy Y

. e .. o 1o
I Wspotczynniki kierunkowe prostych regresji ay y = p G—Y yAxy = ;U—Y noszg nazwe
X X

wspotczynnikdw regresji.

Il Jezeli zmienna losowa (X,Y) ma rozktad normalny, to proste regresji drugiego
rodzaju pokrywajg sie z prostymi regresji pierwszego rodzaju.

Przyktad. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) typu skokowego ma rozktad
prawdopodobienistwa okreslony w tabeli.

Y rozkta
0 2 4 6
X dy
1 1
3 0 0 0 3
1 1 2
1 0 3 3 0 3
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1 1 2

1 1

3 0 0 0 3 3
rozkta 1 2 2 1

dix | @ G G s 1

Znajdziemy linie regresji E(Y|x), E(X|y) oraz proste regresji drugiego rodzaju.

Znajdujemy E(Y|x)=E(Y|X=x). Mamy zatem
1 3
EY|X=0)=———— P(X=0Y = =
(VIX = 0) P(XZO);yk (X =0 =) =0

3 3
EVIX=2) =5 E(¥IX=4) =2 E(|X=6)=3

Linig regresji (pierwszego rodzaju) Y wzgledem X jest zbiér punktéw

(00.(22).(32). 66},

Analogicznie linig regresji X wzgledem Y jest zbiér
{(OJO)J (3I1)) (3)2)) (61 3)}'

Nastepnie obliczamy: E(X)=3, E(Y)= %, V(X)= %, v(Y)= %, E(X-Y)=6, p(X,Y) = %.

Prostg regresji (drugiego rodzaju) Y wzgledem X jest y — % = % (x — 3) a prostg

regresji X wzgledem Y jest y — % = % (x —3).
Na rysunku przedstawiono otrzymane wyniki

Y

prosta regresji X
wzgledem Y

prosta regresji Y
wigledem X

x - linia regresji Y

________ wzgledem X

o - linia regresji X
wigledem Y

X
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Duze znaczenie w statystyce matematycznej majg ponizej omowione pokrotce
rozktady zmiennych losowych ,,generowane” przez uktady zmiennych losowych
niezaleznych o rozktadach normalnych.

Definicja. Rozktadem chi-kwadrat o n stopniach swobody nazywamy rozktad
prawdopodobiedstwa sumy kwadratéw n niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadach N(0,1).

Zmienng losowa o rozktadzie chi-kwadrat o n stopniach swobody oznaczamy

standardowo przez X %, jej dystrybuante przez K», a gestosé prawdopodobienstwa kn.

I Jezeli X ma rozktad normalny N(0,1), to y=X? ma rozktad o gestosci

0, y<0
prawdopodobienstwa fy (y) = { 1 ov/2 >0 czyli rozktad gamma o
V2my Y

1

1 . . . . . .
parametrach p = S,a=7. Stosujac twierdzenie o dodawaniu rozktadéw zmiennych

losowych otrzymujemy gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej Xfl:

0,0 x<0
k, (x) = 1 m x%_l e X2 x>0
22I'(3)
Przyktad. Wartosc¢ srednia i wariancja zmiennej X,ZI =), Xl-2 sq odpowiednio

rowne (zgodnie z wczesniejszymi przyktadami):

E(x%) =E<in2> =nEX?)=n-1=n,
i=1

V(i3 = F ( )

nEXH) +n(n—1DEX?)-EXH) —-n?=n-3+n(n-1) —n?
2n

n

—(E(2) =E (ix;*) +E ZXEX]? —n?

i#j

Powyzsze charakterystyki mozna otrzymac réwniez z konkluzji, ze rozktad chi-kwadrat
jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma.

Definicja. Rozktadem t-Studenta o n stopniach swobody nazywamy rozkfad

prawdopodobienstwa ilorazu t,, = \/? , gdzie Xi Xfl s3 niezaleznymi zmiennymi
—X%
n

losowymi, X ma rozktad normalny N(0,1), a )(,21 ma rozkfad chi-kwadrat o n stopniach

swobody.

Stosujac zasady otrzymywania rozktadéw, w tym gestosci prawdopodobienstwa
zmiennych losowych bedgcych funkcjami zmiennych losowych o znanych rozktadach

wykazuje sie, ze (por.[1]) gesto$¢ prawdopodobieristwa zmiennej t, wyraza sie
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I((n+1)/2) 1
ynmIT(n/2) (1+t2/n)n+D/2
wykresu gestosci rozktadu normalnego.

wzorem f; (t) = . Wykres tej gestosci jest podobny do

Przyktad. Obliczymy wartosc¢ srednig i wariancje zmiennej t,.

2
Poniewaz f; (¢) = f;, (—t) , wiec E(ta) = 0. Natomiast V (t,,) = E(t7) = E ((1/):1?) =

E(X>)nE ((Xfl)_l). Uwzgledniajac, ze E(X¥?) = 1, a X2 ma rozktad gamma, mamy:

=n-1- [P L yn/2-lgx/zqy =g (O—1
V(tn) =n-1 fo x 2M/2T(n/2) x" e”/%dx =n fO 2n/21(n/2)

Ostatnia catka istnieje dla n > 2, wiec i V(tn) ma sens dla n > 2. Korzystajac
z wtasciwosci funkcji gamma Eulera I' otrzymujemy

2"?7'r(n/2 - 1) _ , r(n/2-1) _n
2"/2T(n/2) B 2(%_1)['(”/2_1)_71—2'

xn/2—2 e—x/Z dx.

V(tn) =n

Uwaga. W statystyce wykorzystuje sie prawdopodobienstwa
P(x%=x3)=a, (P(ta] > t) =2 fi,(Odt=a.
o

Dlatego tez s3 stablicowane wartosci X% i t, dla pewnych ni a. Przy tym dla n > 30
rozkfad chi-kwadrat jest bliski normalnemu. Natomiast rozktad t, ma bardzo wazng

wtasciwosc: jezeli X, Xa, ..., X» maja te same rozktady normalne N(O, o) i sg niezalezne,

X
to zmienna losowa Y = ————————ma rozkfad prawdopodobienstwa jak ty,

Era—)
niezalezny od o. Przy tym dla duzych wartosci n rozktad ten jest bliski normalnemu,
gdyz
lim Fw1/2) 1 _ L ot?2
n-o0 VNt r(n/2) (1+t2/n)(n+1)/2 V2T '

4. Ciagi zmiennych losowych. Zbieznos¢ i twierdzenia graniczne

Definicja. Niech (€2, 5, P) przestrzen probabilistyczna i niech w tej przestrzeni

okreslone sg zmienne losowe Xi, X3, ... . Tworzg one cigg losowy (X»), jezeli
(X1,..., Xn) jest wektorem losowym dla kazdego n e .
Uwaga. Poniewaz ( X, (®)) jest ciagiem liczbowym dla kazdego ® € Q, mozna

mowic o zbieznoéci punktowej ciggu losowego X, , tzn. X, = X (lim X =X,
N—o0 nN—o0

jezeli X (0) - X(o)dlakazdego m € QQ, czyli
N—o0

X o> Xo Ve>0VoeQIN(@) eNVn>N(w)| Xy (0)-X(0)|<¢.

n—o

Zbieznos¢ moze by¢ tez jednostajna, tj.
X, > XeoVe>0INeNVoeQVn>N|X, (0)-X(w)|<e.

nN—o0
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W probabilistyce wprowadza sie jednak jeszcze inne niz powyzsze zbieznosci ciggow
losowych.

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X wedtug
prawdopodobienstwa (stochastycznie, wedtug miary), jezeli
Ve>0 limP({o: | X (0) - X(w)|<e})=1.
nN—oo

wg prawd.
Piszemy wtedy X, — X.

N—oo
! Powyzszy warunek definicyjny jest rownowazny nastepujgcemu:
Ve>0 limP({o: | X, (o) - X(w)|>¢&}) =0.
n—o0

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X z

prawdopodobienstwem 1 (lub inaczej prawie wszedzie), jezeli

P({o: lim X, (@) = X (@)}) =1.

zprl
co zapisujemy X — X lub X, —— X .
N—o0 N—o0
zprl wg prawd.
Twierdzenie. Jezeli X, — X,to X, — X.

n—oo n—oo

Definicja. Niech E(Xf) <o VnenNi E(X 2) < oo Cigg losowy (X») jest zbiezny do

zmiennej losowej X sredniokwadratowo , jezeli

lim E|(X,, - X }?|=o0.

n—oo

Piszemy wtedy l.i.mX,=X.

N—o0
wg prawd.
Twierdzenie. Jezeli l.i.m X, =X ,to X, — X.
n—0 n—o0

! Zauwazmy, ze jesli lim E[(Xn —X)z]:O,to lim E|Xn —X|=O oraz

N—o0 n—oo

lim E (X,) = E(X).

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X wedtug dystrybuant,

jesli cigg dystrybuant (Fn) ciggu (Xn) jest zbiezny punktowo do dystrybuanty F
zmiennej X w kazdym punkcie ciggtosci dystrybuanty F.

Twierdzenie. Niech F, bedzie dystrybuantg zmiennej losowej X, (n=1, 2, ...). Cigg
losowy (Xn) jest zbiezny do zera wedtug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy,
gdy

0, x<0

IimF(X )= .
N—o0 (Xn) {1, x>0
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Uwaga. Szczegdlnym przypadkiem zbieznosci w odniesieniu do ciggu losowego (X»)
jest zbieznos¢ ciggu losowego (V) sum

n
Yo =in
i=1

do zmiennej losowej Y (zbieznos¢ w okreslonym sensie), ktérg nazywamy szeregiem
zmiennych losowych Xi, X, .... i zapisujemy nastepujaco:

Y=YX, b Y=XX,.
i=1 n=1

n
Poniewaz ciag (Y») moze mieé pewne charakterystyki rozbiezne (np. wariancje Zaiz
i=1

ciggu zmiennych losowych o rozktadach normalnych N( 0, o; )) rozwaza sig réwniez
sumy Y, mnozone przez wspoétczynniki An dazace do zera, czyli ciagi

losowe postaci

Podamy teraz szczegdélnie wazne w probabilistyce definicje i twierdzenia o granicach
ciggdéw losowych powyzszej postaci.

Definicja (stabe prawo wielkich liczb). Niech (X») cigg losowy taki, ze istnieje
m, = E(X,) dla kazdego n. Jesli

wg prawd.

l n
=Y (Xi-m) —> 0,
n i—1 n—o

to méwimy, ze dla ciggu (X») zachodzi stabe prawo wielkich liczb.

Definicja (mocne prawo wielkich liczb). Niech (X») cigg losowy taki, ze istnieje
m, = E(X,) dla kazdego n. Jesli

10 zpr.l
=2 (X;-m) - 0,
ni:l n—o

to moéwimy, ze dla ciggu (X») zachodzi mocne prawo wielkich liczb.

Twierdzenie (prawo wielkich liczb Markowa). Jezeli cigg losowy (X») jest taki, ze

U R .
lim —ZV(ZLXJ =0,
1=

n—w N

to dla ciggu (X») zachodzi stabe prawo wielkich liczb.
Dowéd podano w [1].

! Warunek (wystarczajgcy) w powyzszym twierdzeniu nazywa sie warunkiem
Markowa.

Il Jezeli zmienne Xi, X3,... s niezalezne, to warunek Markowa przyjmuje postaé:
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lim = 'V (X;) =0.

n—>o N~ i

1 Jezeli zmienne X1, Xa,... majg jednakowe rozktady, dla ktérych istnieje wariancja
2

o",to
- 1.0 wg prawd.
Xp==2(X;-m) —> 0, m=E(X,).
Nix n—o0
Fakt ten jest podstawg szacowania nieznanej wartosci przecietnej m srednig
arytmetyczna
_ 1
Xn = _Z ><i
Niz

Uwaga. Prawa wielkich liczb wykorzystuje sie przy opracowywaniu danych
doswiadczalnych (obserwacji, pomiaréw).

Przyktad. Wykonano n niezaleznych rzutéw moneta. Przez Y, oznaczono liczbe ortéw
w n rzutach: Y,=Xi+...+ X, gdzie Xi= 1 gdy wypadnie orzet i Xi= 0 gdy wypadnie
reszka (i = 1,...,n). Intuicyjnie sadzimy, ze jesli n jest duze, to Y,/n jest bliskie %. Prawa
wielkich liczb to uzasadniajg. Mamy wiec:

P =D =—, P(X=0)=>, E(X)=-, V(X)=7.
Zauwazmy nastepnie, ze

n 1 1
E =—, E(=Y))==.
(Yn) 5 (n n) 5

Z prawa wielkich liczb wynika, ze

1,1

<g|=1.
n 2 J

Twierdzenie (prawo wielkich liczb Chinczyna). Jesli (X») jest ciggiem niezaleznych

nN—oo

Ve>0 lim P(

zmiennych losowych o jednakowych rozktadach majgcych wartos¢ przecietng m, to
dla ciggu (X») zachodzi stabe prawo wielkich liczb.

Twierdzenie (prawo wielkich liczb Kotgomorowa). Jesli (X») jest ciggiem niezaleznych

zmiennych losowych o wariancjach V(X») spetniajacych warunek

SV

2
n=1 N
to dla ciggu losowego (X») zachodzi mocne prawo wielkich liczb.

Uwaga. Prawa wielkich liczb méwig o zbieznos$ci sum zmiennych losowych ze
wspotczynnikiem wygaszajgcym A, = 1/n do zmiennej o rozktadzie
prawdopodobieristwa jednopunktowym. Wspétczynnik A, =1/n jest zatem silnie
wygaszajgcy. Natomiast twierdzenia o zbieznosci ciggdw (AnYn) — tzw. centralne
twierdzenia graniczne — formutujg warunki zbieznosci sum zmiennych losowych ze
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wspotczynnikiem mniej (stabiej) wygaszajagcym A, ~ 1/\/ﬁ, przy zbieznosci do
zmiennej o normalnym rozkfadzie prawdopodobienstwa.

Niech (Xx») cigg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach
majgcych wartos¢ przecietng mi wariancje; o?> 0. Niech
Z X;—m
Uy === (% -m).
Zgodnie z wcze$niejszymi wzorami jest
E(Un) =0, V(Un) =
czyli zmienne losowe U, s3 standaryzowane. Niech nastepnie
Fo(u) =PU, <u)
bedzie dystrybuantg zmiennej U, (n=1, 2, ...).

Twierdzenie (Linderberga-Levy’ego). Cigg losowy (U ) jest zbiezny wedtug

dystrybuant do zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(0,1), czyli

u
[exp(-x*/2)dx, uew

1
N2T

lim F, (u) =
nN—o0
(dowdd podano w [1]).

I W praktycznych zastosowaniach zbieznos¢ powyzsza oznacza, ze dla duzych n jest

n
in—mn u
PliEL— — culs Iexp(—t2/2)dt,

1
on V2w

n
czyli Z X; ma w przyblizeniu rozktad N (mn,a\/ﬁ).
i=1

Przyktad. Wykonano 100 niezaleznych doswiadczen. W wyniku kazdego
doswiadczenia moze zajs¢ zdarzenie A z prawdopodobieistwem P (A) =% lub
zdarzenie A z prawdopodobiefstwem P(A) =1—P(A) = %. Obliczymy
prawdopodobienstwo p tego, ze w 100 doswiadczeniach czestos¢ wystepowania
zdarzenia A rdznisie od % o mniej niz £=0,1.

Niech Yio0 oznacza liczbe wystgpien zdarzenia A w wykonanej serii n =100

doswiadczen. Z warunkéw przyktadu wynika, ze Yigo= Zilffxi ,przy P(X;=1)==%
iP(X,=0)=%, E(Yioo) =%- 100 = 25, V(Y100) =¥%- % -100, \\V (Y,50) =
=10/4 3. Obliczymy p = P(|1/100 Y100 —1/4| <0,1). Mamy zatem
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Y,o, — 25
p = P(Yye — 25 <10) = P[| 10~ 29 <i]=2p(osu100 <41\3)=2d(41/3) =

10/4-43 3

=0,9812 .

5. Procesy stochastyczne - wprowadzenie

Tytutem wprowadzenia (jedynie) podamy ponizej najwazniejsze pojecia wstepne
dotyczace kolejnego ,,dziatu” probabilistyki, tj. poswieconego procesom
stochastycznym.

Niech (Q, S, P) przestrzen probabilistyczna i niech T ustalony (dowolny) podzbiér ®
(w szczegdlnosci caty ®: T=®). Niech dalej @ oznacza element zbioru Q (zdarzenie
elementarne w przestrzeni zdarzen elementarnych Q ), t (ewentualnie z indeksem:
to, t1, ...) 0znacza element zbioru T, zwany chwilg lub zmienng czasowg (takze

czysto umownie).

Definicja. Funkcje X: T xQ — ® nazywamy funkcjg losowg jednowymiarowa, jesli
VteT VXe® {o: X({t,w)<x}es,

czyli dla kazdej ustalonej chwili t funkcja
X Qo> (X(w)=X(t,0), weQ)

jest zmienng losowa. Jezeli T jest przedziatem liczbowym (np. 7= [to, ©)), to funkcje

losowg nazywamy procesem stochastycznym.

Uwaga. Jezeli w powyzszej definicji przyja¢ X = (X1, ..., Xn) : TxQ — R"idla kazdej
liczby t € T wektor X (t,-)= (Xi(t,-), ..., X(t,-)) : Q = R ¥ jest wektorem losowym (k
— wymiarowg zmienng losowg), to X (t, @ ) nazywamy k- wymiarowa funkcjg losowa, a

w szczegdlnosci k-wymiarowym procesem stochastycznym, gdy 7 jest przedziatem

liczbowym (przedziatem czasu). Zmienna t ma oczywiscie charakter
deterministyczny (nie jest losowa).

Uwaga. Niech X jest jednowymiarowa funkcjg losowg, a T zbiorem co najwyzej
przeliczalnym: T = {ty, ts, ...}. Wtedy funkcja X jest de facto n-wymiarowg zmienng
losowa ( X; = th,..., Xn= th ), gdy T ={ty, ..., tn} (jest skonczony) lub ciggiem
losowym ( X = th, Xy = th,...), gdy T ={ti, t, ...} (jest przeliczalny).

Definicja. Niech X = X (t,w),t € T, ® € QQ bedzie procesem stochastycznym. Funkcje

X=X(t)=X,({t) =X, 0),teT (weQ) — ustalone) nazywamy realizacjg procesu

stochastycznego (dla zdarzenia elementarnego w).

! Funkcja x = x(t) nie ma charakteru losowego i jest odpowiednikiem wartosci x

zmiennej losowej X.
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Przyktad. Punkt materialny w chwili poczatkowej to,= 0 znajduje sie na osi x

w punkcie Xo i nastepnie porusza sie z predkoscig statg vo. Niech xo= Xo(®),

Vo = Vo(®), gdzie (Xo, Vo) jest dwuwymiarowg zmienng losowg o rozktadzie
normalnym N(my,m,,oy, 0y, p). Potozenie punktu na osi x w chwili t okresla
wspotrzedna X(t, @) = Xo(w) + t Vo(w), ktdra opisuje ruch losowy tego punktu jako
proces stochastyczny. Realizacje tego procesu sg funkcjami ruchu postaci

x(t) = xo + vot , t € T. Natomiast zmienna losowa X: (dla ustalonego t) ma rozktad

normalny N (mx +m,t, \/0')% +05t2 +2p axavt) )

Pojecia rozktadu prawdopodobienstwa i dystrybuanty procesu stochastycznego
wprowadza sie w nastepujgcy sposdb.
Definicja. Niech t1 < t; < ... < th. Rozktad prawdopodobiernstwa zmiennej losowej

( th,..., th ) nazywamy n- wymiarowym rozktadem prawdopodobienstwa procesu

stochastyczngo, a dystrybuanta tej zmienne losowej nosi nazwe
n-wymiarowej dystrybuanty procesu stochastycznego.

! Oznaczajac powyzszg dystrybuante przez F, i operujgc wektorami t = (ti, ..., tn) i
X = (X1, ..., Xn) mamy:
Fn (t1, ..., tn; X1, <., Xn) = Fn (t; X) = P ({@ : X(t1,®) < x1, ..., X(tn,®) < Xn }).

Definicja. Jezeliistnieje nieujemna funkcja f, taka, ze
Fa(t;x) = '[R f, (t;x)dx,

gdzie dx =dxi- ... - dxn,to fn nazywamy n-wymiarowg gestoscia prawdopodo-
bienstwa procesu stochastycznego.

! Znajomo$é funkcji Fn i fn nie daje petnego obrazu procesu stochastycznego.

Definicja. Wartoscig przecietng procesu stochastycznego X nazywamy funkcje
m: T —® taka, ze

m(t) =E(X;), VteT,
a wariancjg tego procesu nazywamy taka funkcje V: T—>® , ze
V(t) = E(X; —-m(t))?, VteT.
Natomiast funkcja kowariacyjna jest réwna:
K (t,t,) = E[(th -m(t))(X,, -m(tz))], Vit eT,

a funkcja korelacyjna jest réwna

_ Kt.t)
Pl = VG
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Uwaga. Zdefiniowane wyzej wielkosci s naturalnym przeniesieniem ze zmiennych

losowych X oraz (X1, X2) na zmienng losowg X: oraz (XH’xtz) .

Ponizej podano takze przyktadowe tego typu przeniesienia na procesy stochastyczne
pojec granicy, pochodnej i catki zmiennej losowe;.

Definicja. Zmienna losowa Y, jest sredniokwadratowg granicg procesu

stochastycznego X, gdy t —> 1, tzn.
Li.m. X, =Y, ,

t>t,

(l.i.m.—limit in mean) , gdy lim E((Xt —YO)2)=O.
tot

0

Definicja. Proces stochastyczny jest sSredniokwadratowo ciggty dla t = to, jezeli

Lim. X, =X, .

t—>t,
Definicja. Jezeli istnieje zmienna losowa )_(to taka, ze

X, =X )
im Ty
t—t t—tO °

0

to mowimy, ze Xt jest $redniokwadratowg pochodng procesu X wzgledem t dla t

=t, . Mowimy, ze proces X jest sredniokwadratowo rézniczkowalny dla t = t,.

Uwaga. Proces stochastyczny X: T xQ — ® jest sredniokwadratowo
rézniczkowalny wzgledem t w przedziale T, jezeli istnieje proces stochastyczny

X : TxQ— R taki,zedla kazdej chwili t € T zmienna losowa Xt jest

Sredniokwadratowg pochodng procesu X.

Definicja. Niech [t',t"]c T, t' =to<ti<..<tph=t", przy czymdla n —>wociag
podziatéw przedziatu bedzie normalny i niech ty_; <7 <ty .Zmienna losowa Y jest

Sredniokwadratowg catka Riemanna procesu stochastycznego X: TxQ —»®
wzgledem zmiennej t na przedziale [t', t”] < T, jesli dla kazdego podziatu

normalnego przedziatu [t , t”] i dowolnych 7| jest

n
IImZ Xz'k(tk_tk—l):Y .

N> k=

t" t"
Piszemy wtedy Y = _|' X(t,w)dt = f X dt. O procesie X méwimy, ze jest catkowalny
t' t'

Sredniokwadratowo na przedziale [t', t”].
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Uwaga. Sredniokwadratowa ciggto$¢, rézniczkowalno$é i catkowalno$é procesu
stochastycznego X wzgledem zmiennej czasowej t nie implikuje na ogét zwyktej
ciggtosci, rozniczkowalnosci i catkowalnosci procesu X wzgledem t. Natomiast
mozna dowie$é prawdziwosci twierdzenia ponizszego.

Twierdzenie. Jezeli proces stochastyczny X jest sSredniokwadratowo:

a) ciagty, b) rézniczkowalny dla t = t, , to odpowiednio

a) lim E(X;)=E(X; )=E(l.i.m.X;),
t—t, ° tt,

dE .
) - (X,) =E(Xy,).

Przyktad. Niech X = A(w)cos At + B(w)sin At, t € (—oo,+), gdzie A i B niezalezne

zmienne losowe o rozktadzie normalnym N(O; c). Proces X opisuje stochastyczne
drgania uktadu o jednym stopniu swobody . Sprawdzamy, ze

lim E((xt ~ X, )2)= lim E([A(cos/it—cos/’tto)+B(sin Jt—sin ,uo)]z)=
t—t, 0 t—t,
=o? Iim[(cos/it—cos/ito)2+(sin At—sin /1t0)2]:0,
t—>t,

Uwaga. Korzystajgc z pojecia zbieznosci $redniokwadratowej zmiennych losowych

mamy Li.m.X;=X; .
tt, °

Nastepnie sprawdzamy, ze
X (t, ®) = —A(w)Asin At + B(w)Acos At .

Rzeczywiscie,

2
lim E((M—XJ }— lim EHA(COM(HM)_COSM+/15in/1tj+

At At—0 At

. . 2
+B(sm A(t+At) —sin At —ﬂcos/ltﬂ _

At
_ lim o2 (COM(HM)_COSM+lsinﬂt}+
At—0 At
. . 2
J{sm /1(t+i:)—sm At —lcosﬂ,tﬂ ’

gdyz % (cos At) =—Asin At, % (sin At) = A cos At.

Uwaga. Korzystajac z pojeé zbieznosci zmiennych losowych wedtug prawdopo-
dobienstwa i z prawdopodobienstwem 1 (prawie wszedzie) wprowadza sie takze
pojecia ciggtosci, rézniczkowalnosci i catkowalnosci (pojecia granicy, pochodnej
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i catki) procesu stochastycznego wedtug prawdopodobienstwa i z prawdopodo-
bieAstwem 1 wzgledem zmiennej t.

Dalsze rozwiniecie wiadomosci o procesach stochastycznych mozna znalezé m. in. w
podreczniku [1].

6. Elementy statystyki matematycznej

Statystyka matematyczna zajmuje sie masowymi zjawiskami losowymi — badaniem

okreslonych cech tych zjawisk i tzw. wnioskowaniem statystycznym. Po

wprowadzeniu zawierajgcym podstawowe pojecia i twierdzenia statystyki
matematycznej, oméwimy pokrétce dwa gtdwne zagadnienia tej statystyki:
estymacje (czyli szacowanie) wartos$ci parametréw cechy elementéw populacji oraz

weryfikacje hipotez statystycznych, ilustrowane wieloma przyktadami.

6.1 Podstawowe pojecia i twierdzenia

Okreslong zbiorowosé (zbiér) elementédw nazywamy populacjg generalng. Na

przyktad, partia pretéw stalowych wyprodukowanych w danym procesie
produkcyjnym, mieszanka mineralno-asfaltowa wyprodukowana w ciggu miesiaca,
pojazdy, ktére przejechaty przez okreslony przekrdj drogi w ciggu doby.

Interesujg nas okreslone cechy mierzalne populacji generalnej (np. wytrzymatosé
stali, temperatura wyprodukowanej mieszanki przy zatadunku, liczba oséb w
pojezdzie).

Z populacji wybieramy losowo (w sposéb przypadkowy) n elementdw — tzw. prébke
losowg — tak, ze pomierzone wartosci danej cechy stanowig wartosci n-wymiarowej
zmiennej losowej (X1, X2, ..., Xn), przy czym zmienne losowe Xi, X, ..., X, s niezalezne
i 0 jednakowym rozktadzie prawdopodobienistwa, takim jak mierzona (obserwowana)
cecha X populacji, ktdra jest zmienng losowg o rozktadzie Px. Dystrybuante F (lub
ozn. Fx ) zmiennej X nazywad bedziemy dystrybuantg teoretyczng.

Oznaczmy przez (x1, X2, ..., Xn) Wartosci badanej cechy, pomierzone (zaobserwowane)
w danej prébie losowej, czyli wartosci zmiennej losowej
(X1, X2, ..., Xn). Funkcje Fn: ® — ® okreslong wzorem

1 .
F,(x)==Card{i: x, <x; i=12,..,n}
n
(Card A - liczno$¢ / liczebnos¢ / liczba elementdw zbioru A) nazywamy

dystrybuanta empiryczng. Wynika z tego, ze F (X) jest frakcja tych elementéw w

prébcee, dla ktérych warto$¢ badanej cechy jest mniejsza od x. Funkcja F, (X) jest
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wiec dystrybuantg zmiennej losowej typu skokowego o punktach skokowych X; io

rozktadzie empirycznym P, (X =X;) = (X;,; — %) /(X, = X,) . Przy rozkfadzie

i+1
réwnomiernym wartosci X; badanej cechy jest Pn(X = Xi) =1/n. Parametry

zmiennej losowej o dystrybuancie Fn(X) nazywamy parametrami empirycznymi.

Natomiast parametry zmiennej losowej X (cechy X populacji) noszg nazwe
charakterystyk (parametréw) teoretycznych.

Na przyktad, empiryczng wartoscig przecietng (lub srednig z probki) jest

R .

nT— - X; -

i3
)

Wariancjg empiryczng (Srednim odchyleniem kwadratowym) jest
2 1 RV
Sy :_Z(Xi _Xn) ’
N

a momentem empirycznym ($rednim odchyleniem) rzedu r jest

n

1 r 1 4 = \
rnr,n :szi , (/ur,n :HZ(Xi _Xn) ).

i=1 i=1
Powyisze parametry empiryczne jak réwniez dystrybuanta empiryczna zalezg od
probki (ich wartos$ci zmieniajg sie na ogoét wraz z prébka.

Wartosci x1, X2, ..., Xn zaobserwowane (pomierzone) cechy X populacji dla danej
probki losowej sg wartosciami zmiennych losowych Xi, X3, ..., X, dla ustalonego
zdarzenia elementarnego @ (losowania, pomiaru), tzn.

X (@) =X, ..., X (@) =X,.
W konsekwencji wartosci parametréw empirycznych X, Ss , My, My, S3
zaobserwowanymi (pomierzonymi) wartosciami zmiennych losowych oznaczanych

odpowiednio przez )Tn , Sf , M fn Mr’n , czyli sg funkcjami zmiennej losowej

(wektora losowego) (X1, X2, ..., Xn). Funkcje te zwane sg rowniez statystykami proébki.

Przez mediane empiryczng X,,, , rozumiemy natomiast zmienng losowg, ktérej

wartos¢ X, , dla danej probki spetnia nierownos¢

1
I:n (X1/2,n) < E < I:n (X+ ) ,

1/2,n

gdzie F, jest dystrybuantg empiryczng (X, , = Xy, , (@) ).

! Podstawowg cechg wyrdzniajgcg mediane sposrdd innych parametréw jest to, ze
nie wigze sie ona z wykonaniem obliczen, a jedynie z porzgdkowaniem
zaobserwowanych wartosci z prébki i ich zliczaniem.

Uwaga. Jest naturalnym oczekiwanie, ze wraz ze wzrostem liczebnosci probki
powinno sie otrzymywad coraz lepszy obraz populacji generalnej. Istotnie prawo
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wielkich liczb stwierdza, ze wraz ze wzrostem n empiryczna wartos$¢ przecietna jest
zbiezna (odpowiednio) do wartosci przecietnej badanej cechy populacji generalne;j .
Ponizsze twierdzenie rozszerza ten fakt.

Twierdzenie. Jesli X1, X3, ... s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych
rozktadach prawdopodobienstwa, majgcymi skoficzony moment rzedu 2r,a g
jest funkcjg okredlong w przestrzeni ®?, ciggta w punkcie X, = M sy Xg =M,
gdzie m; = E(X;k) (i, <rdlak=1,..,s), tozmienne losowe

Y, = g(Mil’n,..., Mis'n),

gdzie
1 iy
Mi == X k=1,..,5),
n J:]-

sg z prawdopodobieristwem 1 zbiezne do g(mil e M)

! Z twierdzenia wynika (na przykfad), ze wariancja empiryczna jako ciggta funkcja
momentow jest z prawdopodobiedstwem 1 zbiezna do wariancji rozwazanej
(badanej) cechy populacji generalne;.

Zapiszmy dystrybuante empiryczng wyraznie jako funkcje zdarzenia elementarnego
o (losowania, wyboru proébki)

F.(x) = F, (x; ) = = Card{i : X, (@) < x; i =12,...,n},
n
co pokazuje, ze F, jest zmienng losowa.

Twierdzenie. Jezeli X1, X2, ... s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych

dystrybuantach F,a F,jest dystrybuantg empiryczng, to
P{w:lim sup|F,(x; @) - F(x)|=0) = 1.
N—o0 R

Podamy teraz twierdzenia rozszerzajgce lub uszczegdtowiajgce centralne twierdzenia
graniczne zbieznosci ciggu losowego do rozktadu normalnego.

Twierdzenie. Jesli Xi, Xz, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych
dystrybuantach F, majgcymi skoriczony moment rzedu 2r, to moment empiryczny

M rn Ma asymptotycznie rozktad normalny, tzn.

lim P a)-‘M“”(w)_mr <X 2
N—0a0 . m2 _mr2 ‘\/27[

Texp(—tz /2)dt = 2&(x) .
0
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Twierdzenie to wynika z tw. Lindenberga-Levy’ego, jesli dokonamy podstawienia

" (i=1..,n).

Przykfad. Niech cecha X elementéw populacji ma momenty m_ i m, . Ustalimy jak

duza powinna by¢ liczba obserwacji, aby z prawdopodobieristwem 0,95 rdznica

pomiedzy momentem empirycznym rzedu r a momentem teoretycznym rzedu r nie

przekraczata 1. Innymi stowy, jak duze powinno by¢ n, aby

P({@:M, n—m|<1})=0,95.

Na podstawie twierdzenia mamy (dla duzych wartosci n):

_‘Mrln(a))—mr‘
Q. —F—<¢&

m,

~ 2d(g) =0,95,
—-m
n

r r

a z tablic dla rozktadu normalnego N(0,1):

£=196.
Poniewaz
({ M \<1})=P M) r:‘ £l [=095
My —M,
n
wiec
1 =£=1,96,
My —M,
n
skad

n :gz(er —mrz):3,842(m2r —mz).

r

Twierdzenie. Jezeli X1, X2, ... s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych

dystrybuantach F , majagcymi moment rzedu 2r, g jest funkcja klasy C*> w punkcie,

(mil""’mis) gdzie mik - E(Xli") (i, <rdlak=1,..,s), to zmienna losowa

Yn = g(Mil,n"“’Mis,n)
ma asymptotycznie rozktad normalny N(m, o), przy czym

m:g(mil,...,mis),

> 09 o9
__J;ﬂaX an =M yeees Xg =M (mii”k_miimik)'

1 S
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Twierdzenie (Kotmogorowa). Jezeli X1, X3, ... s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o

jednakowych ciggtych dystrybuantach F, a F, jest dystrybuantg empiryczng,

D,, =sup|F, (x) - F(x)
XeR,

’

to dla kazdego x jest

lim P{w:/n D, <x}) =Q(x),

N—o0
gdzie stablicowane Q(Xx) jest réwne
0,x<0
X)=9 & .
Q) > ()" exp(-2k*x%), x>0
k=—o0

6.2 Estymacja

Zajmiemy sie szacowaniem nieznanej wartosci parametru 6 rozktadu
prawdopodobienstwa cechy X elementdéw populacji generalnej. Poszukiwaé
bedziemy statystyki, ktérej wartosci na wynikach obserwacji s3 mozliwie bliskie
szacowanej wartosci parametru €, czyli tzw. estymatora tego parametru.

Szacowanie nieznanej wartosci parametru @ na podstawie probki polega na
wyznaczeniu z prébki wartosci u, estymatora Up, ktérego rozktad
prawdopodobienstwa zalezy od estymowanego parametru. Metoda ta nosi nazwe
estymacji punktowej.

Wartosci estymatora powinny byé skupione w bliskim otoczeniu nieznane;j
rzeczywistej wartosci parametru 6. A przy tym estymator powinien spetnia¢ pewne
warunki.

Definicja. Estymator U, (@;60) = 9(X,(@),..., X, (®); 6) parametru 6 nazywamy
zgodnym, jesli jest on zbiezny wedtug prawdopodobieristwa do parametru &, tzn.
gdy

Ve >0 limP({w:U,(0;0)-0|<e})=1.

Przyktad. Jezeli cecha X elementdéw populacji ma wartosé przecietng E(X), to
empiryczna wartosc¢ przecietna (Srednia arytmetyczna) Xn jest zgodnym

estymatorem € =E(X) . Wynika to ze stabego prawa wielkich liczb.

Przyktad. Jezeli cecha X elementéw populacji ma moment rzedu drugiego, to
wariancja empiryczna U = Sn2 jest zgodnym estymatorem wariancji € = o’ =V (X).
Wynika to z twierdzenia z p. 5.1., gdyz wariancja V (X)) jest ciggta funkcjg momentéw
m =E(X)i m,=E(X?):V(X)=m,-m}.
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Definicja. Estymator U, parametru € nazywamy nieobcigzonym, jesli
vnenN EU,)=6.
Estymator U, parametru # nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym, jezeli
M‘Q EU,)=6.

Przyktad. Jezeli cecha X elementéw populacji ma wartos¢ przecietng 6 = E(X), to

U, = X, jest nieobcigzonym estymatorem parametru 6. Istotnie, bowiem
Na 1 1 1
EU,)=E(X,)= E(—in}—ZE(xi) = ZnE(X)=E(X)=9,
N'i=1 Nz n
jesli E(X) istnieje.
Przyktad. Niech cecha X elementéw populacji ma wariancje ol = V(X). Zbadamy,

czy U, = Sﬁ (wariancja empiryczna) jest estymatorem nieobcigzonym parametru

6@ =V (X). Na podstawie przyjetych okreslen mamy:

5 19 2 Iny2 o2
Sn :_Z(xi_xn) :_in ~ Xy
izt Ni=1

Zatem
E(82) =LY E(XD) - E(R2) =nE(X) ~E(XD).
ni:1 n
Ale
n 2 n n
E(Kﬁ):E(Einj =izE Y XE+D XX |=
nig n i—1 i |
1 2 1 2
:n—ZnE(X )+n—2n(n—1)(E(X)) ,
czyli

E(S2) = E(xz)—%E(x%—”T‘l(E(x»Z .

n-1 »
—O0 .

- B - Y] -

Tak wiec Sﬁ nie jest nieobcigzonym estymatorem 02 , ale jest asymptotycznie

nieobcigzonym wariancji cechy X. tatwo jednak sprawdzi¢, ze niewielka modyfikacja
hieobc =

n-1 2 1 & — 2
52 —E(SS) == (X - X,,)
n n n-1% i n

. S .. 2
jest juz nieobcigzonym estymatorem o .

Definicja. Estymatorem najefektywniejszym parametru € nazywany ten sposréd

nieobcigzonych estymatoréw tego parametru, ktéry ma najmniejszg wariancje.
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Uwaga. Estymator U, parametru 6 zgodny i najefektywniejszy mozna uwazac za

najlepszy dla oszacowania nieznanej wartosci tego parametru cechy X populacji
generalnej.

Twierdzenie (nierdwnos¢ Rao-Cramera). Niech f,(X;60) (X =(X;,...,X,)) bedzie
gestoscig n-wymiarowej zmiennej losowej (gestoscig rozktadu prawdopodobieristwa
n-elementowe] prébki):

f.(x;0)=1(x;0)-...- T(x,,0),
gdzie f (X;0) jest gestoscig zmiennejlosowej X (cechy populacji generalnej), przy

czym zachodzi warunek
0 4w +0 O
— f(x;0)dx=| —f(x;0)dx.
89-[—00 (x:9) 'LO o6 (x:9)

Jedli U, jest nieobcigzonym estymatorem parametru @, to

() V(U,)> L . L

. 2 400 . 2 ’
nE(alnf(x,H)j nj-(élnf(x,a)j £ (x:0) dx
00 LAY

przy czym rownosc¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodobienstwem 1 jest

aln f(x;6)
———==cU,-0),
o =0

gdzie c jest statg (by¢ moze zalezng od @). Jesli najefektywniejszy estymator
parametru @ istnieje, to dla jego wariancji zachodzi réwnos¢ w relacji (*) (dowéd
podano w [1]).

Uwaga. Jezeli cecha X populacji jest zmienng typu dyskretnegoi P(X =x,) =

= p(X; ) , to nierébwnoéé Rao-Cramera ma postac:
1

oln p(xk;H))2 .
ny | ———=| p(x;0)
%( 00 “

(**) VU,)=

Definicja. Niech U, i W, beda dwoma estymatorami nieobcigzonymi tego samego

parametru 6 iniech W, bedzie estymatorem najefektywniejszym. Liczba

\
effU, _ VW)

V(U,)
nosi nazwe efektywnodci estymatora U, . Natomiast liczba
leffU, = limeffU

Nn—oo

Jest nazywana asymptotyczng efektywnoscig estymatora U,,.

Uwaga. Niech cecha X elementdw populacji generalnej ma moment rzedu
pierwszego — wartos¢ przecietng m = E(X). Przyjmiemy jako estymator parametru
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- 1
@ =m empiryczng wartos¢ przecietng U, = X, = —Z X, . Wykazalismy
i=1
w poprzednich przyktadach, ze >Zn jest zgodnym i nieobcigzonym estymatorem
parametru m. Zbadanie czy Xn jest estymatorem najefektywniejszym jest mozliwe

dla konkretnych rozktadéw prawdopodobienstwa cechy X.

Przyktad (rozktad dwupunktowy — zerojedynkowy). Przyjmiemy, ze populacja

generalna sktada sie z dwdch rodzajéw elementéw — prawidtowych i wadliwych —
przy czym przy czym frakcji p elementéw wadliwych nie znamy. Niech wylosowanie
elementu prawidtowego oznacza liczbe zero (X = 0), a elementu wadliwego — liczbe
jeden (X = 1). Za estymator nieznanej wartosci parametru p przyjmujemy
~n,-1+(n-n,)-0 n

W
n ’

n n

X
gdzie n jest liczebnoscig probki, a n, liczebnoscig elementow wadliwych w prébce.
Wariancja estymatora U = )?n jest réwna

> 13 1 pPq
V(X)) =52 V(X)==V(X)="= (q=1-p),
n® o n n
a minimalna wariancja obliczona z nieréwnosci Rao-Cramera jest rowna

1 1 pq
Vmin(un)= = 1 1]27.

2 2
dinp din(1-p) B n(Jr
n[dp]m[ dp j(lp) P A

Mamy wiec

eff X, =1,
czyli )Zn =n,, /N jest estymatorem najefektywniejszym. Zatem frakcja sztuk

wadliwych w probce jest najefektywniejszym estymatorem frakcji tych elementow w
populacji generalne;j.

Przyktad (rozktad dwumianowy). Niech cecha X elementéw populacji ma rozktad

dwumianowy (Bernoulli’ego):
r .
p, (K, p) = P(X :k)=(k] PA Py, k=01,

gdzie parametr p ma nieznang wartos¢. Jako estymator tego parametru przyjmijmy
)Zn. Na podstawie nieréwnosci (**) znajdujemy:

1 292 1
Vmin(Un)= = P4 —m.

r 2 n pqr_nr
n[Z (d'” Pk p)] pr(k,m}
k=0 p

Natomiast
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v pq
V(Xn) = 2 z (x )_ -
Zatem efektywnos¢ estymatora X ,jestrowna
/nr
eff X, = Pty
pq/nr
Oznacza to, ze srednia liczba wystgpien zdarzenia A w n niezaleznych
doswiadczeniach, polegajacych na seriach r préb wystapienia zdarzenia A lub A,

jest najefektywniejszym estymatorem prawdopodobienstwa wystgpienia zdarzenia
A w poszczegdlnym doswiadczeniu.

Przyktad (rozktad Poissona). Niech cecha X elementéw populacji ma rozktad

Poissona:

k
p(k, 1) = P(X = k)_ie k=0,12,..,

gdzie A jest parametrem rozktadu o nieznanej wartosci. Jako estymator 4 = E(X)

przyjmiemy Xn. Z nieréwnosci (**) znajdujemy:

1
Viin(Uy) = )
min Un) n{i (dlnp(k,p)jz p(k,p)}
= dA

Ponadto mamy:
= 13 1 A
V(X,) =—22V(Xi) =—nV(X)=—,
n° s n n

a wiec )Zn jest najefektywniejszym estymatorem parametru A .

Przyktad (rozktad normalny). Niech cecha X elementdéw populacji generalnej ma
rozktad normalny N(m, o), przy czym o jest znane,a M nieznane. Jako estymator

wartosci parametru m=E(X) przyjmiemy )Zn . Z nieréwnosci (*) znajdujemy:

1
R D c-m? || 1 o).
X—m X—m
n —1In ex exp| —~—=% |dx
J[ \N2ro p{ 2672 ﬂ N2rxo p( 2672 J
) 1 _1_ o
n n
2

Poniewaz
— 13 1
V(X,)== > V(X))==nV(X)=—,
n° n n

wiec Xn jest najefektywniejszym estymatorem parametru m=E(X).
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Uwaga. Mozna wykazac¢ (por. [2]), ze mediana empiryczna jest zgodnym estymatorem
nieznanej wartosci przecietnej cechy X elementdéw populacji. Jezeli przy tym cecha X
ma rozktad normalny N(m, o), to poniewaz dla duzych wartosci n jestw
przyblizeniu

2
o

V(Xyz,n) ~ ? ’

to

Oznacza to, ze mediana nie jest najefektywniejszym estymatorem ani nawet
asymptotycznie najefektywniejszym parametru m.

Przyktad (estymator wariancji rozktadu normalnego). Niech cecha X elementéw
populacji generalnej ma rozktad normalny N(m, o) o nieznanym odchyleniu

standardowym o = «N (X) . Wykazano wczesniej, ze

2 1¢ -2 1& 2 o2
Sn :_Z(Xi_xn) Z—in _Xn
Nz Nzt

jest zgodnym estymatorem parametru 02, a przy tym obcigzonym o obcigzeniu

—02 /'n, a wiec nieobcigzonym asymptotycznie. Natomiast
n
2 1 7 \2
Shieobc = Z(Xi -Xy)
n-1 i1

jest nieobcigzonym estymatorem o~ . Obliczamy wariancje obu estymatoréw. Jak
wiadomo z twierdzenia, statystyka nSﬁ / o ma rozktad chi-kwadrat o n-1

stopniach swobody, a taka zmienna losowa ma wariancje réwng podwojonej liczbie
stopni swobody, czyli

ns? n 2
Vv —2” =—4V(Sn)=2(n—1),

o o

skad
2, _2(n=-1) 4
V(Sn)z—za .
n

Uwzgledniajac, ze

g2 N g2

mamy

2
V(S =——0 ,
( |eobc) n—1

n
skad wynika, ze
2 2
V(S,) < V(Spicone) -

n

Z nieréwnosci (*) otrzymujemy po wykonaniu przeksztatcen
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20'4
Vinin (Un) = T'

a wiec
off gy - 272200 MLy
n n-1 N now
Zatem Sﬁieobc jest najefektywniejszym estymatorem o’ jedynie asymptotycznie.
Biorac pod uwage, ze dla duzych wartosci n estymatory Sﬁ i Sr?ieobc majq niemal

identyczne wartosci, nie jest istotne, ktérego wartosé przyjmiemy jako oszacowanie

. . ;. 2
nieznanej wartosci parametru o .

Jezeli znana jest warto$é przecietna m cechy X, to jako estymator parametru 0'2
mozna przyjac:

2 1y 2
S =;Z(Xi—m) :
i=1

Estymator ten jest zgodny i nieobcigzony. Ponadto jest on najefektywniejszy. Mamy
bowiem:

E(SS) =0, V(S%) :%0'4.

Jako estymator miary rozproszenia cechy X — przy zatozeniu, ze cecha ta ma rozktad
normalny N(m,o) (o znanym m) — przyjmiemy jeszcze empiryczne odchylenie
przecietne:

n
Uy ==X —m|.
M=t

Ten estymator parametru o jest zgodny, ale obcigzony. Mamy bowiem

EU,) =%z E(X; —m) :%n E(X )=
i=1

2 % (X -m)? \F
X—-m)exp| -—2 |dx=,/—0O.
1/27[(7;!;( ) P 20-2 716

Natomiast ,,estymator poprawiony”
= (Tl

S=,==>|Xj-m
2nig

jest zgodny i nieobcigzony. Jednak jego efektywnos¢, jako estymatora odchylenia
standardowego o, przedstawia sie nastepujgco:
2 2
o = 7O 2 = 1
V. U)=—, V(S)==—"|1-=|, eff(S)=——.
U =50, VO =T(1-2], eff €)=

7

Zatem S nie jest najefektywniejszy, ani nawet asymptotycznie najefektywniejszy.

Uwaga. W powyzszych przyktadach zaproponowano do zbadania pewne estymatory
konkretnych parametréw cechy X populacji generalnej. Zachodzi pytanie w jaki
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sposob (jakg metodg) uzyskiwaé dobre estymatory wskazanych parametréow cechy X.
Warto wymieni¢ metode momentéw (metode Pearsona) oraz metode najwiekszej

wiarygodnosci (metode Fishera).

Metoda momentdw polega na szacowaniu nieznanych wartosci momentéw cechy X
momentami empirycznymi, a parametréow cechy X bedacej funkcjami momentéw —
takimi funkcjami momentow empirycznych.

Przyktadowo, niech cecha X ma rozktad prawdopodobienstwa gamma o gestosci
0, x<0,
f(x)=4 a’
I'(p)

w ktorym wartosci parametréw a i p s nieznane. Oznaczmy przez U,

—ax

xP 1™ x>0,

i U, poszukiwane estymatory tych parametréw. Dla rozktadu gamma wyznaczamy

momenty

m, = E(X):g . m, =V (X)+(E(X)) =a—p2+(£j :

skad wyznaczamy

My — My My —My
Estymatory U, i U » Otrzymujemy, zastgpujac w powyzszych wyrazeniach momenty
teoretyczne momentami empirycznymi:

2
|vll,n Ml,n

Uj=—-"— Uy=—" .
2 7 p 2
M2,n _Ml,n I\/|2,n - Ivll,n

Metoda najwiekszej wiarygodnosci polega na nastepujgcym. Niech cecha X

elementdw populacji bedzie zmienng losowa typu ciggtego o gestosci prawdo-
podobieristwa f zaleznejod m niezaleznych parametrow 6,,...,6,,. Wartosci tych
parametréow chcemy oszacowad na podstawie n-elementowej probki o
zaobserwowanych wartosciach X,..., X, zmiennej X. Wprowadzamy funkcje:

L(X,.... X3 6,0, 6,) = (X5 6,,....6,)-...- T (X, 6,,...,6,,),

zwang funkcja wiarygodnosci . Te wartosci 6, ,...,6;, parametréw 6,,...,0, , dla

v Uny

ktorych

L(Xyyeery X3 61y 65) = Ly (X0 X))
(funkcja wiarygodnosci osigga maksimum) bedziemy uwazali za poszukiwane
estymatory, zwane estymatorami najwiekszej wiarygodnosci (estymatorami NW)

parametrow G,,...,6, . Sq one funkcjami prébki, wiec sa statystykami.

Jezeli cecha X jest zmienng losowg typu dyskretnego, to funkcja wiarygodnosci jest
zdefiniowana nastepujgco:
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L(Xes X036 0,) = P(X; 6,0, 0,) - P(X3 64, 6,)

Poszukiwanie maksimum funkcji wiarygodnosci oznacza, ze poszukujemy takiego
oszacowania nieznanych wartosci parametrdow, dla ktérego prawdopodobieristwo
otrzymania zaobserwowanych wartosci jest najwieksze. Zaktadajac, ze funkcja L jest

rézniczkowalna wzgledem 6,,...,6, poszukiwane estymatory 6,...,6, otrzymujemy z

warunkéw (réwnan)

oL
—-— =V =4, 'lm

26

lub, co jest dogodne, z warunkdw
oL o iZ1..m,

26

gdyz In jest funkcja rosnaca, a wiec In L osigga ekstremum w tym samym punkcie
;,...,6, co funkcja L.
Niech, przyktadowo, cecha X ma rozktad dwupunktowy:
P(X=0)=p, P(X=0)=q=1-p,
gdzie p jest parametrem o nieznanej wartosci. Chcemy znalez¢ estymator NW tego

parametru. Jezeli w n-elementowej prébce k razy zaobserwowano wartos¢ X=1 i
n -k razy wartos¢ X=0,to L jest postaci:
k —k
L=p"@-p)"",

a warunek maksimum L przyjmuje postac :

%ZL ddp[km p+(n—k)In(L— p)] = k——(n k)—p:

skad znajdujemy

7

Tak wiec estymatorem NW nieznanej wartosci prawdopodobieristwa p jest czestosé
wystepowania jedynki w prébce.

Niech teraz (réwniez tytutem przyktadu) cecha X ma rozktad normalny N(m, o), przy
czym wartosci M i o sg nieznane. Niech X,..., X, oznaczajg wartosci zmiennej X

zaobserwowane w probce. Funkcja L ma teraz postac :

1 (xl—m)2 1 (X, —m)2
L= exp| — exp| ————|,
\2rno p[ 252 2ro P 252

a po zlogarytmowaniu

N (x. —m)2
INL=-nlnoc—2n Zﬂ—ZM.
2 i-1 20

Warunki maksimum funkcji L prowadzg do rownanna mi o:
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skad

I Mozna wykazaé, ze estymatory NW majg asymptotyczne rozktady
prawdopodobienstwa normalne i sg asymptotycznie najefektywniejsze.

Podamy teraz estymatory wspoétczynnika korelacji i wspoétczynnika regresji dwdch
cech X i Y populacji generalnej.

Uwaga (estymacja wspdtczynnika korelacji). Zatézmy, ze elementy populacji badamy
ze wzgledu na dwie cechy X i Y, ktére sg zmiennymi losowymi i interesuje nas
wspotczynnik korelacji pomiedzy tymi zmiennymi. Zaktadamy przy tym, ze zmienne
X i Y majg momenty drugiego rzedu.

W celu oszacowania wartosci wspétczynnika korelacji p pobieramy n-elementowa
prébke i mierzymy wartosci (X, Y,),-..,(X,, Y,) zmiennej dwuwymiarowej ( X, Y).
Estymatora parametru p poszukujemy metodg momentdéw, poniewaz p jest funkcja
momentéw zmiennych X i Y. Zatem jako estymator R, parametru p mozna
przyjac

13 S

*Z XiYi - XnYn

_ Nia

Ry = = .
s[5

Estymator R, ma postac analogiczng do wyrazenia na p, w ktérym momenty

teoretyczne zastgpiono momentami empirycznymi. Estymator R, nazywa sie

empirycznym wspétczynnikiem korelacji. Mozna wykazaé, ze jesli ( X, Y) jest zmienng
losowa dwuwymiarowg o rozkfadzie normalnym prawdopodobieristwa, to zmienna

losowa R, ma rozktad prawdopodobieristwa o gestosci

n-2 IN(1)/24 - 2\(n-4)/2 [ X"
fo(r) =—= (= p?)" V2= r3) T,
7 0@-prx)"" J1-x

gdzie p jest wspotczynnikiem korelacji X i Y,an> 2.

Jezeli p=0(X i Y niezalezne), to
1 _n-2
n-2 _ X
fo(r) =—= (-} ——udx,
a oV1-X
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przy czym

} x"-2 i - D=1/ 2r(/2)
1o (/)

Stosujac podstawienie
r

\ll—r2

przeksztatcamy gestosé prawdopodobieristwa f,,(I) w gestosé prawdopodobieristwa

t= n-2,
rozktadu t-Studenta o n-2 stopniach swobody.

Ponadto statystyka R, (dla ( X, Y) o rozktadzie normalnym) jest wolnoziezna do

zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(p,(l—pz)/\/ﬁ) .

Uwaga (estymacja wspétczynnika regresiji). Niech ( X, Y ) dwuwymiarowa zmienna

losowa majgca momenty rzedu drugiego. W rozdz. 3 wprowadziliSmy proste regresji
Y wzgledem X i Xwzgledem Y oraz wprowadzilismy w zwigzku z tym dwa
wspotczynniki regresji:

av,xzpz_;r ax,vzpz_:-
Wspotczynniki te sg funkcjami momentéw. Podamy estymatory tych wspétczynnikéw,
wyznaczone metodg momentéw.
Niech X i Y bedg cechami elementéw populacji. Na podstawie n-elementowej
prébki, tzn. n par zaobserwowanych wartosci (X, Y;),...,(X,,Y,) — uwzgledniajac, ze
_cov(X,Y) E(X-Y)-E(X)E(Y)

Ay x = V(X) E(X?)-EX(X) '
L _COV(X,Y) _E(X-Y)-E(X)E(Y)
X’Y V(Y) EY)-E(Y)

- mozemy oszacowac wartosci wspotczynnikdw regresji, przyjmujac jako estymatory
tych parametréw:

n n
leYl_ninY_n leYl_ninY_n
_i=l _i=l
Ua”;n L R S Ua“;n_ L2 g2
Y X{-nX] DY -nY,
i=1 i=1

Wyrazenia te otrzymano zastgpujac momenty teoretyczne w a, y i ay

momentami empirycznymi.

Mozna wykazaé, ze jesli (X, Y) ma rozktad normalny, to statystyka
2
SX ’n n - 2

S )
Sfln 1-R? Y
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gdzie S)2<’n i S\?,n sg wariancjami empirycznymi zmiennych X i Y, a R, jest

empirycznym wspotczynnikiem korelacji, ma rozktad t-Studenta o n—2 stopniach
swobody.

Uwaga (przedziat ufnosci). Rozwazane metody szacowania wartosci nieznanych

parametréw cechy X elementdéw populacji prowadzg do ocen punktowych, tzn.
chodzi o podanie jednej liczby mozliwie najmniej sie réznigcej od nieznanej wartosci
estymowanego parametru. Niech (X;,..., X,;) n- elementowa prébka wartosci
rozpatrywanej cechy X i niech cecha ta ma rozktad prawdopodobienstwa typu
ciagtego, zalezny od parametru 6 o nieznanej wartosci. Niech dalej U,
i Un beda dwiema statystykami takimi, ze

P{w:U,<U })=1.

Jezeli dla danego a € (0,1) spetniona jest rownos¢

P{w:U,<0<U })=1-«,

to przedziat [Qn,Un] nazywamy przedziatem ufnosci dla parametru 6 na poziomie
ufnosci 1-« .
Przedziat ufnosci jest losowy, zalezny od prébki. Oznacza to, ze dla duzej serii probek

czestos¢ zdarzenia polegajgcego na tym, ze przedziat ufnosci pokrywa nieznang
wartos¢ parametru 6 jest bliska wartosci 1—« .

Przedziaty ufnosci konstruujemy w nastepujacy sposéb. Wybieramy estymator U,
parametru @, ktérego rozktad prawdopodobienstwa doktadny lub asymptotyczny
znamy. Dla danego @ mozna znalez¢ liczby a i b, dla ktérych P(@<U <b)=1-a.
Jezeli nieréwno$¢ a<U, <bda sie zastapi¢ rownowazng f;(U,)<6<f,(U,),to
podstawiajgc U, = f;(U,) oraz Un = f,(U,) otrzymujemy przedziat ufnosci na

poziomie ufnosci 1—a . Wybdr a i b nie jest jednoznaczny. Dlatego w praktyce
dobierasie a i b tak, by

1 1
P(Un<a)35a, P(Un>b)SEC(
Niech przyktadowo cecha X ma rozktad normalny N(m,o), przy czym o jest znane,

a M nieznane. Znajdziemy przedziat ufnosci dla wartosci przecietnej m. Niech

estymatorem m bedzie Srednia arytmetyczna z préby Xn . Wiadomo, ze ma ona

rozktad normalny N(m,a/\/ﬁ) . Korzystajac z tablic mozemy znalez¢ dla danego o

d

taka liczbe ¢,, by

Xn—m

(T/\/ﬁ

< ga] =l-«.
Oznacza to, ze
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P[)?n—gaj;<m<x +e, \/_j

Przedziat liczbowy

= o - o
(Xn _gaﬁ, Xn +8a ﬁj
jest wiec przedziatem ufnosci dla parametru m na poziomie ufnosci 1—a . Dtugosé
tego przedziatu jest réwna 28aa/\/ﬁ . Zatem wraz ze wzrostem n otrzymujemy

coraz doktadniejsze oszacowanie m.

Jedliznamy m, a nie znamy o, to wprowadzajac zmienne losowe Y =(X —m)/ o i

Y, =(Xk —m)/O' stwierdzamy, ze zmienna losowa Y ma rozktad N(0,1), a zmienna

losowa
n
= ZYkZ
k=1
ma rozktad chi-kwadrat o n stopniach swobody. Korzystajac z tablic, mozemy dla

danego « znalez¢ takie liczby ;(12 ;(22 aby

n
PE;{lz <3¥2 <;(22j=1—a.

k=1

Wykorzystujac 55 jako estymator 02 mozna powyzszg rownosé zapisaé

2 2
n n
P[izo<o-2<i20j:1_a'
X2 V41

€O 0znacza, ze jako przedziat ufnosci dla parametru o? mozna przyjaé
{nsg nS; J
X2 Zl

Natomiast, gdy nieznane sg wartosci obu parametrow m i o rozktadu normalnego

nastepujaco:

cechy X, to przedziat ufnosci dla parametru m znajdujemy nastepujaco. Jako

estymator parametru m przyjmujemy srednig z proby >Zn oraz do wyznaczenia

przedziatu ufnosci zmienng losowg

X, —m
S

ktdra ma rozktad t-Studenta o n— 1 stopniach swobody. Korzystajgc z tablic mozna

t= n-1,

n

dla danego n i « znalezétakie t,, ze P(|t|<t,)=1-a, co oznacza, ze
X,
(\ M ]
n

a po przeksztatceniach, ze
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n-1 n-1

Zatem poszukiwanym przedziatem ufnosci jest

_ S _
(Xn ~t, n”_l,Xn +t, nn—lj'

_ S - S
P(Xn—ta L <m< X, +t, —= jzl—a.

gdzie

N
Wreszcie, jezeli cecha X elementéw populacji ma nieznany rozktad
prawdopodobienistwa, ale wiadomo, ze istniejg wartos¢ przecietna m=E(X) oraz
o2 =V (X) (o nieznanych wartosciach) , to mozna wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla

m, ale przy duzych wartosciach n (liczebno$¢ proébki), aby mozna byto skorzystac
z twierdzen granicznych. Wiadomo, ze $rednia arytmetyczna n niezaleznych
zmiennych losowych o takich samych rozktadach prawdopodobieristwa o wartosci

przecietnej m i wariancji o ma rozktad asymptotycznie normalny N(m,a/\/ﬁ).
Wtedy (na mocy twierdzenia) jako estymator parametru o? mozna przyjac Sﬁ.

| wtedy, analogicznie jak w pierwszym przyktadzie, otrzymujemy dla m nastepujacy
przedziat ufnosci

_ S. - S
X —e L X +g 0|,
CRPE T
gdzie ¢, znajdujemy z tablic dla rozktadu normalnego N(0,1) przy
X,

—-m
S, /Jn’

P(Y|<e,)=1-a.

Niejako przeciwienstwem przedziatu ufnosci sg granice tolerancji.
Uwaga (granice tolerancji). Niech cecha X elementdéw populacji ma dystrybuante F,

a (Xu,...,.Xn) niech bedzie n-elementowg prébka z populacji (tej cechy). Kazdg pare
funkcji Ui, U2 okreslonych na przestrzeni préobek takich, ze

P{FU,)-FU,)2Q}=q,

gdzie Q,q < (0,1), nazywamy kolejno przedziatem tolerancji (dwustronnym)

zmiennej losowej X, przy czym U1 nazywamy dolng granicg tolerancji, U2 gérna

granicg tolerancji, a g poziomem tolerancji. Przedziat tolerancji [U1, U:] jest

przedziatem losowym (funkcjg wektora (X1,...,Xn)). Oznacza on, ze
z prawdopodobienstwem q co najmniej 100Q% elementdéw populacji nalezy do
przedziatu [U1, Uz] (ze wzgledu na ceche X ). Jezeli cecha X ma rozktad normalny

(lub w przyblizeniu normalny), to przyjmuje sie
U,=X,-K,(@,Q9)S,, U,=X,+K.,(0,Q)S,,
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gdzie statystyki )Zn, S, , oznaczaja $rednig empiryczna i odchylenie empiryczne

z proby (X1,...,Xn), a Kn(g, Q) sa zaleznymiod n, g, Q liczbami podanymi
w tablicach statystycznych (np. w [3]).

Przyktadowo, z biezgcej produkcji pewnego detalu pobrano prébke o liczebnosci
n = 60. Wiadomo, ze interesujgca nas cecha X tego detalu ma rozktad normalny
N(m, o) przy nieznanych wartosciach parametrow mi o . Na podstawie probki

obliczono X, =4,24 i s, =0,16. Przyjmujac 99-procentowy przedziat tolerancji

(czyli Q =0, 99) oraz poziom tolerancji g = 0,95 okreslamy przedziat tolerancji.
Odczytujac z tablic Kso (0,95; 0,99) = 3,066 otrzymujemy Ui1=3,75i U, =4,73.

6.3 Weryfikacja hipotez statystycznych

Omoéwimy pokrotce nastepujgce zagadnienie: dysponujac informacjami z danej
probki populacji generalnej dotyczgcych cechy (zmienna losowa) elementéw tej
populacji, a takze informacjami spoza prébki, nalezy rozstrzygnaé, do ktérej z dwu
roztgcznych podklas rozktadow prawdopodobieristwa danej klasy nalezy wybrany
rozktad badanej cechy. Informacje spoza prébki mogg pozwolié na ograniczenie
rozwazan do okres$lonej rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa, np. normalnych,
gamma itd. Méwimy wtedy, ze znana jest postac rozktadu prawdopodobienstwa

danej cechy elementdéw populacji. Inne informacje mogga dotyczyé znajomosci
wartosci pewnego parametru lub niezaleznosci pewnych zdarzein. Mogg one
pochodzi¢ z wczesniejszych badan statystycznych lub wynikaé z charakteru badanej
cechy elementdow populacji. Na przyktad przyjmuje sie, na ogdt, ze btedy pomiaréw
oraz cechy elementdw pochodzgcych z produkcji masowej majg rozktady normalne.
Nieznane sg natomiast wartosci parametréw okreslonej postaci rozktadu
prawdopodobienstwa (wszystkich lub niektérych parametrow).

Przystepujac do badan statystycznych w mniejszym lub wiekszym stopniu nie znamy
rozktadu prawdopodobienstwa interesujacej nas cechy X elementéw populacji
generalnej. Mozemy jednak na ogét ustali¢ klase P rozktaddéw, ktére mogg byé brane
pod uwage jako ewentualne rozktady cechy X. Na przyktad, moze to by¢ zbiér
rozktadow normalnych o nieznanej wartosci przecietnej, zbiér rozktadéw o ciggtej
dystrybuancie, zbidér rozktadéw, ktorych cecha X jest typu skokowego o wartosciach

ze skonczonego zbioru X, itp. Jezeli elementy klasy P sg wyznaczone przez wartosci
parametru € (lub zbioru parametréow), to klase P wygodnie jest zapisa¢ w postaci
P ={P,:0<06}.

Zadaniem jest odpowiedz na pytanie; czy wskazany rozktad nalezgcy do klasy P
moze by¢ uznany czy tez nie za rozktad prawdopodobieristwa cechy X.
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Hipotezg statystyczng nazywamy kazdy niepusty podzbiér klasy P. Na przyktad,

hipoteza statystyczng jest wskazanie z klasy P konkretnego rozktadu. Jezeli hipoteza

statystyczna polega na wskazaniu rozktadu P, przez podanie wartosci 6, parametru

0, to taka hipoteze nazywamy parametryczng. Stosujemy przy tym zapis H(6=6,).

Klasa P nosi nazwe zbioru mozliwych (dopuszczalnych) hipotez.

Ze zbioru wszystkich mozliwych (dopuszczalnych) hipotez w danym zagadnieniu
wyrdzniamy te, ktéra podlega weryfikacji. Nazywamy jg hipotezg zerowg i

oznaczamy przez Ho. Na przyktad, dla hipotez parametrycznych jest to H(6=6, ).

Wszystkie pozostate hipotezy nazywamy alternatywnymi i oznaczamy przez H1. W

przypadku hipotezy parametrycznej, dotyczacej nieznanej wartosci parametru 6
(zbioru parametrow), zbiér mozliwych hipotez jest wyznaczony przez zbiér
mozliwych wartosci tego parametru (zbioru parametréw) — nazywamy go
przestrzenig parametru (przestrzenig parametréw) i oznaczamy symbolem © .

Przestrzen © przedstawiamy w postaci sumy dwdch niepustych i roztgcznych
zbioréw: ©yi ©; =0-0,, okreslajacych hipoteze zerowa Ho i hipoteze
alternatywna Hi . Jezeli Ho jest zbiorem jednoelementowym (Ho=H(8=0,),

Oy =T({6,}), to méwimy, ze jest hipoteza prostg, a jezeli zbiorem

wieloelementowym — hipotezg ztozong.

Przez weryfikacje hipotezy zerowej rozumiemy:

1) wybdr statystyki U, ktdrej rozktad prawdopodobienstwa (doktadny lub
asymptotyczny) jest znany,

2) ustalenie zbioru 7/ tych wartosci u statystyki U, ktorych wystgpienie uwazamy
za zaprzeczenie hipotezy zerowej.

Statystyke U nazywamy testem hipotezy Ho przeciw hipotezie alternatywnej Hi, a

zbiér W — zbiorem krytycznym testu. Prawdopodobierstwo
P(U okresla®/|H,) =,

tzn. prawdopodobieistwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona prawdziwa,

nazywamy poziomem istotnosci testu. Praktycznie przyjmuje sie jedna z liczb: 0,05
lub 0,02 lub 0,01 lub 0,001 .

Testy stuzgce do weryfikowania hipotez parametrycznych nazywamy testami
parametrycznymi, a testy stuzgce do weryfikowania hipotez nieparametrycznych —

testami zgodnosci.

A. Przyktadowe testy parametryczne

1) Weryfikacja hipotezy o wartosci przecietnej w rozktadzie normalnym
przy znanym o
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Niech cecha X elementdéw populacji ma rozktad normalny N(m, o), w ktérym
wartos¢ o jest znana. Pobrano prébke n-elementowg i zaobserwowano wartosci (
X;,..1 X, ) cechy X . Przyjmujac poziom istotnosci « , weryfikujemy hipoteze

Ho (m = mo) przeciw hipotezie alternatywnej Hi (m # mo). Wykorzystujac, ze Srednia

arytmetyczna )?n z n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych

prawdopodobienstwa N(m, o) ma rozktad normalny N(m,a/\/ﬁ) , jako test

przyjmujemy statystyke )?n . Zbiorem krytycznym jest w tym przypadku zbidr

W =9 (X X :M>g
1 1 'n O—/,\/ﬁ a ’
gdzie

[%, =y

P 2lse |=a.

[ o1 J

Zatem hipoteze Ho odrzucamy, gdy |Xn —m0| >0¢&, /\/ﬁ i przyjmujemy, gdy
|7n —m0|SO'8a /\/ﬁ.

Tytutem ilustracji, zatézmy, ze rozktad prawdopodobienstwa odchytek od wartosci
nominalnej cechy X pewnego detalu pochodzgcego z produkcji masowej jest
normalny o znanym odchyleniu standardowym o =0,2. Celem weryfikacji hipotezy
Ho(m = 0) (nie wystepujg odchylenia systematyczne od wartosci nominalnej cechy X))
pobrano prébke o liczebnosci n =9 i otrzymano wyniki:
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 >
Xi -1,8 0,9 -1,0 4,5 -3,5 1,9 2,7 -0,8 | -2,0 0,9

Przyjmujemy poziom istotnosci « = 0,05. Z tablic rozktadu normalnego N(O, 1)

odczytujemy ¢,=1,96. Zatem o¢, /\/ﬁ =0,2-1,96/3 = 0,13. Uwzgledniajac
|7n - m0|= |0,9/9-0] =0,1 < 0,13. Tak wiec przyjmujemy hipoteze Ho na poziomie
istotnosci 0,05.

2) Weryfikacja hipotezy o wartosci przecietnej w rozktadzie normalnym przy

nieznanym o
Wiadomo, ze cecha X elementdw populacji generalnej ma rozktad normalny

N(m,o), w ktérym m i o sg nieznane. Na podstawie n-elementowej prébki chcemy
zweryfikowac, na poziomie istotnosci «, hipoteze Ho (m = mo) przeciw hipotezie
alternatywnej Hi(m # mo). Korzystajgc z odpowiedniego twierdzenia

jako test przyjmujemy statystyke
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3

~

o ktorej wiemy, ze ma rozkfad niezalezny od o, a mianowicie rozktad t-Studenta
o n—1 stopniach swobody. Zbiorem krytycznym jest tu W= {(Xl,..., Xo) |t > ta},
gdzie t, jest wartoscig odczytang z tablicy rozktadu t-Studenta, spetniajgcg warunek:
‘)?n —mo‘
P((X,, - Xy) € W |Hg) = P[TM>ta]= P(t]|>t,).

Hipoteze Ho(m = mo) odrzucamy, gdy

_ t S

X, —m |>—&1

[ X —mg| > =
i przyjmujemy, gdy

|X, —my| < ="

Tytutem ilustracji rozwazmy pomiar z przyktadu poprzedniego, przy zatozeniu, ze o
jest nieznane. Po obliczeniu (przy n=9)

12 26

913 9

i odczytaniu z tablic t,=2,306 (przy n—1=38i o =0,05 ) otrzymujemy
ts
X —m |50,1-0] <—220 =2 306-1,70/~/8 =1,38.
o Jo1
Zatem przyjmujemy hipoteze Ho(m =0).

Warto zwréci¢ uwage, pordwnujac oba przykfady , ze nieznajomos¢ o , czyli
posiadanie mniejszej ilosci informacji, powoduje ostrozniejsze odrzucanie hipotezy
zerowej.

Weryfikacja hipotezy o wariancji w rozktadzie normalnym

Niech cecha X elementéw populacji generalnej ma rozktad normalny N(m, o) o
nieznanych wartos$ciach parametrow m i o . Na podstawie n-elementowej probki
chcemy zweryfikowaé, na poziomie istotnosci «, hipoteze Ho(a2 < 0'5) przeciw
hipotezie alternatywnej Hi( o’ > 0'5 ). Wykorzystamy fakt, ze statystyka nSﬁ /6% ma

rozktad chi-kwadrat o n—1 stopniach swobody. Przyjmujemy j3 jako test do
weryfikacji hipotezy Ho. Zbiorem krytycznym, jest tu zbiér

2
W= {(xl,...,xn):%mi},

O

2
ns

P —2 >;(§ =a,
GO

przy czym
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gdzie )(5 odczytujemy z tablic rozktadu chi-kwadrat o n —1 stopniach swobody.
Hipoteze Ho odrzucamy, gdy

2
ns, 2
2 7 X
O-O

a przyjmujemy w przypadku przeciwnym.

Tytutem ilustracji rozwazmy dane z 10 pomiaréw testowych potozenia obiektu za
pomocg urzgdzenia GPS. Otrzymano nastepujgce wartosci btedéw (w [m]).

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >
Xi 0,115 | -0,250 | 0,180 | -0,060 | -0,120 | 0,010 | 0,050 | 0,075 | -0,150 | -0,250 | -0,500

Przyjmujac poziom istotnosci & = 0,02 weryfikujemy hipoteze Ho (o® < 0,0125).
Z danych w tabeli wynika, ze X, = X;=-0, 500/10 = - 0,050 oraz
ns; =10s} =0,29435. 7 tablicy rozktadu chi-kwadrat dla n—1 =9 stopni swobody i

a =0,02 odczytujemy ;(é =19,679. Zatem wobec

N

ns, 0,29435

- — 23,548 >19,679
52  0,0125
0

hipoteze Ho nalezy odrzucic.

4) Weryfikacja hipotezy o réwnosci wartosci przecietnych w dwéch rozktadach

normalnych o jednakowych wariancjach o nieznanej wartosci w dwu populacjach

Mamy dwie populacje, dla ktérych wspdlna cecha X elementédw ma odpowiednio
rozktad normalny N(m, o) i N(m,, o), przy czym wartosci parametréw m;, m,, o
sg nieznane. Pobrano z obu populacji préobki o liczebnosciach odpowiednio n;, n,,
otrzymujac nastepujgce wyniki: Xg,..., Xn, dla probki z pierwszej populacji oraz
Yiree1 Yo, dla prébki z drugiej populacji. Przyjmujgc poziom istotnosci a , chcemy

zweryfikowac hipoteze Ho(m1=m>) przeciw hipotezie Hi(m1 # m;). Do weryfikacji
hipotezy Ho zaproponowano statystyke:
X, =Y,

T:\/ L g +n,—2.

N, +n
L2 (nlsrf1 +n,S2 )
nan ?

Jesli hipoteza Ho jest prawdziwa, to wobec niezaleznosci zmiennych
) ST an,Yl,...,Ynzi rownosci

- (X, ~V,, ) /o I+,
\/nl+r1]2_2(n18é lo® + nZSrf2 /0'2)
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oraz wczesniejszych twierdzen licznik i mianownik sg zmiennymi niezaleznymi, licznik
ma rozktad normalny N(O, 1), a nawias w mianowniku ma rozktad

chi-kwadrato n,+n, —2 stopniach swobody, a wiec zmienna losowa T ma rozklad

t-Studenta o N, +n, —2 stopniach swobody. Zbiorem krytycznym jest tu zbidr

‘)? -,

i1 Ny

>t, ¢,
S2 4+n,S2
N +n, Moy +Nyop,

nn, o +n,—2

(X000 X0y Yo y)\/

gdzie t, jestliczba odczytang z tablicy rozktadu t-Studenta o N, +Nn, —2 stopniach

swobody, spetniajacej warunek P(T|>t,)=a.

5) Weryfikacja hipotezy o wartosci przecietnej na podstawie probek o duzej

liczebnosci

W p. 1) — 4) zaktadalismy, ze znana jest postac rozktadu prawdopodobienstwa
badanej cechy populacji, natomiast liczebnos¢ probki mogta by¢ dowolna.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy postac¢ rozktadu prawdopodobieristwa interesujgcej
nas cechy jest nieznana. Aby zweryfikowaé hipoteze o nieznanej wartosci przecietnej
interesujgcej nas cechy X musimy znad rozktad prawdopodobienstwa statystyki,
ktéra postuzy jako test. Tylko bowiem wtedy potrafimy zbudowac zbiér krytyczny /.
W tym celu mozemy skorzystac ze znanych twierdzen granicznych. W szczegdlnosci,
na podstawie twierdzenia Linderberga-Levy’ego, jesli zmienne Xji, ..., Xn S3
niezalezne o jednakowym rozktadzie prawdopodobienstwa i istniejg

E(X)=m, V(X;)= o , to zmienna losowa )Zn ma w przyblizeniu rozktad normalny
N(m,a/\/ﬁ) (jesli tylko n jest odpowiednio duze, a ponadto innego twierdzenia

2 2 . . L
0" ~§,.Zatem, w rozwazanym przypadku, w celu zweryfikowania hipotezy

Ho(m = mg) przeciw hipotezie Hi(m # mo) nalezy pobra¢ odpowiednio liczng prébke,

a nastepnie jako test przyjgé statystyke )Z . Zbiorem krytycznym jest

o e
{< il }

gdzie ¢, jestliczba odczytang z tablic rozktadu normalnego N (0, 1), spetniajaca

(|X o|\/ﬁ>g J

Hipoteze Ho przyjmujemy (Scislej — nie odrzucamy jej), gdy |¥n - mo| <é&,8, /\/ﬁ.

warunek

Tytutem ilustracji, zatézmy, ze zuzycie wody przez wytwodrnie betonu podlega
losowym badaniom w kolejnych dniach. Na podstawie obserwacji przez kolejnych 256
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dni stwierdzono, ze $rednie zuzycie wody wynosi X,sq =102hl, a $rednie odchylenie
standardowe jest rbwne Sygg =8hl. Przyjmujac poziom istotnosci

a =0,05 weryfikujemy hipoteze Ho(mo = 100 hl) przeciw hipotezie

Hi(mo # 100 hl). Z tablicy rozktadu normalnego N(O, 1) odczytujemy &, = 1,96.Z
danych do analizy wynika, ze |7n —m0| =2>¢,58, /\n =1,96-8/+/256 = 0,98, a wiec

hipoteze Ho odrzucamy.

6) Weryfikacja hipotezy o wartosci wspétczynnika korelacji

Zatézmy, ze elementy populacji badamy wzgledu na cechy X i Y takie, ze zmienna
losowa (X, Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny. Na podstawie

n-elementowej prébki (x;, yi) (i=1, ..., n) chcemy zweryfikowac hipoteze

Ho (= p,) przeciw hipotezie alternatywnej Hi (o # p,) .

Dla nieduzych wartosci n mozemy skorzystac ze statystyki

ktéra ma rozktad normalny o parametrach

EW =il P yuy=L.
2 1=, 2(n-1) 3

Dla poziomu istotnosci o odczytujemy z tablic rozktadu normalnego N(0, 1) liczbe &,

taka, ze @(g,)=(1-a)/2. Zbiorem krytycznym jest

lIn

1+rn_1|nl+po_ Lo |
2 1-r, 2 1-p, 2(n-1)

‘>8a

W= {(xl, Yi)ieeo (X0 V) -

1
Jn—S}'
gdzie przypomnijmy
L . =
*Z (Xi - Xn)(yi - yn)

Ni=1

n n 1/2 °
Hié(xi -in)zj(ié(yi —Vn)zﬂ

7) Weryfikacja hipotezy o wartosci wspdtczynnika regresiji

M=

Niech X i Y bedg dwiema badanymi cechami populacji generalnej takimi, ze
zmienna losowa (X, Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny . Pobieramy
n-elementowa probke i na jej podstawie chcemy zweryfikowac hipoteze

Ho(OCY'X =0a,), tzn. ze warto$¢ wspdétczynnika regresji jest rowna . Jako test do
weryfikacji tej hipotezy przyjmiemy nastepujgcg statystyke, ktéra ma rozktad
t-Studenta o n— 2 stopniach swobody:

s34 +/n-2
Sgﬁ(unv,x ~a,),

t=
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gdzie

2 10 -2 10 2 52
Snx :_Z(Xi_xn) == X{" =Xy
i=1 Nz
2 1] 2 1d,2 o2
Sny Z_Z(Yi _Yn) Z_zYi —Yn .
i=1 Nz

LY 0 - X0 -7)

R, = =

L3 (X = X% - V)
E]

UnYX - :
’ 1 n _
nZ(Xi‘Xn)2
i=1

Zbiorem krytycznym jest %/ = {(Xl, Y1) (X0, ¥Yn) 1| t] >ta}, gdzie t, jest liczba

odczytang z tablic rozktadu t-Studenta o n —2 stopniach swobody, z warunku
P(t|>t,)=c.

B. Przyktadowe testy zgodnosci

Rozwazmy populacje, dla ktdrej cecha X elementéw ma nieznany rozktad
prawdopodobienistwa. Pobieramy probke n-elementowga. Zaobserwowane w prébce

wartosci Xq,..., Xy cechy X pozwalajg zwykle uzyska¢ pewne (wstepne) informacje o

postaci rozktadu tej cechy. Najprostszg metodg uzyskania tych informacji jest
sporzgdzenie histogramu.

Schemat postepowania przy testach zgodnosci jest nastepujacy:

a) ustalenie zbioru mozliwych hipotez (zbioru mozliwych rozktadéw, jakie powinny
by¢ brane pod uwage),

b) wyrdznienie z powyzszego zbioru hipotezy zerowej,

c) przyjecie statystyki, ktéra moze stuzy¢ jako test do weryfikacji hipotezy zerowej.

1) Test chi-kwadrat Pearsona

Niech cecha X elementdéw populacji ma dystrybuante (teoretyczng) F. Podzielmy o$
rzeczywistg ® na podprzedziaty za pomoca liczb

—0=0p <0 <...<0 <0 =0
Oznaczmy przez Pj prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa X przyjmuje wartosc¢
zprzedziatu I =[ajq,@j), tzn. pj= F(aj)— F(aj_l),j= 1,2,..r+l
i niech pj>0 dla kazdego j . Liczba np; jest oczekiwang liczbg obserwaciji

n-elementowej prébki, ktére przy prawdziwosci hipotezy powinny znalezé sie
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w przedziale I; . Niech njoznacza liczbe obserwacji z przedziatu 7; . Suma kwadratéw
réznic nj—npj, tzn.
r+l 2
3. (nj ~np;)
j=1
moze stuzy¢ za miare zgodnosci rozktadu zaobserwowanego z rozktadem
hipotetycznym . Wartosci powyzszej sumy zmieniajg sie wraz z probka, a statystyka,
ktorej warto$ciami sg te sumy ma bardzo ztozony rozktad. Jednakze
K. Pearson udowodnit, ze statystyka
2
2 r+1(Nj —npj)
=Y
= "Pj
ma, gdy N — oo, rozktad chi-kwadrat o r stopniach swobody. Statystyka powyzsza

nosi nazwe testu ;(2 Pearsona. Nie zalezy ona od tego jaka jest postac dystrybuanty.
Ten sam ukfad prawdopodobienstw [Py, Py, ..., Pr;1 Mmoze odpowiadac wieku réznym

rozktadom prawdopodobieistwa — zarowno typu ciggtego jak i dyskretnego. Dlatego
za hipoteze zerowa bedziemy uwazaé wszystkie rozktady, dla ktérych

P = P(X = Xj) . Za pomocg testu ;(2 hipoteze weryfikujemy w nastepujacy

sposdb. Przyjmujemy poziom istotnosci testu ¢ . Zbiorem krytycznym jest W=

{(xl,..., Xn) ;(ezmp > ;(é} , gdzie ;(2 odczytujemy z tablicy rozktadu chi-kwadrat o r

stopniach swobody, z warunku P (;(2 > ;(02,) = . Zatem hipoteze przyjmujemy, gdy
2 2

Xemp < Xat -

Przedstawiona metoda weryfikacji hipotezy o postaci rozktadu prawdopodobieristwa

oparta jest na granicznym rozktadzie statystyki, a wiec n musi by¢ dostatecznie duze.

Przyjmuje sie, ze test )(2 mozna stosowaé, gdy npj 2 10 dla

j=2,3,..,r.

Tytutem ilustracji, rozwazmy przeprowadzone obserwacje dotyczace wypadkow

drogowych na okreslonym terenie w ciggu roku spowodowanych przez nietrzezwych

kierowcdéw. Otrzymany rozktad wypadkdéw w poszczegdlnych dniach tygodnia zawiera
ponizsza tabela.

Pn Wt Sr Czw Pt So N
19 15 16 14 13 18 17
Przyjmujgc poziom istotnosci a = 0,05 zweryfikujemy hipoteze, ze

prawdopodobienistwo zdarzenia sie wypadku spowodowanego przez nietrzezwego
kierowce jest jednakowe dla wszystkich dni tygodnia. Mamy 7 przedziatow 1, ..., I7
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oraz p1=..=p7=1/7,aliczebnosci n, ..., n; podane sg w tabeli. Z danych
liczbowych wynika, ze n =112, npj=112-1/7 = 16, a wiec

2 1 2 2 2 .2 .2 .2 2 14
= —@ +1"+0"+2"+3"+2" +1")=—=175.
Aemp 16( ) 8
Z tablicy rozktadu chi-kwadrat dla 7—1 =6 stopni swobody i poziomu istotnosci a =
0,05 znajdujemy ;(é =12,59. Poniewaz ;(ézmp < ;(&()5, wigc hipoteze Ho rownosci

prawdopodobienstw zaistnienia wypadkdéw w poszczegdlnych dniach tygodnia
przyjmujemy.

2) Test A Kotmogorowa

Zatézmy, ze cecha X elementdw populacji jest zmienng losowa typu ciggtego. Na
podstawie n-elementowej prébki (n —co najmniej kilkadziesigt) chcemy
zweryfikowac hipoteze Ho, ze cecha X me dystrybuante F . Jako test do weryfikacji
tej hipotezy mozna wykorzystaé statystyke

JnD, =/nsup|F,(x) - F(x)|,

XeR,

gdzie F, jest dystrybuanta empiryczna. Rozkfad graniczny tej statystyki precyzuje tw.

Kotgomorowa (p. 5.1).

Przyjmujemy poziom istotnosci a . Zbiorem krytycznym jest tu zbior
W= {(xl,...,xn):\/ﬁDn >}L},
gdzie A jest liczbg spetniajgcg warunek P(\/ﬁDn >A1)=1-Q(A) =, przy czym
Q(A) jest wartoscig dystrybuanty okreslonej w tw. Kotfgomorowa: dla danego «
znamy Q(A1)=1- a,a 4 odczytujemy z tablicy Q(A4):
0, 10

Q)= k:fw (-)* exp(-1k%2%), >0

k=—o0

Hipoteze Ho przyjmujemy, gdy \/ﬁDn <A.Test 4 Kotmogorowa wymaga, by

dystrybuanta F okreslata hipotetyczny rozktad prawdopodobienstwa jednoznacznie.

C. Przyktadowe testy niezaleznosci
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Przedstawimy ponizej przyktadowe testy do badania niezaleznosci cech elementéw
danej populacji.

1) Zastosowanie testu ;(2

Niech dana jest populacja, ktérej elementy badamy ze wzgledu na dwie cechy

X i Y. Dzielimy zakres zmiennosci cechy X na r przedziatéw, a cechy Y na s
przedziatéw. Przy takim podziale wynik obserwacji moze sie znalez¢ w jednym

z rs przedziatdw. Niech n bedzie liczbg obserwacji, a nj; - liczbg obserwacji, ktére
nalezg do i-tego przedziatu ze wzgledu na zmienng X oraz do j-tego przedziatu ze
wzgledu na zmienng Y. Wprowadzamy oznaczenia (podobne jak dla rozktadéw
brzegowych prawdopodobienstwa zmiennej dwuwymiarowej (X, Y)):

S r
M =D M nj=> N
i i=1

=L

Wtedy oczywiscie jest:

Wyniki obserwacji zapisujemy w tablicy:

Y
zmienna Razem
1 2 S
1 ni1 ni2 N1is nl*
2 n21 N2 nas No,
X
r nfl nrz e nrs r‘]l,>’<
Razem Ny N, Ng n

Przyjmujac poziom istotnosci & chcemy zweryfikowaé hipoteze Ho, ze cechy X
i Y sgniezalezne. Jezeli hipoteza ta jest prawdziwa, to rozktad prawdopodobieristwa
zmiennej losowej (X, Y') jest wyznaczony w sposdb jednoznaczny przez

prawdopodobieristwa w rozktadach brzegowych, tj. przez Pry, ... Pras Paqseor Pag -

Prawdopodobieristwa te zwigzane sa dwiema zaleznosciami: Py, +...+ P, =1,
P,q +...+ P.s =1. Oznacza to, ze do opisu rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej

losowej (X, Y) potrzebna jest znajomos$¢ r +s—2 parametrow. Jesli parametry te
wyznaczymy metodg najwiekszej wiarygodnosci (p. 5.2), to na podstawie twierdzenia
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do zweryfikowania hipotezy Ho bedzie mozna uzyé testu chi-kwadrat Pearsona.
Funkcja wiarygodnosci ma tu postacé:

L= P e P - Pp— oo Progs) ™ Pagt e Pasid (L Pag == Pagg) ™

Korzystajgc z warunkédw maksimum L w postaci:

oL o ic12r-1;
api*
aInLZO’ j=1121""s_1'

J
przy uwzglednieniu

r S
Zpi*zlr Zp*J =1'
i=1 j=1

znajdujemy

I*

pi*:_’ p*J:_ (i=1,2,...,r, j=1,2,...,5).
n n

Potrzebng statystyke ;(2 mozna zapisac nastepujgco:

n.*n*.z
e e o (M-
r s Ij_ j* *J r s n
23> 315 L LIV
i1 i R

i=1j=1  NPixPxj i=1j=1

n
Jezeli prawdziwa jest hipoteza Ho, ze cechy X i Y sg niezalezne, to statystyka ;(2 ma,

jesli n— oo, rozktad chi-kwadrat o rs—(r+s—2)—-1=(r —1)(s —1) stopniach

swobody. Zbiorem krytycznym jest %/ = {(Xl,...,xr, Yiseens ys):;gezmpir > ;(2}, gdzie

;(2 jest liczbg odczytang z tablicy rozktadu chi-kwadrat, spetniajgcg warunek

] kepn(dx=a,
Xa

przy czym k(r—l)(s—l)(x) jest gestoscig prawdopodobieristwa zmiennej losowej o

rozktadzie chi-kwadrat z (r— 1)(s — 1) stopniami swobody.

Niech, dla ilustracji, probka liczy n =500 elementdw a ich cechy X i Y przyjmuje
jedynie dwie wartosci: 0 lub 1. Przyjmujgc poziom istotnosci « = 0,05, sprawdzamy
czy na podstawie ponizszych danych w tabeli mozna przyjac¢ hipoteze Ho o
niezaleznosci cech X i Y.

< X

0O | 60 | 45 | 105
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1 | 195200 | 395
> | 255|245 500

Obliczamy warto$¢ statystyki ;(2 :

2 2
50 105-255\" (. 395.255
500 500

2 —
Aempir =7 105.255 | 395-255
500 500

2 2
(45'_1026345j (200__39:6345J
=2,01.

TTTT105.245 ' 395.245
500 500
Liczba stopni swobody jest réwna (2—-1)(2—-1)=1. Dla a =0,05 odczytujemy

;(5 =3,84. Poniewaz Zezmpir< ;(5, wiec hipoteze Ho przyjmujemy.

Uwaga. Do weryfikacji hipotezy Ho wybierano pewna statystyke U jako test.
Definiowano zbidr krytyczny 4/ taki, by P(%/| HO) =a (prawdopodobienstwo
tego, ze wartosc statystyki bedzie spetnita warunek przynaleznosci do %/ pod
warunkiem Ho bedzie réwne ¢« ). Niech hipoteza Ho i hipoteza alternatywna Hi bedg
hipotezami prostymi, tzn. niech Hy (0 =6,) i H;(8 # 6,) . Do weryfikacji hipotezy
mozna uzy¢ rézne statystyki U irdznie zdefiniowaé zbiér /. Mozna przy tym
popetni¢ dwa rodzaje btedéw: btad pierwszego rodzaju polegajgcy na odrzuceniu

hipotezy Ho, gdy jest ona prawdziwa i btgd drugiego rodzaju polegajacy na przyjeciu

hipotezy Ho, podczas gdy prawdziwa jest hipoteza Hs.
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ZESTAWIENIE ROZKLADOW PRAWDOPODOBIENSTWA ZMIENNYCH LOSOWYCH

Nazwa i

L oznaczenie zm-li-g/r?ne' Rozktad prawdopodobienstwa Warto$¢ srednia Odchylenie standardowe
-P- zmiennej X ! lub gesto$¢ prawdopodobienstwa (oczekiwana) E(X) V(X)
X
Rozktad o N _ _ 9
1. dwupunktowy dyskretny P(X=x1) = p, P(X=x2) = q E(X) =x1p + X2q V(X) = (X1-X2)*pq
Rozktad n
2. dwumianowy | dyskretny Pn(X=Kk) = (k] p"q”‘k , k=1,2,,...n E(X) =np V(X) = npq
(Bernoulliego)
Rozktad — 1) = ar 2Kl k= =
3. Poissona dyskretny Pn(X=k) =e*A9k!, k=1,23,... E(X)=1
Rozktad _ o - E(X) = V(X) =
4. rownomierny dyskretny PX=x)=p=1IN, k=1,2,...,N =X =@W/ND> % | = S§ =N )Z(Xk ~X,, )2
5 “Rozkiad ciagly f(x)=1/(b—-a),a<x<b; f(x)=0, x—pozosta le E(X) = 1/(a+b)/2 V(X) = (b-a)¥12
rownomierny
Rozktad . _ . _ _ —1/a2
6. wykladniczy ciaggly f(x) =0, x<0; f(x) = aexp(-ax), x>0 (a>0) E(X)=1/a V(X) = 1/a
7 I;gﬂﬁj‘;‘ ciagly | 00 =0, x<0;(x) = (@¥/(p)x"" exp(-ax), x= 0 (a>0) E(X) = pla V(X) = pla?
Rozktad
8. normalny | ciagly f(x) = (/~2no)exp|-(x—m)? (202)] E(X) =m V(X) = 02
N(m, o)
Rozktad . Fo) = , .
9. normalny ciagly (1/\/271(1—/0 )0102)6Xp[—1/ 2(1—/0 )X ((X_ml) lof -
2-wymiarowy ~2p(x-m)(y ~m,)/ 0y, + (y ~mp)? o)
o, | Rozkdadehl ciagt Kn(X) = 0, X< 0; kn(X) =1/(2"20(n/2))x"2 12 E(z%)=n V(z2)=2n
" | kwadrat g gty " P A=A Zn Zn

t-Studenta t,
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¢ trzecia. PROBABILISTYKA - wprowadzenie

Prawdopodobienstwo zdarzen
Zmienne losowe jednowymiarowe
Zmienne losowe dwu(wielo)wymiarowe
Wektory losowe i ciggi losowe

Procesy stochastyczne — wstep

Wprowadzenie do statystyki matematycznej
6.1 Podstawowe pojecia i twierdzenia

6.2 Estymacja

6.3 Weryfikacja hipotez statystycznych

Literatura pomocnicza
Wykaz rozktadéw prawdopodobienstwa

Probabilistyka zajmuje sie losowoscig w ujeciu matematycznym.



1. Prawdopodobienstwo zdarzen

Pojecia pierwotne :
- zdarzenie elementarne (ozn. w),

- przestrzen (zbiodr) zdarzen elementarnych (ozn. Q).

Definicja. Zdarzenie losowe (krétko: zdarzenie) podzbiér zdarzen elementarnych w

przestrzeni Q (ozn. A, B, ...) nalezgcych do pewnej rodziny § podzbioréw przestrzeni Q.

I Jezeli Q co najwyzej przeliczalny, to § rodzina wszystkich podzbioréw Q

Il Jezeli Q — przestrzen euklidesowa arytmetyczna R, to S =3 —rodzina wszystkich
zbioréw borelowskich w ® " (patrz MR 1)

Niech A, B ... -zdarzenia. Zdarzenia podlegajg dziataniom na zbiorach:
1) Zdarzenie niemozliwe - A = @ c Q, zdarzenie pewne - A=Q

2) Zdarzenie A zawarte w zdarzeniu B, A c B

3) Alternatywa zdarzen AiB,AUB

4) Koniunkcja zdarzen AiB,ANB

5) Réznica zdarzen AiB, A—B

6) Zdarzenia A i B wykluczajgce sie, ANB=0

7) Zdarzenie przeciwne do A, A= Q - A.

Definicja. Q — przestrzen zdarzen elementarnych, § - rodzina zdarzen (losowych).
Niech P : §— ® spetfnia warunki:

1° VAES P(A)=0

2° P(Q)=1,

3°AES VREN | AnnAn=0 dlan#m, to PUA,)=3PA,)-
n n

Funkcje P nazywa sie rozktadem prawdopodobieristwa na § (na Q). Liczbe P(A) dla

A € § nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A.

Podstawowe wtasciwosci rozktadu prawdopodobienstwa:

1) P(@) =0, 2)P(Q)=1, 3) P(A)=1-P(A),

4) P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB),

5) ACB;toP(A) = P(B),

6) YAES P(A)<1,

7) As,..., As ciggu zdarzen parami roztagcznych (A, N A, =@ dla n = m),
to P(UL, A) = Zi, P(4;),

1 MR — materiat rozszerzony
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Definicja. Uktad (Q, S, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna.

Przyktady rozktaddéw prawdopodobienstwa

A. Niech Q bedzie przestrzenig przeliczalng: Q = {w1, wy, ...}. Funkcje P okreslamy
nastepujyco:

P ({wi}) = pi,
gdzie (pi) jest danym ciggiem liczbowym — takim, ze

P, =0 YiE N, Zpi =1
i=1
Uktad liczb (p1, p2,...) definiuje rozktad prawdopodobienstwa. Mamy bowiem:
jesliAc QiA={wi, wpy, ..}, to
P(A) =P ({win}U{wip}U..)=P{wn}) +P({w})+..=pa+pi+...

Jezeli Q) jest przestrzenia skonczona:

Q ={w1, ..., wp}, to
n

i=1
W szczegdlnosci mozna przyjaé (rozktad réwnomierny)
Pl{w)) ==, i=1,2,..,n.

Wtedy, jesli A={wn, ..., wic (A - k-elementowe), to P (A)==.
Liczbe k nazywamy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A.

B. Niech Q=®'=® i §=@3 -rodzina zbioréw borelowskichw ® (patrz MR?).
Niech f jest dana funkcjg nieujemna (f = 0), catkowalng na dowolnym przedziale

(a,b) i taka, ze
[IRGLEE
Niech

) Fo = | T @

Rozktad prawdopodobienstwa P na @B definiujemy nastepujgco: P ([a,b)) = F (b) — F(a)
dla dowolnego [a,b) (a=b). Wykazuje sie (twierdzenie o rozszerzeniu miary), ze P
rozszerza sie jednoznacznie na wszystkie podzbiory — elementy rodziny borelowskiej
B podzbiorow R.

Funkcje F nazywamy dystrybuantg, a f gestoscig prawdopodobieristwa na ®..

2 MR — materiaf rozszerzony
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Definicja. Jesli P(B)>0, to prawdopodobienstwem (warunkowym) P(A/B) zdarzenia A
pod warunkiem zdarzenia B hazywamy
P(AN B)

P(B)

Wzér powyzszy okresla tzw. warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zdarzen z §.

P(A/B) =

Twierdzenie (o prawdopodobienstwie zupetnym). Jezeli A; (i przebiega przeliczalny
lub skoriczony zbidér indekséw) tworzg uktad zupetny zdarzen, tzn.

UAE.=1’1, A NA=0dlai#j, PA)=0,

to dla dowolnego zdarzenia B jest

P(B)= ) P(B/A) P(A).
i
Twierdzenie (Bayesa). Jezeli A; co najwyzej przeliczalny cigg zdarzen tworzacy uktad
zupetny (U, A; = 01 i Aiparamiroztaczne) oraz P(B)>0, to dla kazdego zdarzenia A;
ze zbioru (Aj) jest
P(A;)P(B/A;)
2 P(A;)P(B/A;)

P(A;/B) =

Definicja. Zdarzenia A i B sg niezalezne, jezeli

P(ANB) = P(A)-P(B)

I Jezeli Ai B sg niezalezne i P(B)>0, to

P(A/B) = % — P(a),
a jesli P(A)>0, to
P(B/A) = % — P(B) .
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2. Zmienne losowe jednowymiarowe

Niech (Q, S, P) — przestrzen probabilistyczna, gdzie Q — przestrzen zdarzen
elementarnych, §—rodzina zdarzen, P — rozktad prawdopodobienstwa na S (na Q).

Definicja. Przez zmienng losowg (jednowymiarowg) na Q rozumiemy funkcje

rzeczywistg X okreslong na Q (X: Q—+®) taka, ze dla kazdej xER,
A ={oe; Xw)<x}ES,
(czyli Ax jest zdarzeniem dla kazdej liczby rzeczywistej x).

I Jezeli Q jest co najwyzej przeliczalna, to kazde przeksztatcenie zbioru Q w zbidr
liczbowy w ®! = ® jest zmienng losowa.

Definicja. Niech X zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej (Q, S, P) i niech @
rodzina borelowska 3 zbiorow na ® ! = ®.. Niech Px funkcja zdefiniowana na @ wzorem
Px (4) = P{oeQ: X(0)e A}), AcB

Funkcje Px nazywamy rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X.

Definicja. Dystrybuantg zmiennej losowej X (wyznaczong przez rozktad Py )

nazywamy:
Fx(x) = P({w € 0; X(w) < x}) = Px(—2, X).

Definicjia. Zmienna losowa X jest typu skokowego (jest zmienng dyskretng), jezeli

istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér wartosci X' = & tej zmiennej losowej (tzn.
X(2)=X, Px(X)=1). W szczegdlnym przypadku X jest typu skokowego, gdy X jest

skonczony.

Elementy xk zbioru X, czyli gdy X = (x1, x2, ...) (zbidr przeliczalny) lub

X=(x1, X2, ..., Xn) (zbidr skoriczony) sg wartosciami zmiennej losowej X.

Uwaga. Niech

i)l 02N

Pk=p(-'xkj = Px[{xk}j = P({o: X(w) = xk}j=P(X = ij =0

Sont

k

i niech

Zbior (pk) liczb p(xk) wyznacza rozktad prawdopodobieristwa Px zmiennej typu
skokowego (dyskretnej) X. Dystrybuanta Fx zmiennej X jest funkcjg schodkowa

3 Rodzina borelowska 3 (rodzina zbioréw borelowskich) — przeliczalnie addytywna rodzina zbioréw w ®,
zawierajgca wszystkie zbiory otwarte (przeliczalnie addytywna rodzina zbioréow @:

AcB=>R-AcB, JeB VieN AjeB=|JA; €B)
i
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(lewostronnie ciggtg) o skokach pk dla x = xk(por. rys. przy przy n=3, p=1j3) .Suma

skokdéw dystrybuanty Fx jest réwna 1.

1
Fy
Wb —— — — - — — — - - — - - —
M- —-— - - — .
Mk = — = = Y
* X
1 2 3

Wygodnga forma prezentacji zmiennej dyskretnej X o skoficzonym zbiorze wartosci
jest histogram, czyli wykres funkcji przedziatami staty, o wartosciach px, przy czym xx
sg $Srodkami podstaw prostokatow przedstawiajgcych histogram. Na przyktad, dla i=
1,2,3 oraz pi=1/3 — histogram ja na rys..

Pk

1/3

Xk

Zatézmy teraz, ze zbidr X jest nieprzeliczalny i niech X¥= ®1= ®.

Definicja. Zmienna losowa X o dystrybuancie F nazywamy zmienng losowg typu

ciggtego, jezeli istnieje funkcja f = 0 na ® i taka, ze E(: f(u)du=1 oraz
F(x) = J.f[u]du :

Funkcje f nazywamy gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej X.

Podstawowe wtasciwosci dystrybuanty zmiennej losowej

1) Jezeli X dowolna zmienna losowa, to F(-0) =0, F(+») =1, F(x) € [0,1] VXe®,,
F — lewostronnie ciggtana ®_.

2) Jezeli X zmienna losowa typu skokowego, to

F(x)= > P(X=x)= 2. px —funkcja,schodkowa” .

X <X X <X
3) Jezeli X zmienna losowa typu ciggtego, to F(x) ciggta na zbiorze ® i F'(x) = f(x)
w punktach ciggtosci f.
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4) W przypadku zmiennej losowej typu ciggtego jest: P((a,b)) = P((a,b]) = P([a,b)) =
P([a,b]) = F(b) — F(a) (dla dowolnych a<b € R).

Przyktady rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych

1) Zmienna losowa X ma rozktad jednopunktowy, jezeli X'= {xo} i p(xo) =
= P({w: X(w) = xo}) = 1.

2) Jezeli X={x1,x2} i p(x1) = P{w: X(w) = x1}) = p, p(x2) = P{{w: X(w) =x2})=q=1-p
(0<p<1), to zmienna X ma rozktad dwupunktowy.

3) Niech X = (x4, ..., Xa} i pi=1/n. Zmienna losowa typu dyskretnego ma tzw. rozktad
réwnomierny

4) Niech f(x) =1/(b-a), xe[a, b] oraz f(x) =1/(b-a), xe[a, b] oraz f(x) =0, x¢ [a, b].
Wtedy f jest gestoscig rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej losowej typu
ciggtego, zwanego rozktadem jednostajnym lub réwnomiernym lub prostokgtnym.

Dystrybuante dla tego rozktadu przedstawia ponizsza funkcja ,klamrowa”

0, x=an
¥ —a
Flx) = a<x=bh
bh—ag
1. x=h

5) Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad gamma, jezeli gestoscia

prawdopodobienstwa tej zmiennej jest:
0,x=0
f(xj = {J%xﬂ—le—ﬁx’x -0

Symbol I(p) oznacza tzw. funkcje gamma Eulera:

[=a)

rip) = f xP e ™ dx .

o
Funkcja I jest uogdélnieniem pojecia ,,silnia”. Mianowicie, I (n+1) =n!, (1) = 1.

Dla p = 1rozktad gamma nazywa sie rozktadem wyktadniczym.

6) Niech f(x)= exp[—(x—m)z] , 0>0,m-dowolne, x € R. Funkcja f jest

1
N27w o
gestos$cig waznego rozktadu prawdopodobieristwa zwanego normalnym N(m, o)
(N(O, 1) jest tzw. rozktadem standardowym). Wykres funkcji f nazywa sie krzywa

. . . X . .
Gaussa. Stablicowana jest funkcja €(x) = .[0 f(udu,przym=0ioc=1,gdyz
dystrybuanta dla rozktadu standardowego wyraza sie wzorem

(054 2(x)x=0
Flx) = { 05—#(—x),x=<0

"n/7



1 6x)

Definicja. Warto$cig przecietng (wartoscig oczekiwang) zmiennej losowej X,

oznaczang symbolem E(X), nazywamy wielkos¢ liczbowa okreslong nastepujgco (jesli
istnieje):
1) X jest zmienng losowg typu skokowego (dyskretnego), to

E(X) = Xy xpp(x);

2) X jest typu ciggtego o gestosci prawdopodobienstwa f, to
E(X) = f_m xf(x)dx.

Twierdzenie. Jezeli zmienna losowa Y = g(X), gdzie X jest zmienng losowg, oraz
istniejg E(X) i E(Y), to

1° w przypadku, gdy X jest typu skokowego o co najwyzej przeliczalnym zbiorze
wartosci X'= {x1, x2, ...}, jest

E(V)=E(g(x))= 2, g9(x)p(x);
2° w przypadku, gdy X jest typu ciggtego o gestosci prawdopodobienstwa f
B = E(e(0) = [ gftax

Twierdzenie. Jezeli dla zmiennej losowej X istnieje E(X), to dla dowolnych a, b € ®
istnieje E(aX+b) i E(aX+b) = aE(X)+b.

Definicja. Wariancjg zmiennej losowej X nazywany
V(x) € E(X — E(0)])

(jesli istnieje). Natomiast

og(X) ¥ -'m

nazywamy odchyleniem standardowym zmiennej losowej X (jesli istnieje V(X)).
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Twierdzenie. Niech X bedzie zmienng losowg o wariancji V(X). Wtedy
1) V(X)) =EX?) — (E(X))?,
2) dladowolnych a,b ER V(aX +b) = a*V (X),

Uwaga. Niech V(X) > 0 wariancja zmiennej losowej X, a E(X) jej warto$¢ oczekiwana.
X—E(X)

L

Wtedy zmienna standaryzowana ¥ = —— ma nastepujgce charakterystyki

VX
E(Y) =0, V(Y)=1.

¥

Definicja. Kwantylem rzedu p (0<p<1) zmiennej losowej X o dystrybuancie F nazywa-

my taka liczbe xp, ze F[xp) =p = F[x;). Kwantyl rzedu p = 1,*’2 nazywamy
mediana.

3. Zmienne losowe dwu(wielo)wymiarowe

Niech (Q, S, P ) przestrzen probabilistyczna. Na przyktadzie zmiennej
dwuwymiarowej, oznaczanej przez (X, X,) przedstawimy gtéwne pojecia

i zagadnienia do rozwigzania, wtasciwe dla zmiennych wielowymiarowych. Natomiast
zagadnienia specyficzne tylko dla zmiennej dwuwymiarowej dotyczy¢ bedg zmiennej
oznaczanej przez (X, Y).

Definicja. Niech (Q, S, P ) przestrzen probabilistyczna i niech
03 w— X =(X,,X,) €R”. Uktad funkcji (X,,X,) na Q nazywamy

dwuwymiarowga zmienng losowg (X nazywamy wektorem losowym o dwdch

sktadowych), jesli
(#) {we (X, (w), X.(w))eA}E S

dla kazdego zbioru A rodziny borelowskiej 8 w ® 2 (hajmniejsza rodzina przeliczalnie
addytywna zbioréw, zawierajgca zbiory otwarte w ® ?).

| Niech (X,,X,) dwuwymiarowa zmienna losowa (X = (X,,X,) wektor losowy).
Wtedy Xi (i = 1, 2) sg jednowymiarowymi zmiennymi losowymi. Na odwrét, jesli X, X,
zmienne losowe na Q, to (X;,X,) dwuwymiarowa zmienna losowa, jeéli spetniony

jest warunek (*).

Definicja. Niech Py(4) = P({w € 0: X (w) € A}), A€ B Funkcje te nazywamy

rozktadem prawdopodobieristwa wektora losowego X (zmiennej losowej

dwuwymiarowej (X;,X,)) na Q, indukowanym przez rozktad prawdopodobiefstwa P

na Q. Funkcje
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Felx) = B(fx] <x,x; < x,}) = A{ew: X (w) < x, X (w) < x,)), przy
x = (x1, X2) € R? nazywamy dystrybuantg wektora losowego X (zmiennej losowe;j

dwuwymiarowej X).

Uwaga. Odnosnie dwuwymiarowej zmiennej losowej stosowac bedziemy gtownie
tradycyjne oznaczenia: (X,Y), Pixv), Fixy)= Fxn(X<x, Y<y)= P({ew:X(w)<x, Y(w)<y}). Przy
tym wzor Pixon({(x,y): X1 = X < X2, y1 = y < y2}) = F(x2,y2)-F(x2,y1)-F(x1,y2)+F(x1,y1) okresla

(definiuje) rozktad prawdopodobienstwa za pomocg dystrybuanty.
I Zmienne dwuwymiarowe moga rowniez by¢, m.in. typu skokowego i ciggtego.

Definicia. Méwimy, ze wektor losowy X jest typu skokowego (typu dyskretnego),

jezeli X(£1) = X jest co najwyzej przeliczalny oraz P(X)=1. Jezeli
X=X Y),tox={0,y);, i=12,..;j=1,2,..., }

ozn

| Jezeli p; >0, Zi,j pj =L P(X=x.,Y=y;) = p(X,y;)= P, to uktad liczb ( p;; )

okresla rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y).

Definicja. Zmienna losowa (X, Y) jest typu ciggtego, jesli istnieje funkcja f(x, y)

+00 +00
nieujemna - taka ze j _[ f (u,v)dudv =1 itaka, ze F X, y j _[ f (u,v)dudv jest

dystrybuantg zmiennej (X, ¥). Funkcje f nazywamy gestoscig prawdopodobieristwa

zmiennej losowej (X, Y.

Przyktady:

1) Funkcja f(x,¥) = (x v) € [a. b]=[c,d] if(x v) = 0dla pozostatych

(h—a)(d—
(x,¥) € R” jest gestoscia rozktadu ciagtego prawdopodobieristwa zwanego

rozktadem jednostajnym (réwnomiernym).

2) Zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny o gestosci réwnej
1 (x—m, > — . Y— (yr— )2
f(.’l’,}’j _ exp {_ : I:x.r :':1_:' _ EQI m, ¥—my + B ::1_:1 ]}

2i1—p2) T
(gy,0, = 0,0° < 1) (0zn.N(m,m,,0q,0,,0))

2Ty Ogy) [1—p2 &y o, O Ly

Definicja. Niech (X, Y ) zmienna losowa dwuwymiarowa o dystrybuancie F(x,y).

Funkcje Fy(x) = lim __ F(x,v) , F(¥)=lm,__ F(x,¥) nazywamy

Yo

dystrybuantami brzegowymi zmiennej (X,Y ), okreslajgcymi brzegowe rozktady

prawdopodobienistwa zmiennych Xi Y.

I Jezeli f{x,y) jest gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej losowej (X, Y), to
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filx)= _Ir_ﬂhf(x,}?) dy, fy(v) = _f'_ﬂf(x,}?)dx sa gestosciami brzegowych rozktadéw

prawdopodobieistwa o dystrybuantach Fx i Fy.

I Jezeli (X,Y) jest dwuwymiarowg zmienng losowa typu skokowego o rozktadzie
prawdopodobienstwa okreslonym liczbami p(x;, y;) = P(X=x;, Y=y;), to
pe(x) = Z;0(x.3;). pe(y;) = Z: p(x:.¥;) wyznaczaja odpowiednio brzegowe

rozktady prawdopodobiernistwa.

Przyktad.
X y Y ¥ Vs Py(xi) = Zp{x.--:r;]
e plxpy) =% plxy.y:) = % plxyys) = Li pxlx,) = % :;
* ply) =5 play)=% |playy) = glpxl) =2 =3
B (y;) = Zpixr-:rﬂ P00 =5=1pr On) =S =prO) =5 =3 1
Przyktad. Zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad normalny o gestosci
fley) = 2mo, oy,/1-p2 exp{— 2':11—-E'2:' [I:I_::;;}: B EQI:H;}-_:: + ':3"—;;:3'3:}

(¢,,0, = 0, p* < 1). Wtedy (po przeksztatceniach)

1 .
——exp [-— (x—my)*],

V2o 20)

felx) = ff[er]dF =

£O) = [ f@rdx =——ex[-

l -~
—(x —m,)"
oo, o [ (rmma)’]

sg gestosciami prawdopodobienistwa rozktadéw brzegowych. Sa to rozkfady
jednowymiarowe normalne N (m1, o;) i N(m2, o5).

Definicja. Zmienne losowe X1, X2 w wektorze losowym X = (X1, X2 ) nazywamy
niezaleznymi, jesli dla dowolnych zbioréw borelowskich Ai, A; zdarzenia

Z ={wenX(w)EA) =12

sg niezalezne, a w szczegdblnosci

Py(X €A) = Py (X, €EAy) Py (X, EAY)
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przy X = (X1, X2) oraz A = A1%A;.

I Dla niezaleznych zmiennych losowych X i Y wektora losowego X = (X, Y) jest
F(x,y)=F¢ (X)-F (y), gdzie Fy (x) i K (y) oznaczaja dystrybuanty zmiennych
X i Y aF dystrybuante wektora losowego X = (X, Y).W szczegdlnosci, dla zmiennych
losowych typu ciggtego jest:

flxy) = fr (W),

a dla zmiennej typu skokowego:

P(Xi, ) = Px (65) Py (¥j)

Przyktad. zmienne losowe X, Y brzegowe rozktadu normalnego zmiennej
dwuwymiarowej (X,Y) sg niezalezne dla p = 0, gdyz tylko wtedy fx(x) fr(y) = f(x,y),
gdzie f(x,y) jest gestosciag dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

Definicja. Niech (X, Y) dwuwymiarowa zmienna losowa i niech Z = g(X, Y) zmienna
losowa jednowymiarowa. Wartoscig przecietng (wartoscig oczekiwang) zmiennej
Z=g(X, Y) nazywamy:

1) w przypadku zmiennej typu dyskretnego

E(8((X, Y)) = > 9(%, ;) (%, ;)
iJ

2) w przypadku zmiennej typu ciggtego
~+00 +00

E(eY) = | [ a(xy)f(xy)dxdy.

—00 —00

Definicja. Niech /, k dowolne liczby catkowite nieujemne. Momentem rzedu k+/

zmiennej losowej (X, Y ) nazywamy wielkos¢ (jesli istnieje):
m(x*,Yh=g(x*v"y,
natomiast momentem centralnym rzedu k+/ nazywamy

#X Y =E((X=m)* (v -my)')

gdzie
m, = m(X) = E(x) = E(XY%), my,=m(¥) = E()= E(X%Y).

Definicja. Kowariancjg zmiennej losowej (X, Y) (zmiennych losowych X i Y) nazywamy
moment centralny rzedu 1+1:

def 101
cov(X,Y) = u(X",YY),

a wspdtczynnikiem korelacji zmiennych losowych Xi Y nazywamy

def cov (XY
p(x.y) = L)

Ox Oy
gdzie
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o =V(X)=u(XN°), of =V()=u(x’?

( E(X), E(Y) oraz V(X), V(Y) to de facto odpowiednio wartosci przecietne oraz
wariancje zmiennych losowych brzegowych zmiennej dwuwymiarowej (X, Y)).

Twierdzenie.
1) Jedliistniejg E(X) i E(Y), to E(X+Y)= E(X) + E(Y).
2) Jezeli zmienne losowe X i Y s3 niezalezne i istniejg E(X) i E(Y), to E(X-Y)=E(X)-E(Y).

3) Jesli zmienne losowe Xi Y sg niezalezne i istniejg momenty rzedu 2+0, 1+1, 0+2
zmiennej (X, Y), tocov (X.¥)=0(p(X,Y)=0).

4) Jezeli istniejg momenty rzedu 2+0, 1+1, 0+2 zmiennej losowej (X, V)i £ = X +Y
jest zmienng losowa, to V(Z) = E(Z —E(Z))* = V(X)+V (Y)+2cov(X,Y).

5) Jesli px v jest wspotczynnikem korelacji zmiennych losowych XY to

| Py ]S 1(cov(X,Y)|<oyoy) .

6) Jezeli X,Y zmienne losowe, to dla dowolnych a,b,c,d (a#0 i c#0) jest |pﬁ.JY| =

’

= |Pnﬁ+b,cf+d

7) warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by istniaty a,b (a#0) takie, ze
P({w: Y (®) = aX(w) + b)) = 1jest p2, = 1.

lezeli px y = 0 (cov (X, Y) = 0), to zmienne losowe X,Y nazywamy nieskorelowanymi

(tw. odwrotne do p. 3) nie musi zachodzié).
Przyktad. Jezeli X =N(my,oy), Y =N(m,,0y) oraz X i Y sgniezaleine, to
X+Y =N(my +my, a>2< +a$).

Uwaga. Momenty centralne drugiego rzedu zmiennej losowej (X, Y) tworzg tzw.

macierz kowariacyjng, symetryczng i dodatnio okreslong [,uij] przy i, j=X,Y .

Definicja. Warunkowym rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X pod

warunkiem zdarzenia B (P(B)>0) nazywamy rozktad okreslony wzorem

P.(AIB) = P({w € 0 : X(w) € 4}|B) = ﬁP({m:X{mj €4}NB), A€
(B - rodzina borelowska zbioréw).

! Jezeli (X, Y) dwuwymiarowa zmienna losowa typu dyskretnego

X:0-={x,x,,..}5 V:0Q—={yv,v. ..},
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i B; = {m: Y= }r}-},,ﬁli = {w: X = x.}, to mamy rozktad prawdopodobieristwa

B X = . ;.
warunkowego Py (4;|B;) = p(x|y;) = # Dla ustalonego y; wielkosci

p(xi|y;) (i=1,2,...) definiuje warunkowy rozktad prawdopodobieristwa zmiennej

losowej X pod warunkiem Y = y;. Wtedy dystrybuanta tej zmiennej jest réwna
Pl.&f.lq.Y—_) )]

F(x|v)— Pr=y) -

Il Jezeli (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa typu ciggtego o gestosci f

i dystrybuancie F, a fr gestos¢ zmiennej losowej Y, to dla ustalonego y definiujemy

rozktad warunkowy zmiennej losowej X o gestosci f(x|y) = flxy) I’:’}

F(xly) = [7 fuly)du.

i dystrybuancie

Wprowadzimy teraz wazne pojecie regresii.

Definicja. Niech (X,Y) zmienna losowa dwuwymiarowa, dla ktdrej istnieje kowariancja.
Niech E(X|y) oznacza wartos$¢ przecietng zmiennej losowej X o rozktadzie
warunkowym P(X|y), a E(Y|x) oznacza wartos$¢ przecietng zmiennej losowej Y

o rozktadzie warunkowym P(Y|x). Zbiér punktéw na ptaszczyznie Oxy

o wspotrzednych (x,E(Y|x)) nazywamy linig regresiji (pierwszego rodzaju) zmiennej

losowej Y wzgledem zmiennej losowej X. | analogicznie, zbiér punktéw na
ptaszczyznie Oxy o wspoétrzednych (E(X|y),y) nazywamy linig regresji (pierwszego

rodzaju) zmiennej losowej X wzgledem zmiennej losowej Y.

Przyktad. Niech (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa o rozktadzie normalnym o

gestosci f(x,y) = ot exp{~ s [ - 20T TR 4 0
Ine, o 1—p” 2{1—p%) iy &y op oy
z rozktadami brzegowymi o gestosciach
] 1 P
fo) = m—exn |- = (r = m))?] f0) = Z—exp | m)?]

Gestosci rozktaddw warunkowych sg zatem rowne:

f'.t‘,._‘,»:' 1 _ 1 — R} — )
[:le:] fr }:' Vemy/l-p F, EXPI Zlil—pz}:?f' (.’X 1 P T [}F ]‘?‘1:]) ]'

a wiec rozktadu normalnego N (ml +p :—' (v —m,),o041 — pfj oraz

Fley) _ 1 St (e — 0% —m. )
fllx) = | (M — e 2 my) |

'.r} VIm 11— p

czyli rozktadu normalnego N {m: +p % (x —my )00y 1 — pf]. W efekcie mamy

E(Xly) = 1“1+PZ_;(}F —m,),E(Y|x) =m, +p:—=[:x —my).
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Zatem linie regresji s liniami prostymi: prosta regresji zmiennej X wzgledem Y ma
rébwnanie x = m, + g :—' (v —m,), a prosta regresji Y wzgledem X ma réwnanie

y =m, -I-,G%(x— m,).

I Dla przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej typu skokowego linie regresji s3,
co najwyzej przeliczalnymi zbiorami punktow ptaszczyzny Oxy.

I Jesli zmienne losowe X,Y sg niezalezne, to E(X|y)=E(X), E(Y|x)=E(Y), czyli linie
regresji sg liniami prostymi rownolegtymi do osi Oy i Ox ptaszczyzny Oxy.

Twierdzenie. Niech (X,Y) dwuwymiarowa zmienna losowa. Wtedy
E((Y— @(X))*) == min, gdy z prawdopodobieristwem 1 funkcja ¢(x) = E(¥|x),

czyli P({x: @(x) = E(YI|x)}) = 1.

Uwaga. Twierdzenie ma znaczenie praktyczne. Jezeli mamy zaobserwowane wartosci
(xi, vi) (i=1, ..., n) zmiennej losowej (X,Y), dla ktérych mozna przyja¢
prawdopodobienstwo i (p(xz-,}ri) = ﬂ i jesli szukamy funkcji ¢, ktéra najlepiej
oddaje zalezno$¢é pomiedzy X i Y, czyli funkcji, w poblizu ktdrej koncentrujg sie punkty
(x;, yi), to mozna przyjaé, ze zadamy, by Z™, (x;, — @(v,))* = min, gdy x=¢(y) lub

2=, (v — @(x;))* = min, gdy y= ¢(x).

Dla zmiennej losowej (X,Y) typu skokowego warunki powyzsze sg réwnowazne
warunkowi z twierdzenia. Oznacza to, ze jako ¢ nalezy przyjac E(Y|x).

Linie regresji pierwszego rodzaju sg liniami prostymi tylko w szczegdlnych
przypadkach. Z drugiej strony zaleznos¢ linowa jest najprostsza. Dlatego, kosztem
nawet pewnych niedokfadnosci i wiekszych bteddw przyblizen, poszukuje sie najlepiej
liniowej zalezno$ci pomiedzy zmiennymi Xi Y.

Definicja. Prostg regresiji (linig regresji drugiego rodzaju) zmiennej losowej Y

wzgledem zmiennej losowej X nazywamy prostg v = ax + 8, gdzie @ i f5 liczby, dla

ktérych spetniona jest zalezno$¢ E((Y — ax — £)*) = min.

Twierdzenie. Prosta ¥ = ax + [§ jest prostg regresji drugiego rodzaju zmiennej

losowe] Y wzgledem zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy
oy

= 5 = —
o —pEX, £ =my pﬂxmx,
gdzie:
my = E(X), my = E(Y) — wartosci przecietne,
g, = 4/ V(X).ey = /V(¥) - odchylenia standardowe X, Y,

cov(X.¥) , . sy
p = — - wspotczynnik korelacji Xi Y.
Ox Ty
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Analogicznie prosta regresji (drugiego rodzaju) x = y ¥ + & zmiennej X wzgledem

zmiennej Y jest przy ¥ = pZ—"’,ﬁ =m,— pEm

y -
¥ Ty

@ 1o
I Wspétczynniki kierunkowe prostych regresji &y 5 = Pa—r Ay y = ;g_r nosza
X X

nazwe wspoétczynnikow regresji.

4. Wektory i ciggi losowe

W tym rozdziale dokonamy uogdlnienia i rozszerzenia wiadomosci z rozdz. 3 na
dowolne uktady zmiennych losowych —zmienne losowe n-wymiarowe i ciggi losowe -
czyli wektory losowe o dowolnej liczbie sktadowych i uktady przeliczalne zmiennych
losowych.

Definicja. Niech (Q, ., P) przestrzen probabilistyczna. Uktad funkcji

X: Q5" X(w) = (X;(®),..., X,(®)) nazywamy wektorem losowym

(o n sktadowych) lub n-wymiarowg zmienng losows, jezeli

{weQ: X(w) e Aye s

dla kazdego A € B (B - rodzina borelowska w przestrzeni ®" ).

Definicja. Funkcja Py okreslona na rodzinie borelowskiej @ w przestrzeni ®"
P« (A)=P{weQ: X(w) €A)}eS, Ae®

nosi nazwe rozktadu prawdopodobienstwa wektora losowego X. Funkcja

F(x) = F(x1,...,xn) = Px (X1 < X1,..., Xn < Xn), X =(X1, ...,.Xn) € R - nazywa sie

dystrybuantg wektora losowego X.

Definicja. Niech X (Q2 ) = X co najwyzej przeliczalny i niech P(X') = 1. Wektor losowy X
(zmienng losowg n-wymiarowg (Xi,...,Xn) ) nazywamy typu dyskretnego (typu
skokowego).

I Niech X' = (Xil""’xin) iniech p; ; >0 takie, ze > P =1 Przyimujac
iy

PX(X=(Xi1,..., Xin) )= Pi.i okreslamy w ten sposéb rozktad prawdopodobienstwa

wektora losowego X typu dyskretnego.

Definicja. Niech F (x3, ..., Xn) dystrybuanta wektora losowego X = (X1, ..., Xn ). Jezeli

+00  +00
istnieje f(x1, ..., xn) = 0, (x1, ..., Xn)e R"taka, ze J. j f(X,.... X,) dx;...dx, =1 oraz
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XX,
F (X1, ..., Xn) = J j f(u;,...,u,)duy;..du,, to X nazywamy wektorem losowym typu

—0o0 —00

ciggtego.

Definicja. Niech F (x4, ..., x») dystrybuanta wektora losowego (X3, ..., X» ). Funkcje
Fx (x) = lim ... lim F(x,....x;),

X,—00 X, —>00

Fy, 0G)= lim lim .. lim F(x,...X,),
X, >0 X3—>0 X, —>0

Fy (%)= lim .. lim F(x,...X.),
n X =0 X =0

nazywamy dystrybuantami brzegowymi zmiennej n-wymiarowej (X1, ..., Xn) -

dystrybuantami zmiennych (brzegowych) Xi, ..., Xn.

Duze znaczenie w statystyce matematycznej majg ponizej omdwione pokrétce
rozktady zmiennych losowych ,,generowane” przez uktady zmiennych losowych
niezaleznych o rozktadach normalnych.

Definicja. Rozktadem chi-kwadrat o n stopniach swobody nazywamy rozktad
prawdopodobienstwa sumy kwadratéw n niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadach N(0,1).

Zmienng losowa o rozktadzie chi-kwadrat o n stopniach swobody oznaczamy

standardowo przez .X;,, jej dystrybuante przez K, a gestos$¢ prawdopodobieristwa przez k,

! Dla prawdopodobienistwa P(;(ﬁ < ;(i) =1-a stablicowane s3 ;(Ozl dla réznych

nia.
N E(z2)=n, V(z2)=2n

Definicja. Rozktadem t-Studenta o n stopniach swobody nazywamy rozktad
X el
prawdopodobiernstwa ilorazu &, = T gdzie X i .X;, sg niezaleznymi zmiennymi

yn
losowymi, X ma rozktad normalny N(0,1), a X> ma rozktad chi-kwadrat o n stopniach

swobody.
! Dla prawdopodobienstwa P(|tn| <t,)=1-a stablicowane sg t, dlaréinych n i a.
I E{t,)=0; V(t,)=n/(n-2), n>2.

Definicja. Niech (Q, s, P) przestrzen probabilistyczna i niech w tej przestrzeni

okreslone sg zmienne losowe Xi, X2, ... . Tworzg one cigg losowy (X»), jezeli
(X1,..., Xn) jest wektorem losowym dla kazdego n e v .
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Definicia. Zmienne losowe Xi, X2, ... w ciggu losowym (X1, X2, ...) nazywamy
niezaleznymi, jezeli zmienne X, ..., Xo» W wektorze losowym (X, ..., Xn) sg niezalezne dla
kazdegon € N.

Uwaga. Poniewaz ( X (o)) jest ciggiem liczbowym dla kazdego ® € Q2, mozna

mowic o zbieznosci punktowej ciggu losowego X, tzn. X — X (lim X =X,
N—o0 n—o0

jezeli X (w) - X(o)dlakazdego w € Q, czyli
N—o0

X, > X Ve>0VoeQIN(w) e NVn>N(w)| Xy(0)-X(o)|<¢€.

nN—o0

Zbiezno$¢ moze by¢ tez jednostajna, tj.
X, = XoVe>0INeNVoeQVn>N| X (0)-X(0)|<s.

N—o0

W probabilistyce wprowadza sie jednak inne niz powyzsze zbieznosci ciggéw
losowych.

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X wedtug
prawdopodobienstwa (stochastycznie, wedtug miary), jezeli

Ve>0 limP({o: | X (0) - X(w)|<e})=1.

wg prawd.
Piszemy wtedy X~ — X.

N—oo

! Powyzszy warunek definicyjny jest rbwnowazny nastepujgcemu:

Ve>0 IImP({o: | X, (@) - X(w)|=¢}) =0.

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X

z prawdopodobienstwem 1 lub inaczej prawie wszedzie, jezeli

P{o: lim X, (@)= X(@)}) =1.

zprl
co zapisujemy X — X lub X, —X.
N—o0 n—oo
zprl wg prawd.

Twierdzenie. Jezeli X, — X ,to X, — X.
n—oo N—o0

Definicja. Niech E(an) <o VNeN i E(XZ) <. Cigg losowy (Xp) jest zbiezny do

zmiennej losowej X $Sredniokwadratowo , jezeli

lim E|(x, - X ?]=0.

N—oo

Piszemy wtedy l.i.mX,=X.

n—oo
wg prawd.
Twierdzenie. Jezeli l.i.m X, =X ,to X, — X.
n—oo n—o0
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I Zauwazmy, ze jesli lim E[(xn —X)2]=O,to lim E|X, - X|=0 oraz

N—o0 n—oo

lim E (X)) = E(X).

Definicja. Cigg losowy (X») jest zbiezny do zmiennej losowej X wedtug dystrybuant,
jesli ciag dystrybuant (F,) ciggu (X») jest zbiezny punktowo do dystrybuanty F
zmiennej X w kazdym punkcie ciggtosci dystrybuanty F.

! Niech F, bedzie dystrybuantg zmiennej losowej X, (n =1, 2, ...). Cigg losowy (X») jest
zbiezny do zera wedtug prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdy

lim F. (x) 0, x<0
m X) = .
N—00 n 1, x>0

Definicja. Niech (X») cigg losowy. Jezeli zmienna losowa Y jest granicg ciggu losowego
(Yn), gdzie

n
Yn :ZXi
i=1

(zbiezno$é w okreslonym sensie), to
0zn oo

Y =YX
i=1

nazywamy szeregiem zmiennych losowych X1, Xa, ... .

Oprodcz zbieznosci ciggu (Yn) sum cze$ciowych ciggu (X») w probabilistyce
wykorzystuje sie zbiezno$é ciggu (AnYn), gdzie (An) jest ciggiem liczbowym zbieznym
do zera (cigg wagowy) przy

n n
Yo=2X; lub Y, =>(X;-m),
i=1 i1
przy czym m; = E(X;) (jesli E(X;) istniejq).

Definicja (prawo wielkich liczb). Niech (X») ciag losowy taki, ze istnieje
m, = E (X,) dla kazdego n. Jedli (przy An=1/n)

wg prawd. zpr.l

13 120
_Z(Xi -m) —> 0, =>(X-m)—>0
ni3 n—»0 Ni-1 n—w

to méwimy, ze dla ciggu (X») zachodzi odpowiednio stabe lub mocne prawo wielkich

liczb.
Twierdzenie (prawo wielkich liczb Markowa). Jezeli cigg losowy (X») jest taki, ze

lim izv(i xij _o,

n—o N i=1

to dla ciggu zachodzi stabe prawo wielkich liczb.

Twierdzenie (prawo wielkich liczb Kotgomorowa). Jesli (X») jest ciggiem niezaleznych

zmiennych losowych o wariancjach V(X,) spetniajacych warunek
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n=1 N
to dla ciggu losowego (X») zachodzi mocne prawo wielkich liczb.

Uwaga. Prawa wielkich liczb méwig o zbieznosci sum zmiennych losowych ze
wspotczynnikiem wygaszajgcym A, = 1/n do zmiennej o rozktadzie
prawdopodobienstwa jednopunktowym. Wspétczynnik A, =1/n jest zatem silnie
wygaszajgcy. Natomiast twierdzenia o zbieznosci ciggdw (AnYn) — tzw. centralne
twierdzenia graniczne — formutujg warunki zbieznosci sum zmiennych losowych ze

wspotczynnikiem mniej (stabiej) wygaszajacym A, ~1/+/n , przy zbieznosci do
zmiennej o normalnym rozkfadzie prawdopodobienstwa.

Niech (X») cigg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach
majacych warto$é przecietng m i wariancje o®>> 0. Niech

1 n
Uy =—=2 (X, —m).
o\Ni=1

Zgodnie z wczedniejszymi wzorami jest
EU,) =0, VU,)=1,
czyli zmienne losowe U, s3 standaryzowane. Niech nastepnie
F,(uy=PU, <u)
bedzie dystrybuantg zmiennej U, (n=1, 2, ...).

Twierdzenie (Linderberga-Levy’ego). Cigg losowy (U ) jest zbiezny wedtug

dystrybuant do zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(0,1), czyli

u
lim Fn(u)zi [ exp(-x*/2)dx, uew.
N—oo

N2m

! Twierdzenie to oznacza to, ze praktycznie dla duzych n suma zi”:lxi ma
w przyblizeniu rozktad N (mn,o-\/ﬁ) lub inaczej srednia arytmetyczna (zi”:lxi )/n ma

w przyblizeniu rozktad N (m,a/\/ﬁ).

5. Procesy stochastyczne — wstep

Niech (Q, S, P) przestrzen probabilistyczna i niech T ustalony podzbiér ®

(w szczegdlnoscicaty ®: T=®). Niech dalej @ oznacza element zbioru Q (zdarzenie
elementarne w przestrzeni zdarzen elementarnych Q ), t (ewentualnie z indeksem:
to, t1, ...) 0znacza element zbioru 7, zwany chwilg lub zmienng czasowg (takze

czysto umownie).
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Definicja. Funkcje X: T xQ — ® nazywamy funkcjg losowag jednowymiarowa, jesli
VteT VXxe® {w: X[, w)<x}es,
czyli dla kazdej ustalonej chwili t funkcja

Xi: Q>R (Xi(0)=X(t,w), 0eQ)

jest zmienng losowa. Jezeli T jest przedziatem liczbowym (np. 7= [to, ©)), to funkcje
losowg nazywamy procesem stochastycznym.

Uwaga. Jezeli X jest funkcjg losowg, a T zbiorem co najwyzej przeliczalnym to

-w przypadku, gdy T = {ti, ..., tn} (T jest skonczony) funkcja X jest de facto
n-wymiarowa zmienng losowa ( X; = th,..., Xn = th ),

- w przypadku, gdy gdy T ={ty, t2, ...} (T jest przeliczalny) funkcja X jest ciggiem
losowym ( Xy = X¢ , X = Xy, ,...).

Definicja. Niech X = X (t,w),t € T, ® € Q bedzie procesem stochastycznym. Funkcje

X=X(t) =X, ({t)=X(t, ), t €T (weQ — ustalone) nazywamy realizacja procesu

stochastycznego (dla zdarzenia elementarnego w).

! Funkcja x = x(t) nie ma charakteru losowego i jest odpowiednikiem wartosci x

zmiennej losowej X.

Przyktad. Punkt materialny w chwili poczatkowej to,= 0 znajduje sie na osi x

w punkcie X, i nastepnie porusza sie z predkoscig statg vo. Niech xo = Xo(®),

Vo = Vo(m), gdzie (Xo, Vo) jest dwuwymiarowg zmienng losowq. Potozenie punktu na
osi x w chwili t okresla wspdtrzedna X(t, w) = Xo(w) + t Vo(w), ktdra opisuje ruch
losowy tego punktu jako proces stochastyczny. Realizacje tego procesu sg funkcjami
ruchu postaci x(t) =xo + vot, t € 7.

Definicja. Funkcje X: 7'xQ — ®* nazywamy funkcjg losowg k-wymiarowsg, jesli

Xi: Q> R (X (0)=X(t,w), ®eQ,t—ustalone) jest wektorem losowym

(k-wymiarowym) dla kazdej ustalonej chwili t € T. Jezeli T jest przedziatem
liczbowym, to X nazywamy wektorowym procesem stochastycznym (k-

wymiarowym).

Przyktad. Funkcja X(t, @) = (A(w) cos at, B(w) sin at), t € T=[0, ») jest procesem
stochastycznym dwuwymiarowym opisujgcym ruch losowy punktu po ptaszczyznie
(x, y) — po losowej elipsie o potosiach A(w) i B(w).
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6. Wprowadzenie do statystyki matematycznej

Statystyka matematyczna zajmuje sie masowymi zjawiskami losowymi — badaniem
okreslonych cech tych zjawisk i tzw. wnioskowaniem statystycznym. Po
wprowadzeniu zawierajgcym podstawowe pojecia i twierdzenia statystyki

matematycznej, oméwimy pokrdtce dwa gtdwne zagadnienia tej statystyki:
estymacje (czyli szacowanie) wartos$ci parametréw cechy elementéw populacji oraz

weryfikacje hipotez statystycznych.

6.1 Podstawowe pojecia i twierdzenia

Okreslong zbiorowosé (zbidr) elementdéw nazywamy populacjg generalng.

Okreslona cecha mierzalna populacji generalnej, to zmienna losowa X o rozktadzie

prawdopodobienstwa P idystrybuancie F. Natomiast prébka (préba) losowa

pomierzonej cechy X (z wybranych losowo n elementéw populacji), to zmienna
losowa n-wymiarowa (X1, X2, ..., Xn), przy czym zmienne losowe Xi, X, ..., Xn S3
niezalezne i o jednakowym rozktadzie prawdopodobienstwa, takim jak mierzona

(obserwowana) cecha X populacji.

Oznaczamy przez (x1, X2, ..., Xn) Wartosci badanej cechy, pomierzone (zaobserwowane)
w danej prébie losowej, czyli wartosci zmiennej losowej (X1, X, ..., Xn). Funkcje

Fn: ® = ® okreslong wzorem
1 .
F.(x)= ;Cardﬁ DX <X i=12,.,n}

(Card A - licznos¢ / liczebnosc / liczba elementéw zbioru A) nazywamy dystrybuantg
empiryczng (dystrybuante F cechy X nazywamy dystrybuantg teoretyczng). Zatem

F,(x) jest frakcjg tych elementéw w prébce, dla ktérych warto$¢ badanej cechy jest
mniejsza od x. Funkcja F (X) jest wiec dystrybuantg zmiennej losowej typu

skokowego o rozktadzie prawdopodobienstwa P,, o punktach skokowych

X;(1=12,...,n). Przy rozktadzie rownomiernym wartosci X; badanej cechy jest

P (X =x)=1/n.

Parametry zmiennej losowej o dystrybuancie F,(X) nazywamy parametrami

empirycznymi. Natomiast parametry zmiennej losowej X (cechy X populacji) noszg
nazwe charakterystyk (parametréow) teoretycznych. Na przyktad, empiryczng

wartoscig przecietng (lub srednig z probki) jest

_ 13
X :—ZXi.

NS4
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Wariancjg empiryczng (Srednim odchyleniem kwadratowym) jest
2 13 Y
Sy :_Z(Xi _Xn) ,
N5

a momentem empirycznym ($rednim odchyleniem) rzedu r jest

1 10 NG
m, :H Xirl (,ur,n :HZ(Xi_xn) ).
]

2

Wartosci parametrow empirycznych X, s,

M s My, 53 funkcjami

zaobserwowanych (pomierzonych) wartosci xi1, x2, ..., X» zmiennych losowych X1, X3,
..., Xn, @ Wiec sg wartosciami zmiennych losowych oznaczanych odpowiednio przez

X Sf , M M__, ktére sg funkcjami zmiennych losowych Xi, Xa, ..., Xn. Funkcje te

n’ rn’ 'rn’

zwane sg réwniez statystykami prébki (préby).

Przez mediane empiryczng X,,, , rozumiemy natomiast zmienng losowg, ktdre;

wartosc X, , dla danej probki spetnia nieréwnosc (patrz MR)
<o *
I:n (X1/2,n) = E = I:n (Xuz,n) ’

gdzie F, jest dystrybuantg empiryczna.

Uwaga. Jest naturalnym oczekiwanie, ze wraz ze wzrostem liczebnosci prébki
powinno sie otrzymywac coraz lepszy obraz populacji generalnej. Istotnie, prawo
wielkich liczb stwierdza, ze wraz ze wzrostem n empiryczna wartos$¢ przecietna jest
zbiezna (odpowiednio) do wartosci przecietnej badanej cechy populacji generalnej .
Ponizsze twierdzenie rozszerza ten fakt.

Twierdzenie. Jesli X1, X3, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych
rozktadach prawdopodobienstwa, majgcymi skoriczony moment rzedu 2r,a g

jest funkcjg okreslong w przestrzeni ®®, ciggta w punkcie X, = M sy Xg =M,

gdzie m; = E(Xiik) (i, <rdlak=1,..,s), tozmienne losowe
Yo =M, M),

gdzie
14 i _
Mik,n:Hij , (k=1,..,5),
j=1

sg z prawdopodobienstwem 1 zbiezne do g(mil,..., m; ).
! Z twierdzenia wynika (na przykfad), ze wariancja empiryczna jako ciggta funkcja

momentow jest z prawdopodobienstwem 1 zbiezna do wariancji rozwazanej
(badanej) cechy populacji generalnej.
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Il Poniewaz dystrybuanta empiryczna F, jest funkcja wyboru (losowania) prébki,
wiec jest zmienng losowa. Prawdziwe jest przy tym twierdzenie (Kotgomorowa).

Twierdzenie. Jezeli X1, X2, ... s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych
dystrybuantach F,a F, jest dystrybuanta empiryczng oraz

D, =sup|F,(x@)-F(x)| (ne ),
R

to:
1) P(lim D,=0)=1;
nN—o0
2) lim P(nD, <x)=Q(x), Vxe®,
N—o0
0, x<0
gdzie Q(x) = Koo (Q(&) - stablicowana)

(D) exp(-2k°x?), x> 0

6.2 Estymacja

Estymacja to szacowanie nieznanej wartosci parametru 6 rozktadu
prawdopodobienstwa cechy X elementéw populacji generalnej. Poszukiwaé
bedziemy statystyki, ktérej wartosci na wynikach obserwacji sg mozliwie bliskie
szacowanej wartosci parametru €, czyli tzw. estymatora tego parametru.

Estymacja punktowa polega na wyznaczeniu z prébki wartosci u, estymatora U,,

ktdérego rozktad prawdopodobienstwa zalezy od estymowanego parametru.

Estymacija przedziatowa, to wyznaczanie na podstawie probki takich wartosci 6, < 6,

zaleznych od wartosci u, estymatora U, by P(6,<0<6,)=1-«a.

Wartosci estymatora Un powinny byc¢ skupione w bliskim otoczeniu nieznanej
rzeczywistej wartosci parametru @ - przy tym estymator ,najlepszy” powinien
spetnia¢ pewne warunki.

Definicja. Niech (X3, ..., Xn) — probka losowa cechy X populacji generalnej. Estymator

U, (@;0)=9(X,(@),..., X, (®);0) parametru 8 nazywamy:

1) zgodnym, jesli jest on zbiezny wedtug prawdopodobieristwa do parametru &, tzn.
Ve>0 !|_|110P({a):|Un(a);9)—¢9|<g})=l;

2) nieobcigzonym (asymptotycznie nieobcigzonym), jesli

Vnen EU,)=6 (lmEU,)=0);

3) najefektywniejszym, jesli ze wszystkich estymatordw nieobcigzonych ma

najmniejszg wariancje.
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I Estymator najefektywniejszy W, ma wariancje, ktdra spetnia réwnos¢ V(Wp) = Vimin
w nierownosci Rao — Cramera V(Un) = Vimin, przy
1

a) Vinin = 7o Inf( )2 ’
oln f(x;6 ]
n j (aej f (x;0) dx

jesli cecha X populacji jest zmienng losowg typu ciggtego o gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa f(x;6) ;

b) V. = 1

m dln p(xk;e)j2 _ '
N2 | ——, | p(X%:6)
X5 s

jesli cecha X populacji jest zmienng losowg typu dyskretnego o rozktadzie
prawdopodobieristwa P(X =X,) = p(X,;0) .

! Empiryczng wartos¢ przecietna U = )?n =lz X; (Srednia arytmetyczna z préby)
i=1

jest zgodnym i nieobcigzonym estymatorem wartosci przecietnej m = E(X) cechy X

elementéw populaciji generalnej (U, = X,,,6 =m). Ponadto U, = X, jest

estymatorem najefektywniejszym parametru m = E(X) dla wiekszosci znanych

rozktadow prawdopodobieristwa cechy X .

Il Empiryczne odchylenie kwadratowe
2 1 7 \2
Sy :_Z(Xi -Xp)
ni3
jest zgodnym i asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem wariancji o2 =V (X)
cechy X populacji. Estymator zmodyfikowany
2 n .2
Shieobc =~ Sn
n-1

jest juz nieobcigzony. Jest on asymptotycznie najefektywniejszy, ale w przypadku
rozktadu normalnego cechy X. Natomiast, jezeli znana jest wartos¢ przecietha m

cechy X (m = E(X)), to jako estymator parametru &% mozna przyjac:
2 1y 2
i=1

Estymator ten jest zgodny i nieobcigzony oraz najefektywniejszy w przypadku
rozktadu normalnego cechy X.

Uwaga. Praktycznymi sposobami tworzenia estymatoréw s3 metoda momentow

(metoda Pearsona) oraz metoda najwiekszej wiarygodnosci (metoda Fishera) —
— por. MR.

Uwaga (przedziat ufnodci). Niech (Xy,..., X,) n- elementowa prébka wartosci

rozpatrywanej cechy X iniech cecha ta ma rozktad prawdopodobienstwa typu
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ciggtego, zalezny od parametru 6 o nieznanej wartosci. Niech dalej U,
i U, beda dwiema statystykami takimi, ze
P{w:U,<U }=1.
Jezeli dla danego « € (0,1) spetniona jest rownosé
P{owU,<0<U PD=1-q,

to przedziat [U,, Jn] nazywamy przedziatem ufnosSci dla parametru 6 na poziomie

ufnosci 1-« .

Przedziat ufnosci jest losowy, zalezny od probki. Oznacza to, ze dla duzej serii prébek
czestosc zdarzenia polegajgcego na tym, ze przedziat ufnosci pokrywa nieznang
wartos¢ parametru € jest bliska wartosci 1—« .

Przedziaty ufnosci konstruujemy w nastepujgcy sposéb. Wybieramy estymator U,
parametru @, ktérego rozktad prawdopodobieristwa doktadny lub asymptotyczny
znamy. Dla danego & mozna znalei¢ liczby a i b, dlaktérych P(a<U, <b)=1-c.
Jezeli nieréwnoé¢ a<U, <b da sie zastgpi¢ rownowazing f;(U,)<0<f,(U,),to
podstawiajac U, = f;(U, ) oraz Un = f,(U,) otrzymujemy przedziat ufnosci na
poziomie ufnosci 1—a . Wybér a i b nie jest jednoznaczny. Dlatego w praktyce
dobierasie a i b tak, by

1 1
P(Un<a)SEa, P(Un>b)SEa
Niech przyktadowo cecha X ma rozktad normalny N(m,o), przy czym o jest znane,

a M nieznane. Znajdziemy przedziat ufnosci dla wartosci przecietnej m. Niech

estymatorem m bedzie srednia arytmetyczna z préby Xn . Wiadomo, ze ma ona

rozktad normalny N(m,a/\/ﬁ) . Korzystajac z tablic mozemy znalez¢ dla danego «

{

P()z -& i<m<)?n+gocij=1—05.

S g A

takg liczbe ¢, , by

X,—m

O'/\/H

<gaJ:1—a.

Oznacza to, ze

Przedziat liczbowy

= o - o
(Xn _8(){ ﬁ’ Xn +8a ﬁ}
jest wiec przedziatem ufnosci dla parametru m na poziomie ufnosci 1—«a . Dtugosc

tego przedziatu jest réwna 280[0/\/5 . Zatem wraz ze wzrostem n otrzymujemy

coraz doktadniejsze oszacowanie m.
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Jedliznamy m, a nie znamy o, to wprowadzajac zmienne losowe Y =(X —m)/O' i

Y, =(Xk —m)/a stwierdzamy, ze zmienna losowa Y ma rozktad N(0,1), a zmienna

losowa
n
= ZYkZ
k=1
ma rozktad chi-kwadrat o n stopniach swobody. Korzystajac z tablic, mozemy dla

danego « znalez¢ takie liczby ;(12, }(22 aby
n
P(;(lz <>Y? <;(22j=1—a.
k=1

Wykorzystujgc Sg jako estymator &% mozna powyzszg rownosc¢ zapisaé

2 2
X2 V4l

€O oznacza, ze jako przedziat ufnosci dla parametru o? mozna przyjaé

nox

Natomiast, gdy nieznane sg wartosci obu parametrow m i o rozktadu normalnego

nastepujyco:

cechy X, to przedziat ufnosci dla parametru m znajdujemy nastepujgco. Jako
estymator parametru m przyjmujemy Srednig z préby )?n oraz do wyznaczenia
przedziatu ufnosci zmienng losowg
t= alill n-1,
Sn
ktéra ma rozktad t-Studenta o n— 1 stopniach swobody. Korzystajgc z tablic mozna

dla danego n i «a znalei¢ takie t,, ze P(|t|<t,)=1-«, co oznacza, ze
X,
[‘ ‘\/ -1<t J
n

a po przeksztatceniach, ze

_ S _
P(Xn ~t, nn—l <m< X, +t, n”_ljzl—a.

Zatem poszukiwanym przedziatem ufnosci jest

_ S, < S
(Xn ~t, nn—l X+, nn—lj'

gdzie
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Wreszcie, jezeli cecha X elementdéw populacji ma nieznany rozktad
prawdopodobieristwa, ale wiadomo, ze istniejg wartos¢ przecietna m=E(X) oraz
6% =V (X) (o nieznanych wartosciach) , to mozna wyznaczy¢ przedziat ufnoéci dla m,

ale przy duzych wartosciach n (liczebnos¢ prébki), aby mozna byto skorzystac z
twierdzen granicznych. Wiadomo, ze Srednia arytmetyczna n niezaleznych
zmiennych losowych o takich samych rozktadach prawdopodobieristwa o wartosci

przecietnej m i wariancji o? ma rozktad asymptotycznie normalny N(m,a/\/ﬁ).

Wtedy (na mocy twierdzenia) jako estymator parametru o> mozna przyjaé Sr‘?.

| wtedy, analogicznie jak w pierwszym przyktadzie otrzymujemy dla m nastepujacy
przedziat ufnosci

— S, < S
{X”_EGT:]'X“”“TZJ'

gdzie ¢, znajdujemy z tablic dla rozktadu normalnego N(O,1) przy

X|
3

n_

/

Y = , P(Y|<&)=1-a e

5

n

6.3 Weryfikacja hipotez statystycznych

Omaéwimy pokrotce nastepujgce zagadnienie: na podstawie dostepnych informacji o
rozktadzie prawdopodobienstwa cechy X populacji generalnej (X —zmienna losowa)
oraz na podstawie danych z préobki elementdow tej populacji, nalezy rozstrzygnaé, do
ktdrej z dwu roztacznych podklas rozktadéw prawdopodobienstwa danej klasy P
nalezy wybrany z tej klasy rozktad prawdopodobienstwa cechy X.

Jezeli rozktady klasy P sg wyznaczone prze podanie wartosci parametru € (lub
wektora parametréw), méwimy wtedy, ze znana jest postac rozktadu

prawdopodobienistwa danej cechy elementéw populacji. Klase P mozna zapisa¢

w postaci
P = {Pe Qe @}

(O - przestrzen parametréw), np. Py=N(0,0) przy 0 =0 .

Przez hipoteze statystyczng rozumiemy kazdy niepusty podzbiér klasy P. Hipoteza

parametryczna, to wskazanie rozktadu Py przez liczbowe podanie wartosci

Oy parametru 0 (H(@=6,)). Klasa P jest zatem zbiorem hipotez mozliwych (dopusz-

czalnych).

Przez hipoteze zerowg (ozn. Ho) rozumiemy wskazang hipoteze podlegajgca

weryfikacji; pozostate, to hipotezy alternatywne (ozn. Hi) . Na przyktad, w przypadku

hipotez parametrycznych: Ho = H(8=6,), H1 =0 — Ho . Jezeli Ho jest
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jednoelementowa (6 =6, — jedna konkretna wartos¢), to hipoteza zerowa jest

prosta, jezeli Ho jest wieloelementowa, to hipoteza zerowa jest ztozona.

Weryfikacja hipotezy zerowej:

1) wybdr statystyki U, ktérej rozktad prawdopodobienstwa (doktadny lub
asymptotyczny) jest znany,

2) ustalenie zbioru 7/ tych wartosci u statystyki U, ktérych wystgpienie uwazamy
za zaprzeczenie hipotezy zerowe,;.

Statystyke U nazywamy testem hipotezy Ho przeciw hipotezie alternatywnej Hi, a

zbioér W — zbiorem krytycznym testu. Prawdopodobieristwo
P(U okreslaw|H) =,

tzn. prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona prawdziwa,

nazywamy poziomem istotnosci testu.

Testy stuzgce do weryfikowania hipotez parametrycznych nazywamy testami
parametrycznymi, a testy stuzgce do weryfikowania hipotez nieparametrycznych —

testami zgodnosci.

Przyktad. Niech cecha X elementéw populacji ma rozktad normalny N(m,o), w
ktérym wartos¢ o jest znana. Pobrano prébke n-elementowg i zaobserwowano
wartosci ( X, ..., X, ) cechy X . Przyjmujgc poziom istotnosci o, weryfikujemy hipoteze
Ho(m = mo) przeciw hipotezie alternatywnej Hi(m # mo). Wykorzystujac, ze srednia
arytmetyczna Xn z n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych
prawdopodobienstwa N(m, o) ma rozktad normalny N(m,o/\/ﬁ) , jako test

przyjmujemy statystyke )?n. Zbiorem krytycznym jest w tym przypadku zbidr

_ X —mo|
_{(xl,. ) /\/_ }

%0~y
[ 6/\/— ] “
Zatem hipoteze Ho odrzucamy, gdy |Xn —mo| >0¢g, /\/H i przyjmujemy, gdy
|¥n—m0|£aga/\/ﬁ.

Tytutem ilustracji zweryfikujemy hipoteze Ho(m = 0) (mo=0) przy 0=0,2i a=0,05

gdzie

(z tablic rozktadu normalnego N(O, 1) odczytujemy ¢, =1,96). Z pomiaréw, przy
n=9, mamy X, =0,1. Zatem ‘Yn —m0\= |0,9/9-0]=0,1< og, /x/ﬁ=0,13.

Hipoteze Ho na poziomie istotnosci 0,05 przyjmujemy.
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ZESTAWIENIE PRZYKLADOWYCH ROZKtADOW ZMIENNYCH LOSOWYCH

L.p.

Nazwa i oznaczenie zmiennej

Typ zmiennej

Rozktad prawdopodobienstwa

Wartos¢ srednia

Odchylenie standardowe

X X lub gestos¢ prawdopodobienstwa (oczekiwana) E(X) V(X)
1. Rozktad dwupunktowy skokowy P(X=x1) = p, P(X=x2) = q E(X) =x1p + x29 V(X) = (x1-Xx2)* pg
Rozktad d i n _
2. ozta Wur:manowy skokowy Pa(X = k) = qun K , k=1,2,,..,n E(X)=np V(X) = npq
(Bernoulliego) k
3. Rozktad Poissona skokowy P.(X = k) =e™A¥/k!, k=1,2,3,... E(XX)=A
E(X) = V(X) =
4, Rozktad réwnomierny skokowy P(X=xq)=pc=1/N, k=1,2,.., N - Y
= Xn =@/N)Y % =S,i=(1/N)Z(xk—XN)
5. Rozktad réwnomierny ciggty f(x)=1/(b-a),a<x<b; f(x)=0, x—pozostate E(X)=1/(a+b)/2 V(X) = (b-a)%/12
6. Rozktad wyktadniczy ciagty f(x) =0, x<0; f(x) = aexp(-ax), x>0 (a>0) E(X)=1/a V(X)=1/a?
7. Rozktad gamma ciagty f(x) =0, x<0; f(x) = (a°/I(p))x** exp(-ax), x>0 (a>0) E(X)=p/a V(X) = p/a®
8. Rozktad normalny N(m, o) ciagty flx)= @/V2no)exp [—(x— m)? /(20'2)] EX)=m V(X) = 0?
flxy) =
0. Rozkfad normalny ciagly W 21l- p? by expl- 17201 - p? x (x—my)? 12 -
2-wymiarowy .
~2p(c-m)(y~my)/ 0,0, +(y-m,)? [
10. Rozktad chi-kwadrat 2 ciggty kn(x) = 0, x<0; ka(x) =1/(2"2[(n/2))x"/*1e™/? E(x2)=n V(z2)=2n
11. Rozktad t-Studenta t, ciagly fo=T((n+1)/2)/ (V" [(n/2)) x 1/(1+t2/n) (=02 E(tn) =0 V(tn) = n/(n-2), n>2
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