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§ 1. Wstep.

1. Przedmiotem naszych rozwazan majg by¢ liczby
catkowite i zwigzki miedzy niemi zachodzgce. Prze-
cietny niematernatyk obratby zapewne za punkt wyj-
$cia ciag :

1, 2, 3, 4...,

kto$ jednak lepiej obeznany z matematyka elementarng
uzna za bardziej korzystne rozwazanie ciagu :

0, 1, 2, 3,...

Tu i my zaczniemy. Cigg powyzszy bedzie dla nas
>ciggiem liczb catkowitych* Iub wciggiem
naturalny m«.

Wszelkie znaki w tym ciagu, o ile mamy oczy-
wiscie na mysli cigg napisany, oznaczajg pewne
pojecia. — 0, 1, 2,... sg to znaki poszczeg6lnych
pojeé. Tres¢ tych poje¢ jest nam, jak sadzimy (zre-
sztg zbyt pochopnie), dostatecznie znana z zycia co-
dziennego. Atoli glebsza analiza tej treSci opierata sie
cate wieki wysitkom tak matematykow jak i filozofow.
Dopiero wiek 19 i 20 przyniosty realne wyniki w tym
kierunku. W szczegblnosci koniec wieku 19 zdotat
wreszcie zrozumie¢ strukture budowy Arytmetyki Liczb
Caltkowilyeh, dajac nam trzy znamienne prace, ktore
pokierowaty dalszemi losami tej teorji. W roku 1884
ukazujg sie G. Fregego: »Grundlagen der Arithmetik*,
Wilkosz: Arytmetyka liczb catkowitych. 1
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w 1887 R. Dedekinda: »Was sind und was sollen
die Zahlen*;, a w 188S G. Peano pisze: »Arithmeti-
ces principia nova methodo expositax. Wobec po-
wyzszych, wazne prace Hankela, H. Grassmanna, Kro-
neckera, Helmholtza i wielu innych schodzg juz na
dalszy plan. W rozbiér tych prac nie mozemy sie
tu wdawac, gdyz historja teorji liczb catkowitych nie
jest przedmiotem obecnego dzietka. W nowszych cza-
sach literatura naszego przedmiotu jest az do ostatnich
lat bezustannie Zzywa, obejmuje ona tak wiele prac
i dziel, ze niestarczyloby miejsca, aby ja, cho¢by w za-
rysie, przedstawi¢. Odktadamy te sprawe i przystepu-
jemy do tego, co jedynie obchodzi¢ nas bedzie, a mia-
nowicie do wyktadu Arytmetyki liczb catkowitych.

Chcemy bada¢ wiasnosci liczb catkowitych w pe-
wien okreslony sposéb. Chcemy, wychodzac z pew-
nych wilasnosci danych, ktére im przypisujemy,
uzyska¢ inne drogg dowodu logicznego. ROéwniez
chcemy, wychodzac z pewnych poje¢ teorji liczb
catkowitych, tworzy¢é inne drogg definicji lo-
gicznej.

2. Termin »dowdd« posiada bardzo wiele
czen u ludzi. U nas ma on mie¢ znaczenie »dowodu
logicznego* lub »wywodu*.

Logika dostarcza nam $rodkéw do tego, aby
z pewnych zdan uzyskiwaé¢ droga przerobki logicznej
inne i to w ten sposdb, ze gdyby owe zdania pod-
dane przerdbce czyli przestanki dowodu byly praw-
dziwe, to i zdania otrzymane przez przerobienie lo-
giczne czyli wnioski musiatyby by¢ prawdziwe.
Dowod logiczny zapewnia nas tylko, ze z pewnych
zdan wynikajg inne, jak sie tu krécej wyrazamy.
O ile przestanki byly prawdziwe, to i wnioski

Zna-
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bedg prawdziwe. Dowdd prowadzimy jednak for-
malnie, to znaczy bez osobnego zastrzezenia, Ze prze-
stanki s prawdziwe.

Dowod mozna prowadzi¢ i z przestanek falszy-
wych i tak postepujemy czasem w t. zw. dowodach
»ad absurdum«. Czy dowdd jest poprawny czynie,
na to fatszywos$¢ czy prawdziwos¢ przestanek nie wplywa.

3. Definicja czyli okre$lenie posiada dla
nas tez szczegdlne znaczenie definicji logicznej
lub konstruktywnej. Logika daje nam w rece
$rodki, aby z danych pojec¢ czyli definienséw
zbudowaé inne pojecia czyli definienda. Bedziemy
uwaza¢ definiendum za znane, gdy znamy de-
finiensy. Definicje budujemy tez formalnie, nie
ogladajgc sie na to, czy znamy definiensy.

Tuk dowod jak i definicja sg to jedynie
$rodki redukcyjne. Dowdd sprowadza prawdziwo$¢
wniosku do prawdziwos$ci przestanek. De-
finicja przerzuca trudno$¢ poznania definien-
dum na kwestje znajomosci definiensodw.

4. GdybySmy mieli mozno$¢ znania wszystkich
twierdzen Arytmetyki liczb catkowitych — a wiec znali
ich pelny zesp6t (A), moglibySmy rozpoczaé badanie
wzajemnych stosunkéw logicznych miedzy niemi. Przy-
pusémy, ze badania tego rodzajn zostatyby przeprowa-
dzone w zupetnosci. WiedzielibySmy np., ze jakie$ twier-

dzenie da sie udowodni¢ przy pomocy twierdzen
»e«, »r«, »s« i $rodkéw logicznych. To znéw okaza-
toby sie moze, ze da, sie udowodni¢ przy pomocy
»p*,  »e, i logiki. Cato$¢ przedstawiataby sie¢

splatana nici i weztéw, tgczacych twierdzenia zespotu (A)
ze soba.,Otéz pomingwszy,;ze zespotu (A) nie znamy
w catosci, ze nie wiemy z géry co don juz nalezy,tto

‘I*



4

i tak w Fikgji naszej uzyskalibySmy jedynie chaotyczng
platanine bez systemu.

5. Znajac (A) moglibySmy rozpocza¢ jednak bar-
dziej celowa robote. Dobralibysmy do zespotu (A) jeszcze
drugi zespét (B) ztozony ze wszystkich poje¢ figuruja-
cych w twierdzeniach zespotu (A), procz poje¢ czysto
logicznych i postawili takie oto pytanie: Czy nie mozna
wybra¢ pewnej grupy twierdzen z (A), powiedzmy (A")
i jednoczesnie grupy poje¢ z posrod (B) — powiedzmy
(B"), tak by drogg dowodu i definicji otrzymaé
z nich wszystkie pozostate twierdzenia zespotu (A), jak
i pojecia zespotu (B)?

(@) Gdyby nam sie udato rzecz podobng wykonac,
a grupy (A") i (BY) nie byly zbyt liczne, to wynik
bytby ogromnym krokiem naprzod. Zdotalibysmy zredu-
kowa¢ cale (A) i (B) do niewielkich grup (A") i (B").
Wezwawszy do pomocy logike, moglibysmy Arytme-
tyke liczb catkowitych uwaza¢ za dang potencjal-
ni e przez

@ A, @ B\ (3) Logiki.

(/?) Niezmiernie waznym i ciekawym faktem jest tu,
dajaca sie wykaza¢, moznos$¢ utworzenia podobnego wy-
boru na wiecej niz jeden sposéb, o ile cho¢ w jeden
bytaby ona nam dana. Wrdécimy do tego waznego pro-
blemu pdzniej.

(y) Cafego (A), a tern samem catego (B) nie znamy
aktualnie. Posiadamy tylko pewien zespot twierdzen

(A) i poje¢ (£), przyczem uwazamy, ze:
) (A) jest to ogdt wszystkich (A) oraz tych zdan,
ktore z (A) dadza sie uzyska¢ drogg dowodu.



2 (jB) sa to wszystkie (B) oraz wszystkie te po-
jecia, ktore z (2?) zbudujemy droga definicji.

Znane nam zespoty (A) i (B) sa jednak ogromnie
obszerne. Redukcji tego co aktualnie znamyz A 1c¢.%Y
do niewielkich grup zdan i poje¢ dokonato kilku ma-
tematykow ostatnich kilkudziesieciu lat, uczynili to oni
na kilka sposobéw. Dla nas szczegblne znaczenie po-
siada pierwszy zupelny sposdb takiej redukcji podany
przez wioskiego matematyka Giuseppe Peano (zyjgcego
obecnie prof, analizy w Turynie) w dzietku juz wspom-
nianem: »Arithmetices principia nova methodo expo-
sita* — Turyn 1889. System ten bedzie przedstawiony
w niniejszej ksigzce.

Peano zredukowat calg A. 1 c. do:

. trzech poje¢ danych na poczatku,

Il. pieciu zdan przyjetych za punkt wyjscia,

. logiki.

Poznawszy system Peany, pojdziemy pod koniec wy-
kfadu jeszcze o krok dalej w redukcji.

6. (a) Pojecia przyjete za punkt wyjscia zwac be-
dziemy »pierwotnemi« — dlatego jedynie, ze my
(a wzglednie Peano) przyjmujemy je za punkt wyjscia
dla okreslania innych.

(/?) Zdania przyjete na poczatku nazwiemy »postu-
latami* lub »aksjomatami* i nie wigzac z temi na-
zwami zadnych dalszych idej filozoficznej natury, chcemy
jedynie mie¢ termin dla oznaczenia zdan, ktore my
przyjmujemy za punkt wyjscia dla wyprowadzenia po-
zos'atych.

(y) Potrzeba posiadania systemu logiki jest tu,

) Arytmetyki liczb catkowitych.
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jak widzimy, palaca, aby wiedzie¢ co mozna zbudowaé
z (I) i (1. — System ten — zdaje nam sie — posia-
damy intuicyjnie, atoli to nie wystarcza. Peano
i jego uczniowie poczeli 6w system budowaé wyraznie.
System ten réwniez nie wystarczat i natknagt sie na ogro-
mne trudnosci wewnetrzne. Przebudowy podjeli sie
A. N. Whitehead i B. Russell w dziele 3-tomowem p. t
>Principia Mathematiea (Cambridge 1910— 1913), atoli
do dzi§ dnia nie mozna sprawy posiadania systemu
logiki uwaza¢ za zamknigta. Bedziemy sie postugiwali
logika intuicyjnie, wprowadzajac jednak w tekscie droga
uwag rozne jej S$rodki nowoczesne. Stanowisko takie
nalezy oczywiscie uwaza¢ jedynie za przejéciowe, az
do chwili, gdy zdobedzie sie logike jako usystematyzo-
wang catos¢ naukowa.

§ 2 System A 1 c. Peany.

7. | Przyjmiemy za >pierwotne« trzy pojecia:

(1) »Zero,

(2) >Naslepnik w cigga naturalnym*, krotko »ua-
stepnikg,

(3) »Liczba catkowita*:.

Il. Przyjmiemy za »postulaty« zdania:

(1) Zero jest liczbg catkowitg,

(2) Nastepnik jakiejkolwiek liczby cat-
kowitej jest tez liczbg catkowitg,

(3) Liczby catkowite, ktorych naste-
pniki sg te same, sg sobie rowne,

(4 Zero nie jest nastepnikiem zadnej
liczby catkowitej,

(5) Kazda wtasnos$¢ taka, ze

(@) posiada jg zero,
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Q) o ileby ja posiadata jaka$ liczba
catkowita, to jej nastepnik réwniez by ja
posiadat,

posiada¢ musi tem samem kazda liczba
catkowita.

[Jest to tak zwana zasada indukcji zupet-
nej lub matematycznej],

1l Przyjmiemy do pomocy przy dowo-
wodzeniu i okres$laniu catg logike deduk-
cyjna, obejmujacg (1) metody dowodzenia i (2) okre-
$lania.

8. Analiza listy I i znakowanie.

(1) >Zero< oznaczymy przez O.

(2) Jezeli a oznacza jaki$ element, to >nastepnik a«
oznaczymy przez: seq a, €O czytamy: sequens a

Nie zajdzie nam nigdy potrzeba stawiania stéwka
»seq< przed innym elementem, jak tylko przed takim,
0 ktorym wiemy lub o ktérym moéwi zatozenie, ze na-
lezy do liczb catkowitych — tego jednak niema po-
trzeby osobno zaznacza¢ w postulatach, gdyz sg one
tak skonstruowane, ze same przez sie¢ do niczego in-
nego nie dopuszcza. Zwrot »seq au jest ztozonem po-
jeciem, ktérego w tej chwili analizowa¢ logicznie nie
zamierzamy. — Dowiemy sie w toku rozwazan tej
ksigzki czego$ wiecej o tego rodzaju pojeciach.

(3) Termin »liczba catkowita« jest dla nas ter-
minem pewnego pojecia ogdélnego (nomen gene-
rale), ktére posiada swoj zakres >og6t liczb catko-
witych*. — Oznaczymy 6w zakres przez

Zdania:

@) 0 jest liczbg catkowita,
(2) a nalezy do NO
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sg rownowazne co do prawdy czy falszu. Przyjmiemy
zwyczajem nowoczesnych logikow, ktorym lepiej jest
postugiwa¢ sie zakresami niz terminami pojec
ogolnych, za pojecie pierwotne M.

Zakresy poje¢ zwiemy tez »k las ami«, »mnogo-
§ciami* lub »zbiorami«. A wiec NO jest k lasg (mno-
goscig, zbiorem) liczb catkowitych. Powtarzamy
jeszcze raz:

I. Pojecia pierwotne:

1) o (2) seq, (3) NoO.

9. Analiza i znakowanie li3ty I

Zapiszemy nasze postulaty w pewnej symbolice
pomystu Peany (z modyfikacjami Russella). W symbo-
lice tej znaki majg nastepujace znaczenie:

(0) 3D czytaj »pociggac lub>jez e li — toc

(fi) > »nalezy do«

) » »jest to samo co« lub
erowna sie« (identycznosc)

(©) ~ » >nie«

Zamiast N (x = y) piszemy tezx =|=y {x nieréwne y}.

I e®

(E) Kropka miedzy zdaniami () lub kilka kropek
) oznaczajg »i«. Procz tego oddzielamy od siebie
czesci zdania kropkami zamiast nawiasami. Tej ostatniej
zasady nie bedziemy jednak przeprowadzali konsekwen-
tnie, lecz postugiwaé sie bedziemy, zwyczajem matema-
tykow, réwniez nawiasowaniem.

(E) Jezeli (p jest witasno$cig (warunkiem), to
(p(x) oznacza - posiada witasno$¢ <p<lub »a; spet-
nia eoc



(rj) (x) czytaj »dla kazdego x«
(x, y) czytaj »dla kazdego x \ y*.

Dalsze znaki wprowadzimy jeszcze w toku ksigzki.
Zapiszmy obecnie liste I

@) 0eNO

2) (@) {«e M3 seq a £ No}

(3B) (a,b){aeNO*beNOeseqa= seqb;3 5a— 6}
4) (@) {a£NO03 seqa =0}

(6) PWP():@{xeNOp(x):3 :(p(seq™)} 3
ooo(*) {<'eVV3 V(P

Przeczytajmy stowami. Wypadnie to nieco nie-
zgrabnie co do formy, ale zato wystgpi na jaw duzy juz
stopien zanalizowania tresci tych zdan.

(1) Zero nalezy do NO.

(2) Dla kazdego a, jezeli a nalezy do WO, to seq a
nalezy do NO.

(3) Dla kazdego a i b, jezeli a nalezy do NO,
b nalezy do NO i seq a réwna sie seq b, to a jest to
samo co bh.

(4) Dla kazdego a, jezeli a nalezy do M), to seq a
jest rozny od zera.

(5) Dla kazdego < jezeli:

(1) zero posiada wiasnosé (p
oraz (2) dla kazdego x. nalezenie a do N,, i spetnia-
nie o> pocigga speinianie (p przez seq X,
to, dla kazdego z, jezeli z nalezy do NO, to z spetnia (p.

Najfatalniej wypadio tu stowne tlumaczenie tekstu
symbolicznego postulatu (6). Czytelnik widzi w tej chwili,
ze posta¢ symboliczna jest o wiele jasniejsza Posta-
ramy sie za chwile i te nieco uproscic.

10. W postulatach naszych figurowaty jedynie:
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(1) terminy pierwotne,

(2) stale terminy logiczne: e =, J5
@, (- () (a, 6),

(3) zmienne (indeterminaty): a, b, x, 2, (p.

Zmienne wystepujg po raz pierwszy dopiero w po-
stulacie (2). Zanalizujmy blizej jego tres¢. Skiada on
sie z wyrazenia

aeNO~9seqaeNO

i zwrotu, ktéry odnosi sie do calego tego wyrazenia,
a ktory zostal oznaczony przez (a) — »dla kazdego a.
W wyrazeniu:

af£No Z)seqaeNO

nie oznaczyliSmy i nie mieliSmy wcale zamiaru ozna-
cza¢ czem jest a. Wobec tego na zapytanie, czy po-
WyZsze wyrazenie samo przez sie jest prawdag czy fal-
szem, musielibysmy odpowiedzie¢ zagdaniem podania nam
szczeg6lnej wartosci dla a, zanim rozstrzygniecie by-
toby mozliwem. Owg nieoznaczono$¢ co do prawdy
stwarza tu obecno$¢ zmiennej a, ktéra w tem wy-
razeniu jest zatem, jak moéwimy, zmienng istotng.
Przez dodanie zwrotu »dla kazdego a< zmienna nie
przestata istnie¢ w postulacie, atoli teraz mozemy ze
sensem powiedzie¢, czy caly postulat jest czy nie jest
prawdziwy. Zwrot ten, nalezacy do grupy t. zw. kwan-
tyfikatorow, ktérych wiecej poznamy jeszcze w dal-
szym ciggu, sprawit, ze mimo obecnosci zmiennej, ca-
to$¢ nie przedstawia nieozn aczonos$ci co do
prawdy czy fatszu. Przez 6w kwantyfikator (@) zmienna a
stala sie pozorna.

A teraz kwestja bardzo powazna: Jak mamy ro-
zumie¢ owo »dla kazdego a*? Jest to jedna z naj-



wiekszych trudnosci logiki nowoczesnej. Przebudowa
tejze, dokonana przez B. Russella, ktéry w miejsce
dawniejszej logiki formalnej wprowadzi! nowg t. zw.
»teorje typows, polegata wihasnie na modyfikacji zna-
czenia stowa »kazdy« 1). Nie mozemy zadng miarg za-
puszcza¢ sie w te zawite problemy. Z postulatu naszego
mamy jednak korzysta¢ w nastepujacy sposob: obrawszy
dowolnie warto$¢ statg na «, mamy prawo powiedzieé,
ze dla owego a:

prawda jest, ze: skoro as NO to seq a e AID. Na przy-
ktad, gdy za a podstawimy 0, stwierdzimy:

0 eJND3 seqOeNO.

Ze zdania takiego skorzystamy w praktyce jednak
tylko wtedy, gdy jego poprzednik

aeNO

bedzie nam znany jako prawdziwy.

Atoli to mie¢ bedzie' miejsce, gdy za a obierzemy
jakis element z klasy NO. Otéz przy jakimkolwiek ze
znanych ustalan sensu stowu »kazdy« wypadek po-
wyzszy bedzie niem objety.

Przyjmiemy teraz pewng umowe ufatwiajacg zapi-
sywanie symboliczne. Bedziemy mianowicie opuszczali
kwantyfikatory takie, jak («), (&), (x), o ile fatwo sie ich be-
dzie domyslec i o ile takie opuszczenie nie spowoduje nie-
porozumienia; bedziemy, jak sie to mowi, pisali czesto
zdania zawierajgce zmienne w postaci »ogolnej< — bez
kwantyfikatora, zamiast w »powszechnej« — z Icwan-
tyfikatorem. Zapiszemy np. postulat (2) w nastepujacy
sposob:

Y A W. Whitehead und B. Russell: Principia Mathe-
matica. Cambrigde 1910—1913 (3 tomy).



12

a£iV03 = 0£NY

domyslajac sie kwantyfikatora (a).

Aby sie go moc spodziewaé trzeba wiedzie¢, ze a
jest zmienng, co bynajmniej nie wynika z tego, Ze jest
to co$ zanotowanego przy pomocy litery, bo np. e nie
jest, dla nas przynajmniej, symbolem zmiennej, a litera
grecka n oznacza w matematyce stalg liczbe 3141 ...

Wyraznie lub milczaco umawiamy sie jednak
w danej ksigzce, ktére litery beda reprezentowaty
zmienne i w praktyce nie sprawia taki stan rzeczy
trudnosci. Przepiszmy jeszcze raz w postaci uproszczo-
nej liste postulatéw, pozostawiajgc jednak czeSciowo
kwantyfikatory w postulacie (5), gdyz w nim jak wi-
da¢, nie byloby korzystnem zupeine ich opuszczenie.

I: 0 eJSfQ

ae Vg3 slaE-“ 0
asNO-beNOmseqa= seqb:3 :a— b
aeNOe+~j seqa=0

PO0) +(x){xelf0-(p@E)e3 *P(se(I*)}O ¢
M {*e#0-3 «2(*)m

Kwantyfikatory typu takiego jak (a), (6), (x\ (2),
bedziemy tez, o ile to mozliwe opuszczali w dalszych
twierdzeniach A. 1 c.

SR SN

8 3. Pierwsze okres$lenia i twierdzenia.

11. Postanawiamy solennie nie zalicza¢ do twier-
dzen A. 1 c. zadnych innych précz postulatéw
i tych, ktore przy ich pomocy ilogiki zdo-
tamy udowodnié¢. Rdéwnocze$nie postanawiamy nie
mie¢ innych poje¢ w A. 1 c. procz: (1) terminéw pierwot-
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nych (2) terminéw logicznycht) (3) terminéw, ktore
z poprzednich okreslimy drogg definicyj. Zmusza to
do pedantycznej skrupulatnosci, ale jest nieodzownem,
0 ile redukcja A. 1 c. do naszych pierwotnych danych
ma by¢ uwazana za przeprowadzona.

12. Rozpoczynamy od pewnych detinicyj.
one mialy postac:

»definiendum« SL »definiens*,

gdzie znak Mz nalezy czyta¢ »oznacza z definicji*. De-
finicje tego rodzaju zwiemy no min alnem i
Okreslamy: [Def. 1— 10J

(1Mzseq0, 2JA seq 1,3 JL seq 2, 4 Mz seq 3,5="=seq 4,
[6~seq 5, 7M seq6,8J4seq7, 9J7seq 8, X Lseq 9.

Ostatni termin X wprowadziliSmy ze wzgledu na
cele poOznigjsze.
Pierwsze twierdzenia: [tw. 1—10]

leM, 2eiMO, 3ENO, 4£M, 5EM, 6 £NO, 7 c I,
8 eNO, 9 ENOF X £Nn.

Zapiszemy to zbiorowo:

1 ENO2£M*3£M*4 ENO*SENO*GENOM7 eNO-
*8ENO*9EN,, X eNO

lub krécej (znakowanie nowel):
0, 1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9, X e NO.
Woprowadzamy tu skrot:

a,l faMzasas*bfa

" Zmienne uwazamy za terminy logiczne.

Beda
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w stowach:
i b nalezg do a* 4L »a nalezy do a i b nalezy do a«.

Dowdd tw. 1:

@) Mamy 0eNO (a) [post. 1]
* OeN, 3 seq0eNO(8) [post. 2]
A wiec: seq 0e M )
czyli IeATO (<9 [def. 1],

Analiza dowodu:

Przestanke (a) uzyskali$my wprost, z postulatu 1.

Przestanke (/?) uzyskaliSmy z postulatu 2 przez
podstawienie za zmienng a wartosci szczegdlnej: 0.

Czynimy to wedle zasady logicznej:

podstawiajgc w zdaniu powszechnie
waznem za zmienne szczegb6lne wartosci
z zakresu objetego znaczeniem terminu
»kazdy* iopuszczajgc kwantyfikator ot.rzy-
mamyzdanie waznew ramach danej teorjil.

(y) Whniosek otrzymaliSmy dzieki podstawowemu
trybowi logicznemu  zwanemu »modus ponens*,
ktéry ma postac:

skoro mamy Q) p
i @ p2) g
to wtedy tez mamy (3) Q.

(i6) Ostatecznie za seq 0 podstawiliSmy 1 wedle
nastepujacej dyrektywy logicznej: »jezeli w zdaniu
podstawimy za deflniensy ich definienda, to zdanie nie
ulega zmianie co do prawdy i fatszu*.

B »prawdziwe« w danej teorji.
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Dalsze dowody:

2 (a)l«JV. [tw. ()]
@ leA J seqleX0 [post. 2]
(y) seq 1 £j\W0 [mod. ponens]
© 2fixo [0ef. (2)]

W tym dowodzie za przestanke (a) wzielisSmy
tw. (1) udowodnione co tylko i to jedynie z zatozeh
teorji, a wiec zdanie zaliczone juz do twierdzen A 1 c.
czyli prawdziwe w tej teorji.

Dowody twierdzen (3) —(10) przeprowadzimy ana-
logicznie.

Zastosujemy jeszcze nastepujgca zasade logiczng:
»Wolno w definicji znak zastgpi¢ przez = i uzy-
ska¢ w ten sposob zdanie prawdziwe, o ile znak
ten nie stoi miedzy zdaniami*.

Zasada powyzsza da nam twierdzenia:

[I=;5eqO, 2= seql, 3= seq2, 4=;seq 3, 5= seq4,
[6= seq5, 7= seq6, 8= seq7, 9=seq 8, X— seq 9.

Dowody nasze prowadzilisSmy dotagd w sposdb z u-
petny. W dalszym ciggu nie zawsze bedzie to ze
wzgledu na brak miejsca mozliwem; poprzestaniemy
wtedy na zrozumiatym skrécie dowodu.

8 4. Dodawanie.

13. Wprowadzmy odrazu dwie definicje

. Df.: aeNO0-Z)-a-\-cOM.a
Il. Df.: a,beN0*3 *a~K-seq &M-. seq (a -\~ch).

Definicje powyzsze posiadajg odmienng posta¢ od
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dotychczasowych definieyj nominal nych. Zapy-
tajmy, co objasni¢ nam one potrafia.

Pierwsza z nich pozwala wszedzie zamiast a
napisa¢ a-|-c0, o ile tylko o nalezy do klasy liczb
catkowitych.

Rzeczywiscie: skoro wiemy, ze

(@) aeM
otrzymamy: ((J) asN,, 3 *a + cOJLa [Df. 1]
stad (y) a-f-cO0JLa [mod. pon.]
i ewent. jeszcze (B a= a 0 [logika]L).

Druga z powyzszych definieyj objasnia nam czem
jest a -|-cseq b] jezeli a i i sa liczbami eatkowitemi
i jezeli juz wiemy czem jest a -)-ch.

Przyktad: a. Wiemy juz, ze

(1) 2eNO (2) 1= seqO, (3) 0£M,
a wiec:
2 -\-cl= 2-j-cseq0= seq(2 0)= seq2= 3.
Ostatecznie:
2 +«1 = 3

2. Zalozmy, ze ae NO. Zastosowanie Df. | powie
nam, ze
a-j-c0 = a.

Przybrawszy do pomocy Df. Il snujemy dalej wa-
tek rozumowania:

") Bedziemy w dowodach pisali [logika] dla zaznacze-
nia, ze odnosny wniosek uzyskano dzigki jakiejs zasadzie
logicznej (wystowionej w tekscie lub nie).
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a-Jcl— a-j-eseq0= seq(a-[,.0)= seqa
a 2— a-)-cseq 1= seq(a-J-el)= seqseqga
itd

Nasuwa nam to na mysl przypuszczenie, ze skoro
jeszcze beNn, to idgc krok za krokiem dojdziemy na-
koniec do zrozumienia czem jest:

a-)-ch

Obecnie udowodnimy twierdzenie, ktére umocni
nas w powyzszem przekonaniu:

Tw. 1: a,b e NOU a-\-cb£NO.

»Jezeli a i b nalezg do M, to a-\-cb nalezy
réwniez do NO*

Dowdd: Prowadzimy zasadniczo przy pomocy
postulatu 5 [zasady indukcji zupeinej].

Zatozymy, ze ae N,, [hipoteza].

. Wtedy:

a-\-c0 — a [hp. df. 1, logika],
a-\-cOeN [logika].
Analiza: Znak »=« jest dla nas zawsze zna-

kiem identycznosci logicznej. Zasadniczg wiasnoscia tego
pojecia jest jednak nastepujgca: jezeli okazano, ze

(8] 0=0
) y(«),___
to tern samem (6).

Zasade powyzsza zwiemy »zasada podstawiania
identycznych<

Wilkosz: Arytmetyka liczb catkowitych. 2
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Wypowiadano jg czeslo juz przed ukonstytuowa-
niem sie logiki formalnej. Leibniz formutuje jg jako
definicje identycznosci w stowach: »Eadem sunt quo-
rum unuin in alterius locum substitui potest salva ve-
ritate*. Podobng posta¢ spotykang jeszcze dawniej,
u Sw. Tomasza z Aquinu.

Il. Przypus¢my teraz, ze

aeNOke AD i ze juz a-j-cte NO.
Wtedy: a. a-j-cseq k — seq (a-j-ck) [df. I, logika].

Atoli 8. a-\-ckeNO [hp.],

zatem y. seq (a-|~ck) e NO [post. 2],

Ostatecznie: a-\-csegk eNO [(a) i logika].
Mamy wiec:

aeNOek eNOe+a-|-ck sNO*3 e+a-j-cseq k eNO.

Dowod wynikania prowadzilismy dla dowol-
nego k. mamy wiec prawo wedle zasady »og6lnie
prowadzonych dowodéw* lub krétko zasady »uogolnie-
nia« napisac:

(k) {«ENO-keNOma-|-ckeNO ea-\-cseq ks NG}

Ill. Mamy juz wszystko czego potrzeba dla stoso-
wania zasady indukcji zupetnej.

Potézmy:

@ (X) AL a -[~cx e N,,.

Wtedy przy zalozeniu, ze aeNO:

1) <p(0) speinione wedle 1
(2) (K){k ENO* (k) 3 @ (seq fc)} wedle I,

stad;
©) (0) P ENO3 O} [post. 5]
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Reasumujac:
aeNOO :(B){6ENOO e«~hbeNO}.

Dos¢ zawita, ale intuicyjnie jasna czysto lo-
giczna przerébka da nam:

(«, b) {a,beN0O--J-a-\-ch£ NG}
lub krotko:
abeMe3 ea beNO.

Czytelnik spodziewa sie zapewne ostatecznego
twierdzenia, mniej wiecej tej postaci:

a,b eNO”) a-j-cb jest okreslonym terminem A. 1 c.
Przyjmijmy za warunek ip nastepujacy:
ip (@) M: {a jest okreSlonym terminem A. 1 c}.

Przy pomocy zasady indukcji zupeinej udatoby
nam sie udowodni¢ formalnie, ze

a,beNOO ip{a+,, 6),

atoli dowdd bytby jedynie wtedy poprawny, gdyby
warunek ip nalezat do kategorji warunkéw zdaniowych
rozwazanych w logice. Otéz co do lego trzeba zazna-
czyé, ze zadna z dotychczasowych teoryj logicznych
nie obejmuje formalnych rozwazan (objawiajacych
sie w postaci twierdzen czy okreslen) idej takich jak:
>okres$lony termin* »og6t termindéw pewnej teorji*.
Dziat len nie jest. poprostu dostatecznie opracowany,
a tymczasem postepowanie nieostrozne i na dro-
dze intuicyjnej prowadzi tu do paradokséw takich
2*
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jak np. paradoks Berryego, Richarda i t. p.1). Mate-
matycy, nie zwracajagc uwagi na powyzszg trudnosé
postugujg sie jednak powszechnie okreSleniami typu
takiego jak df. I, I, co w ogélnym wypadku ma
posta¢ nastepujaca:

Chcemy okresli¢ jakie$ wyrazenie, powiedzmy W (g),
dla wszelkich liczb catkowitych. W tym celu

I. Okre$lamy czem ma byé W (0).

Il. Podajemy regule, ktéraby moéwita czem ma byc
W (seq k\ o ile ke NO i W (k) jest okreSlone, a re-
guta ta ma nie zawodzi¢ przy zadnem k catkowitem.

Ill. Uwazamy wtedy, postugujgc sie zasadg induk-
cji matematycznej, ze

»W (*) jest tern samem okreslone dla kazdego x
catkowitego*.

Jakzez teraz pogodzi¢ stanowiska matematykow
i logikow. — Otéz trudno$¢ te pokonat juz wr. 1879
G. Frege w dzietku p. t »Begriffschrift«z) (Halle) co
pézniej przedstawit jeszcze raz w >Grundgesetze der
Arithmetik* (2 tomy Jena 1893 i 1903) §. Dzieki po-
mystom Fregego mozna w kazdym przypadku, takim, jak
powyzszy poda¢é nominalng definicje zwrotu W(x)
postaci:

F(a) Jt...,

i wtedy unikamy rzeczywiscie trudnosci logicznych.
W nocie na koncu ksigzki podamy definicje nomi-
nalng dla

a+ch6 i t p

1) p. moje Podstawy og6lnej teorji mnogosci. War-
szawa 1925, str. 214.
ez. Ill, str. 55—87.
» t |, str. 59, 66, §8 45, 46.
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co nam usunie chwilowo nie zatatwiony problem
niezn petnosci.

Definjowanie rekurencyjne czyli zwrotne, to
znaczy takie, jak to, o ktérem obecnie mdéwimy, nalezy
wobec wynikéw Fregego uwaza¢ za proces poprawny,
a wraz z nim przyjaé stuszno$¢ zasady uznawanej w tej
kwestji przez praktyke matematyczna.

14. Znaczek (c) umieszczony pod znakiem
przypominaé, ze -\-c jest symbolem pewnego dziatania
okreslonego jedynie dla liczb catkowitych. Bedzie on
nam potrzebny, gdy wprowadzimy inne jeszcze zna-
czenia symbolu -)-, tymczasem chcac utatwi¢ sktadanie
drukarzowi, bedziemy go przewaznie opuszczali. Po-
toczna praktyka matematyczna upraszcza sobie stale
sytuacje, przez pomijanie znakéw odrdzniajacych po-
dobne, lecz $cisle biorgc, r6zne znaczenia tego sa-
mego symbolu i pozostawia uwadze czytajgcego zasta-
nawianie sie nad tern, ktore ze znaczeh symbolu po-
winien w danej chwili bra¢ pod uwage. Uzywanie
jedynie symboli o0 jednem znaczeniu jest bezwzgle-
dnie koniecznem, gdy w gre wchodzi badanie subtel-
nych podstaw; w praktyce bardziej pospiesznej datoby
sie to uskuteczni¢ jedynie z wielkg trudnoscig. Wpro-
wadzamy wtedy dla pokrewnych pojec jeden i ten sam
znak lecz, gdy chodzi o ostroznosé, opatrujemy go
réznemi znaczkami odro6zniajgeemi.

Udowodnimy obecnie szereg twierdzen o dodawaniu.

Tw. 2: aeN0”")0-\-a = a

Dowdd przez indukcje zupetna.

I. Dla a— 0 mamy:

0-j-0= 0 [df. 1, logika]
wiec twierdzenie stuszne juz dla a = 0.

ma
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Il. Zatozmy, ze: ke M O-|- k — k
Wtedy:
O -(-seqgk= seq(© k) [hp. df. Il, logika],
seq (O-j- k) — seq k [hp. logika],
seq k e NO [hp. post. 2],
stad: seqk = O-)-seqk [df. 1, logika].
Ostatecznie: 0 -f- seq k = seqk.
1. Stosujac zasade indukcji otrzymamy:
@{aeNa 0-f-a— a),

a stad w skrdconej pisowni nasze twierdzenie.
Tw. pomocnicze:

a,bENO3 «-f-seqb= seqa-f-h
Dowéd: Zakladamy: ae NO.
. Dla b — O mamy:

a-f-seq0— seq (a-(- 0)= seqa [df I, I, logika],
segaeNO [hp. post. 2],
stad zndbw seqa= seqa-j-0 [df. I, logika].

Wiec a-|-seq 0= seqa -j-0.
Il. Zatozmy, ze jeszcze: k -j- seq & =seqa-f- k-
Wtedy: a-f-seqseqk= seq(a-|-seqk) [df. Il, logika):
seq (« ~j- seq B)— seq (seq a-}- k) [hp. logika],
seq(seqa-(- ®—seqa seqk [df. II, logika],
wiec a-f- seq seq &— seqa-]-seq/c
i twierdzenie bedzie stuszne jeszcze dla seq k.

Ill. Wedlug zasady indukcji zupeinej twierdzenie
nasze jest stuszne ogdlnie.
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Uwaga: Bedziemy w dalszym ciggu opuszczali
w odno$nikach dowodu uwage: »logika* poza wypad-
kami trudniejszych przerdbek formalnych.
Tw. 3: a,beNO*3 «-j-b— b-j-a
Dowo6d: Zaktadamy, ze as NO.
I. Dla b= 0 mamy:
a-)-0= a [df. 1],
a= 0-j-a [tw. 2],
skad a-j-0= 0-f-a
Il. Zatézmy, ze; k £ENO¢a -j- k — k -f- a.
Witedy:
a-|- seq k — seq (a -j- h)y  [df. ],
seq (« -f- B = seq (k -f- «) [hpl],
seq (-|- @) = k-|-sega |af. 1],
Ek-f-seqa= seqk -\-a [tw. pom.],
zatem: a-)-seq k = seqk -f- a
Il. Indukcja konczy dowod.
Tw. 4:
« b, ce NOma c— b c ma= h
Dowo6d: Zakladamy, ze a,bENO.

I. Dla c= 0 mamy:

zalozenie: a-f-O—b-|-0
prowadzi do: a-f-0= a [df. 1],
i+ O -i [df. 1]
wiec: a— h
1. Zatozmy, ze: (1) k s NO
2 m—Jk— n-f-ke3 1

przy kazdem m in catkowitem.
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Wtedy przypuszczenie, ze

a-j-seqk = b-f- seqk
prowadzi do:

1. seqa-f- k— seqb-)- k [tw. pom. hpl],

2. seqa, segqb£NO [hp., post 2]
skad: 3. seqa= seqb [hp.].
Lecz 4. a, beNO [hp.],
wiec a=b [(3), (4), post. 3].

. Indukcja konczy dowdd.

Tw. 6: a,b,ceNq ( a ¢ = a-\-(b-\-0).
Dowdd: Zakladamy: a, bs NO.

I. Dla ¢c= 0 mamy:

(a-fhy+ 0= a+ 6 [af. I, tw. 1],
&= &0 [df. 1],
wiec: (@+H 0= a— (&)9).
Il. Jezeli zatozymy, ze:
kENne(a-f- &-f- k — a-\- {b-\- k\

to
(« - 6) F-seq k — seq \fa-f-b)  k\ [df II]
= seq[a-]-(& + &) [hp],
==«-[-seq (b k) [df 1],
== a 4—{&3Fseq k) [df. 1],
stad: (0-\-b)-}-segk— a (6 seqlt)

i twierdzenie stuszne jeszcze dla seq k.

II. Indukcja konczy dowod.
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Tw. 7: a£jM0e3 1= seq®

Dowdd:
Q) 1= seq0 [8 3 tw. 1]
(2) afiivQ-~"~-l-seqO~segq”™-1-0) [df-1]>
3) “N dOo '8n - a[df 1],
stad: aeivV0;>a4d-l=seqga [(1)(2)(3),logika].

Uwaga: Z twierdzenia powyzszego widac, ze o ile
ae M, mozemy stale pisa¢ a -\- 1 zamiast seq «, jak
to czyni ostatecznie praktyka. My z tego jeszcze nie
skorzystamy.

15. Woprowadzono osobne nazwy dla Kilku
szych twierdzen.

Tw. 1: a6eN, 3 ma~K &FE
Prawo Dodawali)os$ci Liczb Catkowitych.

Tw. 2: «£N0+3 m0 «—*

Prawo Zerowego Dodawania.

Tw. 3: a,0£fW0-3-«+r& = &+cfl
Prawo Przemiennoéci Dodawania.

Tw. 4 a b ceN0*3*a-\-cc— b-KC:3 :a— &
Prawo Monotonii Dodawania.

Tw. 5: a b ceNOe3 “(a~Kfr)~Hc= a-t~e(&-+<c)
Prawo tgcznos$ci Dodawania.
Stawiamy tez okreslenia:

®~K b -f-cc M=(a J<¢b) -f-cc

aHib-j-,c-,dIL(a -\-cb A-cc)—fed

na-
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§ 5. Mniejszo$¢ i wiekszos¢.
16. Przejdziemy do okreSlenia mniejszos$ci
wérod liczb catkowitych.

Niechaj a i b nalezg do XM; zapytajmy czy
istnieje takie s, by bylo:

(1) SENO
(2) s==0
?3) a+,s=b
przyczem, jak juz zatozono:

(4) a, be iV

Rozwazmy zdanie:
(a) a8, beNOessNQOes==0-+a-|-cs— h.
Zdanie to mozemy uja¢ jako zdanie typu:
e(s)

gdzie s jest zmienng istotng, od ktorej wartosci zalezy
prawda lub falsz zdania (a).

Atoli zdanie:

{8) »lstnieje s takie, ze zachodzi (p (S)«

jest prawdg lub falszem (przy ustalonem a i b) bez
wzgledu na wartos$¢ s— tem samem w(/?)zmienna
S jest pozorng.

Ustalimy znakowanie. Zwrot:
»lIstnieje, s takie ze zachodzi @ (*)«
zapiszemy:

(y) Ca«) \ (»)e
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Wiasciwos¢ charakterystyczna tego, ze s jest tu
zmienng pozorng zaznacza sie tern, iz zdania

@*) (). @yP« "hk
oznaczajg doktadnie to samo co zdanie (y). Zwrot
»istnieje s«, oddany symbolem »(jf s), jest nowym
kwantyfikatorem. Wraz z poprzednio juz poznha-
nym kwantyfikatorem »dla kazdego s< [w symbolach: (s)]
posiadajg one le istotng wiasnos$¢, ze postawione przed
zdaniem typu

¥ (),
gdzie s jest zmienng istotng, a wiec taka. ktora
stwarza nieoznaczono$¢ co do prawdy czy falszu,

powodujg przejscie zdania w okreslone wypowiedzi,
prawdziwe lub falszywe:

(3% P@). ) PH>

a tern samem przejScie zmiennej w pozorng. Czyn-
nos¢ przeksztatcania zmiennej np. s przez postawienie
przed (p(s) kwantyfikatora (s) zwie sie uogélnie-
niem logicznem (generalizacjg), a przez postawienie
kwantyfikatora (g s) uszczegdlnieniem (partykula-
ryzacjg) warunku (p.

Wracamy do naszego pierwotnego zagadnienia.
Stawiamy definicje.

Definicja Mniejszo$ci Catkowitej:

aOcbdL (ys){aa beNO*s£NO*s Oa-j-es= &

>a jest (catkowicie) mniejsze od b oznacza, ze istnieje
takie s, iz aib i s nalezg do j\0, s jest rézne od zera
i a-j-cs réwna sie &«
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Przyktad:
2 <3, (a),
bo: (1)2,3 eNO (2)1 ei
(3 1==0 i 4) 2-b1= 3

(a) uzyskano drogg nastepujaca:
Dzieki (1) (2) (3) (4) mozna napisac:

2, 3eNO*1eNOml==0+2-f-cl==
skad wnioskujemy:
(@as) (2, 3ENOmS e NOes4="° 2 -\-es— 3}

»bo takiem jest chocby 1«.
Jest to tak zwany »dowdd istnienia przez
przyktad* typu:

(1) skoro zachodzi 9)(a),
to widocznie (2) (g s) (p (9)-

Definicja Wiekszos$ci Catkowitej:
Okreslamy:

a> ch=Ztb <.ca
Tw. 1: a<(cbe mab£NO
Dowdd: Z zalozenia, ze a <(c6 wynika:
(a) (gs){a, bEN, *sEM-+s 0O0a-j-cs= b}

Aby teraz wydosta¢ z pod kwantyfikatora (gs)
cze$¢ a,bsN O, w ktdrej zmienna s nie wystepuje po-
stgpimy zwyczajem matematykow lak:

Skoro zachodzi (a), »to wybierzmy« cho¢ jedno
takie s np. sO — bedzie wtedy:
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) «, bENOmSOE£iM)es0=1=0Oea-j-esO= b
Teraz juz wedle zasady logicznej typu:

(1) skoro zachodzi p «q,
to (2) zachodzi tez p,
otrzymamy: a,b e NO.

Postepowanie codzienne matematykéw streszcza-
jace sie krotko w stowach >skoro istnieje, to mozemy
wybrad« usunieto w logice nowoczesnej przy pomocy
bardziej skomplikowanych zasad, ktére tu pomijamy.

Tw. 2: a>, bm ma bENO.
Dowod:

1) a be3 ‘b a [df. wiekszosci]
2) 6 a’")-b,aeNO0 [tw. 1]

stad: (3) a ]»>,be3 m asNO

i jeszcze: (4) a ">cbe3 ea, beNO,

Analiza:
Przejscie od (1) i (2) do (3) dat nam tryb:

Jezeli: 1) p3<1
@ gl>
to B p3r,

zwany w nowej logice zdan ssylogizmem™1J).
W wyniku otrzymalismy wniosek, ze

a> che3 ‘b, af£NO,

> Oczywiscie przez analogje do sylogizmu klasycznego
(a wihasciwie trybu »Barbara*).
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w nastepniku twierdzenia zaznaczono jednak: a,beNO.
Woprawdzie réznica mogtaby dla wielu by¢ nieznaczaca,
atoli, aby uzyska¢ (4) winniSmy zastosowaé pewne
prawo logiczne, a mianowicie:

Jezeli: (1) p *q zachodzi,
to (2) q-p réwniez zachodzi.

Jest to tak zwane prawo przemiennoS$ei dla ter-
minu »i« zwane tez »prawem przemiennosei
mnozenia logicznego*.

Mamy teraz:

(1) a>cbh-'J-b,aeNO
(2) baeNOO <+a beNO,
stad (3) a>-cbm <a,b £NO

i dopiero teraz twierdzenie jest udowodnione w zu-
petnosci.

Tw. 1 i 2 wskazujg nam na to, ze zwigzki
<Cci j>c zachodzi¢ mogg jedynie miedzy liczbami cat-
kowitemu

Uwaga: Kroki dowodu tak drobne, jak poprzedni
bedziemy w przysziosci niejednokrotnie opuszczali, po-
zostawiajac ich uzupetnienie czytelnikowi. Sg one jed-
nakze niezbedne w petnym dowodzie.

Tw. 3a: aeNtea==0+3 0 <Cea-
Dow6d: Zbieramy dane:

(1) aeNO (2) 0£iV,, (3) a=j=0, (4) O0-]-a = a
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a wiec:
(gs){a,0eNOese jMIes5G=0<0-|-s= a},
bo takiem s jest choéby a [dowod przez przykiad].
Zatem: 0<;c«
wedle definicji.

Tw. 3/8: aeNOeag=0e e<a> (0.
Dowdd:

(1) aeNOea==0+3 <0 < a [tw. 34a]
(2) 0<jae3 *ea O [df. i logikal],
wiec (8) aeNOea==0+3 *a> O0-

Tw. 4: abeNOea==0e ea-j-b 0.
Dowo6d przez indukcje:
I. Dla b= 0 mamy:

a-)-0= a> 0 z zalozenia i tw. 3/J.
Il. Gdyby juz zachodzito:

keNO i bylo a k> 0,

to a-j- seqk — seq (a-|- k) [df. 1l & 4],
Lecz a-\-keNO dzieki zatozeniom,
wiec seq (a-f-k) =2=0 [post. 4],

a zatem seq (a-j-k)j> 0 i «3seq; 2 0 |tw. 3/9].
I11. Indukcja konczy dowdd.
Tw. 5«: a= Dbeb cm3 «®< cc-
Dowdd: Mamy:

1 b<;c
Ezg a— b
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podstawiajac w (1) za b element a dzieki (2) i zasa-
dzie »podstawiania identycznych* otrzymujemy:

?3) a< e
Tw. 57 a beb=

Tw. 5y: a— b-b>cce3 « > ce
Tw. 506: a be&= (c*3 o* c-

Dowody jak dla tw. 5a.
Tw. 5e: a<ich-b <icc a <Ccc.
Dowéd: (1) Zatozenie: a<”b da nam:®, &
» &<Cc» » 0,cc &
a wiec: a, ce NO.

(2) Zatozenie: a <Gcb da nam cho¢ jedno s ta-
kie, ze:
seNQOesg=0<a-j~s= h
Niechaj takiem bedzie np. sO, wtedy
SOe NOes,, =0 *a s,,= b

(3) Zalozenie: b<<,c da nam cho¢ jedno ta-
kie t zeby:
teiMet==0b-(-t= c

Niechaj takiem bedzie np. 0, a wiec:

oMy’ 6440= G
Wtedy:

(1) s0,<,eiV0es0==0 wiec sO-f- 5=0 [tw. 4]
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(2) sO,tQENO, wiec sO-f-10e NO
3) (a-f-s,)-f-ta= b-j-t0= c
stad (4) a+ (sO+ tg= ¢ [prawo tacznosci],

jednocze$nie wiec mamy:
a, ceNOesO-f-t0eNOesO-f-t054=0-°a+ (sO-j-i0)= c

zatem wedle definicji:

8 <C,
Tw. 5£: a>cbmb> cce3 ea>, c
Dowoéd:
1. a> 6 da nam b<C.a
2. br> ¢ » » C i
ale: c<& *6 <C« da nam c<”a 1z tw. 5e,

skad wedle definicji a m<e

Uwaga: W logice méwimy, ze symbole takie,
jak <[c > c sg to znaki pewnych relacyj. Twierdzenia
1—5 wyrazajg ich wiasnosci; w szczegoélnosci tw. 5e
i 5£ mowia, ze nasze relacje sg przech odnie (tran-
zytywne).

Tw. 6a: a be ~(0= 0).

Dowo6d: Mozemy potozyé:

a-|-s0= b, gdzie sOeNO+s0==0.

Gdyby: a= o, to byloby:
d“imSg= (t a 0,
skad wedtug prawa monotonji [§ 4 tw. 4]
s0= 0
wbrew zatozeniu.
Wilkosz: Arytmotyku liczb catkowitych. 8
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Tw. 6/2 a>, be3 o~ (a— V.
Dowéd:

1.a> b*3 «6< a
2.6< a*3 — (6= 0),
stad: 3. a> &3 *~ (&— «)e [sylogizm]
4. a— be b= g [logika]
5

stad: .~ (&= a@)*3 o~ («= 6).

Ostatecznie:
a> 63 *~(a— & [B, 5, sylogizmj.

Analiza: Przestanke (4) wzieliSmy z logiki, jest
to tak zwane prawo symetrji dla identycz-
nosci. Przestanka (5) zostata uzyskana dzieki niezmier-
nie waznemu trybowi'logicznemu zwanemu »contrapo-
sition Ma on nastepujaca postac:

skoro: Q) P23
to rowniez: )
Tw. 6y. a= be3 e~ («<Z &)
Dowdd: Zaprzeczajagc temu twierdzeniu otrzy-
mamy:
(1) a= 6+~[-(a< 6)

Lecz (2) ~[~(«<C&] da nam: a<
Bytoby zatem: (3) a= bma<C
Lecz: 4 a b ~(a= b

co sie sprzeciwia zatozeniu, ze a= b

Analiza: 1. Tu i w twierdzeniu 6a przepro-
wadziliSmy powszechnie matematykom znany dowod
przez >reductio ad absurdum®*, Chwila refleksji pozwoli
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nam przyjs¢ do przekonania, ze polega on na naste-
pujacym trybie logicznym:

Jezeli: 1. ~(zO )
to 2. pDag

»Jezeli zaprzeczenie pociggania sprowadzitoby za-
przeczenie poprzednika owego pociggania, to pocia-
ganie jest stuszne®.

2. W naszym wypadku nalezalo wiec na chwile
zaprzeczy¢ twierdzeniu. Miato ono postac:

Otéz logika uczy, ze zaprzeczeniem takiego zda-
nia jest:

p-~q.
Stad otrzymaliSmy u nas
a= be~[~(a¥<, 6)]
3. PostuzyliSmy sie nastepnie trybem t. zw. »po-

dwojnego przeczeniak, ktory pozwala w zdaniu zastapic¢
~ p) przez p bez zmiany prawdy czy falszu.

Tw. G& a be3 <~ {a= 6).
Dowdéd analogiczny.

Tw. 6e: a<, 6¢~J m~ (0> ch).
Dowo6d: Gdyby tak nie bylo, to zachodzitoby:

(1) «<&e*-(-(«>&))
(2) am<dea> 6,

a wiec: (3) a<”b *6<Cx,
skad wedle (5e):
4) a< a
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Loczz a=a, wiec to wykluczone wedle 6 a.

Tw. 6£: a>c6¢D " («< c6).
Dowdd analogiczny.

Tw. 7a: alV,*60cc*3 *a-)-6¢°<,a-|-cC
Dowdd: znajdziemy takie szczeg6lne sO, ze

S(,sNO*sO=3=0 mb -f su= c;

procz tego z zatozenia wnioskujemy (tw. 2), ze

b,ceNO.
Wtedy: a4bh+& a =<,
skad: (a-f-b) -f-s0= a-fc

Lecz: a-j- be.NO e« -(- ceNOeseNnes0O==0
O+ b)-fs0O— a-\-c

skad: a-j-6<[o-(-c
Tw. 7/?: ffleiM0+& c+3 ma-|- br>ca-\-c.
Dowdd:

Zatozenie da nam: (1) c¢< 06-+aeNO.

Stad (tw, la) (2) aA-c¢c aAnb

Lecz (2) pociggnie, ze (3) a-(- b> a -(-c,
co zakonczy dowdd.

Tw. 7y: ax;,6ecC d3 *a+ c<Cc&+ d
Dowéd: (1) Zalozenie da nam: aeNO‘ C<”d,

a stad: a-(-c<(a-j-d (a)
(2) a<'b da nam:
dj—a d'j- b
Lecz:
3) a-jd==d*-a<d4a d4—
stad: a d<(d-j-h

Nastepnie: (4) a d<Cd b*d-\-b— b d,
skad ostatecznie: a-j-d< 6-~d. (©)
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Przestanki (a) i (/?) dadzg nam: [tw. 5e]
a-(-c< b d.

Tw. 706: a”>cbec>cde*3 e¢a-)-c]>,&-)-d
Dowo6d analogiczny.

Tw 7e: asNO *a </cseaa.

Dowdd: 1—seq0, [df]
wiec 15=0, [post.
skad 0< 1 [twv.

Wtedy jednak:
a-[-0<[a-f-1,
czyli t a—-fHan

lecz jak wiemy: a 1= seq«, skoro asNu. Reszta
widoczna.

Uwaga: twierdzenie nasze mozemy tez zapisac
W postaci:

aeN,, *3 e+« <Cca {1

Tw. 7£: a,beNOeb==0+3 *a a~\~

Dow6d: bsNOeb==0¢3 <0< b [tw. 3a]
stad: a-j-0<Ca-)-b, [tw. 70]
a wiec a<Ca+ &

Uwaga: 1. Dzieki tw. 7g,£ mamy np.:

0<cl 1<¢c¢2 2<c¢c3...,

a takze 0<*cl, 1<fc3 it d

2. W toku dowoddéw poprzednich twierdzen po-
mijalismy znaczek Q pod znakami <[ i >, zachowu-
jac go jedynie w wypowiedzi twierdzen.

Wprowadzimy dla wygody nastepujaca definicje:

«=, beSL"' a,beNOea— h.
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»a jest catkowicie réwne b« ¢M:e a i 5 sg cak
kowitemi i a= h.

Oczywistym wnioskiem uzyskanym przy pomocy
tej definicji bedzie:

Lem mat: a= cbe3 e¢a,beNO.

Zapoznamy sie z jednym jeszcze znakiem z lo-
giki zdan. tacznik »lub« miedzy zdaniami pisa¢ be-
dziemy przy pomocy pierwszej litery stdwka facinskiego
»vel« w postaci »v«. Jezeli p i g sg zdaniami orze-
kajacemi (sadami), to pvq czytamy »p lub g« i uwa-
zamy zawsze za zdanie:

(1) prawdziwe, o ile cho¢ jedno ze zdan
p czy q bylo prawdziwe

(2) fatszywe, jezeli oba zdania p i q byly fat-
szywe.

W A. 1 c. uzywaé bedziemy znakow »</c« i »>,,«
czytanych »mniejsze lub rdwne«, wzglednie »wigksze
lub réwne«, co do ktérych umawiamy sig, ze

a b:JL\a < tbey ea—chb,
a b:JL:a;>cbevea=, b

W kazdym razie:

1. a” che3) ea,beNO

2. a be—) +.a,beNn
Przykfady:

@ 2 3, 3 2, 2 2, 2 2

gdyz oznacza to:

2 <,,3v2=,3, 3>c2v3=cC2 2<c2v2=c2
2> c2V2—c2,

a wtedy zawsze jeden skiladnik bedzie zdaniem praw-
dziwem.
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Zdanie pMq zwietny stimg logicznag zdan p i q)
podobnie p ¢q zwiemy iloczynem logicznym zdan
p i g Milczaco przyjeliSmy juz w poprzednich dowo-
dach zasade, ze p *q uwazamy wtedy i jedynie wtedy
za zdanie prawdziwe, gdy oba zdania p i g sg praw-
dziwe.

Tw. 8a: a,bsNO ca<Lca b .

Dowdd:
1) b— 0\/b"Q [logika]
(2) a,bENO*b= 0*3 s«= a-\~b [8 4. df I, logika]
?3) a,beNO-a— a-\-b-") ’a<La-\- b [logika]
4 a,6eJV0-6=]=0-]3 *«<< a.-\-h [tw. 7£]
(5) a,beNO- aA- be2) «afS a-\-b.  [logika]
Stad: (6) a,beN0'~)-a~a-\-b [logika].

Analiza: Wniosek (6) zebrano z wnioskdw cze-
Sciowych (3) i (6) i z przestanki (1) przy pomocy pew-
nego trybu logicznego, nieco bardziej ztozonego, ktérym
jednak intuicyjnie postngujemy sie czesto w zyciu; ma
on posta¢: Jezeli zachodzg fakty:

1) PVq
(2) rev:ID:s
3) -

to =6

Tw. 8/3: a,bENne *b a-f- b
Dowdd: Woystarcza w tw. 8a zastosowal jeszcze
prawo przemiennosci dodawania.
17. Tw. pomocnicze.
SCNO.3 es==0vs— 1vs>, 1

Uwaga: pvgvr ma u nas znaczenie (pve)vr.
I. Dla s= 0 twierdzenie stuszne, bo s — 0.
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Il. Gdyby: keNOik= Ovfc= 1v&> 1, wtedy:

jezeli: k= 0, to seq k— 1
» A= 1 to seq k> 1, [tw. 7¢
» k> 1, to seq k"> k*> 1, [tw. 7¢€j
wiec seq k 1> 1,
Procz tego: seq ksNQ

a zatem twierdzenie zachodzitoby i dla seq k,
II. Indukcja kohczy dowdd.

Tw. 9. a,beNO 6v« =.b\/a > . 6.

»Jezeli a i b nalezg do MO, to cho¢ jedno z trojga:
a<”h, a= b, musi zachodzic«.
Dowdd: indukcyjny.

I. Dla b= 0 mamy a 0 lub a—cO0 wedle
tw. 3~ i faktu, ze «=,, Ova 9= wiec twierdzenie
stuszne.

Il. Zatozmy, ze keNO i ze dla kazdego «, o ile
asNO, mamy:

a< & a= Zeva> k
Wtedy: (1) jezelia<”k, to k<" seg/c, wiec a<”segk

2 » a—k, to 7c<|seqfc, wiec a<[seqA.’
3) » to a= fc-|-s0gdzie

sO® DJ
wedle tw. pomocniczego |I=s0 lob 1< s0.

0 ile: 1=s0) to a= k-j-l=seqk
» 1<;s0, to seqA= 1-j-k<[k-}-s0==a
wiec segk a
W kazdym z wypadkéw (1) (2) (3) tw. byloby stuszne
1 dla seq k.
II. Indukcja korczy dowdd.
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Zatézmy, ze: a,beNO\
twierdzenie 9 powiada nam, ze jedno z trojga zachodzi:

a<ch a=ch, a>cJ;

twierdzenia 6a—6£ wykazujg, ze kazda z tych oko-
licznosci wyklucza obie pozostate. tacznie wypowiemy
6a— i 9 w stowach:
Zasada Trichotomji:
Jezeli aT)eNO, to jedno i tylko jedno z trojga
zachodzi:
a<cha=cha b.

Inaczej: Wypadki: a <*ch, a=cT a> cbh tworzg
dla catkowitych a i B tréjpodziat zupeiny
(trichotomje).

Uwaga |. Twierdzenie 6ei6£ mozna lez zapi-
saé tak:

1. a<J>0 '~{b <ca
2. a>chO <~ (6> ca)

W tej postaci mowig one, ze relacje »<Cc« i »>
sg asymetryczne.

Uwaga Il. Twierdzenie o trichotomji da nam
w szczegolnosci:

1. a,bsNOea=j=be+3 *a bvb <, a
2. a,beNOea=}=b 3 e<» 6v6 >, a

W tej postaci twierdzenia powyzsze moéwig nam, ze
relacje »<c« i »>c« sg spdjne »w polu NO«
{w Kklasie NGO}
Uwaga IIl. Twierdzenia 1 i 2 naszego § mowig
ze relacje »<,« i maja za pole NO.
Zbieramy powyzsze wiasnosci, oraz Be i 5£ razem:
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Relacja
<C,; . >«
jest
1. spéjna w NO 1. spéjna w NO-
2. asymetryczna 2. asymetryczna
3. przechodnia 3. przechodnia
4. 0 polu My 4. 0 polu NO.

Wyrazamy te fakty mowiagc kroétko:

(1) Relacja »<[,,« porzadkuje klase Na
(2) B »  »>,« » » N O.

Okredlilismy zwroty a b czy al[>,b, ale nie,
okreslilismy samych relacyj »<”c« czy Otdéz mo-
zemy powiedzie¢ zwyczajem nowoczesnych logikéw:
(@ <[, relacja, ktdorej zachodzenie miedzy u i v
wyraza, ze u <C,v

[lub, ze (Es){u,veNOe+ssNOes =0 -eu-|-cs— W}

("3 [».Mzrel aeja, ktdrej zachodzenie miedzy u iv
wyraza, ze v <(,, U.

Piszemy to symbolicznie:

(et) <c="M {mO }

> cJb(uv){v <cu).

Sg to sposoby okreslania relacyj przez wyrazenia
ksztattu:

/s
(uv)<p(u,v), (9

gdzie <p(uv) jest warunkiem (zdaniowym) natozonym
na zmienne rzeczywiste u i v. W wyrazeniu (*) uiv
s juz zmiennemi pozornemi,
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Mogli$my odrazo postawi¢ definicje mniejszosci
i wiekszosci w powyzszej postaci. — Uniknelibysmy
przez to okreSlenia zdan, definiujac relacje.
Zapamigtajmy zasade:
Jezeli okreslono relacje R jako
/\
(uv)f(u,v),
to mamy natychmiast stuszne zdanie:
(uv){uRv = (p(Ma)}
»dla kazdego u i v zdanie uRv jest réwnowazne zda-
nia (p(u,v)«
Znak »”« postawiony miedzy zdaniami np.p ==¢
oznacza, ze p i q s jednocze$nie prawdziwe
lob jednoczes$nie fatszywe. Zapamietajmy tez, ze

a nawet wiecej:
P= <:= -PD!-"DP-
Czytamy »= «: »(jest) rOwnowazne«

8 6. Odejmowanie.

18. Poznamy teraz inny jeszcze typ okreslen.
Okreslimy réznice catkowitg elementdow a i 6,
ktéra zapiszemy jako:

a—ch
w sposob nastepujacy:

a—chb~SL »jedyna liczba catkowita, ktéra
dodana do catkowitego b, da nam catko-
wite «m
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Rozwazymy nastepujgcy warunek zdaniowy:
cp{x)4LxsNO-«, beNg.b-]-cx — a
Okresleniu réznicy nadamy teraz posta¢ symboliczng
a—cbhbM(ix) @(*),

co czytamy: jedyne x takie, ze zachodzi cp(x)«. i gdzie
znak »j« jest odwréconem greckiem jota, poczatkowq
literg stowa »izos« (réwny).

Zwrot: »jedyne x takie, ze cp(x)« ma oznacza¢
w ogoélnym wypadku dowolnego warunku (p pewien
element logiczny, ale warunkowo.

Zadamy mianowicie, aby:

1. Istniato co$ co spelnia (p, a wiec: by
(3*) Pix) miato miejsce, nastepnie,

2, by rézne elementy nie mogly spetnia¢ wa-
runku <4 a wiec by zachodzito:

xy) fp(¥)-<p (O "x= yF
Witedy dopiero 6w element, ktéry speini g oznaczamy

przez (7x) (p(&s).
Warunki (1) i (2) wyrazimy krétko méwigc: »ma
sens jedyne x takie, ze <p(a:)« lub symbolicznie:

EITX) o (x).

W symbolach (ix)cp(x) jak i E1(?x) @[x)
zmienna x jest pozorng, a wiec mozna ja zastgpic
kazdg inng, bez jakiejkolwiek zmiany sensu czy prawdy.
Opisujac blizej element warunkowo okreslony

7x) p@E)

bedziemy sie tez wyrazali, ze jest to:
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»elernent spetniajgcy warunek cp, 0ile
taki istnieje i tylko jeden*.

Wyrazenie [ix)cp{x) zwiemy w logice opisem
jednostkowym lob adeskryptem* (Russell).

19. Tw. 1: J

»Jezeli a jest wieksze lub réwne catkowicie b, to
ma sens roéznica catkowita a —cb,

Dowéd:

(1) Zatozenie moéwi nam po pierwsze, ze: a,bsNO
[85tw 2idf gj,
(2) o ile a> 0, to istnieje- takie x, ze
a,bsNO‘xeNO‘b-|-cx— a [df. wiekszosci],
(3) oile a—c#H, to

a,beNO-0eNOmb-j-cO= a
— a wiec w obu wypadkach:
(@*) {"“>8EN0*x ENO=b-f-C» = «J»
4. Przypusémy, ze
a,beNO'X,yeNO'b -\-cx==a-b -\-cy= a

Wtedy: 1) 6+ x=6+2/
(2) b,x,ye NO,

wiec prawo monotonji dodawania [§8 4, tw. 4)
da nam:

X — VY.

Widzimy ostatecznie, ze przy naszych zalozeniach:
Ela—ch

Tw. 2: Ela—cbe*O-»beNO0.a ” ch.
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»Jeze li ma sens a—ch, to a, beNO i a”icbh*.
Dowdd: (1) Zatozenie powiada:
(g*) (&, bENOexsNO.b x = a),
co w szczegdlnosci moéwi, ze a, beNO.
(2) Niechaj z0 bedzie takiem, ze

zQeNQ-b-\—0= a,
wtedy wedle poprzednich twierdzen [§ 5]
a” b
Uwaga: Twierdzenia 1 i 2 mdwig razem, ze
El'la—cb:=:a bENO*a” ch

Twierdzenie z logiki I: Jezeli ma sens
?x) p(x), to {ix) ¢>(x) spetnia warunek <p— w prze-
ciwnym wypadku nie spehia.

@ EIC*) $(2)+3 = <p{(i0)<p(x)}

@ ~ B(ix)<p(x)~ @{(ix) @}

Uwaga: zdanie (2) nie jest bynajmniej kon-
trapozycja zdania (1)11

Uzyskamy tg droga:

Tw. 3: a”™ b. ea—rbeNn

Tw. 4: a be3 eb-f-cla—ch)— a

Tw. 4bls: cb)+cb= a
{gdyz wtedy juz a —cbeNO i mozna stosowac twier-
dzenie o przemiennosci dodawania}.

Przyktad:

Prawdg jest, ze
1. 2-j-¢(3—,,2) = 3, bo ma sens 3 —,2.
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Nieprawda jest, ze
2. 3-j-¢c(2—c3)— 2, bo niema sensu 2 —,3!

Uwaga 1, Pisa¢ bedziemy w dalszym ciagu krétko
a —b zamiast a —cb, o ile nie zajdzie z tego powodu
zadne nieporozumienie.

Uwaga 2. Czesto dla wygody bedziemy chcieli
oznaczy¢ wyrazenie ksztaltu (1*) og(x) jedng literg
jako symbolem pewnego elementu logicznego; ot6z czy-
ni¢ to bedziemy jedynie wtedy, gdy upewnimy sie po-
przednio lub przypuscimy, ze o x) (p(X) ma sens.

Twierdzenie z logiki II:
1. Zdanie:

(ix)cp(x) — a
oznacza, ze

i (a) E\(ix)ep(x)
) o»@)

2. Orzeczenie, ze (?x) (&) spetnia warunek <4>zawsze
pocigga za sobg, ze ma sens (ix)cp(x).

Uwaga: Poniewaz symbol ksztattu (i x)cp{x) nie
zawsze oznacza jaki$ element logiczny, wiec opero-
wanie nim jako symbolem elementu musi wymagac
pewnej ostroznosci. Przedewszystkiem (ix')cp{x) nie
mogtoby spetnia¢ zadnego warunku, o ileby nie za-
chodzito »E!: x) p(x)i!

Niezmiernie subtelne pojecie deskryptu i jego
teorja, ktorej fragmenty poznajemy obecnie, pochodzg od
Bertranda Russella.

20. Udowodnimy teraz szereg twierdzen z dzie-
dziny odejmowania.
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Tw. 5 asNne ma—a= O

Dowdd: (1) Mamy ae NO-a a,
wiec ma sens a— a, lecz dalej

2) a,aeNOmOsNOea-|- 0= a
wiec warnnek, na tle ktérego powstalo pojecie roznicy,
jest dla O spetniony:

(3) Stad wedle tw. log. Il wniosek

a—a= 0

Tw. 6. asN03) a—0— a

Dowdd: (1) asNO z zatozenia, OsNO z postulatu
ian 0z tw 3/28 5 po latwej przerdbce,

zatem E!(a— 0)

2) a, 0£EN,, sasNO+0 -f-a = «,
wiec warunek tworzacy pojecie roznicy jest spetniony
przez a

?3) Stad wniosek: a— 0= a

Tw. 7. a,6,csNO‘b C— a*3 e«—b— ¢
Dowdd:

(1) Skoro b-\-c — a, to a~b wiec El(a - b)
2) a,bsNOecsNOsb c= a

(1) i (2) dajg nam wedle tw. log. Il wniosek zadany.
Tw. 8. a—b—c” ‘fa=b cea,b, csNO.
Dowéd:

(1) a— b musi mie¢ sens, wiec a beNO.
(2) ¢ musi spelni¢ warunek tworzacy roznice,

wiec csNO i a= b-j-c
Tw. 9. a—6= c*3 e«— 0= b
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Dowéd:
1) a—b— c*3 ea— b-j- ceathb,ce M [tw. 8]
(2) a,b,ceNO-b-f-e= 00 <« 6,ccMe+cH6=a
(3) ab)<ieNnec-|-b— a>3 me—c—b [tw. 7]
Tw. 10. c—a— c—b*3 ea— h.
Dowod:
(1) Z zalozenia wynika: El(c— o0)-El(c—h).
(2) Stad: c—aeNO-c —beNOQOe<a,b,ce NO.
(3) Nastepnie:
c=a-f-c—a (@
c=b -j-(c—b) (),
skad: «-]-(c—a)— b (c—bh) (y),
a ze z zalozenia c—a — c— b, wiec:
« (c—a= b (c—a).
Ostatecznie wedle prawa monotonji:
a— h
Tw. 11. a beN0-3 (¢« -\~6)—b— a
Dowod:
(1) Zatozenie daje nam:
a,a -f- b,beNOe~a-|-b b,
stad: Ef(a+ & — 6}
(2) a-f-6,beNOcaeNO*b-)-a= a §
wiec warunek tworzacy réznice jest speiniony przez a,

a zatem: (a-j-b)— b= a
Tw. 12: a b-3 ea— (0—6) — 6
Dowdd:
1. Zatozenie pocigga: E!(a— b)

Wilkdtiz: Arytretyka liczb calkonitych 4
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Oznaczmy a— bJL ¢, wtedy:
a— b-j- 6= c-[- bycENq
2. Tw. 7 pozwoli nam napisac:
am—c— b czyli a—(@—6)= b
Okres$lenia upraszczajgce pisanie:
a-j- b—cJt(a-\-b) —c
a— b-j-cMz (@ — 6)-j- ¢
a—b—cJL [a—Db) —c , t
Tw. 13. aeNQOeb>.c*3 ¢(«-f-b)~7
—(@-)-c)y=b—c

Dowdd:
1. Dzigki zatozeniu: E!(6 —c), b— ceNO
2. @a-f-¢),-fF-b—c)— a-(-[c-(- —»\—

a-j- b
3. stad zas (a-(-6)— (a-j-c)= b—c
Tw. 14. aeiVeb>.c :3 :a-f-@—0¢) —
—a-\-b—c
Dowod:
1 E!(6— c), 6— cejW,
2. aj(& —0-|-c= a-j- [(6—c)4—=<]= r+—
3. stad juz a-J-(6—c)— a-\-b —c
Tw. 16: bs NOea™>.c &—c=
—a—cCc3—
Dowod:
1. Dzieki zalozeniu E!(a— c), a— ceNO,
2. @—cHte=&—"09-J- (64—
@®—c)-f-(c-j-6j— 1
[(@— c)-\- c]-\-b— a -\-b.
3. Slild juu a—c-J-b—o0-J-b—
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Tw. 16:
a ceb" ccmdm-j-(b—c)=a —c-j-ft
Dowod:
1 E!(?>— o) b — ceNO wedle zatozZenia,
2. a— c-\-h— a-\-b — ¢ dzieki zatozeniom
i tw. 15,
3. ("f(b—o)j—e—d— [0— 9-j—<€]= a4
skad: a (®—c—a-(-b—c= a—c-j-h

Tw. 17:

a beb c \a~ b c¢c=a—(b—0).
Dowéd:
1. E! (b— (P E! (a — 6),

2. (@ — b)-\-c-\-(b~c)— (a— b) -j-
-f-[c-f-(6—c)]~{a —6)-f-b= 3,
3. stad juz (a— 6)-f-c— a— (6— ©).

Tw. 18:

br ccea b—C'2'a—P—e)= c-[-c—bh
Dowod:

1. El 6 —c)*E!l [a— (b— 0)],

2. [a—(b—0)]-j-5= «-f-[6—(b—c)]-a~\-c
wedle twierdzenia 16, gdyz i tu:

(@ a b—c
() E&—c)-\-c—bwiecb b—g
3. stad juz wynika:
a— (b—c)= a-(-c —5

Tw. 19:

b~ceNO -f-c*3*a—(&j-c)— a—b—c.

Dowdéd:

1. Ela— (69—); oznaczmy g — (&-)-C)= s,
4*
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wtedy: a— s-j- (b-)-c)==s-)-(c-j-b)= (s-f- ¢)-j- h
stad: a—& s—4—- a stad: a—b—c= s
= a— (b-j-0).

Tw. 20:

b, ce M)ea~"ich-(-cm8 '* — &—c— a—c— 6.

Dowo6d: Z tw. 19 wynika:
a—b—o—a—yb-*c)—a—(c-f-f)= a—c—nh

20. A teraz jeszcze kilka twierdzen o nierow-
nosciach.

Tw. 21. a~>ch*3’®— 1>>Q.

Dowod:

1. El (a— i) (0 — 6) fiiV0.

a—6-} & a

2. gdyby «— b= 0, to byloby a— b co wy-
kluczytoby: »j>c& wedle trichotomji.

Tw. 22: a*>ch-b JpO -a*>ca — 6.

Dowédd: E!'(o— 0)e(«— &-(- b— ab=f=0,
wiec wedle definicji wiekszosci

aj>a—nh
Tw. 23:
a beb/>c —b<”a—c
Dowéd:
1 a, &a— ¢, a— beNO.

2. Mamy trzy mozliwosci:
a—b">a—cma—b—ag—cma—b a—c
3. Pierwsza z nich pociggnetaby:
a—b> a—c
br> ¢
a> a co wykluczone.
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4. Druga databy:
a—b= a—c wiec b— c [tw. 10],
co znoéw sprzeczne z zatozeniem wedle trichotomji.
5. Pozostaje jedynie trzecia ewentualnosc.

Pomijamy wiele drobnych twierdzen z dziedziny
odejmowania, ktére czytelnik zdota sam z tatwoscig
udowodnic.

§ 7. Mnozenie.

22. Mnozenie (catkowite) liczb catkowitych
wprowadzimy zupeinie podobnie jak dodawanie drogg
definicji zwrotnej — przyczem uwagi o wartosci
tej definicji wypowiedziane w poprzednim wypadku
stosujg sie oczywiscie i w obecnym.

Stawiamy dwie definicje.

Df L aeNO » Xc0—0

Df. Il. abeNO-")-a Xcseq6= (@aXc&+c"

Dodatkowo umawiamy sie, ze

« c—(«X &= ¢
&&cJLat (b X o),
aXJtce XM («Xi)x(«X<*),

a to celem uproszczenia w pisaniu i podobnie opuscimy

jak poprzednio znaczek () przy znaku X 0 i* n%
wyniknie stad zadne nieporozumienie.

Tw. 1. a,beNOO 'aXbsNO
Dowéd indukcyjny
1. Dla 6= 0 mamy

aX 0= a, wiec z zalozenia a X 0 £iW0.
2. Gdyby keNO i a X &8-"oi to
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aXsegk= aX & ¢
lecz a k, gENO z zalozenia i naszego przypuszczenia,
wiec twierdzenie o sumie powiada wtedy, ze
a Jca sNO
a tern samem
a X seq&eiVo.

3. Indukcja zupetna konczy dowdd.

Tak w obecnym, jak iw nastepnych dowodach
pominiemy szczeg6towe odnosniki do twierdzen poprze-
dnich.

Tw. 2. aENO vOX n= 0.

Dowdéd przez indukcje:

1. Dla a= 0 mamy 0 y*"O = OeNO z definicji
i postulatu. .

2. Gdyby keNOi 0X~=0, to

0X seqifr= OX™+ 0= 0-[-0 = 0eNO.

3. Ind. k d.*.

Tw. 3. aENQ”™)-iy*a = a

Dow6d indukcyjny:

1. Da a— 0 mamy i X 0— 0= a

2. gdyby keNO i i~k — Kk, to

1X seq €= 1X k-j-1= k-j-T—seqk.

3. Ind. k. d.

Tw. 4:

a,6,ceNOCWa-M) X c= « X ct &X ¢
Dowdd ind. 2

1. Dla c— 0mamy: («-j-S)X0 = 0= 0-j-0=

= aX 0+ &0

D Indukcja (zupetna) konczy dowdd.
# Indukcyjny.



2. Gdyby k eNOi.(a-)-6) X T— aX &f-bXx to
(€-|- b) X seqlc= («—£6) y*k-\-{a-\-b) =

= {a'Kk-\-by~k)-\-(a-\-b) =

—(@Xx k-j~a)-}-(b X ~"i- b)=

— o0 X seqfc-f- b X seqfc

3. Ind. k d
Tw. B. a,beNO-M)‘ay*b= b a
Dowdd ind.: [ ]

1 Dla b= 0 mamy « X0 = 0i 0X« —0
wedle tw, 2 i dof. I
2. Gdyby IceNO i aX ™ = ~X®i to
aX¥l"= aX"Ha="*"Xaf'1Xa—
= (i;-f-1)X« = seqlcX *e
3. Ind. k d
Ad. tw. 5:

) «eJoO e« X 1= ®&
Dowod:

(tsNOO ’aX 1= 1X-a

AaEACO* IX® =.&

0£JM0O ea X 1= a-
Tw. 6.a,b,cNO>3* ¢ X (« + b)— «X a"l- cX h.
Dowdd:
Z tw. poprzednich: ¢ X (® 4" b)'= (@-|- b) X c=

==aX c+ bX c= ¢cX «+ c¢Xb*
Tw. 7. 36 c£iVOQ *(@aX &X c= aX (»X 4
Dowdd ind.
1. Dla c= 0 mamy:
(«Xb)XO = 0= aXO= aX pX !>)--|
2. Gdyby fcEiVO i (@ X b) X *= « X (b X,*),
(@aX b) X seqfc'= (« X b) X fc+ a X 6==
= 00X (bX *>)et's X'b'rf
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= aX (bX secl&
3. Ind. k d
Definicje: « X "X c— (aX &X ¢
aX&X«X’\_’\(«dX&Xc)X’\
1t d

Tw. 8 a, 6,cdeiVOXD-(«+ &X (c+ A=
=« X 4iXc+#XHIX(Q
Dowoéd:
(«+ &X (c+ d— (a+ 6 X c+ («+ h) X <&
(«Xc+6X«)+ (@aX <+ 6 Xd)
aXc~|-0"'Xcd4"a X" _|I-~Xd.

Tw 9:
a,deNO‘b”r ¢ O *aX (66— c)= aX 5— « X ¢-
Dowod:
1. Wedle zalozenia:
E'b— ¢ 60— ceiV0,(6 —c)—rc= 0.
2. Zatem:a X [[&—c¢)-j-c]= aX (b- c)-f-aX ¢
« X Wo— C)—\rC\: aX h
3. Stgd: aX &—aX c—aX (&— ¢-
23, Tw.10D): K ,I10 "« = 0
Dowéd:
1. MieliSmy twierdzenie: [nr 17 tw. pom.]
aeNO-~)*g= Ova= 1lva> 1
2. lecz  aeiVO0e« m<1e3* ~ (a= 1)
«eNQea< 13-~ (a> 1),
3. pozostaje zatem: a= 0.
Lem mat: a> c0+3 *aic L
Dowdd:
1. Z zalozenia wynika, ze aeNO,

I) pomocnicze.
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wiec: »<1l ve»= Ivff>I.
2. Lecz »<1 daloby a = 0, co wyklucza a j>0.
3. Zatem pozostaje ft=Ilv«>1, co #3gcznie
z aeNO da nam: ar L
Uwaga: Gdy to zawsze mozna napisa¢

a= |-)-cs, gdzie s=f=0-seNO0, gdyz wtedy:
El(a—1)ea—1eNOel-j- (0— 1) = aca— 1> 0.
Ogdlniej, gdy o 1, to kladagc s— a — 1

mamy: a= 1-j-es,
gdzie: seNo.
Tw. 11: a>,0.1>,00-«X»>.0-
Dowdd:
1. Z zalozenia otrzymamy: a,b e NO a wiec
aXcheNO.

2. Potézmy: a= 1-(-s,

6= 1-j-t, gdzie s,teNO-
3. Witedy: aX&= (1+«)(1+0)==

= 1H{{s-j-t4sx ASil O
Tw. 12:

a,beNOea X & 03 e»—0v6= 0.
Dowdd: Zapamietajmy najpierw nastepujace re-
guty z logiki zdan:
a ~ (peqe=-~pV-~q
R~ (pVQg)e= ¢~ P + ~ q\
sfownie: a. nie zachodzi p i q jest réwnowazne
nie zachodzi p Iub nie zachodzi q.
(3 nie zachodzi p lub q jest réwnowazne
nie zachodzi p i nie zachodzi g

Sg to tak zwane prawa De Morgana, ktdre nam po-
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zwalajg tworzy¢ Zaprzeczenie wyrazen postaci p ¢q jak
tez pv g Widzimy tt; Ze przy przeczeniu fgcznik i
przechodzi w lub i odwrotnie. ’

Wracamy do dowodu: Przy zalozeniu, ze a, be'NO
zaprzeczmy wnioskowi typ 11: , ms m ij

wynikatoby z tego: ' mm

m> (aj>0<5 0) [kontrapozycja].

Leczz ~ [a> O¢6> 0)ss ~ (Z;>0)v~ (bj>0),
czyli: A AT OJJ_V 5:_93 L s

co prowadzi wihasnie do tw. 12.

Twierdzenie powyzsze uczy nas, ze:

«Jezeli'iloczyn dwoch liczb catkowitych jest ze-
rem, to cho¢ jeden z czynnikdw jest zeremi.

Rola tego twierdzenia w teorji liczb’jest szcze-
golniewazna! n

Tw. i3: )

Ct NOee{=0<ff> c5¢3 e0X c>ebX M

Dowéd: _

1. E! a-a-6p.potézmya b = ¢, bedzie IL
wtedy: 0= 6-j-s, seNQ s=jn0. t .

2. s5=0 0 dadza nam: SfX c¢> ;0-

3. aX c= {P+ s)X-0= 5X c-j-«X d

4. stad: ®):(\?>T=t Gs! ...... o uw"

Ad tw. 13:. ; \

.csNO-a < c5, cef=O00v«:; X «.<~ X ¢
Dowo6d przez odwrocenie nieréwnosci i tw. 13.
Tw. 14: a> chee «X & X« o
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Dowoéd:
1. Z zalozenia a, b,ceNOmc>. dX;0, a wiec
c¢> 0, a lem samem c==0.
2. Wobec tego:
«X €> bX c
3. Lecz 6X;0e¢c> d, skad bX cést X d
Razem: » X C>NM XN

Ad tw. 14:
«< e&e<,060 *aX'?<ebX d

Tw. 15: a>e0.6>cl *7).a X & c«

Dowdd: Wtedy & |-(-s, gdzie seNO‘s”> 0,
skad: « X &E=® X (I+s)= « X 14-®Xs

= 4 « X v

lecz : a0, s> 0, wiec aX s> 0.
Ostatecznie . X

Tw. 16: . X nm i

a, &ceWl-aX <>>3 X c¢c*c=|=00 - a><X-

Dowd6d: Gdyby byto a”~ 5, to wedle tw. 13 z na-
tychmiastowem uzupetnieniem byloby: « X ¢ X i X ¢

Ad tw. 16:

a,5,ce AleaX c< 3 X c?c=|f.PO ’a.<6:&
Tw. 17:

a, 6, CEAIDea X c==AX-cec:gG=03 ea”
Dowéd,: gdyby a > 5 tobyloby aX ¢c> &X ¢

» a< & » » o X ¢c<C ™~ X ¢c-
v te [0 g . . "
Pozostaje zatem jedynie: a~ B\
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24. Udowodnimy jeszcze kilka twierdzen o roz-
dzielnosci mnozenia.

Tw. 18:

c,deNO’a b a—bv (c4-d)—

= ®X«+ « X<*-& Xc-&X d

Dowoéd:
1. Wedle zatozenia E!/(a—b)-a~beNO,
2. a— 5-j-B= a,

a wiec: aX (c+ d)= [«k—6)-]-FX (cH =
=z{a-b)X(c+ d)+ bX(c+ A
3. wedle tw. 6:

«X e+ «Xd= (@a—b X (c-fr)+ BXc+6XA,
4. wedle tw. 7 § 6:

@—9 X (e-M) = («X c-F-aX d—BX e-j-bX d,
5. przeksztatlcamy wedle tw. 19 § 6:
fa—b X(c+ d=aXc+ aXd—bX c—3FXd,
bo widocznie musiato by¢
aXcd-«XdNro6Xc+ &Xd
skoro réznica miata sens.
Ad tw. 18:
Zwazywszy, ze dzieki zatozeniu:

aXc 6X c > aX d2Xc&X d
[tw. 13 i tatwe uzupetnienie]

moglibysmy dzieki tw. 14 przeksztatca¢ wyrazenie tak:

O—J)X (c+ d=[aX c—6Xc+ »X d—bx d
= #X« —&X c_i-®X d— X d
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lub:
(a-b)X(c+ 4= (aXc-bXc)+ (aXd~bXd)
ale np. niekoniecznie musiataby mie¢ miejsce rownosc:
(a— + = — &X ¢c— +
Tw. 19:
a,beNO'C d.J}e(a-f-b) X (c— d)
= aXc-M'"Xc—aXd—bXd.
Dowod:
1. Wedle zatozenia c— deNO.
2. Stosujemy tw. 18 i korzystamy z przemiennosci
mnozenia:
(«r-H)X (c—d)= (c— d) X(«H-0) = c X« + cX&
—dXa—dXb
= aX c-\-bX 6—“ X" —bXd.
Tw. 20:
a &c>,de3 m«—Db X (c—d)—
= aXc-aXd-\~bXd —bXc
Dowod:
1. a= »—6+ b
stad: aX (?—d) — (@a—b)X {c—d) + &X (c—d),
2. stosujemy tw. 9:
» X« -« X d=(a—b X (c~d) + (i>X«~IXA
3. wedle tw. 7 § 6:
(@a—b)X{c—d)= {aXc~-aXd)— {bX c— bXd).
£ Wiedzac dzieki zatozeniu, ze
b X X d
otrzymamy dalej:
@—?P»X (c—d)=,(a X o—a X d)+ &X d—bXc
r= «X«—aX d-\-bX d-*-b X c-
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Ad tw. 20: Czytelnik udowodni jeszcze po chwili
namystu, ze przy naszych zalozeniach

(@~b)X{c~-d)=aXo~-bXc-A-bXd—aXd

#X c—&X c—aXd-f-bXx d

«Xc-f'""XI—6Xc—ax d
it p

Zbierzemy razem najwazniejsze prawa mnozenia:

l. aeNO*3 *» Xc0= 0
prawo zerowego mnozenia,

1. «eAD*3 *aXcl—«
prawo jednostkowego mnozepia,

1. a,h£iV0O -« X cb= || X c«
prawo przemiennos$ci mnozenia,

IV. a,b,ceNt-~)-(aXcl>)XcC= aX c{p X ,«)
prawo tgczno$ci mnozenia,

V. a,6ceN0O0 '« X*(6-h e= aXi&R'« X*c
prawo rozdzielno$ci mnozenia,

VI. a b csNOec Oma X, c==by"cc ea= b

prawo monotonji mnozenia,

VIl. abeNO+*aXc&— 00 «®==0Vb= 0
prawo zerowego iloczynu,

§ 8. Okreslenie klas.

24. Nauczymy sie nowej odmiany definicji. Nie-
chaj < bedzie warunkiem dla jednej zmiennej, po-
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wiedzmy x. A wiec niechaj (p(x) oznacza, ze x spet-
ni a ¢ Logika pozwala nam rozwaza¢ idee nastepujaca:

»0got a;-6w takich, ze zachodzi

co oznaczymy symbolicznie przez:

™) f(x)
I. Twor tego typu co (x)cp(x) zwiemy klasg
lub zakresem warunku <p
II. W symbolu (x) <p(x) zmienna x jest juz po-
zorng, a wiec symbole

) (p(x\  (y)ep(y), it p.;
oznaczajg to samo.- e

Ill. Logika ostatnich czaséw, prowadzi gtebokie
badania nad zagadnieniem, kiedy dane wyrazenie za-
wierajgce & jest warunkiem (zdaniowym), ale tych
rozwazann my pod uwage bra¢ tu nie mozemy. Troska
autora bedzie podawanie w celu tworzenia klas, jedy-
nie takich 'wyrazen zawierajacych zmienng, ktore lo-
gika nowoczesna bez watpienia uznaje za warunki zda-
niowe.

IV. Zdanie: <p(a) -3 »QP lzachodizi dla «« uwa-
zamy za réwnowazne zdaniu

- ae{x) (p(x)

*a nalezy do klasy warunku <
V. Oznaczamy zwykle klasy jedng literg — np.:

ma (xX)px),” fiM={X)tp(x) it p. ‘i

VI. Jezeli ke a, gdzie a jest symbolem-klasy, tp
niowimy, ze tjest ciem en tern klasy o,
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VII. Kazda dana klasa a powstata z jakiego$ wa-
runku np. (p takiego, ze byio:

aM:(x)q) (sc).

W pojeciach pierwotnych figuruje klasa M, wiec
i ona powstata z pewnego warunku, lecz warunek ten
nie zostat nam wymieniony w A. 1 c
VIII. Klasy a i fi zwiemy identycznemi, je-
zeli dla kazdego x zdania:
Xxea 1 xsj3

sa rownowazne: (x) {x £a =x efi}. Orzeczenie to
mozna zastgpi¢ dwoma tgcznemi:

(1) X £a *3 eox £fi .

] dla kazdego x.
i ) x £fimZ) »x sa
A zatem:

Df. I: a— fieMi-(x) {xsae*= *xe(3d.

IX. Df. IlI. Niechaj a i fi bedg klasami. Po-
wiemy, ze a zawiera sie w/}, jezeli kazdy
element klasy a nalezy tez do klasy fi. Za-
piszemy :

a fisM:e(x){xea O 'x EP}-

Przyjrzenie sie blizsze tej definicji pozwala nam
zauwazy¢, ze a (2 fi wecale nie wyklucza, by a — fi.
Mamy nawet stale:

a a
Gdyby a fi «fi Cj a, to jak tatwo zauwazy¢ a — fi.
25. Dzieki powyzszym rozwazaniom mozemy teraz

wprowadzi¢ szereg nowych djefinicyj z zakresu A, 1 ¢,
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Df. I NxM {x){Q<cx)
»ogot £GOw catkowicie wiekszych od zera* — bardzo
czesto nazywany ten zbior ogétem liczb natural-
nych.
Wiemy jednak, ze
(*){0 < &XX= 1189XpP 1)
zatem mozemy rowniez podiozy¢:
=(*){! Sc*}
Zdania: nseivVo-a”O 1)
i as Nx (2)

sg tez rownowazne dla kazdego a
Niech bedzie irl1”; chcemy utworzy¢ ogot liczb
catkowitych x takich, by x~ fc; stawiamy definicje;

NkSL (x){k"ex)

Zdania:
aeNk i k a

sg stale réwnowazne.

Zastanéwmy sie co byloby, gdyby k nie nalezato do
liczb catkowitych ? Warunek k <. x wymaga da swego
speinienia, by ke NO; zdanie k nie moze by¢ prawda
w innym wypadku, zatem albo jest fatszem lub wogble
nie ma sensu.

Uwaga: Z definicji Il nr 24 (zawieranie si¢ klas)
wynika z tatwoscia:

WicCiv,,, w2C ”
ale tez: it P

Niechaj bedzie a C A . O kazdej klasie a, ktéra
Wilkosz: Arytmetyka liczb catkowitych. 5
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czyni zado$¢ powyzszemu warunkowi bedziemy mowili,
ze jest to klasa catoliczbowa i zapiszemy:
ae CisNO. Stad:

Df. Il asCIsNOM ,aCNO.
Niechaj bedzie teraz: cceClsNO i ksNO.

Utworzymy ogét takich elementéw, ktore powstang
przez dodanie do k dowolnej liczby nalezacej do NO.
Klase taka oznaczymy przez k -\-ca lub a -\-ck.

Przyktad: = NO-|-1, N2— NO-|-2 it d.

Podamy definicje formalng lego pojecia. Zbadajmy
tre$¢ zdania: xek-\-ca

Mobwi ono, ze x powstato z jakiej$ liczby klasy
a, powiedzmy «, przez dodanie jej do A — stwierdza
zatem pewne istnienie, a mianowicie, ze:

(By){yECt*X= k-\-"1/}
»istnieje takie y, ze yea i x= k-\-cy<.

Wigczymy jeszcze w formalng definicje klasy k-\-a
zastrzezenie, ze k ma by¢ liczbg catkowitg, a a klasg
caloliczbowa.

A zatem:

Df. 1V: a-\-ckJL (x) {(gy) (yea*x= k-\-cy)m
‘keNt “<xeCls NO}.

W zdaniu objasniajgcem w mowie potocznej zna-
czenie zwrotu: xek-\-a nie bylo widocznem na pier-
wszy rzut oka, ze mowa tu o »istnieniu«. Bylo ono
ukryte w stowku »jakies«. Nalezy przyzwyczai¢ sie
do odszukiwania takich ukrytych stwierdzen istnienia,
co poczatkujacemu sprawia niejednokrotnie do$¢ znaczna
trudnosc.
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Dodatkowo potozymy jeszcze:
k -j-caMza -|-ck.

Nalezy z naciskiem zauwazyé, ze znak -j-c stoi
w k+ ca i a-l-clc miedzy liczbg catkowitg, a klasg
eatoliczbowa.

Nie jest to nasze dawne dodawanie!

Niech bedzie k e NOecae Cis NO; kazdy element
klaBy a pomnozymy przez liczbe T, tak uzyskane ele-
menty utworzg klase, ktorg oznaczymy przez ky(ca
lub a ewent. :ka.

Przykiad:

1NO= NO, 2NO— Kklasa liczb parzystych
2XN-j- 1= »klasa nieparzystych*

2 N1~ »klasa parzystych wiekszych od zera* it. p.
Okreslenie formalne:

Df. V.

() {(ay) (YE«+ex = IcXcy) X£-0°0 £Cls No}
Dodatkowo: (1) ay(ckJLky”ca
(2) ka M~k X c«-
Mamy tu znowu »ukryte« stwierdzenie istnienia
w definicji AX
Df. Vbls: Klase alf, zwiemy klase wielokrot-
nosci liczby a

Zdanie: jest wielokrotng liczbg o* ma zatem
oznaczac:
bea NO,
a wiec:

(%z)(zeNO-b X c«= «),6f£ac
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§ 9. Wielokrotnosci.

26. Woprowadzilismy juz definicje wielokrotnosci
liczby catkowitej, zapamietajmy jednak, ze zdania:

aek-f-ca czy «£/(X(«
pociggaja za sobg stale, ze
a,keNOea e CisNO.
Stad otrzymamy najpierw twierdzenie:
Tw. 1. aebNO-3 '« &NO.

Udowodnimy obecnie kilka twierdzen klasycznych
o wielokrotnosciach.

Tw. 2. aEkKNO-bsk NO-") ea-|~cbskNO

eSuma wielokrotnos$ci liczby Ic jest tez
wielokrotnos$ciag tej liczby«

Dowdd:
(1). Zatozenie af£lcNO powiada, ze
(ay){yenOea= k Xy) *kenO.
Niechaj takiem y bedzie nprz. 10,
mozemy zatem potozyc:
«= [cX Ih; przyczem yO0£Nnelce NO.

2. Analogicznie bEkKNO pozwoli nam obra¢ sO
tak, by

b= kXzo, «oeNo
3. Stad: a-j-b= kX (y,,+ s0), Jot+ z»EN°i
a wiec a-j-bekNO.
Tw. 3: aEkNO-lekNO-E\{a— 6)0
3 ¢(«—6)elNg.
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»tté6znica wielokrotnosci liczby k na-
lezy. o ile ma sens, do wielokrotnos$ci tejze
liczby*

Dowod:

1. Zatozenia pozwalajg potozyé:

a==1tX 20, VoENoek«
b= X «0, z0eNo-

2. Précz tego EIl (a— 6), wiec:

El (* X 20— * X 20).
3. Jezeli leraz k— 0, to
a= b-=0, a—6=0= 0X®,
wigc a —6e IcNO
4. Jezeli 7c=j=0, to nieréwnos¢:
an & czyli AX 20N * X «@
pociggnie za soba, ze
20N %o,
wiec E !(«/,,— 20).

Wobec tego:

a— b= X @o— ™), y0— SoENo
i ostatecznie:
a—bek M.

Tw. 4: hENO‘aek NO-~) eay(b eENO.

»Wielokrotnos¢ wielokrotnosci liczby
k jest dalej wielokrotnos$cig tejze liczby*.

Dowdd: 1. Potozymy:
a= kXl/o, przyczem y0eWO0, IceNO.
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2. Stad:
«X& = *Xyo Xb = kX(VoXb) i VoXbeN,,
wiec: ay(_b e &NO.

Tw. 5: KENt-").0ekNO.

»Zero jest wielokrotnos$ciag kazdej
liczby catkowitej*

Dowéd:
0= £LXOt 0eX0, w's8 0elkNO,
Tw. 6: ICENO-")"KEI NO.

»Kazda liczba catkowita jest wielo-
krotnoscig jedynki*

Dowdd:
t= 1X & &ejW, wiec k£1NO.
Tw. 7: 7ce0 Xcr0O */c= °-
>Kazda wielokrotno$¢ zera jest zerem*
Dowéd: Musi byc:
t= 0 X V¥, gdzie y0eN,,

wiec k— 0.
8§ 10. Dzielenie.
27. Okreslimy iloraz liczb catkowitych, zupenie

podobnie jak roznice, przy pomocy deskryptu (opisu)
jednostkowego.

Df. a/dM: (ix){a,beNO*xeNOeb x= a)..
»alch oznacza liczbe catkowitg X, ktéra pomnozona

przez catkowite b daje catkowite a, o ile taka
istnieje i tylko jedna*.
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Uwaga: Piszemy réwniez a:ch lub —e zamiast

al,b, a wreszcie opuszczamy znaczek (c) o ile nie
zachodzi mozliwo$¢ nieporozumienia.
Tw. 1: &4=0.ae6iV0OO - EIfl/ 6,

a wiec warunkami, z ktéorych wynika sens a/,&,
czyli jak mowig matematycy, warunkami dostatecz-
ne mi dla sensu beda:

a, beNQOeb==0-+aebi\o.
Dowéd:
1. aebNO pozwala nam stwierdzié, ze
atbeNO i ze (a«){*«NOea— bXc<g
zatem bedzie tez formalnie:
{s.x){a,bE NO-xeNt-b y*cx = a)
czyli, ze istnienie jest juz stwierdzone.
2. Przypusémy, ze
«= 6X A ngIe Y., € Nt
a— b X so» gdzie z0eNTt,
wtedy dzieki zatozeniu, ze b={=0 wyniknie:
yo=%
UdowodniliSmy zatem i jednotliwos$¢.
1. i 2. powiadaja, ze
Ela/C&
Prowadzimy badanie dalej.
Tw. 2: Ela/b:”) :a,bejV»aehNO.
Dowod:
Skoro Ela/b, to a/b spetnia swoj warunek two'
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rzgcy, stad prawda jest, ze
a,beNOea/bt M6 X (a/6) = a,
skad jeszcze aebNO.

Przypuszczamy teraz, ze a beNO, lecz 6= 0,
mamy tu bardzo wazne twierdzenie:

Tw. 3: aeiVo-~’-~Ela/O
Jezeli aeldVj, to symbol a/,,0 nie posiada
sensu!
Dowod:
(1) Jezeli «=j=0, to poniewaz dla kazdego x
catkowitego mamy:
oX*=o,
wiec nigdy nie moze byé: 0X * = «.
Brak nam faktu istnienia.
(2) Jezeli a= 0, to naprz.
a= 0= 0X 1
a= 0=0 X 2
i mamy chocby dwie rozne liczby: 1 i 2 takie, ze
warunek tworzacy iloraz jest formalnie speiniony. Brak

nam faktu jednotliwos$ci.
W kazdym z tych wypadkdéw otrzymujemy wniosek,

Ze nie ma sensu ajb.
Tw. 4: El a/b ; :albeNOeb X «&= a

Dowdd: Zalozenie pocigga, ze a/b spetnia swoj
warunek tworzacy, a stad wynika wniosek.

Tw. 5: at-"'Zz)’ala— 1
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Dowéd:

1. Zatozenie da nam:

aeNOea==0eae 1Nx, (bo 1N1= JV)
stad [tw. 1]: Ela/a

2. Podstawmy w warunku tworzacym iloraz aja
za zmienng wartos$¢ 1. Otrzymamy:

a,aeN0-1leNg-a X 1= ® co jak widzimy

u nas zachodzi.

Stad wniosek, [p. § 6 nr 19 tw. z logiki 1I]

aja— 1

Tw: 6: aeNQ0*3 «a/l = a

Dowo6d:

(1) Dzieki zatozeniu otrzymamy:

as NO+1g=0+ael1NOQ

wiec El a/l

(2) Podstawiamy za zmienng w warunku two-
rzacym iloraz a/l wartos¢ a.
Otrzymamy zdanie prawdziwe:

a, 1sNO‘ae NOea X 1= 0,
co daje nam zadany wynik.

Tw. 7: ae «0/a= 0.

Dowoéd:

(D) 0eNOeaelVgma={=0+0 e alV0,
wiec El 0/a.

(2) O,aeJVa-OEMO*aX O = Ozachodzi (podst. w wa-
runku tworzacym), wiec razem (1) i (2) dajg O/a= 0.
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Uwaga: Tw. 7 wymaga zatozenia, ze a==01
Tw. 8 asNOe<bENt «fiX c= a*Z)«fffi= c
Dowod:
1. Zalozenie pociaga, ze

El a/fi (tw. 1).
2. a, fie [MO»cEiV0*6X<!= « [podst, w war. tworz.]

zgodne z zalozeniem, wiec

a/lb—c.
Tw. 91 Elalc«Elfilcealc= filce ea= fi
Dowo6d: Wrtedy:

c'X'b/c= b

cX «/c— o

cX 6/c= c¢cX olc,
wiec a— 6.

Tw. 10: Ela/c»E!6/c*al/c-<cfi/c'3 'a<Cc™
Dowéd: Wiedy:
cX a/C==a i c=j=0.

cXb/c—bh
ale alc<filc i c=}=0,
wiec: cX aX <Cc X &> &Y «<[&e

Tw. 11:
Ela/c- El filc : 3 %El (a-f- fi))c- (a  b)jc— ajc-\- bjc
Dowéd: Wrtedy:

cXalc= a a/ceNt
cXblc= b b/csNt,

wiec: cX -j- filc)= a+ ~; ajc-\-bjceNO,
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Formalnie zatem:
a beNOeceNtea/c Il/ceNO’c (a/c blc)—

= a-\-b.

Stad juz wynika twierdzenie.

Tw. 12:
E!a/c‘Eb/c-a Et (a—b)/c>(a—b)jc— ajc—b/c.

Dowdd:

1. Wtedy:

ae cNO-b£cNOea,b,ce Nasc”=0 «a”Szb,
wiec: E! (a— b)/c [p. tw. 3 nr 26.]

2. Wedle tw. 11 otrzymamy:
(0o — b)jc-]- blc= alc,
zatem: a/c— bjc= (a— b)/c.
Tw. 13:
Ela/b «E\a/c’b <"cc-a =03 ’alb”*>calc.
Dowdd: Wtedy a/bea/ceNO.

(a) Gdyby: alb < alc,

to skoro: b<c,

bytoby: bX a/5< c¢X alc, czyli a< a
(I8) Gdyhy: alb= alc,

bytoby: a= 5X a/5
a— cX alc— c¢ X alb;a==0, wiec a/5 =}= 0;
a zatem byloby: 6X a/l&= «X a/&e«/65=0
skad: 6= ¢ wbrew  zatozeniu.
Pozostaje jedyna mozliwos¢:
ajb y> a/c.
Dalsze twierdzenia pomijamy.
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§ 11. Potegowanie.

28. Wprowadzamy teraz drogg definicji zwrotnej
dziatanie potegowania.

Potozymy:

Def. aeNQ0e3 e«/(cOJL1

a,ksNOO ea\cayc& (a\dK) Xc«
~ Uwaga: Zwykle piszemy w matematyce a* a nie

8/ij lecz przy tym sposobie pisania trudno umiesci¢
znaczek (c) przypominajacy, ze mamy do czynienia
z potegowaniem eatkowitem i dlatego, za przyktadem
Peany, wprowadzimy znak \ (odwrécenie pierwiastko-
wania!), ktérym postugiwaé sie bedziemy przejsciowo.
0 ile pozwolimy sobie na opuszczenie znaku (c), to
pisa¢ bedziemy juz ak

Tw. 1: aeNO’mENO‘")<a/[cmeNO.

Dowod:
I. Dla m= 0 mamy al/jcO= 1 i 1£i\.
Il. Jesliby JceNO i al\ckeNO, to
ayjcsegfc = {a\ck) X <> lecz skoro a\ckeNa i aeNOQ,
to iloczyn, a tern samem a/j”seqfe, bedzie liczbg catkowita.
L. Ind. k d
Definicje {upraszczajgce pisanie}!
. a*-\-b Mz(am-{-b \M=a\m-\-b
am— 6 JL(am— b ~=a\m—b
d*Xb  «)Xb ZF=i» X &
anl b M=am / b M=a\m / b
a’l-j- bmMz (am) ~f (bm) (t\m+ b\m
am— bmJt @")— (omJLa”in — b*m

S o S R
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7. amX =@ X (&)="=a|w X &) »

8. andbmJL (2"9)/(bm It a,| m/6/( m

Tw. 2: mEMe3 1" — 1

Dowéd ind.:

I, Dla m= 0 mamy |I°~4]1= I;

H. gdyby keiV0 i 1*= 1, to
1\segfc= 1 2~ X 1= 1X1=1,

1. Ind. k d

Tw. 3: meNOO «O™1= 0

Dowé6d: 0"+ = C811= 0" X
lecz 0"eNa, gdy me NO,
a wiec 0"I+1= 0.

Tw. 3blss meJVviO .0 m= 0,

Dowdéd: Gdy meNt, to E!'(m—1)
i mozemy potozy¢: m—{m— 1) 1= w1

n—m—1, neNO

Stad: 0“= 0"+1l= 0 wedle tw. 3.

Uwaga: Widzimy, ze twierdzenie 0"l= 0 stosuje
sie jedynie do liczb naturalnych -mj>0, gdyz dla
m= 0 mamy z definicji 0°=1.

Niektorzy autorzy nie obejmuja definicjg

a\0J41

wypadku, gdy a— 0 [nprz. prof. Zaremba w Aryt-
metyce teoretycznej, Krakéw 1910], my jednak idziemy
za przyktadem Formulario Matematico (Peano) i uwa-
zamy przeciez za korzystne przyja¢ 0°= 1.

Tw. 4: aeNOem,ne]\Dm3 «"+"= amX a"
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Dowéd ind.:
I. Dla n— 0 mamy:
»He=«"™ = amX 1= X a°\

Il. gdyby eNO i as+*= asX ak dla kazdego
s catkowitego, to

am+8e K a(m+l+*_ ac+1r ar — a X ak=
= d* X &8k
1. Ind. k. d
Tw. 5:
abeNtmmeNO-2)s(aX Pm— X
Dowéd ind.:
. Dla iw= 0 magmy:
(«X B)°==i=1 Xi—0X &,
1. gdy ke i @X &= *x "to

(a X &8eli= (« X & X (« X h)y= a* X X « X 6—
= (@ X «) X (pkXt>)= aM¥*F X &'
. Ind. k d
Tw. 6: am,7isN0‘Z)’ (flmn= «mX"
Dowod ind.:
I. dla n= O mamy (a“)°= 1= a°= aMXy;
Il. gdyby keNO i («"y*= amX* to

(aCe* = (am* X = «mX* X = awX*+« =
1. Ind. k. d.

Tw. 70 a>,,0*meNO *am>-cO0.
Dowdéd ind:

I. Dla m= 0 mamy «= 1> 0;
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II. gdyby keNO i ak> O to
a'lld= akX a> 0, (gdyz a“>-0Oi a>m0).

. Ind. k. d.

Tw. 8: a Oem ne3 e = a“jan

Dowdd:

(1) El(w—n)-m —n£ NO-aeNO-a™~neNO

2) a"-'IXxX «'= = al [tw. 4]

(3) a"“> 0 dzieki tw. 7, wiec (2) (3) dajg nam
am-n— amjan [§ 10 tw. 8]

Tw. 9:

b>,0+aeb N@i‘m£ENO- <(a/b)'1= amb™

Dowdd:

1. (a/b)msNO,

gdyz E\a/b sa/beNO-m£NO.

2. @O1X = H&X 6= « [ 5]

3. Stad juz tgcznie z faktem, ze 6mj>0 otrzy-
mamy:

(«&)™=a'nb™

Tw. 10: <bm

1. Gdy m~*>c0, to E!(m— 1)-m— 1£NO.

2. Twierdzenie nasze pocigga za sobg inne, a miano-
wicie:

a < cfc.peJV0O -a' +1< tPH  («)

Odwrotnie: Twierdzenie (a) pocigga za soba,
o ile a<ib’m”">0, a wiec — leJATT,
se ai-i+i - jm-i-H  czyii  a<d<;
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Twierdzenie (10) i (a) s réwnowazne, wy-
starczy udowodni¢ (a).

Dowod ind. tw. (a):

I. Dlajo= 0 mamy a®l= a b= b+,

Il. gdyby kEMe@eak< hk to

fle* = «k X «, — X
lecz ak< 6* [hp.]
« <&, [zat.)
stad:
. Ind. k. d.
Tw. 11:
a1l eNg<m)>,0¢a"= b ea= h
Dowod:
(1) Gdyby am<b, to byloby am<Cb™  [tw. 10]
(2) Gdyby to byloby bm< a"l

(3) Pozostaje koniecznos$é: a*=b, dzieki trichotomji.
Tw. 12: a>-clem”>cle ea”7>e,a.

Dowdd: Dzieki tw. 10 mamy tu:

I'-1< a"~\
stad: 1< a%*y,
lecz a= al]> 0,
stad znow: aX 1<C«X
czyli a< a"

Najwazniejsze twierdzeniao potegowaniu.

| eivV0e3'1"'= 1
sprawo potegi jednostki«.
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I mEMe3 «Omn= O
sprawo potegi zera«.
Il a,mneNQOs3 -« Xa"
rawo rozdzielnosci«.
IV a,bmENO-O +(« X & = a" X
sprawo potegowania iloczynu*.
V amneXMe3 «@"/‘= amvn
sprawo potegi poteg*.
VI a beNOem> e0ean= b“-*)-a—0b
sprawo monotonji potegowania*.

§ 12. Zasada Minimum.

29. Okreslimy dla klasy a naslepujgce pojecie

jednostkowe:

Df. I. min.g M=uz){zeaesxea~",z al,
stownie:

sMinimum (catkowite) a« lub ’najmniejsza liczba
klasy a* jest to sjedyne z takie, ze 2 nalezy do a
i dla kazdego x, skoro tylko x nalezy do a mamy juz
3 BS X«-.

— W znakowaniu wprowadzili$my tu naslepujaey
skrot:

9()D I x)F=(){P(™)D 9 (=

Analogicznie ustalimy pojecie:

smaximum (catkowite) a* lub snajwieksza liczba
klasy a«.

Df. Il. max a M=(?z) (zea *xea”)xz ™ cx}.

W dalszym ciggu piszemy juz min a i max a.
\yilkoBz: Arytmetyka Hcpb catkowitych. 6
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Oba powyzsze pojecia sg des kryptami {p. § 6

sir. 45}, mamy wiec prawo pytaé sie, czy:
»ma sens mina« E! mina ?
ona sens max ax E! max a?

Badanie »sensu« polega, jak zawsze, na dwn kro-
kach: badamy mianowicie, (1) czy istniejg elementy
spetniajgce warunek tworzacy deskrypt, (2) czy ele-
menty te muszg by¢é miedzy sobag identyczne.

W naszym wypadku udowodnimy twierdzenie:

Tw. 1: Jezeli elementy u i v spetniajg warunek
najmniejszosci dla klasy a, to sa identyczne.

Dowod:

Ufa *X £ BZ)xw SScx
vea- xEct 3* vs Sx-

Stad: iv”™a we u= v

Analogicznie udowodnimy:

Tw. 2: Jezeli u i v spetniajg warunek najwiek-
szodci dla klasy a, to sg identyczne.

Przy badaniu sensu max a czy min a odpada nam
zatem drugi etap, a mianowicie badanie jednotliwo-
§ci, pozostaje jedynie kwestja istnienia.

Tw. 3: Klasa NO nie posiada najwiekszej liczby.

— E! max NO.

Dowd6d: Woystarczy udowodni¢, ze

Gdyby z0 spetniato warunek najwiekszosci dla Nn,
to bytoby
s0eNu-xeNO0Z)xg0o” x ,
ale z0eNO0”") seqz0eNOe+sO< seqe0l
Nie kazda zatem klasa caloliczbowa posiada naj-
wiekszy element. Go do isthienia minimum w Kklasie
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catoliczbowej, to sprawe rozstrzygnie fundamentalne
twierdzenie, bedace wiasciwg trescig obecnego paragrafu,
ktére to twierdzenie poznamy za chwile. Zastanowimy
sie tymczasem jeszcze nad zdaniami postaci:

min a — a.
max a — 6.
Wedle zasady logicznej, wyrazonej na sir. 47, zdanie
mina — a
oznacza, Ze:
1) El mina i (2) <p@@),
jezeli przez <p(r) oznaczymy: zEa-xea”"z""n.
Stad dalej: (1) (as)<)»0)
@ cp(u)* (p(v)-"HUWu=v
@) cp@).
Otéz (3) pocigga juz za sobg (»przez przyktad*) (1),
(2) jest spetnione wedle tw. 1, p izostaje zatem jedy-
nie (3).
Oczywiscie (1) (2) (3) razem pociggaja tez (3).
UzyskalisSmy zatem twierdzenie:
Tw 4 mna= a: = :ae«-a;rg~Il,ii<",
Analogicznie:
Tw. 50 maxa —b:gs:6£a-*xsa ”™)xb X.
Sa to kryterja dla min. i max.

Tw. 6: Elminca 3 ‘a sCls NO.

»Minimum catkowite moze posiada¢ jedynie klasa
catoliczbowa*.

Dowdéd: Nb. a— min @, wledy
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skad: xea”)xXENO,
a wiec [str. 64 df. 1]
«C-w0.
Analogicznie:
Tw. 72 E!max@ <3 +«C
30. Przypomnijmy sobie okreslenie klasy jako

zakresu warunku zdaniowego. tatwo podaé¢ przy-
ktad takiego warunku, ktéry przez zaden element
nie moze by¢ spetniony. Niech bedzie n. p.:

& (x)JLx>cl-x <,,1.

Wiemy z trichotomji, ze zadne x powyzszego wa-
runku spetni¢ nie moze, aioli mozemy utworzy¢ mimo
to klase:

COW(x).

Oznaczmy ja przez a. Otéz, do a nie bedzie Z a-
den element nalezat; warunek bedzie miat zakres
pusty; zdanie xea bedzie zawsze fatszywe.

Klase a tego rodzaju, ze ~ (gr) (a; s a) nazwiemy
pusta.

Zaczerpniemy z logiki nastepujgce twierdzenie:

Tw. z logiki: Jezeli (1) a y

(2) /3Cy
(3) a i (i sag puste,
to a= (3

Zastosowaniem natychmiaslowem tego faktu be-
dzie u nas twierdzenie nastepujace:

Tw.: Jezeli (1) a,/JeCls2V0
(2) a i j8 s puste,
to a— @
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Widzimy wiec, ze moze istnie¢ najwyzej jedna
klasa cafoliczbowa pusta.

Skadingd uczy nas logika, ze w kazdej klasie
zawiera sie jaka$ klasa pusta, a wiec istnieje tez i klasa
catoliczbowa pusta.

Tem samem ma sens pojecie jednostkowe ‘pu-
sta klasa catoliczbowa™.

Oznaczmy jg przez A c lub krétko w dalszym ciggu
przez A. Aby teraz zaznaczy¢, ze klasa caltoliczbowa
jest pusta wystarczy napisac:

a— Ac (a— A),
z czego bedziemy korzystali w dalszym ciggu.

Mozemy obecnie przystgpi¢ do zbadania kwestji
istnienia minimum dla klas catoliczbowych. Rozstrzyga
ja fundamentalne twierdzenie nastepujace:

Zasada Minimum

Kazda klasa catoliczbowa nie pusta po-
siada minimum.
a£CisMea =]=A 3 +E!Imina.

Dow6d: Uzasadnimy najpierw stuszno$¢ lem-
m atu:

Jezeli aeGisNO, a={=A, meNO i do a na-
lezy cho¢ jeden element x taki, ze x » em, to a po-
siada minimum;

— aeCisNOeag=A-meNO-(ga?) {x e a *x ?Acm}

:3 #Elmina. —

Dowod lemmatu przez indukcje:

I. Dla m= 0 mamy

asGisNOea ==A ¢(ik){xea *x 550}
wtedy: Osa;
twierdze, ze O — min a.
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Rzeczywiscie:
OEU'%ea 3)* O x,
a wiec wedle iw. 4:
O= mina.
Il. Przypusémy, ze keNO i ze dla m = X lemmai
nasz juz zachodzi. Zatézmy, ze
aeCisNOea 5=A +(go;) {xe a *x -{- 1},
a wiemy juz, ze h -[- 1eNO.
Wrtedy jedno z dwojga: (1) albo
@) {xea<x J
i wedle przypuszczenia masens mina dzieki waznosci
lemmatu dla m==% lub
©) ~ (@) Peax ),
w iym jednak wypadku
(a*){«ea '%"=Kk-\-1}' XEQt YIxh< cx,

a wiec:

(a) r-f-lea

@

skad: min a — ®-|- 1 «E! min a.
. Ind. k d.

Wracamy do zasady minimum; zatézmy zatem:
a £CisNQOea 4= A,
a wiec:
(a«){mea-me NG.
Niechaj takiem bedzie n. p. M0, wtedy:

) , m0eJVO
2 (a*){* £etea <Smn}
3) a £CisNO

(4) a=\=A,
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Z lemmatu wynika juz:
E! min a.

Zanotujemy jeszcze kilka twierdzen wynikajacych
z faktu, ze, gdy EIl (ix)(D(x), to (ix)&(x) spetnia waru-
nek 0.

Tw. 8 Elminae+3 eminaea

Tw. 9: El max a m®2) *max a ca.

Tw. 10: x <Ccmina *3 'X ~ £« ’)p

Tw. 11: x>cmnxc t = ~ £a.

§ 13 Zastosowanie zasady minimum.

31. Catkowita cze$¢ ilorazu.

Jak wiemy z praktyki, iloraz dwu liczb catkowi-
tych ma sens do$¢ wyjatkowo, pominawszy bowiem
zastrzezenie, ze dzielnik ma by¢ rézny od zera, trzeba
jeszcze zbiegu okolicznosci, aby dzielna byta wielokrotng
dzielnika Dlatego tez w A. 1 c. wprowadzimy inno
jeszcze dziatanie zwane dzieleniem przyblizo-
ne m, o wyniku noszagcym nazwe »catkowita czes$¢
ilorazu«. Oto jak sie ta sprawa przedstawia w Swie-
tle Scistych okreslen. Stawiamy definicje:

Df. I: E(ajib)JL(ix){x eNOma, be Ngex X

X & Sc<Kc0*+ [)X&}-

»Catkowita cze$¢ llorazu al/b« coczytamy
czesto: »entier al6«, jest to jedyne x catkowite,
takie, ze dla a i 6 catkowitych mamy:

* X 6issals(@-f-1) X &

Zapytajmy 0 »sens« tego deskryptu.

Tw. 1: «, bENO<b=5=0:3: E!E(a/b) mE(a/b’) eNO,
»Jezeli tylko a i b sg catkowite i b==0, to juz ma
sens E(a/b) i jest liczbg catkowitg«.

X X
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Dowo6d: I Istnienie. Rozwazmy klase Wszel-
kich catkowitych z takich, ze a< z X 6
a=SL(z){a

Otdéz: 1) klasa a jest Gis M), gdyz nalezenie z do
klasy a pocigga ze NO.
2) a nie jest klasg pustg, gdyz n. prz.:
«<(«+!) Xh
skoro z zatozenia &S>el.
Stosujemy zasade minimum:
Ma sens mina. Oznaczmy mina = s. Wtedy:

a<isy.b es£NO;
lecz s=)=0, gdyz inaczej byloby a<;0, wiec ma sens
s— 1. Oznaczmy s— 1JLk. Otéz: nie moze juz byc
a< kX b, bo i<Cmina, wiec k~ea, skad:
*X &MNa<(fc+ 1)X&-
Il. Jednotli wo$ ¢. Przypus¢my, ze
(1) s,teNO0, (2 «X»S K (* + 1)X»
X&N «<(<+1) X*
Wtedy: 1. s X 6<C(<-|-1) X 6, &j=0, wiec
s<<4-1, s< /L
2 (XKH1)X 6, 6+ 0, wiec

Ostatecznie t= s
A zatem: E\E(ajb), stad jeszcze E(a/b) £NO.

Uwaga I. Pierwsza cze$¢ dowodu wykazuje, ze
a,6e2V0+&+ OO ea<(z-j-1) X 6}
stad taki oto wniosek:

wérod wielokrotnos$ci liczby naturalnej b:

0X6, 1X6, 2X6,...
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Znajdzie sie zawsze laka, ktora przewyzszy dang liczbe

catkowitg a.
Jest to t. zw. zasada Archimedesa dla liczb
catkowitych.
Uwaga Il. Dowod »jednotliwo$ei« udat sie
bez wzgledu na ‘istnienie*, a zatem:
Tw. 2:

a,beNO:bg=0keNO:k X b a (k+ 1)X b
O <E{ajb)= k.

Postawimy jeszcze:

Df II: li[ajfi)JLa — E{a/fi) X b
Reszta z dzielenia a przez b nazwiemy roz-
nice a— E(a/b) X b.

Tw. 3:

a,beNseb5=0+3 *EIR(a/d)*R(a/b) e AD.

Dowdd: Dzieki zalozeniom wiemy, ze

E!'E(a/b) i E{a/b)Xb<"a.

Stad:

El {a — E(a/b) X b}, czyli

El Ria/b) i jeszcze R(ajb) e iV0.

Lem mat: Przy tych samych zalozeniach mamy tez:

a= E{a/b)Xb + R{a/b) *)
wprost z definicji R(a/b) i z twierdzenia poprzedniego,
zapewniajgcego sens wyrazeniu R(a/b).

Formula (*) stanowi tak zwany »rozktad Archi-
medesowski liczby a przy pomocy b« lub ‘formute
algorytmu Euklidesa*.

Przykfady: (1) E(b/2)— 2 22(5/2)= 1

g_ 2x 2-j-1
(2) E(7/3)= 2 R(713)=1
7= 2X3+ L
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Tw. 4: {kryterjum rozpoznawcze dla E(a/b)
i B(a/b)}.
Jezeli: (1) a,beNOebgF=0e+mjreNO i
(2) a— mX &f-r
oraz (B) r< 6
to m = E{ajb), r=R(a/b).
a,bw, reiVM0ebg=0¢a= w X &4 “*er< c&3 :W=
= E(al/b) er = B(a/b).
Dowd6d: Mamy najpierw:
«= MX & j-<CmX "H~&= (w-f- 1) X &wedle (2),
myjbMa wedle (1),

stad: L)XAN!
Stosujgc tw. 2 otrzymamy:
m= E(a/b),
a wiec: a= E(a/b) X &f-»

r= a— E(a/b) = R(a/b).

32. Rzad a wzgledem &

Df Rzedem liczby catkowitej a wzgle-
dem i catkowitego zwiemy jedyne x takie, ze

(D xeno
2) a <, &*+’.
Formalnie zapiszemy:
exp,/tM (ix){a, b,xeNO-¥ <jca<,, b1}
»expopens« — »wykiadnik.

Zauwazmy odrazu, ze zadna liczba catkowita nie
posiada rzedu wzgledem zera, ani wzgledem jedynki,
gdyz:

00=1, O0t= 0, 0*= 0= 0%l dla Jc>cQ
1*= 1*+1= 1 dla lceNO,
tu za$ musi by¢: bx <Ejbx+L
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Jednakze posiadamy twierdzenie:

Tw. 1: ae NXbeN2 *E\exp,,a.

Dowo6d: I Istnienie. Utwdrzmy klase/? wszel-
kich z takich, ze a< V

[?7="(z){a< &}
Otoéz, (1) jesli aS>.1, &=, to a<j bg co mozemy
tez napisac:
peM-4720:1 + P<cHip

Rzeczywiscie:

() dlaj?=0 mamy 1-]-0= 1<(b— Z3Q

(I1) jesliby dla catkowitego Ic byto:

1+ % <b'+)\

1-j-seqlc= 2-j-k

jitad*= b X > bX 1-H-)"~ 2X (1+ *)= 2-f
+ 2X”N,
wiec: 1-j-seqle= 2-|-& N2-{-2X "< BHEI4
(I  Ind. k. d

Tern samem widzimy, ze /? nie jest puste,
(2) z definicji /5e Gis A,
(3) zatem /3 posiada minimum, n. prz. min 2= s,
(4) a<&s ale 1— &°™a, wiec J° <C&S skad
dzieki 6 ~ 2 musi by¢ s]>0.
Wobec tego E!(s— 1). Potozmy k= s— 1
Witedy juz:
bh< aX fa+leL£W0.
Il. Jednolliwo$c
Zatézmy, ze
Ly VEIVO
2) igla< 6A1
(3) bBra<bl+\
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wtedy: bk<CZ+1, &> 1, wiec h 1
6' < &+t » I<Jc-fi, '
a zatem k < Z 157k, stad fc= Z
Ostatecznie: El exp4a.
Tw. 2: [Kryterjum rozpoznawcze],

aSi,.1e&5c2*meM+6"<.a< c&+Lm3 *m—
= expfta
Dowéd: W naszych warunkach: Elexp,,«.
Potézmy: expda — Z to:
Vg a< &1 i <la< 6mHl
skad wedle tw. 1 (czesd 1l dowodu):
m — exp, a
Zatozmy, ze a 1 i b 2 i oznaczmy
&It exp,, a
Mamy tu: O <*bk a bk, wiec mozemy
tworzy¢ E(ajhk). Oznaczmy:
ni= E(a/bk, r= B(a/bk).
Wtedy:
a= mic* {—% przyczem:
hkg we*-fr < 1/+1
r < 6
skad juz wida¢, ze O< m <Ch
Otrzymalismy rozkiad:
a = mbk-fr,
gdzie: 0 < m< 6, bk<*a igft**1, r < hk

Jezeli teraz r=f 0, to mozemy tworzy¢ dalej
exp,, r, lecz skoro tak, to
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ZV <:r< hl
wiec expdr < k = expda.

Przy powyzszym rozkfadzie r posiada rzad wzgle-
dem b nizszy niz a lub jest zerem.

§ 14. Operatory i Ciagi.

33. Na str. 33, a potem 42 omawialiSmy przez
chwile niezmiernie wazne pojecie relacji. Wracamy
obecnie jeszcze raz do tego tematu. Niechaj dang be-
dzie jakas relacja i?, ktoérej zachodzenie miedzy
X ay wyraza zatem, wedle umowy (str. 42), zdanie:

XRy.
Okre$lmy nastepujace pojecie:
.Df. I: ii-owy obraz elementu a M=
= R?aJt(iz){zRa).

»jedyne z takie, Zze zachodzi zRa.

Aby R?a mialo sens potrzeba i wystarcza, by:

1. istnialy z takie, to zRa,

2. aby nie byto réznych z tego rodzaju;
a wiec: 1. (az){zRa}

2. Z’Ra *z"Ra 1z,z,,2' = z7".

Df. Il. Ogdt elementow a takich, dla kté-
rych istniejg z, takie by zachodzito zRa zwiemy prze-
ciwdziedzing relacji R i oznaczamy przez g 3i:

g RM=(d) {(92) (zRa)}.
Przyktady: (1) iiJL <r
(j°R= W {nie NOj bo nigdy
z2<,0}.
() *=£>,
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gR — NG (bo dla kazdego a
catkowitego n. prz.
a seq a).
3) R »jest ojcem«

q3K= wszystkie dzieci.
Widzimy teraz, ze aby obraz li'a mogt miec sens,
potrzeba, by asq°R\ lecz to nie wystarcza,
n.prz. 5e(j° atoli 2 5, 3 51 2 =3, wiec

brak jednotliwos$ci i ~ E !« esh);
natomiast: E! (<Cc3l).
Okresdlimy jeszcze:
Df. lll. Dziedzina relacji li:
&RjL$){fae)(bBz)).
Przyktad: 1. RM, <c
D°R = NO.
2. R"L>C
DR = Nt.

3R »jest ojcem«
DPR = »wszyscy ojcowie«.

Niechaj R oznacza relacje miedzy w i v taka, by
URv JL{u = v-\-cleveNG}.
Ot6z widocznie:
CfR = NO.
Niechaj aeNO, a wiec aEq°R, wtedy
(1) (gz) {zUa}, bo (seqa)i?a,
(2) gdyby byto:
uRa *U'Ra,

to bytoby: M==a--j-I, u'—a-j-1 i u—u'
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a wiec razem;
aeNOe==+B3a = seqa
Widzimy, Ze relacja

B {uv){u — v -j-c1 «vgN(}

zastepuje nam w zupetnosci termin seq i prdécz lego
dowiedzieliSmy sie, jaka jest struktura logiczna terminu
ztozonego  seq a.

Mielismy tu wypadek, ze kazdy element przeciw-
dziedziny relacji B posiadat swéj obraz. Otdz:

Df. IV. Relacje tego rodzaju, ze kazdy
element jej przeciwdziedziny posiada
obraz, zwiemy operatorem, operatorem funk-
cyjnym lub funkcja.

Jezeli B jest operatorem, to:

l. gB zwiemy polem operatora B

1. 1ZB zwiemy zapasem operatora li i piszemy
tez odpowiednio:

P(B), ZAB).
Df. V. Jezeli 1. B jest operatorem
2. PB)= a

3. Z(B) Q 3 (niekoniecznie = /31),
to powiadamy wraz z Peang,

ze B nalezy do grupy a
B £/3a.
W tym wypadku:
yBx :Z) : VEP' x Ea
y= BX:A):yE(@lexea.

Uwaga I. Mozna interpretowa¢ operatory jako
czynnos$ci, ktore zastosowane do elementéw swego
pola przeksztalcajg je w odpowiednie elementy za-
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pasu lub tez jako przepisy pozwalajgce elementom
pola przypisywa¢ okreslone elementy zapasu.

Uwaga Il. Aby okresli¢ operator R mozemy po-
stapi¢ tak:

I. podajemy klase a, ktéra ma by¢ jego polem;

I, podajemy wzor dla obliczenia obrazu:

R’a przy danem a;

Il. sprawdzamy, ze wzor 6w ma sens dla kaz-
dego elementu klasy a.

N. p. I. Polem R nb. a — NO,

Il. niechaj R -iLxK

11 otdz, gdy xeNO to x2 jest okreslong

liczbg catkowita.

A zatem R jest operatorem grupy iVo|iVO, przyczem
P(R)y= M, Z{R)CNO, lecz Z{R)AzNO, bo n. p. 5
nie jest kwadratem zadnej liczby catkowitej.

Uwaga Ill. Z ogélnych zasad logicznych wynika,
ze operatory R i S sg wtedy itylko wtedy iden-
tyczne, gdy

1) P(R) = P(S)

(2) xeP(R) ¢3* «Rx = RX.

34. Ze wzgledéw praktycznych wprowadzamy je-
szcze pojecie odcinka catoliczbowego.

Df. I [a,b]cJL(A){a"cx ~ Ob}k

— Odcinek catoliczbowy [«&],, (krétko:
[a, 6], jest to ogdt elementéw x, takich, ze

a<,x <rh
N. p: [2,4= {2, 3,4} [0,8= {0,1,2...8}
[3.3] = {3}
Zapiszemy kilka twierdzen, ktorych niezmiernie
fa(wy dowod pozostawiamy czylelnileowi;
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Tw. 1. a,6eN03 [a 6] eCis NO.

Tw. 2. a<, be3 <[« 6] 9=A.

Tw. 3. a> £be” «K 6= A.

34. Przystepujemy juz do pojecia ciggu.

Df. 1. Ciagiem nieskonczonym (krétko:
ciggiem) nazwiemy operator, ktorego polem
jest NO.

Ciagi nalezg zatem do grupy typu ogolnego:
/3iV0. Dla ciggu wchodza w rachube jedynie obrazy:

Jifl, iP2,...

W teorji ciagow tradycja ustalita pewne sposoby
pisania i czytania symboli, ktére tu zaznaczamy:

(1) Zamiast E,S,T... uzywamy dla ciggow
przewaznie (nie zawszel) liter:

w,aw,a b,...

(2) Zamiast R?n piszemy Rn— czytajac: »R —
— »-te« lub z indeksem (wskaznikiem) n<
(3) Caly cigg w zaznaczamy symbolicznie:

u: w0, %, m ,... in inf.D).
(4) un zwiemy »w-tym wyrazem ciggu ««.
Df. Il. Cigg R jest catoliczbowym, jezeli
zapas Z{B) jest ClsiV0, a zatem cigg grupy MJFO.
Przyktady:
1. u: 0,1, 4, 9,16,... in inf.

P(u)= NO,Z(u)C NO
nsNal « e«» = »*
2. Vi 1,2, 5,10,17, 26,... in inf.

) in inf. = in infinitum.
Wilkosz: Arytmetyka liczb catkowitych. 7
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P(v)— iV, Z(v)C NO,
nsN{O0,, -w==ml+ 1
3. w: 1,1, 1,... in inf.
P(iv) — NO, Z(w) C NO,
wn— 1 dla »|0,1,2,S. 4 ... (a)
[Zwyczajem matematykéw zdanie (a) wyraza:

-Dnfwn— 1]
Operator u grupy (I\NK} gdzie h s, redukujemy

do ciggobw grupy kfadac:
neNoO *“Wh— Un-k
i rozwazajgc zamiast w cigg & 00j«!,... in inf.

Df. lll. Operatory grupy typu /?|[a 6]t, gdzie
a i &sg liczbami catkowitemi, a wiec gdzie [o, & jest
odcinkiem cafoliczcbowym, zwiemy ciagami skon-
czonemi.
Jezeli jeszcze Q NO, to mamy »skonczony
cigg catoliczb owy«.
Przyktady:
1. weiW1[0, 51
w. u0,Ul, M)n8) 1Nbe
2. v: 0,1,3,6,10,20
P(v) = [0, 55, vENO\[O, 5].
3 w: 15,7,6,3,3,2,2,1,1,1,1.
P(w)=[0,I]
wn= E{15/(zz 4-1)} dla ra|0,1,2,... 11.
Umawiamy sie jeszcze co do znaczenia pewnych
wyrazen.
Niechaj (1) w,n,w ... bedg ciggami calolicz-
bowemi,
2 liczbami catkowitemi.
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I. un-{- vm» mozemy zawsze uwaza¢ za n ty wyraz
takiego ciggu «, ze

wWF— «+ m» «|0,1,2...,

Il. kun — za MHy wyraz takiego ciggu w, ze
wn— ku,, nj|0,1,2...,
Il. ogolniej: lun+ kvn — za nty wyraz takiego
ciggu w, ze

wn= lun+ kvn m|O, 1,2 ...

Czytelnik domysli sie z tatwoscig jeszcze wiekszej
ilosci podobnych umoéw.

Jezeli dano nam cigg, wskazujac wzér na jego m -ty
wyraz dlan |0, 1, 2 ..., tworzymy za przyktadem Russella
symbol lego ciagu, dajgc nad zmienng biezgca (tu nad
owem »««) znak »a«

Symbolem ciagu, ktérego m-tym wyrazem jest. n. p.:

1) wun bedzie

(2) un-f-wvn « -f ns
(3) hun-f- lvn « hus -(- Iv~
@) n*--1 « n2-j- 1

Jest to tak zwane »gaszenie zmiennej« w ciggu X.
U niektorych autoréw »gaszenie« zastepuje ujecie w na-
wias szczegblnego ksztattu u. p.:

{«*}, {«, + »> {ku,,+ K}, {«2+ Ip
zresztg spotykamy rézne spososoby pisania.

35. Rozwazmy jaki$ cigg u skonczony lub nieskon-
czony:
W, m), m ,m2 ... in inf.
Piszac n. p.

M2 ~~ U3 H* ¢ oo -f" MIO>

1) Stosujemy je réwniez w wypadku dowolnego ope-
ratora. -~
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mamy na mysli sume wszystkich kolejnych wyrazéw
ciggu poczawszy od w2, a skonczywszy na m6. Tego
rodzaju symbolika, aczkolwiek bedgca w powszeehnem
uzyciu, jest mato ogolna i bardzo niedoskonata. Wpro-
wadzimy inng, drogjg definicji zwrotnej.

Df. I. u£Cigg. *aeP(u) 3 'JE£ un— ua-e *
n\a
Df. Il
aoft b
ueCiggebeNOe+a seqgbeP(u)*3 <« £ un -j-
n\a n\a
+ *Hinm
N. p.: gdy _
5 i
weCigg. 0,5 EP (u)0-~lua= +
<0 K njo
-)- M —un-f- M -f- W4-j- Mb— M, -f-
rto
-j- w* + «8 +  ul “fe MB JE£un+ «1 + ut*“l u3-j-

«|0

“Tw %li\%)umyu “Tm H s 4~ - NBe

Czytamy: »sigmaw,, od n— a don=b«
n\a
lub >suma wn od n= a do m= o«
Przez indukcje udowodnimy natychmiast:

# »Cigg* oznacza cigg nieskonczony lub skonczony.
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b
Tw. 1: usNO\NO‘“a5”"che~) unE£NO

n\a

i Tw. 2:
b
UENN|[ZZA+a<lcbeabeP(u)*3 "JjE W6 -0
«a

a
Uwaga. J "~ wn n”e jest samg w zwyczajnem
n\a

lego stowa znaczeniu.

Podajemy bez dowodu kilka twierdzen o »sigmachx.
Dowody przeprowadzi czytelnik z najwiekszg tatwoscia,
postugujac sie bezustannie zasada indukcji matema-
tycznej.

Tw. 3:

ufCigge+a bea bsPu) O u,,

n\a p\a

s\a
[#pozornos¢ zmiennej biezacej*].
Tw. 4: u£Ciggea 6ekeNOQOe
b b+k
abeP(w)0:JEu,, =

n\a n\a-\-k
[#podwyzszanie zmiennej biezgcej*].

Tw. 5:
u£Ciggea”™ chmkeNOma,b, e P(u)sh <jjca:3:
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b bk

JEWL=JIV u

na ma—k
[»obnizanie zmiennej biezgcej«].

Tw. G ueCiggra bel)cP(u):3 m
b b

= ~aAb—n
nNa nNa
[#odwracanie zmiennej biezacej*].

Tw. 7:
m, VECigg*a 5=cbea,b eP(w),a 6E£P(«); 3
b h b

JIV, + &= "~ 'MH-
mn mna )%}
Tw. 8;

ueCiggea chea beP(u),heNO: 3 :
& >

1-

Jj>X 0 = &x
d<z «la

Tw. 9:
ueCiggea 531:< (bea beP(u: 3 :

2 \.

«|fl [ilff z|£-f-1
Tw. 10:

m£Cigg+« < h<chea,b£P(m): 3:

* A-l i

=J £ U+ ]1£ Un
ma mn ('
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§ 15. System dziesietny.

36. Ze szkol elementarnych wynosimy sztuke pi-
sania liczb w systemie dziesietnym. Wiemy n. p., zZe
symbol 263 oznacza

2-X*+ 6.X1+ 3-X<>D), (X=10)

przytem tatwo zauwazymy, ze 263 moznaby napisaé
cyframi dziesietnemi jeszcze inaczej, n. p. jako:

000263 =0 .15-fO'"I'-fO.l» + 2.I»-(-
-f6-X1-f 3 X«

i taki sposdb pisania bywa czesto z korzyscia uzywany
n. prz. na biletach bankowych.

Otéz sztuka wyrazania liczb catkowitych w sy-
stemie dziesietnym polega na tem, ze do kazdej
liczby catkowitej A mozemy dobra¢ cigg skonczo-
ny: a0, gy, «2 ... ak jej »cyfr«, bedacych liczbami cat-
kowitemi, nalezacerni do odcinka catoliczbowego [0,9]
i liczbe A przedstawi¢ jako:

n n
A e Xs= e Xns=
slo S|o
= a,*X" + «DeX® (X= 10).

Odnos$ne twierdzenia, udowadniajace powyzsza moz-
liwo$¢, bedg przedmiotem obecnego paragrafu.

Tw. 1: Jezeli A jest liczbg catkowita,
p liczba catkowitg, ktéra, oile A*> 0 ma
jednak spetnia¢ zwigzek p expy A, to ist-
nieje ciggu: o wiasnosciach:

* Dla krétkosci postugujemy sie znakiem (.) zamiast
(X) dla oznaczenia mnozenia, co — jak wiemy — jest
w powszechnem uzyciu.
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(1) a jest ciggiem catoliczbowym o polu
P(a) =[0.jo],
(2) Zapas z{a) zawiera sie w [0,9], czyli:
Me[0,p]O«-()<™a,,<"N9.
P

3) \a,. X'= A

Dowéd ind:

I. Az do A — O wijgcznie twierdzenie jest stuszne,
gdyz wystarczy potozyé

n£[0, p\s ~n+«anM 0.

Il. Gdyby twierdzenie bylo stusznem dla wszelkich

catkowitych A, takich, ze
A MNCE, (KeNDO0)
to udowodnimy je jeszcze dla K 1.

Otéz K 1>0, wiec ma sens exp* (K -)- 1).
Niechaj exp*(K-\- 1) M t i najpierw niechaj p —1t.
Wtedy: K-j-1= meX*-}-r, {p. 92}
gdzie: 0OMm X,

r— 0 lub expxr<;t (wkaz-
dym razie r</"K-\- 1).
(cc) Jezeli r= 0, Jf-)-1>>9, tot>0; poto-
zymy wtedy:
a,M0 da w|0,12,...,t—1
atM ni
otrzymamy:

1 P@= [01
(@ z(@ C 0,9
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t t-1

3) J?as-X'= +
+oar X*=0 + meX*= meX*+mr= K+ 1
((Dla r=0 i 77+-1 <~9 mamy i— 0;

wtedy kladziemy:
P()= 1[0,0]= [0,1
a. m

Na smXs= «0mX°= meX°+ »= 77+ 1

0
(y) Dla »->0 mamy | AL expvr <T t.
Wedle przypuszczenia, ze twierdzenie zachodzi dla
wszelkich A 5S 77, otrzymamy cigg b taki, ze
(1) P)y= [0t 1] (t-1~Z)
(2) z{b) C [0, 9]
t-1

(3) r= \b smx\

Potozymy: 1. P(ailoz [0, 4
2. an= bn dla w|0,1,2...t —1
3. a=m
Wtedy: (1) P{a)= [0, {]
(2) z(a) C [0, 9]
t

(3) \Vas-X°=
—+ 0
= Va, *X1l-fateX*= meX'-fr=77+ 1.

s[o
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(6) Jezeli teraz p j>ct, to odszukamy cigg
taki, by:
(1) P() = [O1]

(2 z{b)C [0, o
t
(B) K+ 1=J2bs.X*

i potozymy:
1. P(@)= [0,p]
2. aH*zbn dla »|0,
3. fl,= 0 dla n\t-f-1,...,p.
Bedzie wtedy:
1) P()= [0.p]
(2) Zz(b) ClO, 9]

p t
(B) Jus-X»=Jjf<V 8+
90 5|O‘
p

+J?as.X'"=J?h:;. Xs+ 0= K+ 1
s|/+1 slo

Il Indukcja konczy dowdd.
Tw. 2: (pomocnicze). Jezeli:

() A=Jgas-X° (neNO)
s\0
2 o as 9 dia

3) «,,>c0,
to expxA n.

b
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Dowdd: (a) »—0.
Wtedy:
0
A~ ™ asmXs= a0*X° ~ a0 =X°> 0

s|0

skad: expx™M= 0= M

(? n>cO.
Wtedy:
n n—1
A=Jjjj\mxs=JNaseXs+ anmX" N g, mx <N
s|0 slo
X; X n.

Zatem: exp*X /™ n.
Tw. 3 (pomocnicze). Jezeli:
n

(L A="as. X’ neNo.

s|0
(2) 0O5SGas=x9 dla s|Q 1, 2...n,
to A <cXnH
Dowéd ind.:

I. Dla n = O mamy:
A= a0*X°= «0< XI= X4l =m

Il. Gdy ksNO i twierdzenie stuszne dla n= kg

to:
AH k

A = e Xs e X + akH mX k+' <

slo SIO
< XNP f a1 o Xt <: XA+ O oX*+E= X ki2=

— Jfisoan+I>
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1. Ind. k d.
Whniosek z tw. 2 i 3:

n

Jezeli: (1) A= «Xs (neNDO0)
90
(2 0~cas™9 dla s|0,1,...,n
3) an O

to exp*A = «, fp. str. 92 tw. 2],
Tw: 4 (pomocnicze).

n
Jezeli: (1) A=J)?as‘Xs (neNO0)
sjoO
(2) 0O<,a <, 9 da s|0,
to:
an-X'""< A < c(an+\).X\

Dowdd: I. Dla n— 0 mamy:
A= aleX°= a0.
00¢X°= a0<LA = a0< X1lg (a0-)- 1) «X.

II. Dla n>- 0O mamy: -

n—1
A= eXs-f oX" /N g,-X";
sio
/-1
lecz NaseXs< X" (tw. 3),
*0

stad: yf < an. X" -f X" = (an+ 1)eX".
Tw. 5 (pomocnicze).
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o
Jezeli: 1. A=Jj?as‘Xs (peNDO0
D
2. 0 as 9 dla s]0,1,
to: (a) gdy A — 0 wtedy
as= 0 dla s|0,1, p,
(/) gdy A > 0, lo wtedy

P expx (4) 44 A, (1)
as— 0 dla s|fc31, 2
ak ~ E (A/XK). (3)
Dowod: I. ~ = 0.
Gdyby jakies as]> 0, to A~ %mXs> 0.

I A> 0.
(1) Gdyby p <Clc, to 4 < X'I1< Xk tymcza-
sem XkMA < Xk+\ gdyz k= exp*A.
(2) Gdyby jakie$ at) przy t*"> k, bylo > 0, to:
t
AN SaseXsN a XN X',
<(D)
zatem bylby tez exp* A t X
(3) Wiemy juz, ze

A=

stad:
akmX *~ A< (@ak+ 1)+XKk
a wiec:
«, = E(AjXK).

Tw. 6: Jezeli
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p p

1 /)=jEV x'=2 "K"'XS
s|0 s|0
) O ~“b,” 9dla *10,1,.. jp,
lo a = 1), da s]|0,l,
Dowod: (a) ™M= 0.
Wtedy: as— bs— O dla s[0, [tw. 5],
tedy: as=bs dla s*>hy gdzie Ic= expx/.
k k
A=Jfas. X*"]£bs-X%
alo s|0

przyczem
«*= &= E(A/XNh).
Oznaczmy przez | najmniejsze s takie, ze
a3= 1, dla sj> I
«={=&, i n. prz. at< b,
1

k

Witedy: A= \asmXs-f \a smXs—
s|0 SI12+1
| k

2 'b*-xs+ 2 k -x%
i[e]

| |
stad: Al& 2 @ +X"= Y IseXs.

slo slO
Skoro «/<&;, to bl O expx (A) = 1 [tw. 2, 3],
Stad dalej:
al=Dbl= E{A'IXi) [tw. 6],

wbrew przypuszczeniu, ze at <[ bc.



Analogicznie dla
Wniosek gtowny.
Jezeli AeNO peNO i oile A 0, to

\Y

wowczas istnieje jeden jedyny cigg a, spetniajacy
warunki twierdzenia 1

Df. I: Powyzszy jedyny ciag zwiemy cia-
giem cyfr liczby A az do rzedu p.

Cf(AfA
Df 11: Gdy A j>0, to ciag cyfr dlap —
= expx A zwiemy ciggiem cyfr istotnych:
Cf(A

Dla A— 0 niema ciggu cyfr istotnych!
Df. 111: Gdy AelV0, to zwigzek:
k
A aseXs gdzie as= Cf(A)% s10,1...k
jlo
ioile A> 0, to
P exPxU)
zapisujemy, krotko
A — ap, dk— memaoi
Gdy a0, al ...a,l sg danemi szczegélnemi liczbami,

opuszczamy kreske, [n. prz.. 2637 = 2637],
Symbol powyzszy:

aki aki «++ a0
jest symbolem dziesietnym liczby A.
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Nazwiemy go normalnym oile 4 )>0 ip=
— exp*4 lub, gdy dla 4 = 0 napiszemy A — Q

W ten sposdb dziesieciu znakami 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 wyrazamy kazdg liczbe catkowita.

Df. IV: Cf(A)'ItALn — »wta cyfra liczby At

Twierdzenie uzupetniajgce:

. Da A> 0 i p> exp*4 = k mamy:

Cf(A)?=Cf(A) dla s .k
ofUk— 0 dla s>c.ki
zatem A= 0,0...0, akakj ... a0
gdzie a0, al ...ak sg cyframi istotnemi liczby A.
Przedstawienie:
4 = akak r... a0 (normalne)
i 4= 00... «<*«*_1... a0 (P > ck)

posiadajg jednakowe ostatnie t——1 cyfr, przyezem
pozostate sg zerami.
Il. Liczbe .4 = 0 przedstawi¢ mozemy jedynie
jako:
4 =0 (normalnie)
lub:
4 = 0,0...0 {ilos¢ zer= p> 0}

§ 16. Interpretacja zalozen A-1-cC

Doprowadzilismy formalng budowe Arytmetyki
liczb catkowitych do miejsca, od ktérego poczawszy
tatwoJjuz budowaé dalej bez wiegkszych trudnosci na-
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tury logicznej. Rzuémy okiem wstecz na catosC jej
podstaw. DotrzymaliSmy zapowiedzianego przyrzeczenia.
UstawiliSmy trzy listy (I) poje¢ pierwotnych,
(I postulatow, (1) logiki i w toku budowy
trzymaliSmy sie umowy pierwotnej, dotyczacej wpro-
wadzania dalszych pojeé i zdan w obreb A 1 c

Powstaje teraz zagadnienie. Gzy w ten sposéb bu-
dujemy pewng okreslong Arytmetyke Liczb
Catkowitych «czy tez tylko typ arytmetyk
pewnego gatunku? Zagadnienie: co to jest
liczba catkowita i jakie sa jej wtasnosci
zostato tylko zredukowane do bardzo malego ze-
spotu poje¢ i postulatdw. Nasze pojecia pierwotne:
NO 0, seq byly to dla nas jedynie czyste symbole
pojeciowe, ktéorych znaczenie, poza tern, ze spet-
niaja postulaty, nie gralo Zzadnej roli w budowie.
Na zapytanie, czem sg jednak owe M), 0 i seq nieda-
walismy, zreszta w zgodzie z planem pierwotnym, zad-
nej odpowiedzi. Zastanéwmy sie, czy taka teraz odpo-
wiedZz mogliby$my uzyska¢ i w jakim sensie? Co6z to za
pojecia owe N0, 0 czy seq? Na takie pytania odpo-
wiadamy dwojako:

I. Odpowiedz idealistyczna.

Na kwestje, czem jest pojecie A, odpowiedzie¢
mozemy definicjg, budajgca A z poje¢ innych
niz A.

Jezeli A nalezy do zespotu pojec jakiej$ teorji de-
dukcyjnej (M), podajemy definicje A, ktéra w ostatniej
instancji pozwoli nam zbudowa¢ czy zrozumie¢ znacze-
nie terminu A przy pomocy samych tylko poje¢ pier-
wotnych teorji (M). Jasnem jest, ze nie zechcemy
zastosowaé tego postepowania w wypadkach, gdy A na-
lezy wiasnie do poje¢ pierwotnych teorji (M.
Wilkosz: Arytinolyka liczb catkowitych. 8
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Niewiadomo do czego mogtaby sie jeszcze przydac taka
»taulologiczna« definicja.

Poza teorjg (M) szukanie znaczenia A nie posiada
dotychczas formalnego sensn. Postgpmy jednak w na-
stepujacy spos6b. Przypn$¢my, ze dano nam teorje de-
dukcyjna, powiedzmy (JVj, ktéra posiada: (P) poje-
cia pierwotne, (I1") postulaty i (1IP) przyjeta neutralng
logike do pomocy, te sarng co w wypadku teorji (M).
Niechaj pojeciami pierwotnemi teorji (M) beda:

AN A2, e, Afe.

By¢ moze, ze wsrod poje¢ pierwotnych lub
pochodnych teorji (N) mozna bedzie wybra¢ grupe:

22, 7i,,,..., Bk
lak, ze gdybysmy potozyli przez definicje:
i — @>ee, AKAL Bk (a),

to dzieki postulatom i twierdzeniom leo-
rji (JVj, tak okreslone: Alt...,Ak spetniatyby po-
stulaty teorji (M)! Uczynmy to.

PowiedzielibySmy wtedy, ze dano interpreta-
cje idealng teorji (M) w ramach teorji (N).

Wszelkie twierdzenia (postulaty i pochodne) teorji
(M) stalyby sie dzieki umowie (a) twierdzeniami
teorji (N)

Widzimy, Ze nie dano odpowiedzi na pytanie: co to
jest A, co nie ma wiec dalej dla nas okreslonego
sensu, lecz odpowiedziano w catosci: jak rozumiec le-
orje (M\ do ktorej nalezy A, wraz z jej pojeciami
i twierdzeniami i to w ramach teorji (N)I

Wyobrazamy sobie logike zbudowang dedukcyj-
nie, réwniez przy pomocy (1) poje¢ pierwotnych logicz-
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nych, (Il) postulatéw, lecz w miejscu listy (I1I) wyste-
puje zespét pewnych dyrektyw lub opisu akcyj
logicznych, ktoérych znaczeniem nie moge sie tutaj zaj-
mowac. Otéz mozemy mysle¢ o interpretacji ide-
alnej naszej teorji (M) w ramach logiki dedukcyj-
nej (L). Taka interpretacje nazwalibySmy absolutna,
ze wzgledu na to, ze logika (L) ma stanowi¢ nie-
zmienny skiladnik wszelkich przez nas rozwazanych
leoryj dedukcyjnych, innych niz (L).

Przypus¢my, ze dano interpretacje idealng teorji
(M) w ramach teorji (IV).

Gzy tylko ta jedna dana interpretacja, jest moz-
liwa czy moze ich istnie¢ wiecej ? Przynajmniej dla
A. 1 c. odpowiemy tu na korzys¢ drugiej z mozliwosci.
Rozwazmy w obrebie A. 1 c. nastepujace pojecia

1) 2 1 (3) seq', przyczem

co do seq" zawieramy umowe:

Jezeli ae Nt i tylko wtedy, to niechaj seq'a—
= seq a

Oznaczmy na chwile N'O~L Aj, i 0'JLI. Zespét:

@ NO (2 0 (3 seq

spetnia nastepujgce zwigzki:
1. 0’eN'0.
0eA™OZ) seq' asN'0.
a,6eNOeseq'a= seq'6mjjjea= b
ae N[ *3) seq'a 0.
PO) * ) {xe N'gecp{X) »  <qo(seq' *)} :3 :
(z){ssEATr'0.e>(2)}.
Z tatwoscig mianowicie, zdotamy, dzieki definicjom
N0, O,seq" i postulatom A. 1 c. udowodni¢, ze
wiasnosci 1—5 majg rzeczywiscie miejsce.

o wn

8*
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Np.: 1. OeN'O, gdyz to oznacza, ze

2. aeiV'3seq'aeNO, gdyz to znéw po-
wiada, ze
aelN 3 segak

itd

OtrzymaliSmy interpretacje A 1 c w ra-
mach A 1 c i to nietautologi an g gdyz

(1) 0'5=0, gdyz 1==0.

(2) JT04=iV0. gdyz :N#: Jfo.

(3) seq'a 5=seq, gdyz polem seq jest AID. a seq’
klasa JVj.

Przypus¢émy teraz ze w ramach teorji jakiej$ te-
orji (N) dano interpretacje A. 1 c. wybierajgc trzy po-
jecia, powiedzmy

M 0, seq,

ktore czynig zados¢, dzieki teorji (N ), postulaton A. I c.
Okresimy:

0'="1, seq'@=*tseqa, oile xeNt.
Jasnem jest, ze:
N'O, 0, seq'

posiadajg juz znaczenie w ramach (N) i ze zespot ten
stanowi drugg zkolei interpretacje dla A. 1 c. w ra-
mach teorji (A). —

W podobny sposéb moglibysmy tworzy¢é dowolnie
wiele interpretacyjl Ten sam fakt wielokrotnosci in-
terprelacyj w ramach danej teorji spotykamy w kaz-
dym ze znanych nam wypadkéw leoryj dedukcyjnych,
o ile jedna interpretacja zostata uzyskana.
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Zastanowmy sie obecnie nad celem dawania ta-
kich inlerpretacyj idealnych teorji, powiedzmy (M),
w ramach teorji, dajmy na to (IV). Nie byloby tu miej-
sca na wymienienie wszystkich znanych nam z prak-
tyki korzysci, ktore stad ptynag, zatem podkreslimy tylko
jedng, ale zato kapitalng!

Kazda teorja dedukcyjna (M) musi sobie zadaé
pytanie, czy przypadkiem nie jest sprzeczng w SoO-
bie. Oznacza to, ze chcemy wiedzie¢, czy czasem wsréd
twierdzen tej teorji nie znajdzie sie twierdzenie p,
ktére udowodniono w ramach (M), ale, ktérego za-
przeczenie ~p rowniez zostato udowodnione w to-
orji (M)\ Znakomity logik, profesor Uniwersytetu Ja-
giellonskiego Jan Sleszyniski, zmarty w ruku 1931,
okazat w swej pracy pt.: Sur le raisonement dans les
sciences dSductives, zamieszczonej w Roczniku Pol. Tow.
Mat. (Krakoéw 1921, 1.1, str. 102), ze w powyzszym wy-
padku kazde twierdzenie teorji (M) figurowatoby
w zespole jej twierdzen wraz ze swem zaprzecze-
niem, a nawet wiecej ze kazde zdanie sformutowane
w terminach teorji (J/) i terminach logicznych bytoby
twierdzeniem prawdziwem (wraz ze swem zaprzeczeniem)
teorji (i¥). Swiadczyloby to oczywiscie o zupenej nie-
przydatnosci teorji do jakichkolwiek celowi

Jakze upewni¢ si¢, ze dana nam teorja nie jest
sprzeczng w sobie ? Jedynym dostepnym nam sposo-
bem, ktory potowicznie te sprawe zatatwia,
jest nastepujacy: przypus¢émy, ze dang nam teorje (M)
zinterpretowano idealnie w ramach (IV). Jak juz wiemy,
twierdzenia i pojecia teorji (1/) stajg sie wtedy twier-
dzeniami i pojeciami (JV).

Otéz kazda sprzecznos¢ w (M) odbitaby sie tez
w postaci sprzecznosci w teorji (JYj! Jezeli jeszcze po-
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damy absolutng interpretacje teorji w ramach lo-
giki (L), to pozostanie nam tylko kwestja niesprzecz-
nosci (bl

Na te ostatnia kwestje niepotraflmy dzi$ jeszcze
wskaza¢ zadowalajacej odpowiedzi, mimo, ze o te trud-
no$¢ rozbijajg sie wysitki najdzielniejszych gtow logicz-
nych naszych czasow.

Il. Odpowiedz realistyczna.

Mozemy szuka¢ innej jeszcze odpowiedzi na po-
stawione uprzednio pytanie 0 znaczeniu danego pojecia.
Pojecia logiczne pojmujemy jako pewne wyidealizowane
obrazy konkretnych realjow (konkretnych przedmiotow,
stosunkéw, warunkéw i t. d.). Celem poje¢ jest, w uje-
ciu realisty, imitowanie konkretu, tak jak celem sgaddéw
jest wyrazenie stosunkdéw konkretnych wsréd realjow.

Mozemy zarzada¢ na nasze pytanie odpowiedzi,
ktoraby wskazywata na te konkretne przedmioty
i zwigzki, ktére postanowiono imitowa¢ pojeciami
NOt O, seq i postulatami A. 1 c.

Interpretacja konkretna nie nalezy
jednak do matematyki i logiki.

Problem tej interpretacji nasuwa mndstwo kwe-
styj natury filozoficznej, w ktére nie moglibysmy tu
wchodzié,

W kilku miejscach dotychczasowego lekstu mowi-
liSmy juz o klasach czy relacjach. Wprowadzi-
liSmy odnosne pojecia niezaleznie od A lc. i po-
stulatébw uktadu Peany. Wiadomosci w ten sposob
zdobyte, postuzag nam obecnie do skonstruowania jednej
z najglebszych w swem znaczeniu interpretacyj A. I c.,
ktéra czesto nazywajg w»logizacja« Arytmetyki, wycho-
dzac ze stanowiska, ze leorja zbioréw i relacyj stanowi
cze$¢ teorji dedukcyjnej logiki. Za taka nalezy jg uwa-
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za¢, a wiec za »absolutng« w naszej nomenklatu-
rze, jezeli za punkt wyjscia wezmiemy n. prz. kodeks
logiczny jaki przedstawiajg Principia Mathematica Whi-
teheada i Russella, dzielo, o ktorem wspominalismy juz
na poczatku ksigzki.

Kilka uwag wstepnych bedzie nam tu niezbednych.

1. Przypus¢émy, ze dano nam pewna relacje R.
Okre$lmy relacje R* w nastepujacy sposob:

R*

(Wwy) {vRuj. [p. str. 42]

Tak okreSlone R* zwie sie odwrotnos$ciag re-
lacji R.
Przyktady:

szre N — ci <cc 1 --V1 c*

2. Przypusémy, ze relacja li jest operatorem

[p. str. 98], a wiec, ze kazdy element x nalezacy do

przeciwdziedziny g eR posiada okresSlony obraz RX.

Przypus¢my jeszcze, ze nietylko R ale i odwrotnos¢

R* jest operatorem, tak, ze jak tatwo widzie¢ mamy
zwigzki:

XRy exRy" ¢D ey =y’ (€

XRy ex'Ry *2) ex = X' 2)

Relacje li nazwalibySmy wtedy: odpowiednio-
§cig doskonata miedzy DR, ag R. Przypisuje ona
kazdemu elementowi x nalezgcemu do g°R jeden je-
dyny element y taki, ze zachodzi xRy, ale réwniez
kazdemu z nalezgcemu do IPR jedno jedyne w takie,
ze zachodzi wRz. Uktada ona, ze tak powiemy elementy
iyit i g w oddzielne pary.

3. Niechaj obecnie bedg nam dane klasy a i /2



120

Przypusémy, ze istnieje relacja li spetniajgca wa-
runki:

(1) R jest odpowiednioscig doskonata.

() jyR = a.

@B <®= [

Powiemy wtedy, ze klasy a i § sg roéwno-
liczne i zaznaczymy to przez arlfi. Powyzsza definicja
rownolicznosdei, pochudzaca od J. Gantoral), jest widocz-
nie uogdlnieniem i ujeciem formalnem procesu powszech-
nie znanego wsréd prymitywnych nawet ludéw, polegaja-
cego a na wykazywaniu réwnolicznosei gromad kon-
konkretnych przedmiotow droga wymiany »sztuka za
sztuke*. Ze stanowiska filozoficznego jest ona przez to
niezwykle ciekawa, ze wprowadza rownolicznos¢
bez uprzedniego pojecia ilosci.

4. Rozwazmy obecnie jaka$ klase a i niechaj
klasa |3 zawiera sie w a:
/? 0

Powiemy o niej, ze jest ona cze$cig wtasci-
wa klasy a jesli jeszcze (l=5j=a. Rozwazajgc wszelkie
czesci wihasciwe klasy a albo:

(*) znajdziemy taka, ktora bedzie réwnoliczna ca-
fosci a.

(3/2){/20 -7=t=a

lub (**) zadna cze$¢ wiasciwa' klasy a nie bedzie
rownoliczna z klasg a.

~ (@32 C «’§4=«+Ma).

Ze klasy pierwszego rodzaju mogg istnie¢, przeko-

") Jerzy Cantor, tworca teorji zbioréw (mnogosci) ur.
1845 zmart w 1918 r.
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foamy sie fatwo na przykiadzie z A 1. c. Niechaj bedzie:

alJt Mg 4L i XRy: :yeNOex — seqy.
Z fatwoscig udowodnimy, ze
+ C D°R = iY], g-A= V0

i z0 At jest odpowiednioscig doskonalg. Zalem NO na-
lezy do klas pierwszegj rodzaju.

Klasy pierwszego rodzaju zwiemy wedle Dede-
kindat) nieskonczonemi lub nieskoniczenie
liczne mi, drugiego rodzaju skohAczonemi.

Sg to niezmiernie ciekawe definicje skorczonosci
czy nieskonczonosci klas, o ktérych wiele ma do po-
wiedzenia Teorja Mnogosci fp. W. Sierpinski: Zarys
Teorji Mnogosci 1923; W. Wilkosz: Podstawy ogdlnej
Teorji Mnogosci 1925].

Zauwazmy, ze wedle tych definicyj klasa NO jest
klasg nieskonczenie liczng.

5. Rozwazmy dla danej klasy a ogdét wszystkich

klas f réwnolicznych z a i nazwijmy symbolicznie przez
NC&a {»numerus cardinalis a<} Ilub stownie »moc
klasya* klase:

NG°a [Yorla].

W teorji Russella powinniSmy wprowadzi¢ odpo-
wiednie dla zasad >teorji typow« ograniczenia co do
tego, jak rozumieé 6w »ogok klas £ roéwnolicznych
z klasg a, ale o tem tu mowié¢ dtuzej nie mozemy *).

6. Przy odpowiednich zatoZzeniach logiki deduk-
cyjnej, mamy tamze twierdzenie nastepujgce:

) R. Dedekimi: Was sind und was sollen die Zahlen
wspomniane na poczatku ksigzki.
d p. moje Podstawy Ogolnej Teorji Mnogosci.
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Dla kazdej klasy a mozna znale$¢ element a taki,
ze a nie nalezy do a. Jezeli klasy i y réznig
sie tylko tem od klasy a, ze brak im po jednym tylko
elemencie w slosunku do klasy a, a wiec, ze

Ei(ix){x ep *x ~ £a}
El(a)) {xey *x ~ ea},

to 8 iy sa réwnoliczne.

Stad juz widoczne, ze NG°(} — NC'y i ze wszyst-
kie klasy lego rodzaju nalezg do jednej i tej samej
NC, ktorg nazwiemy nastepnikiem NC/ct

nast ING°a.

Klasa pusta moze by¢ réwnoliczna jedynie z kla-
sg pustg. Klasy puste (jesli istniejg rézne) tworzg je-
jedng NCJ\ oznaczong tymczasem przez O.

Woprowadzmy teraz nastepujaca inlerprelacje po-
je¢ pierwotnych A. I c.:

I. 0 ni' chaj oznacza 0.

Il. NO niechaj oznacza og6t NCD, gdzie a jest
klasg skonczong.

Ill. >seq« niechaj oznacza w obrebie obecnego NO
operator »nasF«.

Teorja Mnogosci, opierajac sie na swych postula-
tach i twierdzeniach, udowadnia, ze przy takiej inter-
pretacji wszystkie postulaty Peany beda
spetnione.

Powyzsza niezwykle wazna interpretacja pochodzi
w zasadzie od G. Fregego. Z wielu wzgledéw nalezy
ja przeciez uwaza¢ za interpretacje >natnralnax,
stojaca tresciowo najblizej moze lego, co mamy na mysli
zastanawiajac sie nad sensem 0, NO i seq, aczkolwiek
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zostata ona sprecyzowana i ujeta w Sciste ramy for-
malnej logiki.

Aby wnikna¢ gleboko w jej znaczenie filozoficzne
nalezatoby koniecznie przestudjowaé¢ Fregego »Grund-
lagen der Arilhmetik* (1884 Wroctaw) lub Russella
Principles of Mathematics (1903 Cambridge).

Nota |.
O Definicji Zwrotnej.

ZapowiedzieliSmy na str. 20 omodwienie trudnosci
zwigzanej z pojeciem definicji zwrotnej czyli reku-
rencyjnej i obecnie przystepujemy do zrealizowania
naszego przyrzeczenia. Odrazu zaznaczy¢ muszg, ze po-
wotam sie tu na pewne fundamentalne twierdzenie,
bedgce osig calej tej sprawy, atoli udowodnienie jego
wymagatoby dos¢ znacznych przygotowaé z dziedziny
og6lnej teorji mnogosci i dlatego co do blizszych szcze-
gotéw odesta¢ bede musiat do cytowanych na str. 20
dziel Fregego czy Russella lub do mych Podstaw Ogol-
nej Teorji Mnogosci.

Przedewszystkiem znowu przypominam, Ze szereg
poje¢ z dziedziny teorji klas czy relacyj, ktore pozna-
lisSmy w toku naszej ksiazki, uzyskano ng drodze naj-
zupetniej niezaleznej od Arytmetyki Liczb Catkowitych.

Pojecie ciagu, a wiec operatora, ktdrego
polem jest NO, o tyle jedynie wigze sie z A. 1 c., ze
mowa tu o klasie NO) lecz niczem to nie przesadza
jakie majg by¢ wilasnosci tej klasy.

Przystepujemy juz do wiasciwej sprawy.

Przypusémy, ze dano nam: m

(1) element a

(2) operator/.
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O danych a i / zalozono, ze przy zachowaniu
pewnych warunkéw, wyrazonych powiedzmy w zdaniu
p, mamy:

I po e«akEp(f)
espetnienie p pocigga, ze a nalezy do pola operatora/*.

espetnienie p pocigga, ze o ile x nalezy do pola/, to
obraz/'™ réwniez nalezy do pola /«.

Powiemy w tym wypadku, ze: »pod warun-
kiem, ze zachodzi p, operator / jest dzie-
dzicznym wzgledem przedmiotu a«.

Otéz opierajac sie na dzietach Fiegego czy roz-

wazaniach B. Russella (Principia Mathemalica t 1 i II)
mozna udowodni¢ nastepujgce fundamentalne twier-
dzenie 1.

Tw. Jezeli p pocigga, ze operator /
jest dziedziczny wzgledem a, to istnieje
jedyny <cigg (P o nastepujgcych wtasno-
$ciach:

1. (/O = 4q

2. ice NO*3* « 3seq &= f Jpk.

Twierdzenia tego, jak juz wspomniatlem, nie mo-
glibysmy tu udowodni¢ bez wiekszych wiadomosci z za-
kresu leorji mnugosei i logiki. Intuicyjnie rzecz biorac,
jest to ciag:

Niezaleznie od tego czy warunki twierdzenia fun-
damentalnego sg spetnione, mozemy postawi¢ definicje
). p. moje Podstawy Ogdlnej Tcorji Mnogosci str. 214,

gdzie jednak forma ujecia jest nieco inna, lecz w zasadzie
réwnowazna obecnej.
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nominalna:
/<> 4L (iz){z e Cigg Niesk :/<*>= a:keNO [<tsx —
=rna
Tak okreslony cigg/(0) nazwijmy: ciggiem in-
dukowanym przez,/z elementu a

Twierdzenie fundamentalne wypowiemy wledy w ca-
tej pelni w nastepujacy sposdb:

Tw Gdy (1) [/ jest operatorem
2) p-3- b
8 B Fhordt(),

PO <El/<*=>

Zaslosujemy nasze twierdzenie w kilku przypad-
kach .

. Dodawanie.
Okreslmy relacje / nominalnie w nastepujacy

sposob:
fMz (uv) {y eNOeu — seq
Z fatwoscig dowiedziemy, ze
(1) fe Operator.
(2) P(f) = NO.
Niechaj teraz bedzie:

aeNO.
Witedy:

() aeNoO-z)-aeP(f)- =m
(2) *£P(f) +D , -foc e P(f).

Warunek (2) wynika z postulatu A. 1 c. méwig-
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cego, z2 xeNO aeagx eNO. Tein samem zachodzi:
(@AW asN0:3 xEP(f)*D* By
Mamy zatem prawo twierdzic:
aeNOo 'E!f a).
Nazwijmy nominalnie:
a-|-c)Mzfljp {Hy wyraz ciggu
Bedzie wtedy:
1. 0, &iIVOO «*E!(«+,.6)¢
Procz tego z definicji / @
2. aeiM*3 e*a-j-c0 = g,
3. aeM:3 !'& V03 «-|-cseq&—seq(a  0),
czyli
3Wa, 6eiVOm3 «®-f-esefi 6 = seq (« -)-ed).

Oto uzyskaliSmy definicje nominalng sumy liczb cat-
kowitych!

Il. Mnozenie.

Okreslmy operator /:

f=L W) {m= «-|-c«-BEiYG}

[mamy juz okre$lone nominalnie a-\-cb\].
Udowodnimy z tatwoscia, ze
1. aeNO0e<3 */e Operator,
2. aeNa.zZ).P(f)CNQ

Procz tego:

3. atM-3 -0 fiP(/),
4. aeNO xeP(f) ee/"x eP(/).
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A wiec:
El/¢
Nazwijmy:
fPJLaXch,
wtedy

(1) aeNO0e3 «a Xc0= 0,

(2) a be NO«3 +aXcheqa— aXc &

W ten sposob otrzymujemy definicje nominalng
mnozenia.

Czytelnik z fatwoscig zbuduje jeszcze inne defi-
nicje nominalne poje¢, ktdre w naszej ksigzce zostaly
uzyskane drogag definicji zwrotnej.

Nota 11.

Inny system zatozen A. 1 c.

Woprowadzimy obecnie odmienny od Peanowskiego
system zatozen dla A. 1 c.

W tym celu ustawimy trzy listy.
. Pojecia pierwotne.
(1) klasa K.
(2) relacja <.
Uwagi: (1) Elementy klasy K bedziemy zwali
liczbami catko witemi (w nowym sensie).
(2) relacje <( czyta¢ bedziemy »jest mniejsze*.
Il. Zdania pierwotne (postulaty):
L (?[X {x s K).
2. X, YEK'x==VO :x < Vv V<x-
B x<y O *~v<*e
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4, X < yey<CzeZ)**< =
5. # <cV’~D*xiV ekK-
6.ea (ZK .(gar) (@ £a):Z) Mg»){sea:xea-x":
S=Fel)*er< e
7. a(ZK efax)(xea) m(gy)(# e0 .. * < 2200
D :(a3){*« D* eft<>}e
8. ~ (92){ae/C:ge Tled ==z 3* * <C*}
Objasnienia i uwagi:
I (1) moéwi, ze klasa Jf nie jest pusta.
Il (2) wypowiemy krotko: relacja  jest spojna
w klasie K.
I (3) moéwi, ze <j jost relacja asymetrycznag
(nieodwracalna).
Il (4) mowi, ze jest relacja przechodniga.
Il (5) wystowimy, moéwigc, ze »<( ma za po-
le K.

Il (6) stwierdza istnienie w kazdej klasie a niepu-
stej, zawartej w K, istnienie elementéw »minimalnych.

Il (7) stwierdza w kazdej klasie a niepuslej, za-
wartej w a i »ograniczonej«, istnienie elementéw >ma-
ksymalnych*.

Il (8) stwierdza nieistnienie elementéw maksymal-
nych dla catego li.

lll. Logika.

Kilka twierdzen | okreslen.

1L Tw: X <Cyy+Z)ex F=y-
Dowo6d: gdyby &= vy, to wedle zasady »pod-
stawienia identycznych«:
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* <y O ,2'<*i
co wykluczone wobec Il (3).
2. a QK'fax)(xea):"):
E!(iz) {zsa:xea X"=Z'3* e« <C
Dow6d: (1) Istnienie zapewnia nam postulat

Il (6).

(2) Jednotliwos¢.

Przypusémy, ze

zfa :xeaex g=smD*-z< * 1)
yea:aeac aFym*’V< * 2)
« C N (3)
($»)(«*«) O]

0 ileby y z, to wedle (1)
yfaeyg=2, wiec z< 'y
wedle (2)
»fma «2 H=y, wigc y< z;
stad jednak:
i VO
wiec wedle Il (5)
z <z,

co wykluczone wobec tw. 1.
Definicja: Nazwiemy:

min<a M, (tz){zees :x sa -x=j=z -")xez < x}
i mamy twierdzenie:
Tw.: a Jf-(ga:))(a:ea): 3 "El min<a.

3. Poniewaz
Wilkosz: Arytmetyka licrli catkowitych. 9
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(1) KcC K\ 2) (Bx){xaK) {1 )}
wiec: E! min< K.

Definicja: Nazwiemy:

O—+£min~f 9 czytamy: zero (w nowym sensie).
Mamy natychmiast:

4. Tw.: Be K

5 Tw:

a CK -(a*)(*E«).(av)(%£<*-Dx'x <y )'"'D -
E! (iz){zeasxea ex=j=z ¢3* x 2).

Dowdd: 1. Istnienie zapewnia postulat Il (7).
2. Jednotliwo$ ¢ przypusémy, ze

ZeaseXxeac*x Azz X <iz Q)
tfEa\NXEa-x"y-Cx'X<,y (2)
aCKkK (3)
(am) (x e a) 4)
Bw){*e<*0**®0} (&)

Jedliby yg=2, to wedle (1) y <iz
wedle (2) 1z <Yy,
co znéw niemozliwe.
Definicja:
max< aM=(iz){zea:xea-x §=z+3* «®0 }
i twierdzenie:
Tw: aCK- fax)(xea)e«(@y){xea-Cx-x<y}:
:3 El max<a
6. Ostatni postulat Il (7) zapewnia nas, ze
~ El max< KT,
poniewaz stwierdza bragk istnienia.
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7. Niechaj & nalezy do K. Poniewaz ma zacho-
dzi¢ Il (7), wiec:
(gz) {x<Lz ¢z s K).
Utworzymy klase:
a Jb (2){:ic o< z}.
Widocznem jest, ze
1) acCK {1 (5) i zat}
(2 (9 (xsa),
a wiec
E! min<a.
Definicja:
seq<x JL min<(z) {x -< z},
wtedy mamy twierdzenie:
x e K: C) mE! seg™x ¢seq<x e K. .

8. Jezeli x sK, to oczywiscie x < seq;-x, lecz
0 jest min<K, a wiec:

Tw.: xe K “C)" seq * ==0.
9. Przypusémy, ze (1) x,yeK i ze
(2) seq<x = seqg<y.
Przypusémy, ze x ==y, a wiec
X<y
lub y < x wedle Il (2).
Gdyby x < vy, to poniewaz
seq<x — min (z) {x < z},
wiec ye{z){x <{z}, a stad:
y = geg<x lub seq<X <y-
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Jednakze, y < seg<y, wiec byloby:
y < seq<y *seq<y = seq<X,
co daje nam y < seq<a, a to wyklucza i seq<x <y
i seqg™x —y.
Analogicznie, gdyby >f<i x.
Pozostaje zatem wedle postulatu Il (2) jedynie, ze
X —y.

10. Przypusémy, ze o < wiemy, iz

(1) <p(0) zachodzi

(2) x €K e p(x):"3j:f (seq< x).
Twierdze, ze

zeK-Z)z-(p (4
Dowdd: Gdyby lak nie bylo, to klasa

adt [z{aeK-~ ()}

bytaby: (1) niepusta,
(2) zawarta w K,

a zatem zachodzitoby:
El min<a.
Oznaczmy:
iMz min< a.

Otéz 15=0, gdyz la a i tem samem ~ m(i), a tym-
czasem zachodzi (p(0).
Zatem |4 min<K, a wtedy Kklasa:

pJL{y){yeK.y<I}
bedzie:
(1) niepusta,
(2) zawarta w K.
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(3B) @ ){yes V < A n. Prz-takim elemen-
tem bedzie I.
Wobec tego:
E! max< /3

Oznaczmy: h -AL max< /3.
Bedziemy mieli:

1) k ~ cj3,
wiec (2) zachodzi <p(K).

3) seq™~k — | [tatwy dowdd),
a wiec

(4) zachodzi wedle zatozenia

ap(seq k) czyli ej(l),

co znéw wykluczone.
A wiec Kklasa a jest pusta, to znaczy:

Roéwnowazno$¢ obu arytmetyk liczb catko-

witych.
Potozmy dla interpretacji:
I 0 AL 6.
1l NOM K.
1l seq AL seq<.

Twierdzenia {4, 7,9, 8, 10}, co tylko wypowie-
dziane powiadajg, ze przy takiem interpretowaniu sym-
boli 0, NO,seq w obrebie nowego uktadu zatozen, po-
stulaty Peany sg spetnione jako twierdzenie nowej A.
1 c. Polézmy odwrotnie:
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. KJLA.
. < JL<..

Teraz twierdzenia udowodnione o naszej krytyce dla
systemu Peany, dadzg nam prawdziwos$¢ w tej inter-
pretacji, postulatdw nowej teorji A. 1 c. i to prze-
dewszystkiem postulatow:

Il (1), dzieki postulatowi 11X Peany,

I (2), 3, 1 @), 1 (5) wedle § 5,

Il (6), dzieki »zasadzie minimum<

Il (8), wedle tw. 2 str. 82.

Brak nam jeszcze Il (7). Udowodnimy odnosne
twierdzenie natychmiast. Zatézmy, ze

) « C 4
(2) a g=A.
3) (S){3eaO**a<*4=M -
Oznaczmy:
pJbL(z){xea 0**»<c4
Wtedy: (1) §C~no, 2 I?7=M,
a wiec: El min /J.
Oznaczmy: kJL min j?
Otodz: (1) xeae*3* #<, K
(2) ctr=A,

zatem: (gac){x ea *x Ic}. Niechaj takiem bedzie
n. prz. x0— Wtedy:

O x0< k, 0< fq

wiec ma sens k — 1. Oznaczmy IM ,lc— 1. Twierdze,
ze: Zf«, inuczej bowiem wszelkie liczby x klasy a
datyby x m< Z a wiec Ze /?, co niemozliwe, bo Z-< min §.
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Niechaj bedzie: x e a *x ==1, wtedy

x < I, wiec a< I, a zatem x < I
Stad:
(32){xeaex4=20 * e < *}o
bo takiem jest n. prz. I

Dowod nasz twierdzenia interpretacyjnego dla 1l (7)
jest wiec ukonczony.

Dzieki powyzszej wzajemnej interpretacji syste-
moéw Peany i nowego, okazaliSmy mozno$¢ zbudowania
dedukcyjnego A. 1 c. na wiecej niz jeden sposob,
0 czem juz wspomniano na poczatku ksigzki.

Systemy zatozen takie jak Peanowski czy obecny,
ztozone zawsze z trzech list:

I. poje¢ pierwotnych, Il. postulatéw, lIl. logiki,

nazywamy systemami hipotetyczno-dedukcyj-
nemi pewnej nauki dedukcyjnej (u nas A. 1 c). Me-
toda budowania teorji dedukcyjnej w powyzszy spo-
sob zwie sie metodg aksjomatyezna.

Metoda aksjomatyczna nastrecza mndstwo zagadnien
metodologicznej natury, w ktérych rozwazanie tu jed-
nak wchodzi¢ nie mozemy, odsylajac te sprawe do in-
nej sposobnosci.
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