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7ZBIORY PRZYBLIZONE*

Zdzislaw Pawlak

1 Wstep

Podstawowe pojecie matematyki, pojecie zbioru, do niedawna stanowilo wylacznie domene
zainteresowan matematykéw, logikdw i filozoféw. W ostatnich latach wzbudzilo ono
rowniez duze zainteresowanie inzynieréw za sprawa informatyki.

Jednym z gléwnych probleméw wspdlczesnej informatyki jest proba algorytmizacji
podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci. Bertrant Russell stwierdzil zreszta,
zanim jeszcze powstala era informatyki: ,The central problem of our age is how to act
decisively in the absence of certainty.” Slowa te nabraly dzisiaj nowego znaczenia dzieki
informatyce.

Wszelkie rozumowania matematyczne opieraja sie na pojeciach ostrych, tj. pojeciach,
ktérych znaczenie jest jednoznacznie zdefiniowane. Jednakze w wielu innych dziedzi-
nach, np. polityce, ekonomii, medycynie, sztuce, wiele podstawowych pojeé ma charakter
nieostry. Np. ,wzrost napiecia na Bliskin Wschodzie”, ,,dobry budzet”, ,zdrowy czlowiek”
czy ,piekny obraz” to typowe przyklady pojec nieostrych. Cecha charakterystyczna pojeé
nieostrych jest tzw. obszar brzegowy, tj. zbiér obiektéw o ktérych nie mozna powiedzieé
czy pod to pojecie podpadaja czy tez nie. Np. o pewnych obrazach mozemy z pewnoécia
stwierdzi¢, ze sa pigkne badz nie, ale sa réwniez takie obrazy ktérych nie da sie jedno-
znacznie zakwalifikowaé jako piekne lub brzydkie. Podobnie ma si¢ rzecz z pojeciami
»chory pacjent”, ,stabilna sytuacja polityczna”, ,dobry budzet” etc. Inaczej méwiac
cecha charakterystyczna pojec nieostrych jest brak jednoznacznie zdefiniowanego ich za-
kresu. Dodajmy, ze jezyk naturalny obfituje w pojecia nieostre. Powoduje to, ze metody
matematyczne, wymagajace ostrych poje¢, w zasadzie nie nadaja si¢ bezposrednio do
przeprowadzania rozumowan w oparciu o pojecia nieostre.

Filozofow i logikéw od dawna interesowala struktura pojeé nieostrych oraz mozliwosé
wnioskowania w oparciu o takie pojecia. Przez wielu z nich nieostrosé pojeé uwazana jest
za powazny defekt uniemozliwjajacy stosowanie praw logiki do wnioskowania w oparciu o
takie pojecia. Juz ojciec wspolczesnej logiki G. Frege, przeszlo sto lat temu, sformulowal
to nastepujaco:

Der Begriff muss scharf begrenzt sein. ... Einem unscharf begrenzten Begriffe wuerde
ein Bezirk entsprechen, der nicht ueberall eine scharfe Grentzlinie haette, sondern stellen-
weise gantz verschwimmend in die Umgebung ueberginge. Das weare eigentlich gar kein
Bezirk; und so wird ein unscharf definirter Begriff mit Unrecht Begriff genannt. Solche
begriffsartige Bildungen kann die Logik nicht als Begriffe anerkennen; es is unmoeglich,
von thnen genaue Gesetze auszustellen. Das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten ist ja
eigentlich nur in anderer Form dic Forderung, dass der Begriff scharf begrenzt sei. Ein
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beliebiger Gegenstand A faellt entweder unter der Begriff ¢, oder er faellt nich unter thn:
tertium non datur. (cf. Frege 1893, 2)

Inne sformulowanie tego problemu podal wspélczesny Fregemu C.S. Peirce:

A proposition is vague when there are possible states of things concerning which it
is intrinsically uncertain whether, had they been contemplated by the speaker, he would
have regarded them as ezcluded or allowed by the proposition. (cf. Peirce, 1902).

Jeszcze inaczej problem ten sformulowal L. Wittgenstein, piszac:

Inezact is really a reproach, and ezact is praise. And that is to say what is inexact
attains its goal less perfectly than what is more exact (Wittgenstein, 1953).

Mimo powyzszych opinii mozliwoéé wnioskowania w oparciu o pojecia nieostre od
dawna przyciagala uwage logikéw i na ten temat ukazala sie znaczna liczba publikacji.
Szczegblne zainteresowanie ta problematyka wykazali informatycy, z uwagi na mozliwosc
komputerowego wspomagania tzw. rozumowar potocznych (common sens reasoning),
ktére odgrywaja wazna role we wszystkich dziedzinach w ktérych operuje si¢ pojeciami
nieostrymi, np. medycynie, polityce, ekonomii itp.

Mimo wielu préb do tej pory nie znaleziono zadawalajcego rozwiazania tego problemu.

Do najbardziej znanych teorii pojec nieostrych nalezy tzw. teoria zbioréw rozmytych
(fuzzy set theory), stworzona przez L. Zadeha w 1965 roku (cf. Zadeh, 1965). W teorii
tej przyjmuje sie, ze element moze naleze¢ ,w pewnym stopniu” do zbioru, a nie jak to
ma miejsce w ,klasycznej ” teorii mnogosci, w ktérej element moze tylko naleze¢ lub
nie naleze¢ do zbioru. Np. w teorii zbioréw rozmytych mozna uzywaé pojeé takich jak
y2zdrowy w stopniu 0.6” lub ,duzy w stopniu 0.2” czy tez ,mlody w stopnou 0.9” - tzn.
»pacjent z nalezy do zbioru oséb zdrowych w stopniu 0.6” itp. Stopiei nalezenia jest
liczba z przedzialu [0,1] mogloby si¢ wiec wydawaé ze, moze byé ona traktowana jako
prawdopodobienstwo nalezenia elementu do zbioru. Jednakze zdaniem tworcy tej teorii
taka interpretacja nie jest wlasciwa i nie odpowiada intuicji pojecia zbioru rozmytego.

Warto moze tu jeszcze przytoczyc oryginalng definicje zbioru podana przez Cantora.

Unter einer , Maning-faltigkeit” oder ,Menge” verstehe ich naemlich allgemain jedes
viele, welches sich als eines denken laest, d.h. jeden in begrief bestimmier elemente,
welcher durch ein gesetz zu einem ganzen verbunden verden kann. (cf. Cantor, 1983).

Tak wiec zbior jest okreslony jednoznacznie przez swoje elementy, i w konsekwencji
element nie moze , czesciowo ” naleze¢ do zbioru, jak to si¢ proponuje w teorii zbioréw
rozmytych. Dlatego tez niektérzy uwazaja teori¢ zbioréw rozmytych za uogélnienie kan-
torowskiej teorii zbiorow, w ktorej funkcja charakterystyczna zbioru, zamiast przyjmowaé
jedynie dwie wartosci 0 lub 1 - jak to ma miejsce w klasycznej teorii mnogosci - moze
przyjmowaé dowolne wartoéci z przedzialu domknietego [0,1]. W istocie teoria zbioréw
rozmytych nie jest nowa teoria mnogosci, moze ona bowiem byé wyrazona w klasycznej
teorii mnogosci.

Teoria zaproponowana przez Zadeha ma zardwno bardzo wielu zwolennikéw jak i
przeciwnikéw. Na jej temat publikowane sa liczne prace teoretyczne oraz prowadzone
sa bardzo intensywne prace nad jej zastosowaniami.

Inne jeszcze spojrzenie na pojecia nicostre oferuje, zaproponowana przez autora w
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1982 roku, (cf. Pawlak, 1982) tzw. teoria zbioréw przyblizonych (rough set theory). W
ujeciu tym pojecia nieostre reprezentowane sa w postaci pary pojet ostrych, zwanych
dolnym i gérnym przyblizeniem pojecia nieostrego. Okazuje sie, ze przyblizenia te sa
odpowiednio wnetrzem i domknigciem w pewnej topologii generowanej przez informa-
cje posiadana o elementach rozpatrywanego uniwersum. Proponowane podejscie nie jest
préba tworzenia ,, nowej” teorii mnogoséci a sprowadza problematyke nieostrosci pojec
na grunt klasycznej teorii mnogoéci. Z drugiej strony teoria zbioréw przyblizonych
nawiazuje do teoretycznie zaawansowanych badarn modeli nieklasycznej, intuicjonisty-
cznej teorii mnogosci zapoczatkowanych niezaleznie przez D. Scotta (cf. Fourman i
Scott (1979) oraz D. Higgs (1984)). W ramach tych badan wprowadzono ide¢ zbioréw
wartoéciowanych w algebrze Heytinga, zwanych krécej Heytingowsko wartosciowanymi
zbiorami. Idea ta, motywowana argumentami zaawansowanej logiki matematycznej w
naturalny sposéb odzwierciedla i ujmuje w jednym pojeciu mozliwa nieostros¢ relacji
réwnosci elementéw i relacji przynalezno$ci elementéw do zbioru. Okazuje sie, ze wprowa-
dzone niezaleznie i motywowane praktycznymi zastosowaniami zbiory przyblizone sa w
pewnym ujeciu szczegélnymi przypadkami zbioréw Heytingowsko wartosciowanych (cf.
Obtulowicz (1987)). Warto nadmienié, ze zwiazki zbioréw przyblizonych i Heytingowsko
wartosciowanych byly takze przedmiotem badan (cf. Barr (1986)).

Koncepcja zbiorow przyblizonych wzbudzila spore zaintersowanie na swiecie. Na temat
zbioréw przyblizonych ukazalo sie do tej pory przeszlo tysiac publikacji oraz odbylo sie
kilka miedzynarodowch konferencji, miedzy innymi w Kanadzie i USA. W 1996 roku
planowana jest taka konferencja w Japonii. Proponowane podejscie znalazlo rowniez wiele
interesujacyh zastosowai.

W artykule tym podane zostang glowne idee teorii zbioréw przyblizonych. Czytelnika
zaintesowanego szczegolami badZ szerszymi aspektami poruszanych tu zagadnien lub tez
zastosowaniami proponowanego podejscia odsylamy do literatury specjalistycznej.

2 Przyklad

Zanim przejdziemy do Scislejszych rozwazan podamy najpierw prosty przyklad, ktéry
pozwoli nam na wyrobienie pewnych intuicji zwiazanych z proponowanym spojrzeniem
na pojecia nieostre.

Rozpatrzmy zbidr szesciu pacjentéw u ktérych zaobserwowano pewne objawy, jak to
podano w tablicy ponizej.

Pacjent | Bol glowy | Bél migéni | Temperatura | Grypa
pl brak jest wysoka jest
p2 jest brak wysoka jest
p3 jest jest . | bardzo wysoka | jest
p4 brak jest normalna brak
P> jest brak wysoka brak
pb brak jest bardzo wysoka | jest
Tab.1

Gléwnym problemem, ktérym sie tu bedziemy interesowaé, to pytanie czy mozna
jednoznacznie scharakteryzowal pacjentéw chorych na grype (lub nie) za pomoca
symptoméw ,,Bél Glowy”, ,Bél Migsni” oraz ,Temperatura”. Oczywidcie charakterystyka
taka nie jest mozliwa z uwagi na fakt, ze pacjenci p2 oraz p5 maja jednakowe symptomy




natomiast jeden z nich jest chory na grype drugi zas nie. W swietle posiadanych danych
jedynie pacjenci pl, p3 oraz p6 moga by¢ jednoznacznie zaklasyfikowani jako chorzy na
grype. Inaczej méwiac pojecie ,grypy” (lub ,brak grypy”) sa pojeciami nieostrymi, istnieja
bowiem pacjenci (p2 oraz p5), ktérych na podstawie symptoméw podanych w tabeli nie da
sie zaklasyfikowaé ani jako zdrowych, ani jako chorych. Mozemy natomiast wyréznié dwa
zbiory pacjentéw: pierwszy X = {pl,p3,p6} skladajacych sie ze wszystkich pacjentéw
chorych napewno na grype, oraz drugi Y = {pl, p2, p3, p5,p6} skladajacy sie z pacjentéw
u ktérych grypy wykluczy¢ nie mozna. Zbiér X bedziemy nazywaé dolnym przyblizeniem
pojecia ,, grypa 7, zas zbior Y - gérnym przyblizeniem tego pojecia. W dalszym ciagu
problem ten rozwazymy nieco dokladniej.

3 Zbiory przyblizone

Niech U bedzie ustalonym zbiorem zwanym w dalszym ciaggu uniwersum, i niech I C U?
bedzie binarna relacja zwang relacja nierozrdznialnosei. Przyjmiemy, ze I jest relacja
réwnowaznosci. Jezeli I(z,y), powiemy, ze x oraz y sa nierozréznialne, za$ klase abstrakcji
relacji I zawierajaca x oznaczymy przez I[(z). Zauwazmy, ze w podanym w poprzednim
paragrafie przykladzie kazdy zbiér cech generuje pewna relacje nierozréznialnosci, w ktérej
zbiory obiektow majace te same wartosci cech tworza klasy abstrakeji tej relacji.

Niech X' C U oraz niech I bedzie relacja nierozréznialnosci na . Zdefiniujemy
nastepujace operacje, zwane odpowiednio dolnym i gérnym przyblizeniem zbioru X, jak
to podano nizej.

L(X)={zeU: I(z) C X},
I'X)={zeU: I(z)NX #0}.

Réznice miedzy gornym a dolnym przyblizeniem zbioru X
BN{(X)=I"(X) - L(X)

bedziemy nazywali brzegiem zbioru X.
Latwo sprawdzic, ze przyblizenia posiadaja nastepujace wlasciwosci:

)  L(X)CXCIX),

2)  L0)=1'(0)=0,I.(U)=I"(U),

3) (X UY)=I4X)UuIY),

4)  L(XNY)=L(X)NL(Y),

5) X CY implikuje L(X) C L(Y) oraz I(X) C I*(Y),
6) L(XUY)DL(X)UL(Y),

7) (X NY)CI'(X)nI(Y),

8)  L(=X)=-I"(X),

9)  I(-X)=—L(X),



1) L(L(X)) = I"(1(X)) = L(X),
11) (X)) = LI*(X)) = I"(X).

Operacje te sa wiec operacjami wnetrza i domkniecia w pewnej topologii generowane;
przez relacje nierozréznialnosci.

Powiemy, ze X jest I-dokladny, wtedy i tylko wtedy gdy 1.(X) = I*(X); w przeciwnym
przypadku X jest I-przyblizony. Zbidr przyblizony jest to wigc zbiér posiadajacy niepusty
brzeg. ,, Niedokladno$é ” zbioru X moze byé wyrazona liczbowo przez wprowadzenie
wspdlczynnika dokladnoéci zbioru - zdefiniowanego w nastepujacy sposéb:

[L(X)|
[-(X)1

ar(X) =

Oczywiscie 0 < a(X) < 1.

Zbiory przyblizone mozna wiec utozsamiac z pojeciami nieostrymi, zas wspolczynnik
a;(X) za miare nieostrosci pojecia X.

W nauralny sposéb mozna zdefiniowaé nastepujace klasy pojec nieostrych:

a) X jest w przyblizeniu [-definiowalny gdy 1.(X) # 0 oraz I*(X) # U,
b) X jest wewnetrznie [-niedefiniowalny gdy I.(X) = 0 oraz I*(X) # U,
c) X jest zewnetrznie I-niedefiniowalny gdy I.(X) # 0 oraz I"'(X) = U,
d) X jest calkowicie [-niedefiniowalny gdy I.(X) = 0 oraz [*(X) =

Sens intuicyjny powyzszych definicji jest oczywisty.

4 Funkcja charakterystyczna zbiorow przyblizonych

Dla zbioréow przyblizonych mozna réwniez zdefiniowaé odpowiednia funkcje
charakterystyczna, jak to podano nizej.

1, card(X N I(z))
#x(e) = cardI(z)

Oczywiscie 0 < pk(z) < 1. Wartoéé funkcji pk(z) moze byé rozumiana jako stopieit
przynalezenia elementu z do zbioru X. Zauwazmy, ze warto$¢ funkcji charakterysty-
cznej dla zbioréw przyblizonych jest obliczana z danych o elementach uniwersum, a
nie zakladana jak to ma miejsce w teorii zbioréw rozmytych. Warto ponadto dodaé,
ze stopien nalezenia elementu do zbioru przyblizonego moze byé rozumiany jako pewne
prawdopodobienstwo warunkowe.

Operacje dolnego i gérnego przyblizenia moga by¢ rowniez wyrazone przy pomocy
funkeji % (z), jak to podano nizej:

LX) ={z € U: pl(a) = 1},
I"(X) = {z € U : uk(a) > 0},

Funkcja pk(z) ma nastepujace wlasnosci (cf. Pawlak, Skowron. 1992).

a) pk(z) =1 wtedy i tylko wtedy gdy = € L(X),
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b) ph(z) =0 wtedy i tylko wtedy gdy z € U — I"(X),

0) 0 < pk(z) < 1 wtedy i tylko wtedy gdy z € BN;(X) = I'(X) — L(X),
d) Jezeli zly, to pk(2) = pk(y),

e) ul_x(x) =1 — pk(z) dla dowolnego z € U,

f) pkoy(z) = maz(pk(e), uy(z)) dla dowolnego z € U,

g) oy (z) < minz(pk(z), 4y (z)) dla dowolnego z € U,

h) Jezeli X jest rodzina parami rozlacznych podzbioréw U, to i S =UAX,topk(z) =
Yxex kix(z) dla kazdego z € U.

5 Przyblizone zawieranie i przyblizona réwnosc
zbiorow
Uzywajac pojeé dolnego i gérnego przyblizenia mozmy zdefiniowac przyblizone zawieranie

oraz przyblizona réwnosé zbioréw.
Niech X, Y C U oraz niech I bedzie relacja nierozréznialnosci na U. Powiemy, ze

a) X jest dolnie I-zawarte w Y, lub krétko X C,; Y, gdy 1.(X) C I(Y),
b) X jest gérnie I-zawarte w Y, lub krétko X C3 Y, gdy I*(X) C I*(Y),

c) X jest w przyblizeniu I-zwarte w Y, lub krétko X C; Y, gdy I(X) C L(Y) oraz
L.(X) C L(Y).

Zauwazmy, ze gdy relacja I posiada k klas abstrakcji to istnieje 2%, dolnie i gérnie
[-zawartych podzbioréow U, natomiast istnieje

k .
(i =3
t=1

w przyblizeniu I-zawartych podzbioréw U.

Majac zdefiniowane przyblizone zawieranie mozemy w standardowy sposéb okresli¢
przyblizona réwnosé zbioréw.

Rowniez funkcje charakterystaczna dla zbioréw przyblizonych mozna uzyé do zdefi-
niowania przyblizonego zawierania zawartosci oraz przybliZonej réwnosci zbioréw, jak to
podano nizej:

X C(n Y wtedy i tylko wtedy gdy pﬁ{(z) < p¥(z) dla dowolnych z € U.

Podobnie jak poprzednio mozna w oparciu o podane wyze] przyblizone zawieranie
zdefiniowad przyblizona réwnosé zbioréw:

X =(;) Y wtedy i tylko wtedy gdy X C(y Y oraz X D1 Y, tj. pi(z) = pl(z).
Latwo zauwazyc, ze definicje przyblizonego zawierania i przyblizonej réwnosci zbioréw

oparte na operacjach wnetrza i domkniecia oraz funkcji charakterystycznej zbioru nie sa
réwnowazne (Pawlak, Skowron, 1993).



6 Zakonczenie

Przedstawione podejicie do pojeé nieostrych okazalo sie bardzo uzyteczne w prak-
tyce i znalazlo liczne zastosowania w wielu dziedzinach, miedzy innymi w medycynie,
bankowosci, przemysle i innych. Ponadto zainicjowalo ono liczne badania teoretetyczne.
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