4.5, ROWNANIA NAPIE¢ MODELU

strumieniem o kierunku zgodnym z kierunkiem osi tego uzwojenia, wigc kolejnosé
indekséw dolnych przy symbolu G jest odwrotna niz indekséw dolnych przy M albo
przy L. Jezeli gérne indeksy przy G sa identyczne, to napiecie w danym uzwojeniu
wywolane jest przez prad w tym samym uzwojeniu, czemu odpowiada indukcyjno$é
wlasna L. Jezeli indeksy gérne przy G s3 réime, to napigcie w danym uzwojeniu

jest wywolane przez prad w innym uzwojeniu, czemu odpowiada indukcyjno$é
wzajemna M.

Na tej podstawie moZna napisa¢ nastgpujace roéwnoséci odpowiednich in-
dukceyjnoéei:

G = M

Gt = Lo (4.9)
Gio = My

G = Lg

W maszynie o liczbie par biegunéw p > 1 indukcyjnosé rotacji jest p razy wigksza,

45. ROWNANIA NAPIEC MODELU

Po wprowadzeniu operatora s zamiast—:;-i po zastapieniu iloczynu @ (Ed- [L]) [
: »

przez iloczyn w [G] [i] w pierwszym réwnaniu uktadu réwnan (1.93) otrzymuje si¢
ogdlne réwnanie mnapieé, ¢zyli ogdlne réwnanie sit uogélnionych dla obwodéw
elektrycznych w postaci

[u:] = [L]s [i]+o [G] [11+[R] [1] (4.10)
albo po zastosowamu odpowiednich oznaczen dla przyjetego modelu w postaci
[uia] = ([Ra]+[Li%w] s+o" [Gigl) [iz (4.11)
przy czym
e
5r “’
Ll =1 (4.12)
Ua
| |
fl
(=] et
la
]
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R O 0O 0
: 0o R, O 0
[Ra] = o R O (4.14)
[ 0 0 0 R
L, 0 My 0
[Liwd= :f:, I: f; }:q (4.15)
0 My 0 L; |
K 0 0 0
[Gi] = ; o0 ) (4.16)
1o Gy 0 Gy
| -G 0  —Guw O
Wprowadza si¢ pojecie macierzy impedancji _
[Z3] = [RE]+[Li, ] s+ [Ga (4.17)
czyli
[Ri+Lis © M s 0 a
" 0 Ry+Lys 0 My s
Zal=l yzs o RitLis Ghor (1)
—Gpa' Mys —Gu o  Ri+Lgs_|
Wtedy -
[ud] = [2%] [id (4.19)

4.6. MOMENT ELEKTROMAGNETYCZNY

Wzor (1.80) okresla uogdlniong sile jako wzigta ze znakiem ,,minus” pochodna
energii wzgledem wspotrzednej poloZenia. Przy rozpatrywaniu momentu elektro-
magnetycznego w ruchu obrotowym odpowiada temu wzor

JE,

oy

w ktéorym: E, — energia elektromagnetyczna; y — kat obrotu,
Wzér (4.20) moze by¢ siosowany do wyznaczania momentu elekiromagne-

tycznego wtedy, kiedy energia elekiromagnetyczna elementéw maszyny jest funkcja

polozenia wirnika wzgledem stojana, jak jest W rzeczywistej maszynie o wirujacych

galeziach uzwojenia wirnika wzgledem stojana. Taka maszyng jest np. maszyna

synchroniczna w uktadzie osi naturalnych i maszyna indukcyjna w ukladzie osi
naturalnych.

Mez_

(4.20)
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a.6. MOMENT ELEKTROMAGNETYCZNY

Wéwezas przy zaloZeniu niezaleznosci induk cyjnosci od nasycenia energia E,
jest réwna koenergii E,, i okreslona wzorem

1
Ee = Eeo = ‘2_ Z IP’k ik (4.21)
k

w ktérym: ¥, — strumien magnetyczny skojarzony z k-tym obwodem; i, — prad
w obwodzie k-uym.

Strumien magnetyczny skojarzony z obwodem k-tym ¥, jest suma strumieni skoja-
rzonych z tym obwodem od pradu w tym obwodzie i od pradéw w obwodach po-
zostalych, czyli

¥, = O Ly iy (4.22)

przy czym: h =1,2,.., k;L, — indukcyjno§¢ wzajemna pomiedzy rozpatrywa-
nym k-tym obwodem, a jednym z h obwoddw magnetycznie sprzezonych, przy czym
przy h = k jest to indukcyjnoéé¢ wiasna L,.

Moment elektromagnetyczny maszyn elektrycznych przedstawionych za
pomoca modelu ogdlnego z rys. 4.1, tzn. maszyn, w ktérych iswmieje rzeczywisty
komutator albo w ktérych korzysca si¢ z transformaciji Parka (inaczej mowigc ma-
szyn o wigzach anholonomicznych), mozna wyznaczyé z — opartej na zasadzie za-
chowania energii — pierwszej zasady termodynamiki, ktéra w zastosowaniu do ogél-
nego modelu maszyny elektrycznej brzmi:

Suma algebraiczna energii doptywajacej do wszystkich bram (elektrycznych

i mechanicznej) modelu maszyny elektrycznej réwna si¢ energii zmagazy-

nowanej i energii strat cieplnych. \
Odpowiada temu zaleZznos$é

(Paat pm) dt = (Prmag+ po) dt | (4.23)

w ktorej: pjr — moc elektryczna (doprowadzona do wszystkich bram elektrycznych);
Pi, — moc mechaniczna (doprowadzona do bramy mechanicznej, czyli do watu);
Pmig — Moc, odpowiadajaca energii magazynowanej p,,,, d¢; p, — moc strat w ele-
mentach (magazynach) dyssypatywnych.

Moc elektryczna modelu

Paa = i g+ iq ug+ig ua+iq ug (4.24)

albo w zapisie macierzowym

[Pic] = [id]” [uaq (4.25)
przy czym macierz transponowana pradéw

ARSI AR A A (4.26)
Moc mechaniczna

P = 0" M" (4.27)
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Moc catkowita dostarczona do wszystkich pigciu bram

Pag = Pia+Pm
czyli

Pag = [ida]" [ua] + 0" M* (4.28)
Po podstawieniu uy wedlug wzoru (4.11) i M" = M, wedlug drugiego réwnania
uktadu réwnan (1.92) owrzymuje sig

Pug = [iae]" [Ri] [ide] + [ida]™ [Laa, ] s [iza] +

+ 7] @'[G] [it] + @ J s0"+w" D, 0"+ M, (4.29)

We wzorze (4.29) moina wyodrebnié moc tracong (straty mocy) w elementach

dyssypatywnych elekirycznych (rezystancjach) pe, i w elementach dyssypatywnych
mechanicznych (tarcie) p,,, czyli

P: = Pcut P (4.30)
przy czym

Peu = Liz]" [Rie] [ida (4.31)

Pm = @D, 0 ; (4.32)

oraz moc odpowiadajgca energii magazynowanej w magazynach elekiromagnerycz-
nych pu,, . i W magazynach mechanicznych p., . czyli

Pmll = pmnsc"" pmnlm (433)
przy czym

Pease = [iaa)" [Laa, ] s [ (4.34)

pmltm = wr sz' (4'35)

Przy rozwazaniu strat pomija si¢ — zgodnie z modelem z rys. 4.2 — straty w rdzeniu
ferromagnetycznym. Wprowadzenie do modelu elementéw rezystancyjnych odpowia-
dajacych stratom w rdzeniu jest trudne, poniewaz w stosowanej tutaj metodzie ob-
wodowej operuje sig¢ obwodami o parametrach skupionych.

Moc

P = pdg_(pmnt+pr) (436}
oznacza moc, ktéra nie odpowiada ani energii traconej ani ener gii magazynowanej
Na podstawie przytoczonej pierwszej zasady termodynamiki

Pug dt = (pmu+ pl) dt (43?) .
czyli

Pag = Pmagt P (4,38)
Ze wzoréw (4.36) i (4.38) wynika p, = 0, a korzystajac ze wzoréw (4.29), (4.33)
i (4.30) otrzymuje sie

[i]" oG] Liz] +0" M, = 0 ' (4.39)



4.6, MOMENT ELEKTROMAGNETYCZINY

Ska.d L
M, [iuo T o[ Ga) Lid (4.40)
czyli i
M, = —[iz]" [Gi] [id (4.41)
lub w formie rozwinigtej
o 0o o o |]a
1S oS P L 0 0 0 0 1: 44
—[iaiqiaiq 0 G 0 i ir (4.42)
—~G% 0 =65 0 il

Po wykonaniu mnozenia
M, = —(Giq la+ Gig iq) ia+(Gaa ia+ Gaa i) ig (4.43)

Po zastgpieniu oznaczen indukcyjnosci rotacji oznaczeniami indukcyjnosci wiasnych
i wzajemnych wedlug (4.9) i po odpowiednim zgrupowaniu wyrazen wzér na mo-
ment elektromagnetyczny maszyny o p parach biegunéw ma nastgpujacg postac:

M, = p[M{ ijig—My igig+(La—Lg) ig iq] (4.44)
Whprowadza si¢ pojecie mocy. elektromagnetycznej
= [ige)” o' [Gia] [ida (4.45)

Jest to moc odpowiadajgca napigciom indukowanym w uzwojeniach wirnika i pra-
dom plyngeym w tych uzwojeniach. Ze wzoréw (4.45) i (4.40) otrzymuje sig

M, = ——¢ _ (4.46)

Wzér (4.46) ze wzgledu na swoja prostote jest bardzo czgsto stosowany w praktyce
do wyznaczania momentu elektromagnetycznego maszyn’elektrycznych.

Znak ,,minus” we wzorze (4.46) pojawit si¢ formalnie z przeksztalcen ma-
tematycznych, mozna jednak temu nadaé pewna interpretacje fizyczng. W konwencji
odbiornikowej znak momentu zewnetrznego M" przyjmuje si¢ za dodatni, jezeli
dziala on w kierunku zgodnym z kierunkiem pre¢dkosct obrotowej. Kierunek (znak)
wszystkich pozostatych momentéw, np. wedlug réwnania (1.92), a wigc takze i mo-
mentu elektromagnetycznego M,, przyjmuje si¢ za dodatni, jezeli te momenty dzia-
laja przeciwnie do dodatniego kierunku w". Przy pracy pradnicowej moc mechanicz-
na P, > 0, kierunki o" i M" (a wigc i ich znaki) sa: jednakowe, czyli @"M" > 0.
Stad

e P, m
M=+ =n _ (4.47)
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Przy pracy silnikowej jest P, < 0, wirnik obraca si¢ w kierunku przeciwnym do
kierunku momentu zewngtrznego, znaki w" oraz M" s rézne, wige takZe i w tym
przypadku znak M', wynikajacy ze wzoru (4.47) jest stuszny.

Przy pracy pradnicowej moc elektryczna py i elektromagnelyczna P, sy
ujemne, czyli P, < 0. Moment elektromagnetyczny dziala w kierunku przeciwnym
do kierunku wirowania, wigc znak momentu M, jest taki sam, jak znak w". Stad
M, " > 0. Wobec P, < 0 wlasciwy znak momentu M, otrzymuje si¢ wigc z za-
leznoéci (4.46). Przy pracy silnikowej jest P, > 0, znaki momentu M, oraz predko-
§ci " sq réne, wiec M, w" < 0. Wzoér (4.46) jest shuszny takze przy pracy sil-
nikowe;j.

47. ROWNANIA ROWNOWAGI

Uklad réwnan réwnowagi sit modelu, skladajgcy sie z zespolu réwnan réwnowagi
napieé dla obwodéw elektrycznych 1 jednego réwnamia rownowagt momentéw dla
ruchu obrotowego ma postaé

[uie] = [Zaa) [ie
do” ol rr .F rs .8 reo.r » (448)
J— e +D, " —(Gly ig+ Gig ig) ig+(Gaa ia+ Gaa ia) ig=M
albo
[uiz] = [Zda] [iz]
(4.49)

,
J E&“:_ +D, o +p [M i o= MY i3 i+ (L —LD) 18] = M
przy czym: [uj,] — macierz napigé okreslona wzorem (4.12); [i7;] — macierz pradéw
okre§lona wzorem (4.13); [Z7] — macierz impedancji okre$lona wzorem (4.18).

W réwnaniach momentow (4.48) i (4.49) pominigto momenty obrotowe od
podatnosci walu na skrgcanie, co najczesciej nie wplywa w sposéb zauwazalny na
doktadno$é obliczen. Niejednokrotnie mozna takZe w rozwazaniach przyblizonych
pomijaé momenty tarcia, to znaczy zakladaé D, = 0. W réwnaniach napigé (4.48)
i (4.49) pomini¢to napigcia na pojemnosciach maszyny. Przy szybkoéciach zmian
pradu i napigcia spotykanych w maszynach elekirycznych pradu statego i pradu
przemiennego o czgstotliwosci przemystowej prady plynace przez pojemnosci sa
pomijalnie male w poréwnaniu z pradami plyngcymi przez indukeyjno$ci. Wobec
tego pominigcie napigé na pojemnosciach, czemu odpowiada pominiecie pojemnosci
w modelu maszyny, nie powoduje praktycznie bledéw. Przy analizowaniu przebie-
gbw szybkozmiennych, jakimi sa np. przepigcia w transformatorze od zaktdcen
atmosferycznych, prady plynace przez pojemnosci migdzy uzwojentami albo migdzy
uzwojeniami i ziemig moga byé nawet wigksze od pradéw plynacych przez uzwoje-
nia, tzn. przez indukcyjnosci i rezystancje. Wtedy nie mozna pomijaé pojemnosci
w modelu i napigé na pojemnosciach w réwnaniach réwnowagi. W takich przypad-
kach model maszyny i réwnanie réwnowagi majg zupelnie inng postaé.
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4.8. SPOSOBY ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROWNOWAGI

Uktad n réwnan réwnowagi typu (4.48) albo (4.49) zawiera w ogdlnym przypad-
ku 2n niewiadomych. Na przyktad dla modelu z rys. 4.2 taki uktad réwnan sktada
sig z pigciu réwnan, zawierajgcych 10 niewiadomych: 4 napigcia okre$lone macie-
rzg (4.12), 4 prady okreslone macierzg (4.13), moment zewnetrzny M" oraz predkosé
katowa w". Dla umozliwienia rozwigzania nalezy zestawié réwnania wigzow, W ogél-
nym przypadku jest n réwnan (dla omawianego modelu pigé rownan) wiezdw.
Réwnaniami wigzéw moga byé np. warunki okreslajace napigcia zewnetrzne (na
zaciskach modelu), moment zewnetrzny, predkosé itp. Niektore z tych dodatkowych
rownan w ogdlnym przypadku okreslaja zmienne jako jawne funkcje czasu. Takie
zmienne nazywa Si¢ wymuszenigmi.

Po wyeliminowaniu n niewiadomych przez réwnania wigzéw uzyskuje sig
ukiad n réwnan rézniczkowych z n niewiadomymi. Jest to uktad réwnan rézniczko-
wych nieliniowych, poniewaz zawieraja one wyrazenia bgdace iloczynem niewiado-
mych, np. typu wi albo i, i,.

Dla uzyskania odpowiedzi w konkretnym przypadku moZna postugiwaé
si¢ komputerem. Ma to jednak tg wadg, ze odpowiedZ uzyskuje si¢ w formie liczby,
a nie funkcji analitycznej, co nie zawsze umozliwia przeprowadzenie krytycznej
analizy. Czesto wige nalezy uzyskaé odpowiedZ w postaci funkcji i wéwezas zachodzi
potrzeba linearyzacji ukladu réwnan rézniczkowych. Z wielu znanych metod li-
nearyzacji rownan rozniczkowych nalezy wybraé taka, ktdrej zastosowanie przy
okre$lonych warunkach pracy maszyny spowoduje powstanie niewielkich bledow
w odpowiedzi, a jednoczesnie pozwol uzyskaé odpowiedZ w sposéb mozliwie prosty.

Czestym przypadkiem pracy maszyny elektrycznej jest jej praca przy ma-
lych odchyleniach od stanu ustalonego. Przykladem takiej pracy moze byé praca
silnika obcowzbudnego pradu stalego ze zmiang predkosci za pomoca niewielkich
zmian napiecia twornika, W takim przypadku do linearyzacji réwnai stosuje sig
metode malych przyrostéow. )

Zmienng x (t) wyiaza sie nastgpujaco:

x (1) = xo+Ax (1)

przy czym: x, — warto$é ustalona zmiennej x (¢); Ax (#) — zmienny w czasie przy-
rost tej zmiennej.
Podobnie wyraza si¢ wszystkie inne zmienne, np.

y (1) = yo+Ay (1)
Tloczyn tych zmiennych
x (1) y (t) = %o yo+Xo Ay (t)+yo Ax () +Ax () Ay (f)

Przy matych przyrostach ich iloczyn Ax (t) Ay (t) mozna pomingé jako mala dru-
giego rzedu. Wtedy

x (1) y (1) = xo yotxo Ay (8)+yo Ax (1)
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z czego widaé, Ze otrzymuje si¢ przyblizone réwnanie liniowe. Pisze si¢ uklad réw-
nan dla stanu ustalonego, tzn. dla x () = xo, y (t) = y,. Wtledy operator s =0
i z ukladu réwnan (4.48) otrzymuje si¢ uklad

Ugo Ry 0 0 0 0 izo

U3 0 Rg 0 0 0 io

upp | =0 Giawy  Ri Gagwo 0 iao

T -Gaog 0 —-Gunwo R 0 e

Mg Gaaiqo  —Gigiso Guiw  —Gais D, || oo
(4.50)

Nastepnie korzystajac z zalezno$ci typu x = xo+Ax (¢) pisze si¢ uklad réwnan
dla stanu nieustalonego, przy czym pomija si¢ male drugiego rzedu. Od tak ourzy-
manych réwnai rézniczkowych liniowych odejmuje si¢ rownania dla stanu ustalo-
nego (4.50) i otrzymuje sig uktad réwnan rézniczkowych liniowych dla przyrostéw

Au; Ri+Lis 0 Mys 0 0 Aij

Au? 0 RIHLIS 0 M:'s 0 Ai

Ad! Mys  Gio, Ri+Lis G o, Gt + Al
L

= 5 = ’ == : i

Au! -Gl M's G, o, Ri+Ls G5+ A"
+G:‘;I:n

AMr || G, —Gin, (GG it~ (Gh=Gp)ify+ DtJs A

=Gale +G% Tao
n (4.51)

Uklad (4.50) réwnan algebraicznych dla stanu ustalonego rozwigzuje sie
facznie z ukladem réwnan wigzéw i otrzymuje si¢ odpowiedzi dla stanu ustalonego.
Uklad (4.51) réwnan rézniczkowych liniowych dla przyrostdw rozwigzuje si¢ np. me-
toda operatorowa i uzyskuje si¢ transformaty przyrostéw a mastgpnie przyrosty.
Suma wielkosci ustalonych i przyrostéw daje szukang niewiadoma w stanie nie-
ustalonym. '

Uktady réwnan (4.50) i (4.51) zawieraja w miektérych przypadkach wiel-
kosci fizyczne (napigcia, prady) transformowane z uktadu osi naturalnych do ukfadu
osi prostopadtych nieruchomych. Wtedy po rozwiazaniu tych ukladéw réwnai na-
lezy wyniki transformowaé¢ z uktadu osi prostopadlych nieruchomych do ukladu
osi naturalnych. _

Niejednokrotnie dla uzyskania wiasciwej odpowiedzi wystarcza wyznacze-
nie transmitancji operatorowej

G(s) = Xl((?)_ (4.52)

w ktorej: Y (s) — transformata odpowiedzi; X (s) — transformata wymuszenia.
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Transmitancja operacorowa nie jest pojeciem jednoznacznie okre§lonym dla okre-
§lonej maszyny, poniewaz zalezy ona od tego, co przyjmuje si¢ za wymuszenie i co
przyjmuje si¢ za odpowiedz. Przyktadowo dla silmka obcowzbudnego pradu stalego
za wymuszenie mozna przyjaé zmiang napigcia twornika albo zmiang napigcia
wzbudzenia, albo zmiang momentu zewngtrznego, a za odpowiedZ mozna przyjaé
zmiang predkosci katowej (albo obrotowej) otrzymujac za kazdym razem inng
postaé transmitancji operatorowej. Dla danego przebiegu czasowego funkcji wy-
muszajacej x () wyznacza si¢ transformate wymuszenia X (s) i wyznacza sig transfor-
matg odpowiedzi zgodnie ze wzorem (4.52).
Bardzo czesto wymuszenie ma postaé funkcji jednostkowe;j

0 dia t<0
xO=10=|, 4u ¢t>0 (4.53)

Transformata funkcji jednostkowej ma postaé

(=]

X (s) = f x(1) e~ dt = % (4.54)

Transformata odpowiedzi na wymuszenie majgce postaé funkcji Jjednostkoweyj,

zgodnie ze wzorem (4.52) i (4.54), zwana transformatq charakterystyki skokowej
ma postaé

H()=Y(s)=X(s)G(s) = %G (s) (4.55)

Dla tak okre§lonej transformaty charakterystyki skokowej wyznacza sig¢ charak-
terystyke skokowq, czyli funkcje czasowq odpowiedzi

h()=y()= L ' H() (4.56)

Jezeli transformata odpowiedzi ma prosta postaé matematyczng, to uzy-
skanie funkgcji czasowej odpowiedzi nie przedstawia wigkszych trudnoéci. Niekiedy
jednak transformata odpowiedzi danego czlonu ukladu ma tak skomplikowana
postaé matematyczna, Ze wyznaczenie funkcji czasowej odpowiedzi tego czlonu,
albo transformaty odpowiedzi calego uktadu regulacyjnego a tym bardziej jej funk-
cji czasowej jest bardzo trudne. Wtedy w transformatach odpowiedzi nalezy przyj-
mowaé formalne, matematyczne uproszczenia, uzasadnione analizag wplywu pomi-
nigcia pewnych zjawisk fizycznych na doktadnosé odpowiedzi.

W pewnych przypadkach réwnan rézniczkowych nie wolno upraszczaé
przez linearyzacj¢ metoda malych przyrostéw, m.in.. kiedy przyrostu wielkosci
fizycznej nie mozna uwazaé za maly w stosunku do wartosci tej wielkoéci w stanie
ustalonym (np. przy analizie zwarcia udarowego). Wtedy trzeba wprowadza¢ uprosz-
czenia do samego przebiegu zjawiska. Na przyklad mozZna rozpatrywaé przebiegi
zwarciowe w maszynie synchronicznej, przyjmujgc uproszczone zaloZenie, ze predkoéé
katowa wirnika maszyny synchronicznej jest stala w czasie calego przebiegu zwar-
ciowego.
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