2 TRANSFORMACJE LINIOWE W OBWODACH
MASZYN ELEKTRYCZNYCH | KONWENCJE
ZAPISOW

2.1. UWAGI OGOLNE

Wielkosci fizyczne (np. prady, napiecia, strumienie skojarzone, impedancje) wyste-
pujagce w rownaniach réwnowagi (bilansu sit) opisujacych maszyne elektryczna
w jednym ukladzie osi (np. ukiadzie osi naturalnych, ktérymi np. w maszynach troj-
fazowych sg osie fazowe) transformuje si¢ czgsto na odpowiednie wielkoéci fizyczne
w innym uktadzie osi (np. ukladzie osi prostopadlych wystepujacych w modelu
og6élnym maszyny elektrycznej).

Celem tych transformacji jest ulatwienie rozwigzania réwnan rownowagi.
Rozwigzuje si¢ réwnania réwnowagi w nowym ukladzie osi, a wielkosci uzyskane
w ten sposéb transformuje si¢ na wielkosci fizyczne w pierwotnym ukladzie osi.

Transformacja liniowa polega na zastapieniu ukladu zmiennych (wielkosci
fizycznych) w réwnaniach

X,

[xu.b,c] = x:

Xe

‘ukladem nowych zmiennych

X

[xa.ﬂ.r] =

Xy

liniowo zwigzanych ze zmiennymi pierwotnymi zaleznoscia

[xa.b.c] = [b] [xn.ﬂ.?]
[Xapp] = [6] 7 [xap ]

przy czym macierz wspolczynnikéw

b aa baﬂ bdy
[b] = | by bu bh
b cx bc,& bcy

Liczba zmiennych przy transformacji liniowej nie ulega zmianie. Dla zachowania
Jednoznacznej odpowiedniosci migdzy zmiennymi w dwéch ukiadach wyznacznik

albo
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macierzy wspolczynnikéw musi by¢ rézny od zera, czyli musi byé

bau bﬂ'ﬂ bn;r
b“ b” bbr ,-,é 0
bm bcﬁ bcy

Poszczegdlne wyrazy macierzy wspétczynnikéw [6] moga by¢ takze funkcjami czasu.
Niekiedy dogodnie jest jedna z wielkoéci w nowym uktadzie osi wybraé jako tak
zwana skladowq zerowq okre$long zaleznofcia

Xo =X, = % (xa+xy+x,)

wynikajaca z przyjecia warto$ci wspdlczynnikdw

Jezeli wielkos$ciami transformowanymi sa prady, to tak okreslona sktadowa zerowa
pradu nie ma wplywu na moment elektromagnetyczny maszyny.
Przy jednoczesnym transformowaniu napigé¢ i pradéw zachodzi czgsto
potrzeba spelnienia warunku inwariantnosci mocy:
Moc przy przejéciu z zapisu w jednym ukladzie osi do zapisu w dru-
l gim ukladzie osi nie ulega zmianie.
W ukladzie osi a, b, ¢ napiecia, prady i moc s wyrazone wzorami

ul
[ap.c] = | u, (2.1)
L.uC
_in :
Liap,cl= | is (2.2)
_ic 4
pa.b.c = [ua.b.c].r[ia.b,:] = [ua I¢+ub ib+uc l‘ar] (23)
Przy czym mac:ierz transponowana napiqé
[ua.b.-:]T i [ua Uy l.l,_.] (24)

Z wyrazenia (2.3) wynika, Ze iloczynem macierzy [u, s c] [ia.s.c] jest ma-
cierz o jednym wierszu i jednej kolumnie, czyli macierz réwna wilasnej transpozycji,
z czego wynika

[ua.b.c]T[fa.b.c] =’[[“-.b.:]r[ia,b.e]]1‘ e [il,b.c]T[[ua.b.c]T]T
czyli

["l.h,t]T[in,b.c] oo {‘c.&.e]T[“l.b.c] (2"5)

oraz
P-.b.: — Ul.b.e]r[u-,b.c] = [uc i-+ul¢ ib+uc ic] (2'6)
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2. TRANSFORMACJE LINIOWE W OBWODACH MASZYN EL.

przy czym macierz transponowana pradow

[in.b.c]T = [".a Iy ir:] (27)

W ukladzie osi o, f, y napiecia, prady i moc sa wyrazone wzorami

U, :
[uu.,‘l.?] = "ﬂ (28)
I'-I)._
i:l
Lic gyl = | is (2.9)
l".r‘
pﬁ.a.}, = [u«‘#“,]T[l‘a.ﬂ‘] = [ua f‘+ uﬂ !'ﬂJr-u.‘. f’.r] (2-10)
przy czym mmacierz transponowana napigé
[uﬂ,ﬁ,v]T — [uc Ug H?] (2“)
albo
Papy = [’.a.ﬂ.v]T[“a.ﬂ.v] = [“u fytugigtu, iy] (2'12)
przy czym macierz transponowania pradow
el = [ 1] , (2.13)

Zwiazki migdzy napigciami i pradami zapisanymi w postaci macierzowej w rozpa-
trywanych ukladach osi moga by¢ wyrazone w postaci

[Map.c] = [B] [#sp,,]

1 B o) a0
oraz

Lias.c] = [C] [iwsp.,]

Liaprd = [C1 ' iap.c] } (2.15)

Macierze [B] i [C] zawierajace wspolczynniki nazywa si¢ macierzami transfor-
macyjnymi.
Z warunku inwariantno$ci mocy wynika p,p.c = P, 4, C2yli-
[Hn.b.c]r[fa.b.c] = [“u.ﬂ.r].r[ia,ﬂ.y]
skad po uwzglednieniu wzoréw (2.14) i (2.15)
[[B] [ua.ﬂ.y]]T[C] [fa.ﬂ.?] == [Ha._ﬂ.y]T[ju.,ﬂ.?]
czyli
[“:.B.?]T[B]T[C] [ia,ﬂ.rl i [“a.ﬂ.r]T[iﬁ.ﬂ.v]
i ostatecznie
[B]'[C] =1 (2.16)
Wzér (2.16) oznacza warunek, jaki musza spelniaé macierz transformacyjna na-

pie¢ [B] i macierz transformacyjna pradéw [ C] dla zachowania warunku inwariant-
nosci mocy.
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2.1. UWAGI OGOLNE

Czesto do transformacji napig¢ i pradéw korzystnie jest wybra¢ macierz
o takich samych wspolezynnikach, czyli

(8] =[]

Wtedy dla zachowania warunku inwariantnosci mocy nalezy wybra¢ macierz trans-
formacyjng spetniajaca warunek

[C][C] =1 }
[c1"=[c1!
Wystgpujace w wyrazeniu (2.5) prady i napigcia moggq oznaczaé rzeczy-

wiste wartosci tych wielkosci. W takim ujeciu wzor (2.5) odnosi si¢ do pradu stalego
albo do wartoéci chwilowych pradu przemiennego.

czyli (2.17)

Przy stosowaniu metody symbolicznej prad i napigcie sa wyraZzone liczbami
zespolonymi. Wtedy moc czynna jest czescia rzeczywistg iloczynu jednej z tych liczb
zespolonych (np. napigcia) i liczby sprzezonej z drugg liczba zespolong (np. pradu),
czyli

Re ([u]"[i]*) = Re ([{]"*[x]) (2.18)°
a moc bierna réwna si¢

Im ([u"[i]*) = Im ([i]™*[u]) . @1)
Przy transformacji z zachowaniem warunku inwariantnosci mocy (czynnej i i)iernqj)

Liep )™ [arp ] = Lap,c] *[Ma,p,c] (220
Wobec zaleznosci (2.15)

Liap,ed™ = [iayp, )" [CT" (2.21)
oraz .

[iap, ™ = [ip 7 CT"* (222)
Po uwzglednieniu réwnosei (2.22) we wzorze (2.20) otrzymuje sig

Ciap ) *[#e8.7] = Diap ] *[CT (¥ 0.c] (2.23)
oraz

[4p,] = [C1*[Hgp.c] (2.24)

Oznacza to, ze w metodzie symbolicznej przy transformacji pradéw z jednego uktadu
do drugiego przez zastosowanie macierzy transformacyjnej [C] dla zachowania
warunku inwariantnosci mocy nalezy napigcie pomnozyé przez macierz [C]™,
1zn. przez macierz transponowana wspolczynnikow sprzezonych.

Réwnanie napie¢ w ukladzie osi a, b, ¢ mozna zapisa¢ w postaci

["a,b.r] = [za,b,c] [ia.b.c] (225)
a w ukladzie osi a, f, y w postaci
[”:..‘J.'.r] = [za..ﬂ-‘r] l:ia.ﬁ.?] (2'26)

53
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Korzystajac z zaleZnosci (2.24), (2.25) i (2.15) otrzymuje sig

[ua..ﬂ.:r] = ([C]T‘[Zn.b.c] [C]) [is.ﬁ.':] (22?)
Z réwnaf (2.26) 1 (2.27) wynika wzor
[Zep7] = [CT"*[Z0p.c] [C] (2.28)

okreslajacy sposéb transformacji impedancji przy okreSlonym przez macierz [C]
sposobie transformacji pradow i przy zachowaniu warunku inwariantnosci mocy.

W teorii maszyn elektrycznych stosuje si¢ rézne transformacje wielkosci
z jednego ukladu osi do innego ukladu osi, czyli rézne formy macierzy transforma-
cyjnych. Najczeéciej sa to transformacje z ukiadu osi naturalnych do ukladu takich
osi, w ktorych rozwigzanie problemu jest latwiejsze. OdpowiedZ otrzymang transfor-
muje sig¢ z powrotem do ukladu osji naturalnych, aby uzyskaé wiadciwa interpretacje
fizycng odpowiedzi.

2.2. TRANSFORMAC]JA WIELKOSCI Z UKLADU
TRZECH OSI FAZOWYCH u, v, w DO UKLADU TRZECH
OSI SKLADOWYCH SYMETRYCZNYCH 1,2,0

Przyjmuje sig, ze poszczegdlne indeksy oznaczaja:
u — wielkos¢é w fazie u;

v — wielko$§¢ w fazie »;

w — wielko$é w fazie w;

1 — skladowa zgodng (pozytywng);

2 — skladowg przeciwna (negatywna);

0 — skltadowa zerows.

Macierze napigé i pradéw w obydwéch uktadach osi sa okreélone naste-

pujaco
u,| i,]
["u,v.w] =) U [in.u,h‘] =\ i, (2-29)
| Uy Ew-
™ &
uy Iy
[uy,2,0] =|uz]s Lis20] =] 12 (2.30)
L ¥o ] ip

Whprowadza si¢ pojecie operatora obrotu a o 2n/3 (czyli o 120°), przy czym
2x

j—_

_.3__1 f

gk =Sl

2-- 1 .V-S_ -

=L V3 (231)
a®=1

a‘+a+1 =0
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Prady fazowe mozna wyrazi¢ za pomoca pradéw skiadowych symetrycznych
Iy = Uty +ig, = iy +iz+ip
il! = ilu+i2u+j00 = a!i1+ai3+ig

iw = i]w+i2w+iow = ail""ﬂziz‘}'io

czyli
[iu.u.W] e [C] [il.z.ﬂ] (232)
przy czym
1 1 1
[C]l=]|a* a 1 (2.33)
a a* 1

Wyznacznik macierzy

I I .
De=la®> a 1|=j3y/3 (2.34)
a a* 1
Macierz [C]™' odwrotna do macierzy [C] ma postaé
] 1 @ o
[C1'=+[1 o* a (2.35)
11 1
Witedy
[i1,2,0] = [C]_'[iu.v,w] (2.36)
a zgodnie ze wzorem (2.24) ‘
[u1,2,0] = [CT™*[uy,0,m] (2.37)

Przy zastosowaniu tego sposobu transformacji mozna kazdorazowo zastapi¢ wiel-

kosci ukladu osi fazowych wielkosciami ukiadu osi skladowych symetrycznych i na

odwrét. Na rysunku 2.1 pokazano przykladowo skladowe symetryczne pradu.
£1w=ﬂ.|’:]

i2v=ﬂ£2 l:;u=£2 Lou=toy =low

4

Y 2:
L=y

Rys. 2.1. Skladowe symetryczne trojfazowe
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2. TRANSFORMACJE LINIOWE W OBWODACH MASZYN EL.

Wielkosci a = — I? +j-2£ oraz a* = —% —j—za sa wielkos$ciami
sprzezonymi, wigc macierz transponowana sprzgzona macierzy [C] jest nastgpujaca
1 a a*
[C]'*=]|1 &* a (2.38)
11 1

Macierz [C]™!, ktéra nalezy mnozyé przez macierz pradéw ukladu pierwszego
dla otrzymania macierzy pradéw ukiadu drugiego, réZni si¢ tylko wspdlezynni- -
kiem 1/3 od macierzy [C]"*, ktora nalezy mnozyé przez macierz napigé uktadu
pierwszego dla otrzymania macierzy napigé ukladu drugiego przy zachowaniu
warunku inwariantno$ci mocy.

Celowe jest wigc stosowanie takiej samej macierzy przy przeksztalceniu
pradéw i napigé, mianowicie macierzy ortogonalnej

1 1 1
[C]=—=]a* a 1 (2.39)
ﬁ a a* 1
Wiedy
{ 1i~a. @
[Cl'=[C]"*=—|1 @*® a (2.40)
V3li 11

2.3. TRANSFORMACJA WIELKOSCI POMIEDZY DWOMA
UKLADAMI OSI NIERUCHOMYCH

Zasada transformacji wielkosci pomigdzy dwoma ukiadami osi nieruchomych,
zwanej takze transformacjq przesunigcia szczotek, widoczna jest z rys. 2.2. Maszyna
elektryczna z komutatorem z jedna para biegunéw moze mieé¢ w ogdlnym przypadku
dwie pary szczotek ustawionych w osiach g, h, ktére w ogdélnym przypadku nie sg
wzgledem siebie ustawione prostopadle (elektrycznie). Wprowadza sie osie prosto-
padie d, g, z ktorych o$ d pokrywa si¢ z osia biegunéw magnetycznych stojana,
a of g jest ustawiona prostopadle (elektrycznie) do osi 4. Napiecie magnetyczne od
pradu twornika jest oznaczone litera F. Pomigdzy skladowymi tego napiecia, skie-
rowanymi zgodnie z poszczegélnymi osiami, istnieja zwiazki

[F d.q] = [C] [Fg.n] (2-41)
[Fae = [ﬁ:] (2.42)
[Fopl = [i:] (2.43)
cosax —sinf .
(1= l:sin @ cos ﬂ] (249)
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al
Fa

j=5

Rys. 2.2, Tlustracja transformacji przesuniecia szczotek

Jezeli &« = f3, to

cosa —sin g

[e)= [:sin ®  cos oc] (249)

Wtedy '
1 _rpr _ | cOsa sina

[el= =e) = [—-sin a cos fx] (2.46)
Analogicznie mozna przeksztalci¢ skladowe pradu twornika wedtug zaleZnosci

[id.q] = [C] [fy.h] (2'4?)

; I
Liaa) = [f‘] (2.48)
[iy] = H (249)

Pomnozenie lewostronne wektora przez macierz ortogonalng [C], okre-
Slong wzorem (2.45), oznacza obrot tego wektora o kat a w lewo albe obrét osi g, A,
czyli obrot szczotek, o kat « w prawo.

2.4. TRANSFORMACJA WIELKOSCI Z UKLADU
TROJFAZOWEGO OSl u, v, w DO UKLADU
DWUFAZOWEGO OSl «, £, 0

Na rysunku 2.3 przedstawiono schematy przestrzenne uzwojenia tréjfazowego
1 uzwojenia dwufazowego oraz polozenie wektorow wirujacych, obrazujgcych wiel-
kosci fizyczne (np. napigcie magnetyczne, prad itp.). Rzuty wielkodci tréjfazowych
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2. TRANSFORMACJE LINIOWE W OBWODACH MASZYN EL.

9 19 1 9 ?

wt | w"} -
‘f/\u. Z/\ ) u .

Rys. 2.3. Uklad trojfazowy i dwufazowy: a) schemat przestrzenny uzwojenia
trojfazowego i potozenie wektora wirujacego; b) schemat przestrzenny uzwojenia
dwufazowego i poloZenie wektora wirujacego; c¢) uklad wielkosci tréjfazowych;
d) dwufazowych

lub dwufazowych na o$ nieruchoma dajg wartoéci chwilowe w poszczegdlnych fazach.
Poszczegdlne uktady pradéw mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
uklad tréjfazowy pradéw kolejnosci zgodnej

|

| cos (wt)

-~

cos | wt — 2% '
i | =11 ®° 3 (2.50)

- cos | wt— —4—1‘:-
L 3/

uklad dwufazowy pradéw kolejnosci zgodnej

cos (@f)

[‘f] = I x . (2.51)
!ﬂ ="l cos | wt— T = 8In wt

ukiad tréjfazowy pradow kolejnosci przeciwnej

| cos (wt)
fy cos | ot — ir
iy | = I 3 (2.52)

- cos (wr— 2%
JE— 3 —

ukfad dwufazowy pradéw kolejnosci przeciwnej

[:J - !“[ £ ((;D:)) ] | (2.53)

Uklady wedtug wzoréw (2.51) i (2.53) nie okreslaja pradu zerowego. W ukladzie
dwufazowym prad zerowy nie ma fizycznego sensu. Brak pradu zerowego w ukladzie
tréjfazowym odpowiada stanowi pracy uktadu tréjfazowego z uzwojeniami pola-
czonymi w gwiazdg bez przewodu zerowego. Do analizy uktadéw tréjfazowych z uz-

I
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2.4, TRANSFORMACJA WIELKOSCI Z UKLADU u, v, w DO UKELADU g, £. 0

wojeniami polgczonymi w tréjkat albo w gwiazde z przewodem zerowym niez-
bedne jest wprowadzenie do ukladu dwufazowego fizycznie fikcyjnego, ale mate-
matycznie okre§lonego pradu zerowego.

Liczba zwojow w jednej fazie uzwojenia tréjfazowego wynosi z3, a w jed-
nej fazie uzwojenia dwufazowego z,. Amplituda napig¢cia magnetycznego uzwojenia

trojfazowego jest proporcjonalna do%z; I,,, a uzwojenia dwufazowego do z, 7,,.

Z przyrownania w osiach « oraz f zgodnie z rys. 2.3 napigé magnetycznych wywo-
tanych pradami w ukladzie dwufazowym i w ukladzie tréjfazowym otrzymuje sig

. . , 2n . 4
Zy i, = 231, +z3i, c0S— +2;i,C08—

3 3
Zyip = z3 i, sin %TE— +2z; i, sinrz—“ b (2.54)

22 io = kz: i'+k23 in+k23 iw

skad
Zy iy = 23 i,— 5% fu—Tza Iw

ZZ j’= $23 l',—-—‘-/zizs iw (2.55).

z; dg = kzy i, +kzy i, +kzy i,

przy czym k — wspolczynnik okreslany z warunkéw dodatkowych. Traktujgce prady
w uktadzie u, v, w jako prady pierwotne, a prady w ukladzie «, f,0 jako prady
transformowane, otrzymuje si¢ nast¢pujace zaleznosci .

i i,

ip| =rc1 i (2.56)
ia e
1 1
ot i
Cl1'=2|, V3 _JV3 (2.57)
2 5 gt
k k k
: 0 Sr
_ 2 Z3 _1__ Vj
=537 7T = 28
_1 V3o
e 2 2 2k o
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L L
T2 2
2 z ;/3 1/3
Cle—2 thes . B 2.5
[cl 3 z, B 2 2 (25)
A1 1
2k 2k 2k |
iy g
iw iﬂ

Celowe jest dokonanie jednakowej transformacji pradow i napieé przy zachowaniu
warunku inwariantno$ci mocy, co — zgodnie z rozwazaniami w p. 2.1 — prowadzi
do warunku [C]" = [C]™'. Zatem na podstawie wzoréw (2.57) i (2.58) otrzy-
muje sig¢

Zy 3 Zy
1
k=%
czyli
7 _4/3
2y 2
k= i

Wobec tego dla omawianej transformacji macierz ortogonalna ma postaé

1
1 0 75
3 1 31
@-yZ|-r & =+ .60
1 Y3 1
| 2 2 g2
albo B
- o
iy
I U T S
[c e = 7 (2.61)
11 1
V6 V2 Y3
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TRANSFORMACJA WIELKOSCI Z UKEADU u, v, w DO UKLADU &, £ 0

Odpowiednio macierz transponowana i odwrotna maja postaé

albo

Vs

[CI'=[c]" =

[
o

[cI" =[c1™!

V3

1

Niekiedy dogodniej jest wyrazi¢ elementy
staci funkcji trygonometrycznych. Wtedy

cos 0
n
cos —

@=-y%

COS——

£ 2
w5 L

et =rer=1/%

sin 0
sin —

sin =
3

cos 0

sin 0

L
/2

(2.62)

macierzy [C],[C]™! oraz [C]" w po-

-
V2
1
vz

1

vz

cos 2s
3

. 2n
sin —

3
1

V2

(2.63)
CcOoSs 4—‘“—“
3
e (2.64)
3
R
V2

Opisana transformacja wiakoéci z uktadu trojfazowego osi do uktadu dwu-
fazowego osi odpowiada przewinieciu maszyny tréjfazowej na maszyng dwufazowa
Przy takim przewinigciu:

A 5 iy
— liczba zwojéw wzrasta w stosunku 2% = ]/—2;

61

Z3

przekrdj przewodu wzrasta w stosunku 2

prad wzrasta w stosunku i;i = 1/% :
3

53

napigcie wzrasta w stosunku %‘v = ]/% :
3

_]/3_.
=y 5
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— moc jednej fazy wzrasta w stosunku 2tz = Uafa _ 3 .
P13 Us I 2
— liczba faz wzrasta w stosunku ﬁi = -32—(tzn. liczba faz maleje);
3
— moc cafkowita pozostaje niezmieniona 72212 =2 .3 _
M3 Py,3 3 2

2.5. TRANSFORMACJA WIELKOSCI Z UKLADU
DWUFAZOWEGO OSl «, $ DO UKLADU OSI
SKLADOWYCH SYMETRYCZNYCH 1, 2

Na rysunku 2.4 pokazano skladowe symetryczne dwufazowe pradu. Zwiazek po-
migdzy pradami w rozpatrywanych ukfadach osi ma postaé

Tp=iis

Rys. 2.4, Skladowe symetryczne dwufazowe

[ia,p] = [C][i1.2] (2.65)
o [i1,2] = [C]™"[ia,s] (2.66)
przy czym

=[] aen

[ir,2] = [:] (2.68)

a- ]

a1l ) -

[c]™ = [; _;] . (2.71)

Macierz tej transformacji nie jest macierza ortogonalng, a wigc przy spemionym
warunku inwariantno$ci mocy inaczej sg transformowane napigcia, a inaczej prady.
Dla spelnienia warunku identycznej transformaocji napieé i pradéw nalezy wybraé
macierz ortogonalna
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