Czesc pierwsza. PODSTAWY MATEMATYCZNE | FIZYCZNE

1. ZARYS TEORII ELEKTROMECHANICZNEGO
PRZETWARZANIA ENERGII

11. WIADOMOSCI OGOLNE

W ukladach elektromaszynowych nastgpuje przetwarzanie energii mechanicznej na
elektryczng (w pradnicach), elektrycznej na mechaniczng (w silnikach) albo elek-
trycznej jednego rodzaju na elektryczna innego rodzaju (w transformatorach i prze-
twornicach). Na ogét zachodza jednoczesnie zjawiska mechaniczne i elektromagne-
tyczne, nalezy wigc je uwzglgdnia¢ tgcznie. Wspdlng cechg tych dwdch grup zjawisk
jest przeplyw energii. Wielkoéci, za pomocg ktérych mozZna opisa¢ stan energetycz-
ny jakiego§ ukladu nazywa si¢ wspdirzednymi stanu. Mozna takZe ustali¢ wspol-
rzegdne, za pomocg ktérych mozna opisa¢ stan energetyczny poszczegdlnych ele-
mentéw (mechanicznych, elektromagnetycznych) ukladu. Wobec formalnej iden-
tycznosci opisu stanéw energetycznych pewnych grup elementéw mechanicznych
i elektromagnetycznych mozna do opisu ich stanu energetycznego przyja¢ pewne
wspolrzedne uogoélnione &; i ich pochodne &, Dzigki temu uzyskuje si¢ formalna
identyczno$é¢ réwnan rownowagi ruchu mechanicznego postgpowego i obrotowego
oraz ,,ruchu elektromagnetycznego”.

Wspdlrzedne nogdlnione stanowia zespot niezaleznych wielkosci fizycznych,
okreslajacych stan (np. energetyczny) ukiadu, Kazdemu stanowi ukladu odpowiada
jeden i tylko jeden zespol wartosci tych wielkoéci.

Kazdy rzeczywisty ruch ukiadu materialnego zalezy od ukladu sit na
niego dziatajacych, wigzéw naloZonych na ruch oraz warunkéw poczatkowych
ruchu. Taki ruch nazywa si¢ ruchem wirtualnym, czyli ruchem mogacym zaistnie¢,
(teoretycznie) mozliwym.

Wiezy, czyli warunki ograniczajagce dowolnos¢ zmian wsp6irzednych,
dzielg si¢ ma:

— wigzy stale w czasie (ustalone) — wigzy skleronomiczne;

— wigzy zaleine od czasu — wigzy reonomiczne;

— wiezy okre$lone réwnaniami — wiezy dwustronne;

— wiezy okreslone nieréwnosciami — wiezy jednostronne;

— wigzy okre§lone réwnaniami (nieréwnosciami) nie zawierajacymi pochodnych
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wspolrzednych albo réwnaniami rézniczkowymi catkowalnymi, ktére w wyniku
operacji catkowania daja rozwigzanie algebraiczne — wigzy holonomiczne;

— wiezy okreslone rownaniami (nieréwnoéciami) nie spelniajgcymi warunkéw po-
danych przy okre$leniu wigzow holonomicznych — wigzy anholonomiczne.

Elementy, w ktérych zachodza przemiany energetyczne, czyli magazyny

energii, dzielg si¢ na:

— konserwatywne (zachowawcze), w Kktorych praca sd zewngtrznych zamienia si¢
catkowicie na energie (kinetyczng albo potencjalng) bez strat;

— dyssypatywne (rozpraszajace), w ktérych praca sil zewngtrznych zamienia sig
na cieplo. W elementach dyssypatywnych nie wystepuje zjawisko magazynowania
energii, ale dla ujednolicenia nomenklatury sg one czasem nazywane magazynami.

12. CHARAKTERYSTYKI MAGAZYNOW ENERGII

Stan dynamiczny magazynéw energii moze by¢ opisany zz; pomocyg ich charakte-

rystyk, tj. wyraZzen matematycznych, wiazacych ze sobg wielko§¢ magazynu, jedng

wspolrzedng stanu (albo krétko wspodirzedna) i pochodna drugiej wspotrzednej albo

wielko$¢ magazynu i pochodne obydwéch wspélrzgdnych. W ruchu mechanicznym

postgpowym wystepuja:

— wspotrzedne: potozenie x, ped p;

— pochodne wspétrzednych: predkosé v = x, sila F = p.

W ruchu mechanicznym obrotowym wystepuja: _

— wspbirzedne: polozenie katowe y, kret, czyli moment pedu / = rp (r — promien
obrotu);

— pochodne wspotrzednych: predkoéé katowa y = w, moment obrotowy M =
=j= p = Fr;

Przy przemianach elektromagnetycznych, zwanych dulej ,,ruchem elekirycznym”,

wystepuja.: ;

— wspolrzedne: strumien skola:zony ¥, Jadunek q:

— pochodne: napigcie 1 = ¥, prad i = q

Elementami (magazynami) konserwatywnymi sa: element masy i element sprezysty

(w ruchu mechanicznym postgpowym), element inercji i element sprezysty (w ruchu

mechanicznym obrotowym) oraz indukcyjno$¢ i pojemno$é (w ruchu elektrycznym).

Elementami (magazynami) dyssyp'atywnymi sa: element tarciowy (ttumiacy) o wspol-

czynniku thumienia lepkiego D, (W ruchu postgpowym), element tarciowy (ttumiacy)

o wspolczynniku thumienia lepkiego D, (w ruchu obrotowym) oraz rezystancja R

(albo konduktancja G = 1/R) w ,,ruchu elektrycznym”. Charakterystyki poszcze-

goélnych magazynéw zestawiono w tabl. 1.1. Charakterystyki magazynéw konser-

watywnych s opisane przy uzyciu jednej wspotrzednej i pochodnej drugiej wspol-

rzgdnej. Charakterystyki magazynéw dyssypatywnych sa opisane przy uzyciu po-

chodnych obydwéch wspéirzednych. Charakterystyki elementéw dyssypatywnych

zawieraja odpowiednio: sil¢ dyssypacji F, jako pochodna pedu dyssypacji py albo

moment (obrotowy) dyssypacji M, jako pochodna kretu dyssypacji /,, W ,,ruchu
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1. ZARYS TEORIl ELEKTROMECHANICZNEGO PRIETWARZANIA ENERGII

elektrycznym” przy metodzie oczkowe;j sile dyssypacji odpowiada napigcie dyssypacji
réwne iloczynowi rezystancji i pradu, a przy metodzie weztowej sile dyssypacji od-
powiada prad.

W ,,ruchu elektrycznym™ istnieje dualizm w charakterystykach magazynéw.
Wynika to ze stosowania dwoch metod: oczkowej i weztowej. W metodzie oczko-
wej sumuje si¢ w obwodzie spadki napig¢. Wtedy nalezy traktowa¢ indukcyjno§é
jako magazyn inercyjny (bezwladnosciowy), pojemno$¢ jako magazyn sprezysty.
W metodzie wezlowej sumuje si¢ prady w wezle. Wtedy nalezy traktowaé pojemnoéé
jako magazyn inercyjny (bezwladnosciowy), indukcyjno§¢ jako magazyn sprezysty.

1.3. ENERGIA MAGAZYNOW

Elementarna energia potencjalna

dE, = Fdx (L.1)
a elementarna koenergia potencjalna
dE,, = x dF (12)

Ilustracjg tych wyrazen jest rys. 1.1.

M
u;i >
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" Koenergia /< Charakterystyka
e i . liniowa

Energia

&

~
T T

| S

xNEgY
Rys. 1.1. Tlustracja do pojecia energii i koenergii potencjalnej

W tablicy 1.2 podano wyrazenia na energi¢ i koenergi¢ potencjalna:

— W ruchu mechanicznym postgpowym E,, E,,; przy uzyciu wspoirzednych x
(odlegtosé), F = p (sifa jako pochodna pedu);

— w ruchu mechanicznym obrotowym E,,, E,,, przy uzyciu wspotrzednych y (od-
leglo$¢ katowa), M = | (moment obrotowy jako pochodna kretu);

— W ,,ruchu elektrycznym” w metodzie oczkowej E,, E,. (energ:a i koenergia elek-
tryczna) przy uzyciu wspdtrzednych ¢ (ladunek), v = ¥ (napiecie jako pochodna
strumienia skojarzonego);

— W ,,ruchu elektrycznym” w metodzie weztowej E,,, E,,, (energia i koenergia ma-
gnetyczna) przy uzyciu wspotrzednych ¥ (strumien sko_|arzony), i=gq (prad jako
pochodna fadunku).
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1. ZARYS TEORII ELEKTROMECHANICZNEGO PRZETWARZANIA ENERGIH

Na osiach wspétrzednych rys. 1.1 zaznaczono takze wspéirzedne dla ruchu
mechanicznego obrotowego oraz ,,ruchu elektrycznego™ przy metodzie oczkowej
i wezlowej, dzigki czemu rysunek staje si¢ uniwersalng ilustracja pojecia energii
i koenergii potencjalnej réznych rodzajéw ruchu.

Energia i koenergia potencjalna s wyrazone za pomocg pierwszej wspol-
rzednej (x, y, g, ¥) i pochodnej drugiej wspétrzednej (F = p, M =L u = ¥, i = q).
Korzystajac z odpowiedniej charakterystyki magazynu (tabl. 1.1) mozna pochodna
drugiej wspolrzednej wyrazi¢ przez pierwszg wspolrzedng, a wigc energig (i koenergig)
potencjalng mozna wyrazié jako funkcje pierwszej wspotrzednej.

Elementarna energia kinetyczna

dE, = vdp (1.3)
a elementarna koenergia kinetyczna
dE,, = pdv (1.4)

Ilustracja tych wyrazef jest rys. 1.2. W tablicy 1.3 podano wyraZzenia na energig
i koenergi¢ kinetyczna:

vi Wi
u
/fm kterystyk &
; rakterystyka
“_u_!(ien_er_gug N, linfowa
dE, /
ko Y, t
|
v | Energia
¢ |
/
v dfkl
/7 |
/ I
d |
1
0 P pili¥q

Rys. 1.2. llustracja do pojecia energii i koenergii kinetycznej |

— w ruchu mechanicznym postegpowym E,, E,,, przy uzyciu wspétrzednych p (ped),
v = x (predko$¢ jako pochodna .odleglosci);

— W ruchu mechanicznym obrotowym E,,, E,,, przy uzyciu wspotrzednych / (kret),
® = 9 (predko$¢ katowa jako pochodna odleglosci katowe;j);

— w ,,ruchu elektrycznym” w metodzie oczkowej E,,, E,,, (energia i koenergia ma-
gnetyczna) przy uzyciu wspélrzednych ¥ (strumien skojarzony), i = ¢ (prad jako
pochodna fadunku);

— w ,ruchu elektrycznym’ w metodzie wezlowej E,, E,, (energia i koenergia elek-

tryczna) przy uzyciu wspolrzednych q (tadunek), v = 7 (napigcie jako pochodna
strumienia skojarzonego).

Na osiach wspélrzednych na rys. 1.2 zaznaczono takze wspéirzqdnc dla
ruchu mechanicznego obrotowego oraz ,,ruchu elektrycznego™ przy metodzie ocz-
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1. ZARYS TEORII ELEKTROMECHANICZNEGO PRZETWARZANIA ENERGII

kowej i wezlowej dzieki czemu rysunek staje si¢ uniwersalng ilustracja pojecia ener-
gii i koenergii kinetycznej réznych rodzajéw ruchu.

Energia i koenergia kinetyczna sa wyrazone za pomoca drugiej wspot-
rzednej (p, I, ¥, q) i pochodnej pierwszej wspélrzednej (v = X, @ = 3,0 = g, u = ).
Korzystajac z odpowiedniej charakterystyki magazynu (tabl. 1.1) drugq wspdtrzedng
mozna wyrazi¢ przez pochodng pierwszej wspdlrzednej, a wigc energie i koenergig
kinetyczng mozna wyrazi¢ jako funkcj¢ pochodnej pierwszej wspoirzedne;.

Analogicznie do energii i koenergii kinetycznej, elementarna energia dyssy-

pacji
dE; = vdp, (1.5)
oraz elementarna koenergia dyssypacji
"dEy, = pydv (1.6)

przy czym: v — predkos$é (dyssypacji) w ruchu postgpowym; p, — ped dyssypacji.
Elementarny ped dyssypacji moze by¢ zdefiniowany zaleZnoscia

dpd':Fddf (l.?)
przy czym F; — sita (dyssypacji) w ruchu postgpowym, skad

Pa = dedf . (1.8)
0
Energia dyssypacji
Py .
E,= [ vdp, (1.9)
0
koenergia dyssypacji
Egp= [ pedo (1.10)
o
Energia dyssypacji moze by¢ wigc wyrazona takZe zaleznoécia
Py r
E,;= [ nd[dedr] S (L)
0 0

Energia dyssypacji jest jawna funkcja predkosci i czasu.
W wyrazeniach na energi¢ i koenergi¢ dyssypacji za predko$¢ nalezy
przyjmowac:
— w ruchu postgpowym predko$é liniowa v;
— w ruchu obrotowym predko$é obrotowa w;
— w ,ruchu elektrycznym” przy metodzie ocz}(owej prad i;
— w ,,ruchu elektrycznym” przy metodzie wezlowej napigcie u.
W wyrazeniach na energi¢ i koenergie ped dyssypacji nalezy wedlug wzo-
ru (1.8) wyrazi¢ przez sil¢ dyssypacji F,, ktéra oznacza:
— w ruchu postgpowym sile dyssypacji F;

18



1.3, ENERGIA MAGAZYNOW

w ruchu obrotowym moment dyssypacji M,;

— w ,,ruchu elektrycznym’ przy metodzie oczkowej napiecie dyssypacji uy;

— w ,,ruchu elektrycznym” przy metodzie wezlowej prad i.

Na rysunku 1.3 przedstawiono wykres charakterystyki magazynu dyssy-

FaiMa

] Churakterystykc
Ug;t

liniowa

0 Vi wj liug
Rys. 1.3. Charakterystyki magazynow dyssypatywnych’

patywnego, wigzgcego ze soba pochodnc obydwéch wspétrzednych: v = X, F, =
dla ruchu liniowego; w = y, M = I, dla ruchu obrotowego i=gqu= !’dia,,ruchu
elektrycznego™ przy metodzie oczkowej; u = Y, i= q dla ,,ruchu elektrycznego”
przy metodzie wezlowej.

Moc dyssypacji

P,=F,v (1.12)

W tablicy 1.4 podano wyrazenia na energi¢ i koenergi¢ dyssypaciji.

Z wyrazen zestawionych w tabl. 1.1+1.4 widaé formalne podobieristwo
charakterystyk magazynéw energetycznych (inercyjnych, sprezystych i dyssypa-
tywnych) dla réznych rodzajéw ruchu (postgpowego, obrotowego i elektrycznego)
oraz formalne podobienistwo wyraZen na energig i koenergi¢ potencjalna, kinetyczna
i dyssypacji w ruchu post¢gpowym, obrotowym i elektrycznym. Dlatego wolno i war-
to wprowadzi¢ wspélrzedne uogdlnione i ich pochodne:

— odleglos¢ ¢&;

— predkosé &;

— ped p;

— site p.

Wtedy odpowiadajace sobie charakterystyki magazynéw w réznych ruchach maja
ednakowe postacie.

Tablica 1.5 zawiera zestawienie wspéirzednych uogdlnionych i odpowna-
dajgcych im w réznych rodzajach ruchu wspétrzednych szczegétowych. Zgodnie z tg

tablica odlegtosé traktowana jest jako pierwsza wspoirzedna, a ped jako druga
wspoirzedna.
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1. ZARYS TEORI| ELEKTROMECHANICZNEGO PRZETWARZANIA ENERGII

Wspélirzedna ped i jej pochodna sila s czgsto wyrazane przy uzyciu cha-
rakterystyki magazynu jako funkcja pochodnej pierwszej wspélrzednej albo funkcja
pierwszej wspolrzednej i nie sa oznaczane oddzielnymi symbolami.

Energia potencjalna (tabl. 1.2) moze by¢ wyrazona tylko za pomoca pierw-
szej wspotrzednej, wige przy uzyciu wspoirzednej uogélnionej wyraZenie na energig
potencjalng przedstawia si¢ w postaci

E, = E8) (1.13)
Podobnie wyrazenie na koenergi¢ potencjalng przedstawia si¢ w postaci
E, = E (&) . (1.14)

Energia kinetyczna (tabl. 1.3) moZe by¢ wyraZona przez pochodng pierw-
szej wspoirzednej, wigc w ogdlnym przypadku przy uzyciu wspélrzednej uogdlnionej
wyrazenie na energie kinetyczna ma postaé

E, = E(¢ &) (1.15)
Podobnie wyrazenie na koenergi¢ kinetyczna ma postaé
E;, = Eyf%, €) (1.16)

Energia dyssypacji (tabl. 1.4) jest jawna funkcja czasu, wigc w ogdlnym
przypadku przy uzyciu wspétrzednej uogdlnionej wyraZenie na energie dyssypacji
ma postac

Eq = Ef¢ 1) (1.17) .
Podobnie wyrazenie na koenergig dyssypacji ma postaé
Ey = Eyf&, &, 1) (1.18)
Przy uzyciu wspéirzgdnych uogénionych otrzymuje si¢ wyraZenie na sile
JE,
F = PR (1.19)

Przy omawianiu zjawiska dyssypacji energii dogodnie jest postugiwaé si¢ pojeciem
funkeji dyssypacji Rayleigha o postaci

| ] Mo
= 2

F = = RE& (1.20)

przy czym wspoltezynnik R wystepujacy w ruchu elektrycznym (rezystancja) moze

by¢ w ruchu postgpowym zastgpiony wspolczynnikiem D, a w ruchu obrotowym

wspolezynnikiem D,. Ta funkcja ma wymiar mocy. Moc wydzielana w elemencie

dyssypatywnym

" a sita dyssypacji
oF '
Fy=—F=RE 1.22
o= r = k¢ (1.2
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co na przyklad w ,,ruchu elektrycznym” odpowiada wyraZeniu
Fdl s ud = Ri
skad wynika uzasadnienie przyjgcia wspdlczynnika 1/2 we wzorze (1.20).
Przy uzyciu wspolrzednej uogélnionej, analogicznie do wzoru (1.12), silg
dyssypacji mozna wyrazi¢ nast¢pujaco
A (A
3 ot £
Przy uzyciu wspoélrzednej uogdlnionej mozna takze napisa¢ wyraZenia na:
— elementarny ped dyssypacji réwny elementarnemu popedowi sily dyssypacji
dp, = F,(£)dt (1.24)
— ped dyssypacji

Fim (1.23)

]
paE & )= [ Fé)adt (1.25)
L]
— elementarng energi¢ dyssypacji
dEd(év ét I) = édpd' (1'26)
— elementarng koenergi¢ dyssypacji
dE,(£€, 1) = ps d (1.27)
— energi¢ dyssypacji
Py &
E; = f &dp, = Epy— f pa dg (1.28)
0 0
— koenergi¢ dyssypacji
'lf Py
E = [ padé=&p,~ [ &dp, (1.29)
0 0
Na podstawie wzorow (1.29) i (1.25)
Eog
Epp= [ [ [Fué)dr]dé (1.30)
o o
czyl
N
E,, = fU F,,(g)dg] dt (1.31)
1] 0

Na podstawie wzoréow (1.28) i (1.;5) energia dyssypacji
3 t
Eg= [ & [Fud) dt] (1.32)
0 (1]
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a na pedstawie wzoréw (1.32), (1.25) i (1.30)

Ef¢ ¢, 1) =¢ f F,,k&) dt—E, (¢, ¢,1) (1.33)

Energia dyssypacji jest jawng funkcja czasu.

Energia doprowadzona do magazynu dyssypatywnego zamienia si¢ w nim
na ciepto. W rzeczywistym elemencie dyssypatywnym nie moze nastgpowacé, jakkol-
wiek formalnie jest mozliwa, zamiana energii cieplnej na inng posta¢ energii odpro-
wadzanej od tego elementu.

Uklad magazynéw energii moze by¢ uktadem odosobnionym albo moze
wspélpracowaé z magazynami zewnetrznymi, przy czym moze on pobieraé energig
od magazynéw zewnetrznych albo oddawaé energie magazynom zewngtrznym.

. W chwili poczatkowej magazyny energii ukladu maja pewne poczatkowe poziomy
energetyczne. Wyrazenia na energi¢ kinetyczng E, (¢, £) i potencjalng E,(¢) okre§laja
calkowitg energie, uwzgledniajaca energie magazynéw ukladu i energi¢ wymieniang
migdzy magazynami zewnetrznymi i ukladem. Energia E, jest energia wymieniana
miedzy magazynami zewngtrznymi i rozpatrywanym ukladem. Energia zewngtrz-
na E, moze mieé¢ charakter potencjalny, tzn. moze zaleze¢ tylko od wspdirzednej
poloZenia £, a nie zaleze¢ w spos6éb jawny od jej pochodnej, czyli moze wyrazaé
sig funkcja E, = f(§). Taki przypadek nazywa sie¢ zasilaniem sztywnym. Energia
zewngtrzna moze takze mie¢ charakter kinetyczny, tzn. mozZe zaleze¢ w sposéb jawny
od wspolrzednej polozenia i jej pochodnej, czyli moze wyrazaé si¢ funkcja E, =

=f¢d.
" Moc przeplywajacej energii wyraza si¢ wzorem
dE
P= = ,(1.34)

W przypadku, kiedy energia zewngtrzna ma charakter potencjalny, czyli dla E, =
= f (), tzn. kiedy energia zewnetrzna nie zalezy w sposéb jawny od predkosci &
i od czasu ¢, moc

OE, ;
Pu=-oté (1.35)

Analogicznie, jak w przypadku energii potencjalnej w ruchu mechanicznym
postgpowym zgodnie ze wzorem (1.1) wyraZenie %’é‘. oznacza sile ‘zewnetrzng,
a ¢ — predkosé. W przypadku, kiedy energia zewnetrzna ma charakter kinetyczny,
czylidla E, = f (&, &), tzn. kiedy energia zewnetrzna zalezy od polozenia i predkosci,

a nie zalezy w sposdb jawny od czasu, moc

JE, OE, -
= % -+ —a—g— (1.36)
czyli
OE, 1 3E,
P=(—af— T3 E)E (1.37)
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Analogicznie, jak w przypadku energii potencjalnej, { oznacza predkos¢, a (2}? +

+ —2—%?—'&) — sil¢ catkowity, przy czym 9E: oznacza silg zewnetrzng. Z wy-

a¢&
razenia na energie kinetyczna E = %mvz wynika, Ze % = mv = p, czyli
JE,
__B{-: — oznacza ped .
.1 3E _ : :
‘Wyrazenie == W, czyli wyraZenie
1 @E,
T T a: — 0znacza masg. .
E ag Q i
Wyrazcnie%a—f a = ma = F oznacza silg¢ inercji, czyli odpowiednio
& .z & — oznacza sile inercji.

14. ZASADA ZACHOWANIA ENERGII

1.4.1. Energia catkowita

Calkowita energia ukladu lqcznie z energig doprowadzong z zewnatrz (albo odpro-
wadzong na zewnatrz) i energig Zr6del zewngtrznych jest okre§lona zaleznoscig

E(£ & 1) = E(O+E(EE)+ELE & 1) (1.38)
w ktérej:
— calkowita energia potencjalna
Ef) = D EuE)+ D En(8) i=123,.,n (1.39)
i ]

przy czym: ) E, (&) — energia potencjalna wszystkich magazynéw konserwa-
i

tywnych ukladu; E,(&;) — energia potencjalna i-tego magazynu konserwatyw-
nego ukladu; ) E,.(£,) — energia potencjalna wszystkich magazynéw konser-
: /

watywnych zewngtrznych zasilajacych ukiad; E,,(£,) — energia potencjalna i-tego
magazynu konserwatywnego zewngtrznego;
— catkowita energia kinetyczna

B &) = 2 Bl €0+ DB (8, 6) (140)

przy czym: ) E, (&, &) — energia kinetyczna wszystkich magazynéw konser-
i

watywncl{ ukladu; E,(£,&,) — energia kinetyczna i-tego magazynu konser-
watywnego ukiadu; )’ E,,(§;, ;) — energia kinetyczna wszystkich magazynéw
i

= 35



