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Cwiczenie 5

FILTRY ELEKTRYCZNE
WPROWADZENIE

Filtrami elektrycznymi nazywane s3 uklady elektryczne przepuszczajace prze-
biegi elektryczne zawarte w okreSlonym pasmie czgstotliwosci, a thumiace przebiegi
o innych czestotliwo$ciach (Encyklopedia Powszechna. PWN, Warszawa 1973).

Sa to wiec uklady wykonujace na sygnalach elektrycznych pewne operacje
w dziedzinie czgstotliwosci. Operacje te polegaja na przenoszeniu lub nieprzenoszeniu
sygnaléw o okreslonych czgstotliwodciach. Ze wzgledu na pasmo przenoszonych
sygnatéw filtry mozna podzieli¢ na dolnoprzepustowe, gérnoprzepustowe, Srod-
kowoprzepustowe (pasmowe) oraz srodkowozaporowe. Jako$ciowo charakterystyki
(transmitancje) tych filtréw przedstawiono na rys.5.1.
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Rys. 5.1

Charakterystyki filtrow z rys.5.1 sa charakterystykami wyidealizowanymi. Mozna
wykazaé, ze niemozliwa jest realizacja filtru o skokowym przejsciu od pasma
przenoszenia do pasma zaporowego. Odpowiedzia takiego filtru na skok napigcia na
jego wejsciu bylby na wyjSciu sygnat zmieniajacy si¢ juz przed skokiem napigcia
wejéciowego. Sytuacja taka narusza zasad¢ przyczynowosci i nie moze zaistnie,

Najprostszymi realizowanymi filtrami dolnoprzepustowymi i gérnoprzepustowy-
mi sa czworniki RC przedstawione na rys.5.2.

Na rysunku tym pokazano schematy filtrow, wykresy ich charakterystyk amp-
litudowych oraz transmitancje.

Transmitancjg albo funkcja przenoszenia czwornika K(s) nazywany jest stosunek
transformat Laplace’a sygnatlu wyjsciowego i wejSciowego czwornika. Zachodzi
zwigzek

Uy(s) =L[Uy())] = K(s) Uy(s) = K(s) L[U,(®)]. (5.1)
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Charakterystyka amplitudowo-fazowa lub czestotliwo$ciowa funkcja przenosze-
nia czwoérnika nazywa si¢ funkcje

K(o) = KE)| __ . (5.2)

Charakterystyka amplitudowa czwérnika nazywa si¢ funkcje

A(w) = K(io)l. (5.3)
Charakterzstyka fazowa czwornika nazywa si¢ funkcje
¢(o) = arg K(io). 54

Czestotliwoscig graniczng @y miedzy pasmeui przenoszenia a pasmem Zaporo-
wym filtru przyjeto nazywac czgstotliwosé, przy ktérej charakterystyka amplitudowa
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maleje do 1/\/5 swej maksymalnej wartoéci. Dla filtru dolnoprzepustowego
Z rys.5.2a:

1

A@) = m , (5.5)

1 1
Aoy = -+ @ROE @R o (5.6)

1
(Dg = iE . (57)
Dia filtru z rys.5.2b:
oRC 1
= = : 5.8
A@ J1+@cy [ 1P 69
+ oRC

A -2 L _ 1 5.9
(mg) = % ¢ (_B;R—é = 1, ( . )
0, = kl—c (5.10)

W filtrze dolnoprzepustowym dla @ » @y charakterystyka amplitudowa ma
postac

A@®) ~ %ﬁ 1)

Oznacza to, Ze wzmocnienie filtru z rys.5.2a w pasmie zaporowym maleje ze wzrostem
czgstotliwosci o 20 dB na dekadg lub o 6 dB na oktawe. Jesli niezbedne jest uzyskanie
szybszego spadku wzmocnienia, tzn. charakterystyki bardziej zblizonej do prostokat-
nej (rys.5.1a), to nalezy polaczyé¢ kilka filtréw dolnoprzepustowych. Otrzyma si¢
wowczas funkcje przenoszenia typu

1

k = , 5.12

A+ S0 + 0,8 (1 + o35) ... 1 + o,5) (5.12)
gdzie o, - dodatnie rzeczywiste wspolczynniki,
$

S = (-’;, (5.13)

a @, — gorna czgstotliwos§¢ graniczna filtru.

gW takim filtrze n-tego rzgdu wzmocnienie w pasmie zaporowym maleje ze
wzrostem czgstotliwosci o 20n dB na dekadg lub o 6n dB na oktawe. Jesli wszystkie
polaczone filtry byly identyczne i mialy funkcje przenoszenia opisane rbwnaniem
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1 1

ks = 1 + sRC s’ (5-14)
I + —
Og
to charakterystyka wypadkowego ukiadu ma posta¢
n 1 _ 1
k= [1 = = (5.15)
i=1 S I+
1+ B
@i g
Podstawiajac
s = Sog (5.16)
otrzymuje si¢
1
k() = -———m——, 5.1
gdzie
@
o =—2, (5.18)
. mgl
Stad charakterystyka amplitudowa ma postac
. 1
Ao) = K(@Q)| = , (5.19
[\/1 + (m)2]°
gdzie
Q=2
Og
Dla Q& = 1 uzyskuje si¢
1 - 1
All) = —&= = ————, 5.20)
R Rl W (
2 o a=2 - 1 (5:21)

Jest to zwigzek migdzy czgstoscia graniczna og) pojedynczego filtru dolnoprzepus-
towego i czgstoscig graniczng @ 0 identycznych takich filtrow polaczonych lan-
cuchowo.
Ogodlna postaé funkcji przenoszenia filtru dolnoprzepustowego jest nastgpujaca
k,

k= I + ¢5 + ¢ + ... g8 (-22)

Rzad filtru rowny jest najwyzszej potedze, w ktorej s wystepuje w funkcji przenosze-
nia.
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Mozna wykazaé, ze mianownik wyrazenia (5.22) daje si¢ przedstawi¢ w postaci
iloczynéw tréjmianéw kwadratowych o wspélczynnikach rzeczywistych dodatnich

ko
T+ as + bys) (I + ays + bys?) L

Dla filtréw rzedéw nieparzystych jeden ze wspolczynnikéw b; jest rowny zero.
Charakterystyke filtru dolnoprzepustowego mozna uksztaltowaé w okreSlony
spos6b. Zaleinie od warunkéw, ktére musi ona spelniaé, wspolczynnik a, i b;
przyjmuja odpowiednie wartosci.
Istnieje wiele roznych kryteriow optymalizacii filtréw dolnoprzepustowych. Poni-
zej przedstawiono niektore z nich, najczgsciej stosowane.
1. Kryterium maksymalnej plaskosci charakterystyki amplitudowej w pasmie prze-
noszenia. Kryterium to spelniaja filtry Butterwotha.

k (5.23)

LA]
1,20
1,00 “'E'-*—-—_-u.—: ——— Filtr Czebyszewa 4 rzedu
0 80—5 \\\\ FAitr Butterwortha
1 : \
3 N
0,603
3 Filtr Bessela 4 rzedu
0,403
0,20 N
E N
0,00 : ===~ (9]
! L 5 67 89 ,'] 2 3 4 s

o

-
o
wH

Rys. 5.3
2. Kryterium maksymalnej stromosci charakterystyki amplitudowej powyzej czestot-
liwosci granicznej. Kryterium to spelniaja filtry Czebyszewa. Maksymalnie stromy
spadek charakterystyki amplitudowej A(w) powyzej czgstotliwoici granicznej
okupiony jest nieréwnomiernoscig charakterystyki A(®) w pasmie przenoszenia.
3. Kryterium réwnego opdznienia sygnaldow w pasmie przenoszenia tzn. kryterium
liniowoéci charakterystyki fazowej (). Kryterium to spetnia filtr dolnoprzepus-
towy Bessela.
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Na rys.5.3 przedstawiono przyklady charakterystyk amplitudowych filtrow ob-
liczonych wedlug tych kryteridow.

Filtr Butterwortha
Z réwnania (5.22) po podstawieniu
S =iQ =iz (5.24)
'
otrzymuje si¢ wyrazenie na kwadrat modutu charakterystyki amplitudowej

ko
T+ A2 + AQY + .+ AyQ™’
W pasmie przenoszenia zmienna Q) spelnia warunek Q « 1. Aby zatem w zakresie

0 < Q < 1, modut |A}]> zmieniat si¢ mozliwie jak najmniej, wyrazy A,, Ay,...,A2q_2
muszg by¢ réwne zero. Wowczas

AP =

(5.25)

k, .
2 = ————, 5.26
IA] 1 + AxyQ®™ (5.26)
Z definicji (5.24) wynika, Ze
ikoP
|A|? = (5.26)
a stad =1
g
7= ﬁ-—KQ; o Ay =1 (5.27)
Ostatecznie filtr Butterwortha ma charakterystyke amplitudowa w postaci
kO
2 =, .
AP = (5.28)

Poréwnujac charakterystyki amplitudowe wynikajace z rownania (5.22) z charak-
terystyka (5.28) otrzymuje si¢ funkcje przenoszenia filtréw Butterwortha okreslonego
rzgdu. Maja one postaé przedstawiona w tablicy 5.1.

Tablica 5.1

Rzad filtru Funkcja przenoszenia Ko
K(S)
1 1+8_
2 1+ /28 +8
3 14+285+282+82=01+8501+85+8?
4 1+ 2,6138 + 3,414 S2 4 2,613 §* 4 §* =
= (1 + 1,848 S +.,8)(1 + 0,765 S + §%)
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Mozina wykaza¢ [3], ze wspdlczynniki a; b; w wyrazeniu (5.23) dla filtru Butterwortha
n-tego rzedu wyrazane sa wzorami przedstawionymi w tablicy 5.2.

Tablica 52
Dia n parzystych Dla n nieparzystych
a; =1,by =0
2 - 1 i—1
8 = ?.cos[ n:] a; = 2c0§ n
2n n
b; =1 b =1
n n+1
dlai =123, .., dai=2,..,—
2 2

Tak obliczone wspolczynniki umozliwiaja sprowadzenie zagadnienia projek-
towania filtru n-tego rzedu do projektowania filtrow pierwszego i drugiego rzedu
taczonych kaskadowo.

Filtr doinoprzepustowy Czebyszewsa
Charakterystyka amplitudowa filtrow Czebyszewa n-tego rzedu opisana jest
réwnaniem

KK}
2 —
AP = 5 T eTIQ) (5.29a)
gdzie
__ fcos(narccosQ) dla 0 Q < 1,
T = {ch (narchQ) dlaQ > 1. (5.29b)

Dla filtrow rzedow 14 rOwnanie to sprowadza si¢ do postaci przedstawionej
w tablicy 5.3.

Tablica 53
n Tn
1 Q
2 202 -1
3 403 - 30
4 8Q-8Q2 + 1
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Stala K, dobiera si¢ tak, aby dla Q = O bylo |A] = K, Stad wartosci K, dla
n nieparzystych wynosza 1, a dla n parzystych 1 + €% & jest miara falistosci
charakterystyki filtru, czyli wahaf wartosci A w pasmie przenoszenia. Obowiazuja
zaleznosci

iﬁ‘;ﬁ‘: =4/1 + ¢ (5.30)
oraz
1
K [1 + 2]z dla rzedu parzystego,
[Amax| = { ) (5.31)
K, dla rzedu nieparzystego;

-1

Kol + e]2 dla rzgdu parzystego,

A | = 5.32
Wi { K, dla rzgdu nieparzystego. (532)

Mozna wykaza¢ [3], Ze dla filtrow Czebyszewa parzystych rzedow parametry a;
i b; w rownaniu (5.23) opisuja wzory®

2i—-1 -t
b{ = | ch?y — cosz( n ]
| [ x ") (5.33)

. , 2
aj = 2bjshy cos (Tn) ,

gdziei = 1,2, .., g
Dila filtr6w nieparzystych rzedéw obowiazuja zaleznoSci
bj = 0
aj = sh™'y,
. _ 1 _ l,
bj = [ch’*y - cosz(f—n)]
n (5.34)
, , i—1
a; = 2b;jshy cos (T n),
gdziei = 2, .., %

* Symbole "prim” oznaczaja, ze przyjeto inng niz zwykle czestotliwosé granicznag filtru; jest to tym razem
czestotliwo$¢, przy ktorej filtr przyjmuje ostatni raz warto$é k.
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Oznaczono przy tym

v = %arsh(s"). (5.35)

Po podstawieniu obliczonych w ten sposob wspolczynnikéw a; b do rownania
(5.23) otrzymuje si¢ filtr Czebyszewa, gdzie warto$¢ S nie jest znormalizowana
wzgledem czestotliwosci granicznej @, przy ktdrej wemocnienie spada o 3 dB, ale
wzgledem czestotliwosci o, przy ktorej wzmocnienie przyjmuje ostatni raz war-

tos¢ K.

Filtry dolnoprzepustowe Bessela

Sa to filtry, w ktorych sygnaly o czestotliwosciach mniejszych od granicznej,
Q < 1 opbznione sa prawie o t¢ sama wartos¢ czasu, zwang opdznieniem grupowym
tyr- Wiasciwo$é ta umozliwia najwierniejsze przekazywanie ksztaltu sygnatéow.

Sposob wyznaczania statych a, b przedstawiony zostanie na przykladzie filtru
drugiego rzedu.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa filtru drugiego rzgdu ma postac

N 2
K@) =750 - oo (5.36)

Wnoszone przesuniecie fazowe opisane jest rOwnaniem

a,Q
¢ = —arctgi—f—b-lﬁg. (5.37)

Opoznienie grupowe definiuje si¢ jako
dp _ do 1

tge = — io — —ao 5;. (5.38)
Wygodnie jest operowac znormalizowanym opéznieniem grupowym
tor® 1 do
=88 —— .
Ter 2 2rdQ (5.39)
Po podstawieniu (5.39) do (5.37) otrzymuje si¢
a; (1 + b2
1( 1 ) (5.40)

Te =+ (a2 - )@ + b2

Aby Tgr bylo mozliwie stale dla Q@ < 1, wspdlczynniki wystepujace w liczniku
i w mianowniku przy tych samych potggach musza byé sobie rowne. Oznacza to, ze
musi by¢ spelniony warunek
bl = ai’ - 2bl’
tzn.

b, = (5.41)

wlg,
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Drugie réwnanie wynika z warunku normalizacji
2
RGP =
Q=1

Stad otrzymuje si¢ zaleznos¢
1 1
3 a = by + a: . (542)
Z réwnan (5.41) i (5.42) wynika, ze a; = 1,3617 oraz b; = 0,6180. W przypadku
filtrow wyzszych rzedow uklady rownan komplikuja si¢. Mozna jednak [4] podaé
wzor rekurencyjny dla wspoéfczynnikow ¢; w réwnaniu (5.22). Wspdlczynniki te,
znormalizowane do odwrotnosci op6znienia grupowego dla czestotliwosci Q = O,

powigzane $3 ze soba zalezno$ciami

S —i+ D
i Ti2n — 1+ ol

przy czym ¢; = 1.
Po przeliczeniu wspolczynniki a; i b; filtru Bessela przyjmuja wartosci przed-
stawione w tablicy 54.

Tablica 54
n i a b
1 1 1 0
2 1 1,3617 0,6180
3 1 0,7560 0
2 | 0,9996 0,4772
4 1 1,3397 0,4889
2 | 0,7743 0,3890
Realizacja filtréw
Filtry dolnoprzepustowe

1. Filtr pierwszego rzedu (rys.5.4)
Funkcje przenoszenia filtru opisuje réwnanie
1

K=17 SRCa,
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R

1 > °
1
c Tuz

2. Filtr drugiego rzedu
Funkcja przenoszenia filtru opisana jest rownaniem
- Ko
K=TT=s 78

Istnieje wiele ukladéw elektronicznych, ktore t¢ funkcje realizuja. W éwiczen
przewidziano do tego celu uklad przedstawiony na rys.5.5.

c
—
¢ ——= ¢

Rys. 5.4

- [r] (k-11R,

I

h
|

L

Rys. 5.5
Mozna wykazac, ze jego funkcja przenoszenia ma postaé
K=22_ k
U, 1+ Srng [RiC; + RC, + A-KR,Cy] + S?0fR,R,C,C,
Filtry gérnoprzepustowe
1. Filtr pierwszego rzedu (rys.5.6)

=

[ o=
-
? —
o)
__..—._’
[
~

Rys. 5.6



Funkcje przenoszenia filtru opisuje rdwnanie

SmKRC

k=TT serC

2. Filtr drugiego rzedu (rys.5.7)

C1 (, '———-J

—— ™~
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U,T R, | D(k-1)R3
1 :

Rys. 5.7
Funkcje przenoszenia filtru opisuje roOwnanie
K= Ko

1 1\2
1 + ag + b(g)

Mozna wykazad, Ze jego funkcja przenoszenia ma postac

K = k

Projektowanie filtrow wyzszych rzedow

I

S R,R,C,C,0, §% R R,C,C0?

Projektowanie sprowadza si¢ do wykonania nastgpujacych etapow pracy:

1. Okreslenie wspdlczynnikow a; i b; funkcji przenoszenia filtru.

2. Narysowanie schematu blokowego filtru i okreslenie funkcji przenoszenia kolej-

nych blokow.

3. Okreslenie struktury kazdego bloku i wyznaczenie wartosci elementéow, ktore

zapewniaja zalozona funkcje przenoszenia.

WYKONANIE CWICZENIA

Do dyspozycji wykonujacego sa nast¢pujace przyrzady:
- generator funkcyjny G432,
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— oscyloskop KR 7002,

— filtr aktywny - przyrzad nr 17,
— zasilacz, ’
— woltomierz V 640.

Cwiczenie sklada si¢ z trzech czefei:
1. Projektowanie filtru

2. Montaz zaprojektowanego ukladu i pomiar jego charakterystyki
3. Analiza wynikéw pomiar6w i opracowanie sprawozdania

Projektowanie

Te czgs¢ éwiczenia nalezy wykona¢ w domu. Na poprzednich zajeciach wykonuja-
cy otrzymuje zadanie indywidualne w postaci zalozen projektowych obejmujacych
typ filtru, rzad filtru, jego czgstotliwos¢ graniczng i wzmocnienie. Na tej podstawie
nalezy w domu zaprojektowa¢ filtr i obliczy¢ jego charakterystyke amplitudows.
Wyniki tej pracy, tzn. schemat elektryczny ukladu oraz obliczong i wykresing
charakterystyke amplitudowa nalezy przygotowa¢ w dwoch egzemplarzach. Jeden
z nich otrzymuje prowadzacy, a drugi stuzy do wykonania éwiczenia. (Uwaga. Na
wykresie wzmocnienie i czgstotliwo$é przedstawiC w skali logarytmicznej).

Montaz filtru i pomiar jego charakterystyk

Zaprojektowany filtr nalezy zmontowad, taczac ze soba odpowiednie bloki uktadu
pomiarowego (ar 17). Schemat elektryczny przyrzadu przedstawiono na rys.5.8.
Odpowiednie wartosci elementow blokéw dobra¢ za pomoca dodatkowych pomia-
réow R, C i wzmocnienia wzmacniaczy.

10n 10n 10n 10n
—— —]— —— —A}—
100k ° 00k [ w0k ok T

Rys. 5.8
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Zmierzy¢ napigcie wyjSciowe filtru w funkcji czgstotliwosci sygnatu wejsciowego.
Wyniki przedstawi¢ w postaci tabeli i wykresu wzmocnienie-czgstotliwos$¢, naniesio-
nego na obliczong wczesniej charakterystyke amplitudowa filtru.

Zaobserwowaé odpowiedz filtru na skok jednostkowy napigcia na wejsciu. W tym
celu nalezy do wejscia uktadu doprowadzié cigg impulséw prostokatnych z generato-
ra funkcyjnego, a wyjscie filtru dolaczy¢ do oscyloskopu. Wykresli¢ ksztalt od-
powiedzi filtru obserwowany na oscyloskopie, zachowujac starannie skale czasu
i napiecia.

W sprawozdaniu nalezy:

1. Przedstawi¢ szczegoOly obliczen wykonanych podczas projektowania filtru oraz
wyniki tych obliczen i schemat filtru.

2. Przedstawi¢ wyniki pomiaréw charakterystyki amplitudowej i odpowiedzi filtru
na skok jednostkowy.

3. Wyjasni¢ przyczyny ewentualnych niezgodnosci wynikoéw pomiaréw z wynikami
obliczen.

4. Przeprowadzi¢ analiz¢ otrzymanej odpowiedzi ukladu na skok jednostkowy.

ZADANIA DO OPRACOWANIA

1. Filtry gérnoprzepustowe maja charakterystyke przenoszenia, ktéra otrzymuje sie,
podstawiajac do funkcji przenoszenia 1/S w miejsce S. W jaki sposéb mozna
uzyskaé funkcje przenoszenia filtru srodkowoprzepustowego?

2. Jaki jest sens fizyczny parametréw b; w réwnaniu (5.23)?

3. Jaki jest zwiazek funkcji przenoszenia filtru z odpowiedzig na skok jednostkowy
napiecia wejsciowego?
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