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Przykad 1.3. Niech K"*P bedzie zbiorem wszy-
stkich macierzy o wymiarach mxn nad cistem K. W zbiorze K**P
wprowadZmy dzilaania dodawania macierzy i mnozenia macierzy
przez skalary nastepujaco:

SN A+ B =[xy + Piy] 3= [“13 + Pij]

A.BEKITNH

/\ /\ 7+ A= gex 1= [Fo
yek AgKMm=n - ij] L ij]

Mozna ndowodnié podobnie jak w przyktadzie 1.2, 2ze ukad
(K®*B K,+,) jest przestrzenis liniows nad ciatem K. Prze-
strzeld te nazywamy przestrzenig liniows macierzy mxn wymia-
rowych nad ciatem K.

1.2. Definicja i wiasnosci podprzestrzeni liniowej

Definicja'1.2. WNiech (V,K,+,°) bedzie przestrzenig 1li-
niowg, a Vo niepustym podzbiorem zbioru V. Jedli uktad
(vo,x,+,-1 jest przestrzenig liniows, to nazywamy go pod-
przestrzenis liniowg przestrzeni liniowe] (V,K,+,°).

Badanie czy pewlen uk*ad jest podprzestrzenig liniowg
danej przestrzeni.liniowej z definicji jest pracochkonne,
poniewaz nalezy sprawdzié, czy speinia on aksjomaty przestrze-
ni liniowej. Wygodniej jest korzystad z ponizszego twierdze-
nia.

l' Twierdzenie 1.2., Niech (V,K,+,¢) bedzie przestrzenig
liniows, a V, niepustym podzbiorem zbioru V. Ukzad (VO,K,+,-]

jest podprzestrzenig liniowg przestrzani linioweJ (V,K,+,*)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy speinione sg warunki:

TEVA a+beV,
a,beV

2) /\ /\ a® ae?o

xeK aeV

Dowéd pomijamy.
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Przykad 1.4. Niech (¥(XK;K),+,+) bgdzie prze-
strzenig liniowg funkcji 2z olata K w ciaio K, a

K[x] = .i"o: e F(K;K)

: \/ \/ wm{x}=-o:°+cx1x+...+or1xn dla xel{}
ne N un,ml,_‘,uneK'

zbiorem wezystkich wielomiandw o wspdkczynnikach z ciaka K.
Wykazemy, 2e uk¥ad (K[x],K,+,+) Jjest podprzestrzenig liniowg
przestrzeni (¥(K;K),K,+,¢).

Poniewaz K[x]c ¥(K;K), zatem wystarczy sprawdzié warunki
twierdzenia 1.2:

1) dla dowolnych wielomiandw w,, Wpe K[x] mamy

(W + wg,l(x) 1= W (x) + wﬁ(x) = (cr°+cr.|x+... +czmxm} +

+ (gbn+p1x + eee + ;_’,xm + cae + fanxn)

(gtPy) + (g #py)x + oo + (aptpy)x” +

m+1

n
+f§m+1:r + ess +{3,nx dla xe¢kK, mgn

stad w, + w’%eK[x].
2) dla dowolnego skalara e K i dowolnego wislomianu
Wy € K[x] mamy

(¥owg ) (x) 2= qu(x) = glo 4@ X + eeu +opx") =

=00y +PA4X + e +«gamxm dla xeKk,

stad 7wy e Klx].

Warunki twierdzenia 1.2 sg spetnione, a wigc struktura
(K[x],K,+,*) jest podprzeatrzahiq liniowg przestrzeni
(¥(K;K) ,K,+,+). Podprzestrzed te¢ nazywamy przestrzenig li-
niowg wislomiandéw nad ciatem K.

Przykad 1.5. Niech (K[x],K,+,*) bedzie prze-
strzenig liniowg wielomiandw nad ciatem K, a



K [x] i={ w_e K[x]:

n
\V WylX) = o +@,x + eee + @ X dla x e K}

Oy Uy s G EK
zbiorem wielomianéw o wspéXczynnikach z ciata K stopnia co
najwyze) n-tego.

Mozna udowodnié podobnis jak w przyktadzie 1.4, ze ukXad
(Kn[x],K,+.-] jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni li-
niowe) (K[x],K,+,*). Podprzestrzen te nazywamy przestrzenig
liniowg wielomianéw stopnia co najwyzej n-tego nad ciatem K.

Definioja 1.3. Niech (V,K,+,*) bedzie przestrzenig li=-
niowa nad cia*em K. Wektor a eV nazywamy skoficzong kombina-
ojg liniowg wektordw 31,a2,...,akeav, jeéli istniejg skalary
a1,aé,...,akezK taklie, %e zachodzl rdwnodé

a =(x1ﬂ1 +0¢232 + eova +0:k8k
Skalary aq,0ns0 sy DAZYWAMY wapbtczynnikemi tej kombinacji.

Twierdzenie 1.3. Nieoh (V,K,+,+) bedzie przestirzenig li-
niowg, A - niepustym podzbiorem zbioru V, a

L(a):= {aev : \/ \V \/ 8 =08, +.00+ ocnan}
neN Oyyeens® € K y,...,0 €A

zbiorem wezystkich skodczonych kombinacji liniowych wektordw

ze zbioru 4. Wtedy uktad (L(A),K,+,°) Jest podprzestrzenisg

liniowg przestrzeni liniowej (V,K,+,¢).

Dowéd. Poniewaz L(A) cV, zatem wystarczy sprawdzié warun-
ki twierdzenias 1.2:

1) suma dwu dowolnych kombinacji liniowych wektordéw ze
zbioru A jest kombinacjg liniowg wektoréw ze zbioru 4,

2) iloczyn dowolnej kombinacji liniowe]) wektoréw ze zbio-
ru A przez dowolny skalar 2z cilatza K jest kombinacjg liniowg
wektoréw ze zbioru A,
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Warunki te sg spetnions, a wigc struktura (L(4),K,+,¢) jest
podprzestrzenia liniowg przestrzeni liniowej (V,K,+,*).

Definicja 1.4. Podprzestrzed liniowg (L(A),K,+,*) prze-
strzeni liniowej (V,K,+,*) okreslong w twierdzeniu 1.3 nazy~-
wamy podprzestrzenis gensrowang przez zbiér A. Zbiér A nazy~-
wamy generatorem tej podprzestrzeni lub méwimy, %ze generuje
podprzestrzed L(A).

Przykztad 1.6. Niech R bedzie przestrzenig 1i-
niowg ciagéw 4-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistych, a

X = {a = [oc1,a2.cr3,oc4]eR4 L P 0:3 -+ 2054 =0 a Ay = 0}
podzbiorem zbioru R4.

a) wykazemy, 2e zbidr X jest podprzestrzeniag liniowsg
przestrzeni R4.

Poniewaz Xcl'4, zatem wystarczy sprawdzié warunki twier-
dzenia 1.2:

1) dla dowolnych ciggdéw a,b e X mamy

8+ b = [ag,05,0500] + [Brafospyepy] =
= [cq#Pys CrptPy XatfBy aytfy]
(a1+'ﬂ1)_(aj+gj}+2(a4+;34}- (00q =0c3+2054 ) +( oy = P3+2Py) =0+ 0 = 0
Gp 4Py =0+0=0

stgd a + b eX,
2) dla dowolnego skalara e R i dowolnego wektora aeX

mamy
T e = ooy 0,053,057 = 700,700, 70070,
TGy = a3 + 290, = g(a‘1—cr3+2(r4} = 30=0
o= 70=0

stad yaelX.
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Warunki twierdzenia 1.2 sg speinione, a wigc zbidér X jest
podprzestrzenisg liniowg przestrzeni R”, '

b) znajdziemy zbidér A, ktéry generunje podprzestrzen X,

tzn, L(A) = X. Dowolny wektor a = [q1,a2,or3,or4] nalety do
podprzestrzeni X wtedy i tylko wtedy, gdy speinlony jest ukZad
réwnani

Q:'2-0

Rozwiazujgce ten uk¥*ad otrzymamy aq = Ty, op = 0, g = t + 28,

0y =8 dla t,s € R, Zatem wekfor a mozna przedstawié w po=-
stacl

a = [t,0,t+28,8] = t[1,0,1,0] + 8[0,0,2,1] dla t,seR

Z definicji 1.4 wnioskujemy, ze zbiér A = {[1,0,1,0],
[0,0,2,1]} generuje podprzaestrzed X.

1.3. Liniowa niezaleznos$é. Baza i jej wlasnosci. Suma prosta

Definicja 1.5. Niech V bgdzie przestrzenig liniowg nad
clazem K.p_@dzbiér A zbioru V nazywamy:

a) liniowo niezaleznym, Jesli dla kazdego skodczonego
oiggu réznych wektordw 8s8ppeeey8y € 4 rdéwnanie

@48y +Xp8y + eee +Ay8 = 0 gdzle oy e K dla 1 = 1,2,404,k

ma_tylko rozwigzenie zerowe, tzn. Xy =0 = sae =00 = 0;
b) liniowo zaleznym, jesli istnieje skoriczony cigg réz-
nych wektordéw 81385500098 € A takl, Ze rdéwnanie

Xq84 +0p8y + eee + U8, = 0 gdzie a:ieK dla 1 = 1,2,.0.,8

ma réwniez rozwlgzanie niezerowe.
Bezpodrednio z powyzsze] definicji wynika:

Wniosek 1.1. W przestrzeni liniowe]:

1) kazdy zbidr zawierajgecy podzbiér liniowo zalezny Jest
liniowo zalezny,



