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Zgodnie z definicjg tego izomorfizmu dowo%n;y punkt Ae el
utozsemiamy z reprezentacjg tego punktu (o:1 » O ,...,ocn}e R®
w kartezjanskim vukladzie odniesienia, wiec 4 = (oz ccz,...,o: ).

Stad mamy np., O + g; = (0,...,1....,0}. Interpretacjs geome~

tryczna tego izomorfizmu pokazana Jest na rys.% 2.

o3
A=(a),alad)
“0*-13= (001)
3| Iy 0+ip=1010) o2
W,/0
0 +j‘.| =(1,0,0)
[0

RSS. 9.2

Wniosek 9.3. Przestrzen euklidesowa punktowa 5n z karte=
2jarnskim nk¥adem odniesienia jest izomorficzna ortogonalnie
2 przestrzenig kartezjadska R™.

W dalazym ciggu zak*adamy, ze w przestrzeni euklidesowe]
punktowej e? dany jest kartezjadski uklad odniesienia (0,{;,1}}.
Wtedy przestrzen euklidesowsg punktowq el utozsamiamy euklide=-
sowo z przestrzepiag kartezjariskg R" » & dowolny punkt Xe e?

Zz reprezentacja [x1.12,...,xn}eRn tego punktu w tym uk*adzie
kartez jartskim,

9.2. Uktad wspéirzednych krzywoliniowych, baza i kobaza
Symbole Christoffela drugiego rodzaju

Definicja 9.3. Ukiadem wspéirzednych krzywoliniowych
(klasy C") w obszarze D przestrzeni suklidesowej punktowej el
nazywamy odwzorowanie X : D(P—- D spexniajgce aksjomaty:
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1) zbidr Dy Jest obszarem w przestrzeni kartezjariskie] Rn,
2) odwzorowanie X jest wzajemnie jednoznaczne, klasy C
dla k>1 o jakobianie rdznym od zera, w kazdym punkcie obsza-

ru D?

)2

/’*\
/ X-X[‘Pj
w[¢:¢] @=lx)

[
NP

W kartezjefiskim uk¥adzie odniesienia odwzorowanie
X : Dy —= D mozna przedstewié w postaci

Rys.9.3

= x1(Q1sq?s'-0!¢n)

x' =
32 = XE({P1'¢2,a-a'an} dla p = tw“’&,coo,wn}EDtp
xn = Xn(‘P.I,Lngooo,an}

lub krdee]

xi = xi{LpJ dla ‘PEDLP' 1 = 1yessqh

Liczby xie R dla i = 1,...,n 83 wspéirzednymi, a cigg

= {X1,x2,... ,xn} € Rn

reprezentacjg punktu Xe D w kartezjardskim uktadzie odnie=-
sienia.
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Liczby (p eR dla = 1,...,1‘1 naz:ywamy wspbirzednymi krzy=-
woliniowymi, a cigg = (lP q; ) ") ¢ R® reprezentecjg krzy-
woliniows punktu Xe D w danym uk¥adzie krzywoliniowym.

Z definicji Lmzywol:.niowago uk*adu wspéirzednych wynika,
ze funkeje rzeczywiste x* = x (@] dla i = 14.+.,0 83 klasy
ck, k>1, w obszarze DLP, i jakobian tego odwzorowania

i
9x
det ‘at'T (LPJ] * 0 dlsa [‘PE’DC.F'

Odwzorowanie odwrotne ¢ : D —-—DLP do krzywoliniowego ukZa=-
du wspétrzednych mozna w kartezjarskim uk¥adzie odniesienia
przedstawié w postaci
¢1 = ¢1(x1.x2,...,xn]

LP2 = tP2‘X1,}I{2,...,Xn,'| dla X = (I1 ,XE,.-- ’xn) E.D

LRI A R A A R R I R )

\pn = gpn{x1,x2,... ,x7)

lub krécej

LPC‘= [Pa[x} dla XED. &x = 1,2,..-,].1

Mozna wykezaé, ze funkcje rzeczywiste ¢%= ¢*(x) dla
O = Tyes.,n sz klasy ck, k>1, w obszarze D, i jakobian tego

m .
odwzorowania det [_:‘Qi' {xJJ # 0 dle xeD.
X

Powyzsze odwzorowania ;nis;za,“ze soba wspéirzedne karte-
zja'ﬁskie i krzywoliniowe dowolnego punktu obszaru. ¥ celu bar-
dziej przejrzystego zepisu, odwzorowania i wsrtosci tych od-
wzorowar oznaczono tymi samymi literami. Kalezy zaznaczyé, ze
kartezjariski uk*ad odniesienia jest szczegdlnym przypadkiem
ukradu wspdétrzednych krzywoliniowych.

Niech X : Dq,' — D bgdzie uktadem wspdirzednych krzywoli-
niowych w obszerze D przestrzeni euklidesowej punktowej 5n,
gdzie Dlp‘: R", liozna wykazaé, ze wektory okreslone wzorami:

dol9) := "é%;m'%(‘?} dla o = Tyeesyh} e Dy,
tworza baze w przestrzeni euklidesowej ET. Bazeg {ga(q:)} be~
dziemy nszywaé baza wyznaczong przez dany ukiad wepdirzednych
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krzywoliniowych w punkcie X = X(yp) € D« Mozna wykazaé, ze defi-
nicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru punktu bazo-
wego Oe an.

Uwaga 9.1. W dalszym ciggu pochodne czgstkowe bedziemy

oznaczaé hastepujaco: fiil-== (°]'i' 3;'4 1= (e),, itd.
X P

‘ Twierdzenie 9.5. Niech X : Dy =D bedzie uk*adem wspd-
rzednych krzywoliniowych w obszarze D przestrzeni euklideso-
wej punktows}] en, gdzie D i !

1) jesli {d (¢)} jest bazg przestrzeni euklidesowej E"
w punkcie X(¢) € D wyznaczong przez uk*ad wspéirzednych krzy-
woliniowych, to

a,(¢) := xi,a((p]},i dla @Dy @ = 1,0.0,n
gdzie %t = xi(QJ dla Qé]mﬁ i=1,e0e,n, jest ukxadem wspdit-
rzednych krzywoliniowych zapisanym w uktadzie kartezjadskim,

2) jesli {gﬁ(¢1} jest kobazg przestrzeni euklidesowej E"
w punkcie X(y) € D wzgledem bazy wyznaczonej przez ukXad wspéi-
rzednych krzywoliniowych, to

g,&(tp} - '-Pr!,j(x[LPJ)?‘-’j dla we D(?, fb= 1..-..!1

gdzie: ¢5= ¢p(x} dla XxeD; P= 1,ee0,0, Jest odwzorowaniem
odwrotnym do uk*adu wspéirzednych krzywoliniowych zapisanym
w uk¥adzie kartezjaiskim.

Dowdd:
1) odwzorowanie X = X(¢p) dla ype D, w kartezjafiskim ukXe-
dzie odniesienia (0,{ii}} mozna przedstawié w postaci:
X(g) = 0 + x*(p)i; dla @eD
Plxy P& ~p
a stad mamy

0X(¢) = x* (@)1

Z okre$lenia bazy wyzhaczona]j przez krzywoliniowy ukXad wspék-
rzednych wynika, ze
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d.le) = 0xlg),, = (xH@)ig)sy, = x5 ()dy + X @)Ly,

Poniewaz ii'a: = 0dlai=1,e00y05 = 1,...,n, zatem

gdfcpl = xim{lp}ii dla LPE.D 3 = 1yuee,0

2) poniewaz odwzorowanie ¢ = ¢(X) dla Xe D jest odwrotne
do krzywoliniowego uktadu wspéirzednych X = X(¢) dla ¢ = D,
w obszarze D, zatem zachodzl tozsamosdé

(uéox}(cpl =@ dla @eDy

Zapisujgo powy2zszg tozsamosé w kartaz:)aﬁakim uk*adzie odnie=-
slenie, mamy

(.Pﬂ(x1{lp1glngt-o'(pn’.-la'xn(tp1,lpz,o.-'lpn)] = (PlG dla [?J= 1,---,5

Réznioczkujgc powyZszg tozsamosfé czgstkowo wzglqdem zmienne ]
oirzymamy

lPrssj_(I(LP’ )xipa({PJ - 6£ dla a||‘3 - 1|..D’_n

Korzystajge z powyiszego wzoru dostaniemy
a%p) 0 d5le) = (P4 (xleNgd) o (losy) =

= ¢f s (xle))xt, (016] = of (x(p))x, (@) = 68
dlaccy = 1,eee,n

Zatem {g’b(tpj} Jest kobaza wzgledem bazy {d (¢p)} wyznaozone}
przez krzywoliniowy uk¥ad wspéirzednych w punkcie X(¢) e D.
Interpretacja geometryczna bazy i kobazy wyznaczonych
przez krzywoliniowy uk*ad wspéirzednych w obszarze Dc 52 po-
" kazana jest na rys.9.3. krzywoliniowy uk¥ad wspéxrzednyoh
w kazdym punkcie X & D wyznacza lol:alnu uktady odniesienia
(X,d,(X)) 1 (X,d a%(x)) w przustrzeni e,
Oznaczmy przez 30:{‘?} t= X .a(tpl 1 g(o) := %4 (x(p))
dla lPED 31 =1,000,0, = 1,000,0. Wtedy 2z twierdzenia 9.5
otrzymam
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d.(p) = goic(lp}ii [gia(tpl] jest macierzg przejscia od bazy
{dz(0)} do bazy {1}
g“(cpl = g‘f(cpli_;i [gi“(tp]:[ jest macierza przej$cia od bazy
{aal@)} do bazy {i'}
Oznaczmy przez gmﬂ(yl = Qm{wlgp(@l i Qmﬂ(ml = g”(w)g”(w)
dla e DLP. G = 150000, Wtady mamy

dnle) = gap{tp}gW(LP] [ga{b(@:l jest macierzg przejscia od
bazy {g[b{‘-?}} do bazy {d%(y)}
Qrﬁ(LPJ = g“"?’((p]ga(tp} [gm‘{b(:.p}] jest macierza przejscia od

vazy {dP(p)} do bazy {a,(0)}
Tensor jednostkowy (metryczny) mozna przedstawié w postaciach:

1=

= g%PF(p)d (@) ®dnlw) [e®Ple)] jest reprezentacja tensora
P! Ca dpi
jednostkowego w bazie
& o {Qa{l{JJ@Qp(\OJ]

= ap{@}g tLP}@g (Lp_l [ng{LP}J jest reprezentacjg tensora
jednostkowego w bazie
{8%(p) @ a%(p)]

Nalezy zaznaczyé, ze wektory bazy i kobazy wyznaczone przez

krzywoliniowy uk*ad odniesienia oraz macierze przejscia mozne

1=

uwazaé za fionkcje wektorowe lub macisrzowe okreslone na ob=-
8zarze Dlp przestrzeni R” 1ub obszarze D przestrzeni el,

Twierdzenis 9.6. Niech X : DlP ~—=D1i X : Dy —= D bedg
nk¥adami wspéirzednych krzywoliniowych w obszarze D przestrze=
ni euklidesowsj punktowej e&”, gdzie Dgy Dg< R®, Jesli {ga(xl}
jest baza, a {g"‘(x}} kobaza wyznaczonymi przez krzywuliniowy
uktad wspéirzednych X = X(y) dla ge Dy, i {hg(xl} jest bazg
a {EQ(X]} kobaza wyzhaczonymi przez krzywoliniowy uk*ad wspéi=-
rzednych X = X(8) dla Be Dy, to otrzymamy Wzory:

h2(x) =(6 0X)%, (9(x))d*(x)
dla R ] 1,-.. o

ho(X) = (9oX)¥, (8(X))d (X)
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d.(x) = (Stnx}, (@ (X))ho(X)
dla ot = 1,008,

o . Q
d¥(x) = (poX)%,o(e(X))n¥X)

Dowéd twierdzenia pomijamy.

Niech X : Dy, — D bedzie uk¥adem wspékirzednych krzywuli-
niowych w obszarza D przestrzeni euklidesowej punktowej g2 ’
gdzie ch:R . Bazy {ga(¢}} i {g“fy)} przestrzeni euklidesowse
B® nazywamy bazami fizycznymi wyznaczonymi przez dany ukkad
wspbirzednych krzywoliniowych w punkcie X = X(¢) €D, jesli
okreslone sg wzorami:

oy de( ) %(e)

St =T (ol =1 7+

o P (
e . gma LP} dla x = 1’-.-.11
o) M)

d ’ = =
&P I gu(q)}ll ﬁscux( )

gdzie {dy(p)} jest baza, a.{g“(¢}} kobazg Wyznaczonymi przez
ukXad wepdirzednych krzywoliniowyoch w punkcie X = X(y) € D.

Z definicji wynika, ze wektory baz fizyoznych {d.(¢)}
i {da(wj} sg wersorami odpowiednio wektoréw bazy {d (¢)} 1 ko=
vazy {d*(¢)}. Baza fizyczna {d“(¢}} nie musi byé kobaza wzgle~
dem bazy fizyoczne] {d ()}« Jesli natomiast baza 1d (¢)} jest
ortogonalna, to kobaza {d*(¢)} wzgledem tej bazy jest tez
ortogonalna, a bazy fizyczna {d {¢)} : {d“(¢)} 8g ortonormalne
i pokrywaja sie, tzn. d (@) = d“(¢] dla & = 1,e0090

Niech X : Dy —~D bedzia uk¥adem wspéirzednych krzywoli-
niowych klasy C2 w obszarze D przestrzeni euklidesowe] punk-
towej e, gdzie Dy< RB,  Liczby [ &{lp] €eR dla @,y P = T1400e,0
nazywaé bedziemy symbolami Christoffela drugisgo rodzaju dla
danego uk¥adu wspéirzednych krzywoliniowych w punkcis X =
= X(y) e D, jedli okreslone sg wzorami:

I';%{QJ L g{l‘,{b({’o} OQT(LPJ = -g?,(b(t‘;}ogm(‘?} dla LsPy g = Tyeee,n

gdzie {d_(¢)} Jjest baza, a {d¥(y)} kobaza wyznaczonymi przez
krzywoliniowy ukXad wsodtrzednych w punkcis X(y) € Do
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Wykazemy, ze obie definicje sg réwnowazne. Poniewaz dla
dowolnego ye D'P mamy
d(p) od¥(p) = 6J(p) dla @,z = 1,000,n

to rézniczkujgc powyizsza tozsamos$é czgstkowo wzgledem zmiennej
¢P otrzymamy

a . (p)odT(yp) + dlp)lod? () =0

P "2 #=0k ~ P

Stad
Qa’fs(tp] o d?(p) = —QT.P(tp} od, (@) dla o ,By7 = 154e0,n.

Iwierdzenie 9.7. Niech X : D,——D bedzie uk¥adem wspdi-
rzednych krzywoliniowych klasy C% w obszarze D przestrzeni
euklidesowsj punktowe] e, gdzie Dq_,c RP, Jesli {Qm(q?i} jest
baza, a {goc(tp)} kobazg wyznaczonymi przez ukt*ad wspdirzednych
krzywoliniowych w punkcie X = X(p) e D, to otrzymamy wzory:

=
1) gmﬁ{tp) —wa(nplg?(wl
2) 8% (o) = ~Tle)d (o)

dla wlp = 1ses,0

gdzie I_é?;b(tpl €eR dla @,y 4 = 1,2,444,0n 53 symbolami Christoffe~
la drugiego rodzaju dla ukadu wspéirzednych krzywoliniowych
w punkcie X = X(¢) € D.

Dowdd s
1) wektor d
{gﬁ("PJ}' WiQG

m;ﬁ:(w dle @, P = 1,+0.,0n Tozké2my w bazie

& .
24,090 = 02 (0

gdzie liczby Agg,(tpl eR dla a,Py g = 1ys..,0 88 wspdtczynnikami
tego rozk*adu. Mnozgc powyzszg tozsamosé skalarnie przez wek-
tor d¥(¢) dla 3 = 1,...,n kolejno otrzymamy:

6
9,p(0) 0 47(0) = agale) 6§

( T,
beple) = 4 alplod (@)
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Z okreslenia symboli Christoffela drugiego rodzaju wynika, ze

7 7
Ayp(2) = Teple)

Zatem otrzymujemy

* =
d(xlﬁ((PJ » wa(tp}ga(tpj dla thl'b 1,2,...,!!

=

2) dowodzi sie podobnis.

Z powyzsezego twierdzenia wynika, %e za pomocg symboli
Christoffela drugiego rodzaju mozna przedstawié pochodne
czgatkowe wektoréw bazy wyznaozonych przez krzywoliniowy
uk¥ad wepdirzednych w tej bazie i pochodne czgstkowe wektoréw
kobazy wyznaczonych przez krzywoliniowy uki*ad wspéirzednych
w tej kobazie.

Przykad 9.1. Walcowym ukXadem wspéirzednych
w przestrzeni euklidesowej punktowe] 53 nazywamy odwzorowanie
X:0D ~—-.93 okredlone w kartezjarskim uklacizia odniesienia

(0,{1;}) nastepujaco (rys.9.4):
11{91!‘{’2"?3} = ‘-P1':“cIE LPz
x2(¢' 9%, ¢°)

p'sin ¢ dla @= (¢',¢, 31€D(P
XB(‘P1| 29@3) lp3

gdzie:
DLP={{P= (@1,@2‘¢3’eﬂ3 H U<q)1<m ’ U(lp2<2:|'l‘, —004\03<m}

Obrazem zbioru DLP przez odwzorowanie X nie Jest cata prze=-
strzen 53, lecz obszar X{Dtp) - el = {z = (x1,0,x3)ee_3 : x1;0}.

Odwzorowahiem odwrotnym do walcowego uk¥*adu wspdirzednych
Jest odwzorowanie ¢ : X(DLP} —=D _, ktére jest okreslone na~
stepujgco:

o x1,x2,23)

tP!

\/(x”z s (2242
1

arcctg —’5—2— +em dla {x1.x2,x31 e X{an)
x

2 3] 3

-@3(x1,x X =y

¢2(x1,x2,x3i

przy czym € = 0O dla x2;0 ie=1dla x2<.0.
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Interpretacje geometryczna walcowego ukXadu wepbkrzednych
przedstawia rys.9%.4.

Ryso 9.4

a) znajdziemy baze d (p) i kobaze d*(p) wyznaczone
przez walcowy ukXad wspéirzednych. Z twierdzenia 9.5 wynika,
za

a(9) = ghle)i; dlei = 1,2,3  §¥(e) = eJ()i" dla o= 1,2,3

a wiec nalezy znalezé macierze przejscia [gioc{tpl] i [gicr(tp}]
przy czym gg}{m} = xi’m(tpl iglp) = &p“'i(xhp]} dla i,a=
= 1,2,3. Zatem

cos tp'2 -¢ sin @

[Bim(lpl] = [xi,o:('pl:[ = | sin L|>2 tp1 cos ¢
0 4]
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= . 2
i \ﬁx112+(x212 \hx1}2+(x2}2
(%5 ()] = [¢% ;(x(9))] = ?2 22 1 2x1 2.2
i 3 J (x1)%4+(x°) (x")“+(x%)
0 0
e
2
cos @2 sin @2 0 |
= _inT sin LP2 —:01— cos <p2 (4]
0 0 1

Stad otrzymamy

(9, = a7(9)1; = &i(@)3y + f(e)L, + &3(p)i5 =
= cos m2;1 + sin @2;2
195 = g3(9)i; = ello)iy + e3leli, + e3leliy =
+ Lp1 cos ({)2},2
i 1 2
95 = e309)1; = elle)y + 85(9)L, + &3(0)L; = 4y
Q1(tp} = gl[tpl},i = g}(tpli" + g;((pif + ggt(p)'i_? -
= co8 @2}'1 + sin tp2;|_.,2
{d2le) = eBle)it - sf(cplf + g5(p)i? + 8%(‘912,3 -
1 2 1 2
= ~— sin p©i, + cos -i
ol L g
Bt = e Meitd o w3ttt o a3lata2 o a3
le {('P} 81((?);; = 51{‘P)_i_. + 32(‘912 + 33('.[)]!:3 = !-'3

Poniewaz macierze przejécia
1 0

[eep(@)] = [dglp) odple)] =|0  (¢")2
0 0 -

0
0

1

|x=x(¢)

-tp1 sin 192;1 +
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1 0 0

[6*Pt9)] = [d¥(¢) 0 8"0)] = | 0 : ]}2 0
¢

0 0 1

sg diagonalne, zatem bazy {ga(w]} i {d™(¢)} sa ortogonalne.
Interpretacja geometryczna tych baz przedstawiona jest na
rys.9%. 4.

Tensor jednostkowy (metryczny) w biagunowyﬁ ukxadzie
wspétrzednych mozna przedstawié w postaciach

1= g(0)d%(0) 0 3P(9) = ¢'(01@d (9) + (91282 (@)@ 3% (@) +

+ g3(¢1093(tp1

1= ePlp)dylp) @ dplo) = d44(9) @4, (p) +;ﬁ7;ggw)eggw}+
+ dslp) @ _d_3(tpl

b) znajdziemy bazy fizyczne {4y (¢)} 1 {d*(¢)} wyznaczone
przez welcowy uk¥ed wsplkrzednych, Zatem mamy

d_ () S (9] a1 1,253
Y = a O = lycy
% Veag!?)
* d*(e)

$Fp] = 2T dla o = 1,2,3

A1) - e
Ve¥%( o)

Stgd otrzymamy

§1 i §1 = CcOoS ¢2;1'+ sin ¢2;2
4, = §% = -sin ¢231 + cos ¢2;2
§3 = QB =15 5
Macierze przejscia
< 0 0
[Ep(9)] = [8%@)] =J0 1 0
o 0 1
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sg macierzami jednostkowymi, a wiec bazy fizyczhne sg orto=-
n%rmalne.

¢) znajdziemy symbole Christoffela drugiego rodzaju dla
walcowego ukadu wspdirzednych. Korzystajgc ze wzoréw na sym-
bole Christoffela mamy

rgp(tpl = d,.(0) 0 d%(p) dla eDia,pry= 1,2,3
Sted otrzymamy
1 _ 1 -
= (-q;l cos :{32‘:;51 - ¢ sin qazj;2] o (cos r.pz;},.‘ + sin Lpz_%z} = —1,01

é 2
Male) = &; ole) o a%(y) =
= (-sin &pgni‘.l + CoS @2;’2] o (-—1:)-1—- sin @231 + 11?1— cos (9212) =_1_T

M31le) = 4, 1(e)a%(e) =

2. 2 1 . 2. 1 2
= (~sin @“i, + cos “i,) o (--—-51n i, +— cos p°i ) = ——
P2 Pl Py ? X @1 ¢ 2o

Fozostate 24 symbols

Fla() = Flote) = Phite) =M l500) = Mli() = Mhste) = Tl(0) =

=i500) =2 (p) =MZ50p) =M3(p) =3 (0) ="2,(p)

=M5o00) =M550p) =M 3 (0) =M350p) =3, (p) =M (p)
3

=M330p) =3 (e) =M 3500 =M3500) =M3;50p) = 0

Przykzad 9.2. Kulistym ukXadem wspéirzednych
w przestrzeni euklidesowe]j punktowe] 63 nezywamy odwzorowanie
X 1 Dg €7, ktére w kartezjafiskin uktadzie odniesienia
[0,{;1}} okreélone jest nastepujaco:
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x1(e1,62,6%) = o' cos 62 sin o3

1 2

x2(8',6%,8%)

o' sin 62 sin e’ dla o= (61.82,83}6139

13(81.32,83l = o' cos 8°

gdzie: Dy = {8 = (67,6%,8%) ¢ R ¢ 0<e'<wm , 0<g%<2, 0<e3<mr}.

Rys.9.5

Obrazem zbioru Dy przez funkcjg X nie jest cata przestrzed 53
lecz obszar 2

X(Dg} = 83 —{x = {x1,0,x3) : x1>0}

Odwzorowaniem odwrotnym do kulistego uk*adu wspdirzednych
jest odwzorowanie 8 : x(ns} — D, ktére jest okredlone na-
stepujgco
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8(x1,22,%3) = Vix")2+(22)24(x3)2
1
92{x1.x2,x3} = arcctgiz—-h e dla x = (x1,x ,XBJEX(D )
x
x2

83(x1,x2,x3} = arcetg
przy czym £ = 0 dla x°> 0 1 £= 1 dla x°< 0.
Interpretacje kulistego uk¥adn wspéirzednych przedstawia
'rysunek 9.5.

2) znajdziemy baze QR(B] i kobaze 59{@} wyzhaczone
przez kulisty uk¥ad wspéirzednyoh, Z twierdzenia 9.5 wynika,
ze

hole) = ghte)y, 1 b%e) = gf(x(e))i? dla seDd; Q= 1,2,3

a wiec nalezy znalezé macierze przejscia [gig(ql] i [gﬁ'i(ei]
gdzise

gye) = xi’gfel 1 gfe) = 6%,(x(e)) dla 8eDg; 1, =1,2,3
Zatem :
cos 82 sin B 3 —81sin 92 sin 83 81008 82 cos 93
[319{9)] = | sin®? sine> 8'cos 82 sin 0> 8lsine? cos 8’
cos 83 0 —815111 83
[ e 3 i
Vo222 Vi xd20032 Vixh2e (xd) 2+[x31
<2 X
[o% (8] = T M2 (2 (h2s(x2)2 0 =
(Wx"l +[x2}2) x2x3 (WDJ m
x1}2+lx Zetxh? (X240 (xH24(x3)2 (x12e (x2)24 (x32 | x=x(8)

- -
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— w3

cos ©°2sin 8- sin 8°sin 83 cos 93
= sin 92 cos 62
ol B ey P 0
B sin® 8 sin®
cos 8°cos 8> sin 6°cos 8> _ &in g3
L o' o LI
Stad otrzymamy
S o 2 : 2 3 i =
§1(9} = 84 (9};1 = 81{91£1 + 81{9]1;2 + 81 [9;‘2—,3 =
= cos 0%sin 63_‘i‘1 + sin 0%sin 93;?.,2 + cos 93:];3

n

Bo(8) = g3(8)1; = e3(0)1, + 85(6)1, + &3(0)1,

2

= -g'sin 0%sin 071, + 6'cos 6%sin 874,

- o B gyl 3i014. =
hi(8) = g3(0)i; = e3(8)i, + g5(6)i, + g3(0)i; =

Tcos 8°cos 9321 + o'sin 82

"

=0 cos 83;2 - @sin @
B'(s) = gl(e)it = g](e)1" + g(0)12 + gl(e)3” =

2

= cos 8%sin 83;1 + sin 62%sin @3;2 + cos 871

{.32(91 = agfalgi = s?lel,if + 53(0112 + gg(elf =
2

ainezi + coE B i
ging2 ~1  glgin 82 *2

n3(e) = g2(e)it = e3(0)1" + g3(6)1? + g3(0)1° =
cos 82cos 63 sin azcos 63 sin 63
1 1 + 1 1 == 7 4
8 2] <]
Poniewaz mecierze przejscia

1 0 0
[8qq(8)] = [Bgle)bg()] =| 0 (8")%s1n%> 0
0 0 (81)2
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1 0 0
Q [0 ==
[s“¢(91]= [6%(8)n%(8)] =| 0 (61)281020° :’
0 =l et
2 (e')?

sa diagonalne, zstem bazy {gsge)} i {QQ(G}} sg ortogonalne.
Interpretacja geometryczna tych bgz przedstawiona jest na

Ty8.9.5.
Tensor jednostkowy (metryczny) w kulistym ukadzie wspdi-
rzednych mozna przedstawié w postaciach

1 = 8qa(8)n%(s)® h¥(e) =
= h'(e)en'(6) + (6')2s1n%3n%(8) o h2() + (8')%h>(0) @ h(6)

1= e%%(6)h (0] 0 hyl8) =

1 1
= h,(8)eh,(8) + {—eml}e(g}mngel +W§3(91993(0} |
b) Znajdziemy bazy {59(81} i {ﬁgiel} fizyczne wyznaczone

przez kulisty uk¥ad wspdirzednych. Zatem mamy

5 hq(e) o h%(s)
ho(8) = ———= 1 h(8) = ——= dla BeDi; Q = 1,2,3

\V&qal®) - VBQQ(@]

a stgd otrzymamy
+

51(@} = %1{8} = cos 8%sin 6351 + sin 0%sin @332 + co8 9?53
£ ne _ 2 2
ho(8) = h(8) = -sin 8“1, + cos 81,
£3[@J = b3(8) = cos 8%c0s 8331 + sin 82008 6332 - sin e3$3
Poniewaz macierze przejscia
1 0
[2ge0)] =[2%%6)]=| 0 1
o 0 1

s8g jednostkowe, 2 wiec bazy fizyczne sg ortonormalns.
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o) znajdzlemy symbole Christoffela drugiego rodzajn dla
kulistego uktadu wspéirzednych. Korzystajac ze wzoréw na sym-
bole Christoffels mamy

Mag(®) = By g(e1ob®(e) dla sed 4,3, Q = 1,2,3

a stad otrzymamy
rl,e) =h, ,(8)oh'(s) =
22 "'2'2 ~

= (-s1cos 8%sin 93;1 - 8'sin 02%sin 93;2] o(cos 82sin 93},1 +

+ sin 62%sin 831.2 + cos 93;3] = -o'sin%e>

M33(8) = by s(elon’(e) =

1 2 3 1 2 3 1 3
(-8'cos 8“sin 874, - ©'8in 8°sin 874, ~ 8'cos 871;)°

o(cos 8°sin 9331 + sin 9%sin @3_.1;2 + CcoB 83¥3l = -8

M3,(8) = by ,(0)ch?(e) =

= (~ein 6%sin 671, + cos 0%sin 0%, +015) 0
D(_ sin ©2 i cos © 2 1) 1
olgin 0° olsin 02 "2/ ¢
r2.(s) = h, ,(8)oh?(®) = (-sin 62sin 931 cos 9251n93; ) o
21 22,4 2 2
sin 82 i coa e __
sl - i
sin 8 sin 9
2 A
P§3{9} = 92'3(9152(61 = (-8'sin 8%cos 931 + 0'cos 8%c0s @35210
2 2
s8in 8 cos B : ) 3
of = —1——~——£ + ——=1i,) = ctg ®
( olein g3 ™ ' sin @3 €
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2 2 <

= (-8'sin 8%c0s 6351 + 8'cos 8%cos 831.2 +0$3} o
2
- sine”® 4 cose i = otg 6°

° i 3~

8 sineg o'sin g7

3 = 3 =

r35(8) = by 5(8) 0 b’(6)

= (cos 82cos 831 + sin 82cos 831 ~ sin 931_‘3] °

S5k 3y .1 2 SR e 34 ),_1_
9(91 cos 6°cos 8 i1+81 sin 8%cos 871, o sin 6 23

91
3 3
r‘22{91 = 92'2{8}02 (Q] =
= (-8'cos 82sin 9351 - 8'sin 62%sin 63},2) °
1 2 3 1 2 3 1 3 )
) oos 8“coB 8-1, +— 8in®8“cos 87i, -—=—BinG-i, | =
(T,r B+ dp m—q8ia 85y
= ~sin 63005 87
rl g"ial = 23’1(9} OEB(BJ -
= (cos 8°cos 93;1 + 8in 8%¢cos @3;2 - gin 931,3) o
1 2 93 i [ 2 33, X 3 e
0('—91"'0038 cos B 51 + &7 8in 8cos 8 i 91 sin® 13) o

Pozostate 18 symboli:
My(e) =Miae) =rlie) =rlse) =l (e) =Mls(0) = My(e) =
=r3,(8) =3,(8) =T"35(8) =2 (8) =I250) =T3,(0) =

= 32000 =I"3418) =T35(e) =M3,(0) =T35(8) = 0
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Przykzad 9.3, Niech bedg dane uktady wspbi~-
rzednych: walcow-y X s Dy —-63 i sferyezny X : Dgh--&::3 W prze=
strzeni auklidesowej 53 okreslone w przykiadach 9,1 i 9.2.
Sprawdzimy wzor hg(e) = ggiejg“(e) dla 8eDg; Q = 1,2,3, wy=
stepujgoy w twierdzeniu 9.6.

Szukamy odwzorowania ¢@oX : Dg -—-D wigzgoego uktady sfe-
ryczny i walcowy, wiea

¢'(e',6%,8%) = o'sin 03
02(6',0%,0%) = 02 dla 8 = (8',6%,8%) e D,
¢3(e1,6%,8%) = olcos 63 -

Poniewaz 305(91 = tpo‘;g{ej dlagebgsor,Q= 1,2,3, to

sin 83 0 01cos 93
[8%,(8)] = 0 1 0
cos 93 0 —e1ain 63

a stgd mamy
sin 8° 0 cos 03
Q o -1
[8%(6)] = [8%(0)] ™" =| © 1 0
-é—rcns 93 0 -—;T ein 83

Zapisujac kobaze {gc‘(tp)} we wepoirzednych sferycznych mamy

.

a'(e) = oos 021.1 + sin 82;2

2 2

2 sin 8 cos B8
¢ d°(8) = ~ i. + i
2 olsin 8- 1 olgin g 2

a>(e) = 1,
Zatem mamy

h'(s) = gl(e)d™(6) = glle)a’(e) + g}(6)d%(s) + g}(8)a>(s) =

= cos 82sin 933.1 + sin 62sin 9312 + cos 93;3
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h2(e) = ga(e)dﬁte) = 51{9,\& (8) + gz(aid (8) + 33(81d3(61 =

cos 82 i

sin a
~2

2
= - i, +
8 sin 83 1 91 sin 93

n3(e) = g2(8)d%(e) = g3(alg'(e) + g3(0)d%(s) + g3(e)g(6) =

34

1
3

2005 9311 +-—7—ﬂin Q co8 @3 S gin e

1
= cos B
ol el

Otrzymana kobazaz jest identyczna z kobazg wyznaczong przez
uk+ad wspéirzednych sferycznych.

9.3. Zadania

Zadenie 9.1. Niech w przestrzeni suklidesowej punkto=-
we j 53 bedzie dany uktad wspiirzednych krzywoliniowych
X.el T ——133, ktéry w kavitezjanskim uktadzie odniesienia

(0,{1i;}) okreslony jast nastgpujaco:

'-x1({P1’LP2 o) = ol + (@2)2

(¢, ¢%,9%) = 3¢° dla ¢= (¢',¢°,9°) e D,
2 2

e, ¢, 97) = 03’

a) znalezé baze {gm(m}} i kobaze {gﬁ(@J} WyzDeozone przez
ukt*ad wspdirzednych krzywoliniowych,

b) znalesé baze {dy(p)} i kobaze {d*(p)} fizyczne wyzna-
czone przez nk¥ad wspéirzednych krzywoliniowych,

¢) znaleié symbole Christoffela drugicgo rodzaju dla ukka-

du wspdirzednych krzywoliniowych,



