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7. PRZESTRZENIE TENSOROWE O WALENCJI DWA

7.1. Pierscien tensorow

Przestrzedi tensorows T2 = EP@ER o walenoji dwa nad prze-
strzenia euklidesows E° 2 dziataniami dodawania tensoréw i
mnozenia tensordw przez licsby rzeczywiste jest przestrzenig
liniowg nad ciazem liozb rzeoczywistych R, Baze tej przestrze-
ni stanowl np. zbidr tensoréw prostych {giog"‘}, przy ozym
{es} 1 {d®} sa vazami przestrzeni euklidesowej E°. Wymiar
tej przestrzeni wynosi dim T2 = n2. Przestrzen tensorowa T2
jest przestrzenig euklidesows z iloczynem skalarnym okreslo-
nym jako petne nasuniecie tensordw te]j przestrzeni,

Ponadto mozna udowodnié:

Twierdzenie 7.1. Przestrzed tensorowa T2 o walenoji dwa
z dzistaniami dodawania tensoréw i prostego nasuwania tensordéw
jest plerscieniem nieprzemiennym 2 jedynks.

Jedynka pierscienia 3’2 jest tensor jednostkowy 1 okreslo-
ny w przyktadzie 6.7.

Twierdzenie 7.2, Niech T, = E”®E”, Wtedy otrzymamy wzory:

TIVAN tra = 401 = 104
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gdzie "o" jest petnym nasunigciem tensordw.

Dowdéd
1) dla dowolnego tensora A €J, mamy

tr A = tr(Aijgi @gj) = Aij(gig,d) = Aijdi = Aii
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Stad tr A = 4ol = 104,
2) dla dowolnych tensoréw A,Be T, mamy
tr(AB) = tr((A ®e3)(B 18 ®8 1)) = tr a jB 153 ol -
1
= ;)B 1635 = al kB 3
tr(B4) = tr((Bj i®83)(A 18 ®8 1)) = ¢z 8t " 163 ol =

1,k sigl _ pi 4k
B A% 6067 = BL Yy

Stad tr(4B) = tr(Ba).

3) dla dowolnych wektoréw a,b €7, mamy
ab = (a'g;)(bsed) = a'by6] = a'py

aib = (ale;) (e o8, ) (bse?) = a'by6i6] = afvy
S5tad gb = alb.

Ze wzoru 3) tego twierdzenia wynika, Ze za pomocg tensora
jednostkowego daje sie zapisaé iloczyn skalarny wektordw,
ktdry wyznacza metryke w przastrzeni euklldesowej 3'1. Dlatego

tez, tensor jednostkowy nazywamy czegsto tensorem metrycznym.

Definicja 7.1. Tensor geﬂ’z nazywamy odwracalnym, jesli
istnieje tensor A'e T, taki, ze

4= 4a=1
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Tensor A nazywamy odwrotnym do tensora A i oznaczamy przez
=4 -1
A, wige A' = A.

Mozna wykazaé, ze zachodzg warunkis:
1) jesli tensor Ae T, Jest odwracalny, to tensor odwrot-

-1 o
ny A Jest odwracalny i zachodzi wzdr( )

2) jeéli tensory 4,B 6‘7’2 83 odwraoalne, to tenaor ABeTZ
-1=1
jest odwracalny i zachodzi wzér (AB)~ -1 . B A.

Definicja 7.2; Tensorem transponowanym do tensora 4 63’2
nazywamy tensor A € ’3‘2 taki, zZe

T

A" 1= (2,1) x4

gdzie (2,1) jest permutacjg z grupy permutacji 22 =
= {(1,2), (2,1)}.

Latwo wykazaé, ze transpozycja tensordw ma wtasnosci:

I ANAN T T

aeR Ac-:il'2
2)  /\ (a+B)T =4+ Bt
A,BeTZ ~ ~ ~
30 /\ (aH?T =4
AeT, ~ -
4)  /\ (BT =TT
A,EETz ~
5) /\T (A) = (4&7) ‘0 ile tensor A jest odwracalny.
Ae ~ ~ ~
~="2

S

7.2. Rozktad tensora na czes$¢ symetryczng i antysymetryczng
oraz kulista i dewiatorowa

Definicja T7.3: ,
a) tensor éeT2 nazywany symetrycznym, jesli 4 =
b) tensor 4eJp nazywamy antysymetrycznya, jesli
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‘Twierdzenie 7.3. Tensor AeT, jest symetryczny {antysy~
metryczny) wtedy i tylko wtedy, gdy Jjego reprezentacja w ba=



