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3. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE

3.1. Definicja i wiasno$ci przestrzeni euklidesowej

Definioja 3.1. Niech E bedzie przestrzenig liniowg nad
ciatem liczb rzeczywistych R, Odwzorowanie o : ExE-—+=R
spsiniajgoce aksjomaty:

1) /\‘(g+g)ogagog+goc

~

gbge
2) VANVAN (xa)og =x(aob)
xeR gb,ekE
3) /\ aob = boa
abek
4) /\ goa>0
Q#geE — 7

nazywamy iloozynem skalarnym w przestrzeni E, Pare (E,0) nazy~-
wamy przestrzenig euklidesows.
W dalszym ciggu wektory przestrzeni euklidesowej bedziemy
gwykle zaznaczal przez podkreslenie wezykiem,
Bezposrednio z definicji iloozynu skalarnego wynikajg na-
stepujgce wtasnodci:

1) /\ aolb+¢) =aob+sog
LbigeR - ~

20 /\ /N ao(axbd) =a(aob)

xeR abeR

Latwo zauwazyé, %e iloczyn skalarny jest symetryczng i do-
datnio okreslong formg dwuliniowg w przestrzeni E.

Przyktad 3.1. NiechR" bgdzie przestirzenig li-
niowg ciggéw n-wyrazowyoh nad ciatem liczb rzeczywistych.
Wykazemy, 2e forma o: R? x R®—+R okreslona nastepujaco:

B,{e\Rn EOE = [a-‘oo--yan] o[@p-.-.{}n] = Cr.lfﬁ‘ +oe0e + anpn

:-jeet iloczynem skalarnym w przestrzeni RE,
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Sprawdzamy aksjomaty definicji iloczynu skalarnegos
1) dla dowolnych cia,gdw.g,g,g eRP nany

(s + B) Og = ([a1,too,an] + [p‘]"“ipn)) 0[71,000’?}1] =

= [oq#Pyoeees@ptBalo[Fqreeesgn] = (@q+fy) gy + oue + (@p+py)ypn =
= (Gq Pyt eeetappp) + (p1¢1+.;.+5n7n) = [0qseeestip] °[’f1"""’fn]"'
* [Pyseccspnloffareeestn] = 20g + Rog
2) dla dowolnej liczby T'en i dowolnych ciggéw a,b e R" mamy
(y8)ob = (p[oqseeesxy]) O[PrsecesPy] =
=[7cqseecrrag]o[prrecsspn] =
= (Faq)Py + oo + (30 )P, = 7oy Py +ece+appy) =
= 7‘({0&1....,%] o[Pyse-espy]) = ¢(aob)

3) dla dowolnych ciggdw g,}geRn mamy

2023 [@1,..-,(1:!1]0[(31,;.-./311] = (11{31 + oo +anﬁn =
= (5101 + eee + (5n0£n = [[31,...,{5n]o[_a‘1,...,(rn] = Eog’

4) dla dowolnego ciggu geRn ia # 0 mamy

505 = [a.l,c'o’anjo[a.".'o’an] = W$ + eooe +Q:ﬁ > 0

Aksjomaty definioji 3.1 sg speinione, zatem cdwzorowanie

Jest iloczynem skalarnym w przestrzeni RP, Iloczyn ten nagywa=-
my standardowym, a przestrzeri euklidesowg (Rn, 0) nazywamy
n-wymiarowg przestrzenig kartezjadsksg.

Przyktad 3.2, Niech c°(<a,b>; R) bedzie prze-
strzenig liniowg funkcji rzeczywistych ciggiych i okreslonych
w przedziale <a,b>. Odwzorowanie o : C°(<a,b>;R)x(<a,b>;R)——R
okredlone nastepujaco
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b
fog := | f(x)g(x)dx
f,ge ("(<a b>;R) = ;!
jak Xatwo sprawdzié, jest iloczynem skalarnym w przestrzeni
¢%(<a,b>;R). Zatem (C°(<a,b>;R), 0) jest przestrzenig eukli-
desowsg.

Definicja 3.2. Niech V bedzie przestrzenig liniows nad
ciazem liczb rzeoczywistych R. Odwzorowanie || ll¢: V —= R spei=-
niajgce aksjomaty:

1) /\ lal>0

O+aeV

2) /\ /\ laal =1l 1al
xeR

aeV

3) /\ lla + bli<lial + bl
a,beV

nazywamy normg w przestrzeni V, Pare (V,|l !l) nazywamy prze-
strzenig unormowansg. :

Twierdzenie 3.1. Niech (E, 0) bedzie przestrzenig eukli~

desowg. Wiedy odwzorowanie l [l: E — R okreslone wzorem
/\ liall := Jaoa
aek v

~

spetnia warunki

1) /\ lel>o0

Q#aek
2) /\ /\ flcal = Il yal
xeR gekE ~
3 /\ 1goni<ial Ipl nieréwnoéé Schwarza

4) /\ lla +Bbl<lal + bl ' nieréwnosé trdjkata

apek

5)  /\_ |ial - 16l]<lia - bl
bek

A

Dowéd. Korzystamy z aksjomatéw definicji iloczynu ska-
larnego.
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1) dla dowolnego wektora acEia# 0 mamy goa>0.
Stad

lal =yaoa >0
2) dla dowolnej liczby xeR i dowolnego wektora g e E mamy

2

lcgl? = (wg) olxca) = (xa)laoa) = 1l 1212

Stad
lal = |l lal

3) dla dowolnych wektorédw a,beB i b # Q przyjmijmy

Wtedy mamy
2 e gob
O<lilell® = ¢goc =( a8 = 2905_ 2B=
~ iyl Y
”OP’( > ) (501’3)2(1: b)
=80a -~ - aob) + ob) =
=" e et 12 7~ g2/
o 80D ( ) ao ( ; <§ok>2 .
= lal® - b 8 + 1p12 =
S B e 1Y VT Y L
2
b
= lal® - =
- Ipl
a wiea
(g ob)2< 1al?1pI?
Stgd

laobl<lallbl

W przypadku gdy b = 0, katwo zauwazy¢, ze nieréwnosé jest
prawdziwa.
4) dla dowolnych wektoréw a,beE mamy

]|g+p,I|2= (a + b)o(a +b) =goag +a0b +boag +bob =
= al® + 2 aob +1b1%<1al® + 21g0bl + IBIZ <
<lal? + 2ial 16l + 1812 = (1al + Ipl)2
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Stad
lla + bli<lal + 1Dl
5) dla dowolnych wektoréw a,b e E mamy

g - 812 = (g ~b)o(s-b) =gos -gob-bog+bob=

W

- 1212 - 2(a ob) + 16125 jal? - 2laobl + 1bI2 >
2

»

Nal? - 2[alnbl + 1612 = (1al - Ibl)

Stgd
[hal - 1l <la - B

Wniosek 3.1. Niech (E, 0) bedzie przestrzenig euklideso=~:

wg. Wtedy odwzorowanie || || : B — R okreslone nastgpujaco:
u/\E lal =Va oa (3.1)
€

jest normg w przestrzeni B,

Z wniosku wynika, e przestrzed euklidesowa jest prze-
strzenia unormowang z normg okreslong wzorem (3.1). Norme te
nazywamy horms wyzhaczong przez iloczyn skalarny,.

Przykizad 36 3. W przestrzeni kartezjaiskie] R
norma wyzhaczona przez standardowy iloczyn skalarny mg postaé

lal =Vaoa =\/[oc1,...,ocn] o[oc1,...,ocn]1=

/.2 2’ n
-\/cc.] +oees + Q) dla a€er

Nierdwnosé Schwartza przyjmuje tu postad

|o:1ﬁ1 +oeee v o py| \/c;:fwr ...+E\/[5$.+...+(5§j dla g,geRn

Przykzxad 3.4. W przestrzeni euklidesowe}
C°(<a,b>; R) norma wyznaczona przez iloczyn skalarny ma po-
staé
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1

N 1
£ = (f (f(x))2d1> dla feC®<a,b>;R)
> .

Nieréwnodé Schwarza przyjmuje tu postaé
1

b b 2
iff(x)s(x)dxls(f (f(x))edx> (f(g(x))zdx> dla f,geC"(<a,b>;R)
a a a

=

Przyktad 3.5 W przestrzeni liniowej C°(<a,bxR)
odwzorowanie || |l C°(<a,b>;R) —»=R okreslone nastepujgco

\ 1€l s= sup [£(x)]

fe (®(<a,b »R) xe<a,b>

Jest normg w tej przestrzeni. Nie listnieje jednak iloczyn
skalarny, ktéry wyznacza te norme. '

Definicja 3.3. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbi.o—
rem. Funkcje ¢ : X x X — R spetniajgcg aksjomaty:

1) /\ a4 b=>9(a,b)>0

a,beX

2) u{)}X ¢(a,b) = g(b,a)

3) /\ 9(a,b) + g(b,c) >9(a,c)

a,bceX

nazywany metryks (odlegtoscig) w zbiorze X. Pare¢ (X,q) nazy-
wamy przestrzenig metryczng.

Twierdzenie 3.2. Niech (V,Il |l) bedzie przestrzenig unor-
mowang. Wtedy odwzorowanie ¢ : Vx V —— R okreslons wzorem

/\  gla,b) :=1la - bl (3.2)
a,beV

jest metryks w zbiorze V.,

Dowéd. Sprawdzamy aksjomaty definicji metryki:
1) dla dowolnych wektoréw a,beV. takich, ze a # b,

mamy
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la - bl>0, a stad of(a,b) =la - bl>0
2) dla dowolnych wektoréw a,b €V mamy

Q(a,b)‘ =lla = bll = JI(=1)(b = a)l = |(=1)] b -~ all =]lb - all =
= Q(b,a)
3) dla dowolnych wektoréw a,b,c e V mamy

g(a,b) + g(b,c) =1Jla = bll +1b = clizli(a -b) + (b = c)ll =

= lla = ¢l = gla,c)

Aksjomaty definicji 3.3 sg spetnione, a wigc odwzorowanie
jest metrykg w zbiorze V.,

Metryke @ okreslong wzorem (3.2) nazywamy metryks wyzhna=-
czong przez norme )| ll. Zatem przestrzed unormowana (euklide-
sowa) jest przestrzenig metryczng.

Definicja 3.4. Niech (B, 0 ) bedzie przestrzenia euklide~
SOWg,.

a) wektory niezerowe a,b € B nazywamy réwnolegiymi o zwro~
cie zgodnym (przeciwnym), jesli istnieje liczba rzeczywista
A>0 (A<0) taka, 3e 8 = A Db, ’

b) katem pomigdzy wektorami niezerowymi a,be E nazywamy
liczbe rzeczywistg J(a,b)e <0,7> taka, 2ze

ga0b k
K

~

b) = ———
cos % (&:2) = Lo

Z nierdwnosci Schwarza wynika, Ze cos 4(2,2) jest dobrze
okreslony,
c) wektory a,b €E nazywamy ortogonalnymi, jesli aob = 0.

Definicja 3.5. Niech (B, o) bedzie przestrzeniag euklide-
S0Wg.e

a) niepusty podzbidr A zbioru E nézywam ortogonalnym,
jesli kazde dwa rdézhne wektory z tego podzbioru sg orfogonalhe.

b) niepusty podzbidr 4 zbioru E nazywamy ortonormalnym,
jesli jest ortogonalny i norma (dkugosé) kazdego wektora z te-
go podzbioru jest réwna jednosci,.
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c) niepuste podzbiory 4 i B zbioru E nazywamy ortogohal=
nymi, je$li kazdy wektor ze zbioru A jest ortogonalny do kaz-‘
' dego wektora ze zbioru B.

Bazg przestrzeni euklidesowej, ktdra jest zbiorem orto-
gonalnym (ortonormalnym) bedziemy nazywaé baza ortogonalng
(ortonormalng). Mozna wykazaé, ze w skodczenie wymiarowe]
przestrzeni euklidesowej istnieje baza ortogonalna {ortonor-
malna).

Przyk%ad 3.6, W przestrzeni kartezjanskiej RE
baza standardowa {i,}, gdzie i, = B30 505000 00 i, = '
= [0y1,05000,0], cuuy i, = [0,0,05000,1] jest jak atwo spraw-
dzié, baza ortonormalng.

Twierdzenie 3.,3. Niech E bedzie przestrzenig enklideso-
wg, a S podprzestrzenig liniowg tej przestrzeni., Wtedy zbidr

~ s

S*:={geE :/\ aob =0}
BeS

jest podprzestrzenig liniows przestrzeni E taks, ze przestrzen
B jest sumg prostg podprzestrzeni S i SL, tzne E =S8 @ s*,

Dow6d. Wykazemy, ze zbidr S™ jest podprzestrzenis liniowg
przestrzeni E. Sprawdzamy czy spetnione sg warunki twierdze-
nia 1.23

1) dla dowolnych wektordw a,be S* i dowolnego wektora
geas mammy

(8 + B)og =ao0og +bog=0+0=0, stad g+ besS™

~

2) dla dowolnej liczby oceR, dowolnego wektora aes”
i dowolnego wektora ¢ € S mamy ’

(xa)ogc =x(aog) =0 = 0, stad xaes”t

Warunki twierdzenia sg spexnione, a wigc zbidr Sl'jest pod~
przestrzenig liniowsg przestrzeni E.

Wykazemy, ze przestrzed E jest sumg prostg podprzestrze=-
ni S i_Si' w przypadku gdy przestrzed E jest skoidczenie wy~
miarowa, Niech dim E = n, dim S = k, wtedy k <n. W podprze~
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strzeni S wybieramy bazg ortogonalng {91"“'9k}' ktérg roz-
szerzamy do bazy ortogonalne] {31,...,gk, 9k+1"'°°9n} W prze-

strzeni B. Latwo wykazaé, Ze podprzestrzen Sl'jsst gensrowana
nrzez zblor wektordw {°k+1"°”en}’ a to oznhacza, Ze E =
=S ©) st

Podprzestrzen st okreslong w powyzszym twierdzeniu nazy-
wamy uzupet*nieniem ortogonalnym podprzestrzeni S.

Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika ponadto:

Wniosek 3.2. Je$li przestrzerd euklidesowa B jest skon-
czenie wymiasrowa i S jest podprzestrzenig tej przestrzeni,
to mamy wzor

dim B = dim S + dim 5

Przykizzad 3eTe Niech R4 bedzie przestrzenig
kartezjaﬁqkq, a S podnrzestrzeniq liniowg generowang przesz
zbior 4. {[j 0,1, -1 [2 3,-1, 2]}. Znajdziemy uzuperhienise

rtogonalna st te] poeprzestrzeni. )

Poniewas podprzsstrzed S jest genserowana przez zbidr 4,
to dowolny wektor aeS ma postad

a = t[1,0,1,-1] + s[2,3,-1,2] dla t,seR
Zatem
= {[t+2s, 38, t -5, -t +28]eR* dla t,s¢R)
Uzupetnienie ortogonalne st podprzestrzeni S jest zbilorem wek-
toréw b = [p1, Pos Py Pale g5 spetniajgcych warunek
[{51, Pos Py 54]0[1; + 28, 38, t = 3, -t + 28] = 0 dla t,8€R

Stad

[Py s Pos B3 [34] o[1,0,1,-1] + 8[Pys Pos P3s Pa) o[2,3,-f,2]=0

Poriewaz rdwnanie musi byé spelnlone dla dowolnych t B ER,
a w1qc jest réwnowazne ukZadowi rownan
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[t}
(@

[Bys Pos B3s py) o [1,0,1,-1]
[Pqs Pps B3s Pa) o[2,3,-1,2]

a s8tgd otraymdamy

it
(o]

{ Pr + By =Py =0
2Py + 3p, - p3'+ 2ﬁ4 =0
Rozwigzaniem powyzszego uk¥adu jest zbidr liczb
By=ty Pp=-38-%%, Py=s, P=t+s dla t,5¢R
Zatem
4

st = {[t, -3t -1s,8, t+s]er?: t,seR}

Poniewaz
[t, - % t - %—s, g, t + s] = t[1, - %4 ] + 9[0,- 5 1k 1]

a wiec zbidr {[1, 3, 0] 1] [0 3 s 1 1]} generuje podprze=-
strzed S* i etanowl baze tej podprzestrzeni.

3.2. Kobaza przestrzeni euklidesowej. Reprezentacja wektora
Zmiana bazy i wzory transformacyjne

Definicja 3.6. Niech {el} bedzie bazg n-wymiarowe j prze-
strzeni euklidesowe j B%. Zbidr {e } wektorow przestrzeni EP

nazywamy kobaza przestrzeni euklidesows] o wzgledem bazy
{gi}, jesdli spetnia warunki:

gdzie

jest symbolem Kroneckera.



