ALGEBRA TENSOROWA W PRZESTRZENIACH EUKLIDESOWYCH

5. ILOCZYN TENSOROWY PRZESTRZENI EUKLIDESOWYCH

5.1. Definicja i wtasnosci iloczynu tensorowego przestrzeni
Reprezentacja macierzowa tensora i wzory transformacyjne

Definicja 5.1. Iloczynem tensorowym przestrzeni euklide~
sowych E% i B® nazywamy pare: przestrzed liniowa nad cilatem
liczb rzeczywistych R generowang przez zbidr wszystkich ele-
mentéw postaci g ®b dla geEn i QEE, ktéra ozhaczamy przez
E"® B® i odwzorowanie ® : E” xE” —— E”® E" spetniajgoe aksjo-
maty:
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Elementy przesirzeni liniowe}j E"@ E" nazywamy tensorami i ozna-
czamy przez A, B, C itp. Odwzorowanie dwuliniowe ® nazywamy
iloczynem tensorowym. Tensor o postaci g ® b B @ 5" nazy-
wamy iloczynem tensorowym wektordéw ge E? i beE™,

Definioje iloczynu tensorowego dwu przestrzeni euklide-
sowych Yatwo uogélnié na iloczyn tensorowy skorczonej liczby
przestrzeni euklidesowych, Mozna réwniez przestrzenie sukli-
desowe zastgpié¢ dowolnymi przestrzeniami liniowymi.
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Z definicjl przestrzeni 1iniow;j E'® B™ wynika, ze dowol=
ny tensor r{geEn@) E™ mozna przedstawié w postaci skofczone]
kombinacji liniowsj elementéw a®b, gdzie ae 4 EeEm, wiec

A= 2  ®(gp)a®k
(a,bleEMx EM 02 __
przy czym tylko skoficzona liczba wepdtezynnikdw cr:{ b) te] f/'
kombinacji jest rézna od zera. e
Dzia*ania wewnetrzne dodawania tensordéw i zewnetrzne mno-
zenie tensoréw przez liczby rzeozywiste okreslone sg hastepu~-
Jaco:
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Latwo zauwazyé, ze zbidr E"QE" 2 powyzszymi dziaXeniami jest
przestrzenig liniowg nad ciatem R.

" twierdzenie 5.1. Jesli {ai} jest baza przutrz.ani eukli~--
desowa En, a {d }bazq przestrzeni euklidesowe] B y B0 zbiér
tensoréw {gi®g } jest bazg w iloczynie tensorowym B" @E

Dowéd. Sprawdzamy aksjomaty definicji bazy:
1) dowéd faktu, ze zbidér tensordw {gi®gc‘} jest liniowo

niezalezny, pomljamy,
2) dla dowolnego tensora gen“a E" 2z wkasnofci iloczynu
tensorowego wektoréw otrzymamy
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gdzie al dla i = U aé wspéirzednymi wektora & W bazie
{51}' a b* dla o= 1,...,n 88 wepéirzednymi wektora b w ba-

zie {g“ 1
Oznaczajac przez

aiw= [r(a b}aibu: dla i= 1,...,“' a-1'-o.'n
(a,b)eEN xEM ~ran

-

otrzymujemy A = Ai“giQ dye Zatem tensor A Jest kombinao jg
liniows tensoréw ze zbioru {g;® ga}. co oznacza, ze zbidér

ten generuje przestrze: B°® E™,
Aksjomaty definicji 1.6 sa speinione, a wige zbidr tenso=-
réw {gig ga} jest bazag przestrzeni liniowe ] E? ®E",

[ Wniosek 5.1. Niech E"® E® bedzie 1loczynem tensorowym
~~ Niech {51® d,} bgdzie bazg w iloczynie tensorowym E"® B,
\ Przedstawmy tensor éeEnﬁ E® w postaci kombinacji liniowe]J
‘wektoréw bazy

icx

A=4A"g,8dy '

Liczby Aiae Rdlai=1,eee,05 = 1,.0.,0 8 Wwapéirzednymi,
a macierz [Ai“]e gpo*& jest reprezentacjs macierzowg tenso-
ra A w bazie {g,®d )

Tensor A ¢B7®E" nazywaé bedziemy tensorem prostym, jesli
da sle przedstawié w postaoi:

A=28a®b gdzie geEn i beEr®

W przeciwnym przypadku tensor A nazywaé bedziemy tensorem
ztozonym. Latwo zauwazycé, Ze tensor ziozony jest sumg tenso~
réw prostych, ale przedstawienie to nie jest jednoznaczne.

Twierdzenie 5.2. Niech {e;}, {e'}, {1,}, {1*} beda baza-
- wi przestrzeni euklidesowej E°, a {d,}, {4}, {ho}s {B%} baza-

mi przestrzeni suklidesowse} E™, Je$li tensor ,&eEnt&Em przed=-
stawimy w postaciach:
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[ad%] reprezentaoja tensora A w bazie

A=479;0d,
{210 4}

A = AﬂﬂlAQ h Q [a“"'] - reprezentacja tensora A w bazie
{1,057}

A= a"‘mh® g‘” [a"gr] - reprezentacja tensora A w bazile
{1,84%}

A= Aimgi@’ém ["‘icx] - regrezantaajs tensora 4 w bazie
{e*®

itd.

to otrzymamy wzory transformacyjne:

ah9 o 1% 38 [a%9] = [a*] [4*] [a,®]

sy = 4l gl [a%] = [e*4][4%]

lub macierzowo

AR | b ol [a49] = [a8 ][e*9)

Ajg = Ajﬁgjiam [A1q] = [813] [“jﬂq (8]

itd.

gdzie liczby g}, &, '3“9, Bijs Bgpeeres R dla 1,,4 =
= 140000 X3P = 1,e00,m 88 Wspédczynnikami macierzy przej-
scia miedzy bazami.

Dowéd, Wykazemy dls przyktadu plerwszy wzér transforma-
cyjny. Dowolny tensor QEEHG B przedstawmy w postaciach

-

i
= 4%,;®d, wbazie {g;®d.}

AR
= 4%1,®no wbazie {1,8h}
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a stad
W04, = 408

Poniewaz mamy

i = gi%h dla 1 = T30e0,y i -d-fﬁ ghQ, dla &= 1,.s.,0

i
wiee ‘AQJ_*@ Bo = 3“%5&1," ® (é;&.ﬂj
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Korzystajge z wtasnodoi iloczynu tensorowego wektoréw otray-
mamy

AQ i A

a9 88 0= 41,08 -

Poniewaz przedstawienie tensora w bazie jest jednoznaozne,
zatem
a9 o p1%ghe8 18 A= 1,000 2= 1,0..,m
Jesli indeksy réznych baz przestrzeni euklidesowych wchodzg~
cyoh do baz iloczynu tensorowego przestrzeni oznaczymy litera-
mi innego alfabetu, to podanie tylko reprezentacji (macierzy)
tensora okvedla juz jednoznacznie tensor, gdy% rodzaj indeksdw
w reprezentacji wskazuje na to, w jakie]j bazle Jjest reprezen-
tacja. Pisze sie¢ wiegc np., Ze 4 = [aiQ]e'En8>Em. Umowa ta po-
zwala na prowadzenie operacji na tensorach bez podawania bazy.
Wzory transformacyjne podaja zaleznodci miedzy wspéirzednymi
(reprezentacjami) tego samego tensora w dwu bazach. Wynika z
nich, %e wymiana indekséw i przenoszenie ich ne inny poziom
odbywa sie za pomocg ukadu liczb g indeksowanych tak, aby
zachodzita konwencja sumacy jna.

Prz ykzad 5¢1s Niech tensor ,&eE3®E2 ma repre~
zentacje

-1 2
[a1]=| 1 0| wbazie {g,® 4%
520 3

Znajdziemy reprezentacje [AAR] tensora A w bazie‘{;aﬁlgg},
jesli dane sg zaleznodéci miedzy bazami:

i
= =28, + 8, + @
2=e-e -8 i g =1 -1

T
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= 2h1 + 3h2
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284 + 8, + 284

Ze wzordw :ranaformacyjnych podanych w twierdzeniun 5.2 wynika,
26 by = ACtsgigz dla 4 = 1,2,3; Q= 1,2 lub macierzowo
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[Aaq]) = [Ba1] [Aifo [Smg]- a wigc nalezy znalefé macierze

[8a1] 1 [€%]. Zaleznoéé miedzy bazami {y‘} i {ey} dana jest
w postacl .

2 1 2
18 - gty da1e a=1,2,3, stad [g}]=]| 1 -1 1
1 -1 2

Korzystajgac 2e wzordw podanych w twierdzeniu 3.5 otrzymamy

Siﬂgaj = 6:; [siA][g&J] " [aij]
i5 3 lub macierzowo ia 5
8,18 =903 - [8as] [677] = [647]
stad
fo01] - [s 4 [-2 1 27 ] -1 -4 3
ail =[87] =] 1 -1 1 =|=-1 -6 4
1 =1 2 0 -1 1

Zaleznosé migdzy bazami {h®} i {d*} dana jest w postaoi

1 2
gcc =i %QQ dla @=1,2,3, »stad {Sgoc} - [_1 3:]

Zatem otrzymamy

[Aae]

[54] (W] (%] = [84a] %] (627" =

o -1 1 -2 3 7 8

3

Mozna wykazaé, 2e w bazie {gie>§x} przestrzeni liniowe]
E”® BE® dziatania dodawania tensoréw i mnozenia tensora przez
liczbe rzeczywistg wykonuje sie nastepujgco:

i 5 % i

o fo's i @
ABeEE™ A+B= 0,000 + Bope;®d" = (Ag + Byle;®4d

/N /N pao=plale,88% = (paly)e; @4
peR AecE"o EM
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Stad, w ustalone) bazie dodajgc do sieble tensory dodajemy
ich wspSirzedne (reprezentacje), a mnozgo tensor przez liczbe
mno¢ymy wepbirzedne (reprezentacje) tego tensora przez tg
liczbg. Tensory bazy mozna dodawaé 1 mnozyé przez liozby rze-
czywiste zgodnie z wasnodciami iloczynu tensorowego (wekto~
réw).

Przyktad 5.2 n1ach{e ] 1{1] bedg bazami
przestrzeni kartezjafiskiej R takimi, 2e e, = [1,2], g,=[0,1]
13, =01 e & ‘_%’ = [-1,0], a {d,} bedzie bazq przestrzeni
kartezjaiskiej R’ take, e d, = [2,1,0], 4, = [-1,0,0],
cl3 = [1,2,1] oraz hiech tensory 5,§5R2® R3 majg reprezenta-
cje
-1 2 0

w bazie ec@dOc
1 0 1] {e827)

-2 1 -1

A
bazi 1"®d
2 1] wlaze {~ ..,a:}

Znajdziemy tensor (reprezentacje tensora) A + 2B.

W tym celu znajdziemy reprezentacje tanaordw Al1Bw te]
same] bazie. Jesli przyjm:l.am baze {1“@ gw} to wystarazy
znaleZé reprezentacje [A, ] tensora A w tej bazie. Ze wzordw
transformacyjnyoh podanych w twierdzenin 5.2 wynika, %e
af‘ = A bgugp“ dla 4 = 1,23 @ = 1,2,3, lub macierzowo

["‘A ] = [gu] [Aiﬁ] [gfh], a wigc nalezy znaleZé macierze

[glai] i [gm]. Korzystamy ze wzordéw podanych w twierdzenin 3.5,
wiec

3 1
Bﬂi = ;3021 dla A = 1321 i= 1!2’ th'd [sﬂi] - [ 1 0:}

5 =2 4
3(:,‘.‘) = gmo‘gm dla a,p= 1,2,3; etad 8ap = 17-2 1 -1:|
Ls 1 6

&
g8 = &1 [2ag] ("] = [&"]
dlag, p= 1,2,3 lub macierzowo

ST CUIBRRIEA



stad
5 -2 4| 5 8 =2
[P] - [Bag.]'1 =2 1 1| =|8 14 =3
4 =1 6 -2 =3 1

Zatem otrzymamy

[45°] = [eas] [¥5] (6] -

31 =172 01| % 8 =2 36 65 =-13
= 8 14 =3 |=
-1 0 1 0 1 -2 f3 1 =11 =20 4

Szukamy tensora A + 2B, a wige

o A oA [+ 4 A
A+2B=4a,1"0d, +2871%d = (47 + 287 )18®g

stgd wynika, %e reprezentacja [(A + 2Bl;x] tensoras A + 2B
w bazie {1%® d .} Jest réwna

[(a+28)F] =[a] +2[B5] =

36 65 -13] 5 [-2 1 —1] [ 32 67 -15}
= + =
[-11 -20 4 0o 2 1 =11 =16 6
Zatem
A+2B=321'94d, + 671104, - 1511 ®4d, - 112204, -
2 2
- 161°®d, + 61°®4d,
Zapiszemy ten tensor w postaci sumy tensoréw prostych
4+28=1"®(324, + 674, - 1545) + 12®(~11d, - 16d, +63,) =
1 2
=1'®b, + 1°®b,
gdzie:

b, = 32d, + 67d, - 1543 = 32[2,1,0] + 67[-1,0,0] - 15[1,2,1] =
[-16,2,-15]
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= -11d, - 16d, + 64 = -11[2,1,0] - 16[-1,0,0] + 6[1,2,1] =

[0,1,6]

1
n
|

5.2. lloczyn skalarny tensoréw
Zwiazki miedzy formami dwuliniowymi a tensorami

A
Niech {e;®dy}, {1"®h ) beda bazemi w iloczynie tenso-

Towym EP®E™, Mozna udowodnié, ze odwzorowanie o : (8"® Em]x
x (EP® E®) —— R okreslone nastepujaco:

i Q.A
AoB = (A"e,®d,) °(B*1"®h,) :=
ABet"eE™ T 7 s A~ TR

2 o, S
= ABR (g, 0 1%) (g0 ho) = 42B, el g
jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej " ®E",

Nalezy zaznaczyé, 2e tym samym symbolem "o" oznaczono réw=-
niez iloczyny skalarne w przestrzeniach euklidesowych g® 1 B,

Wniosek 5.2, Iloczyn tensorowy E”®EB® przestrzeni eukli-
desowych g? 1 E® Jest przestrzenig euklidesowsg.
Latwo wykazaé, Zze zachodzg wzory

ic iR 4 o8
AoB = A7B = A = A LB
A BQ"GE'" - o et LA

Zatem w iloczynie tensorowym przestrzeni euklidesowych ilo=-
czyn skalarny tensoréw najwygodniej obliczaé, gdy plerwszy _
tensor zapiszemy w bazie, a drugi w kobazie wzgledem tej bazy.

Przyktad 5.3. Niech tensory A, BeE°® B> maja
w bazie {gi®g°‘} reprezentacje:

£ A I 5 P

1 0 1



