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Tensor A nazy1wam odwrotnym do tensora A i oznaczamy przez
1
A, wigc A' = A.

Mozna wykazaé, ze zachodzg warunki:
11} jesli tensor Ae T, Jest odwracalny, to tensor odwrot-
=1\~1
ny A Jest odwracalny i zachodzi wzér( ) Ay
2) jeéli tensory 4 »BeT, sg ndwraaalna, to tensor ABe T,

T

jeat odwracalny i zachodzi wzér (AB)~ =1 _ BaA.

Definicja 7.2. Tensorem transponowanym do tensora 5e3’2
nazywamy tensor éTe T2 taki, ze

AT = (2,1) x4

gdzie (2,1) Jjest permutacjg z grupy permutacji 22 =
= {(1,2), (2,1)}.

Latwo wykazaé, ze tranapaaycja tensordw ma wiasnosaoi:

1) /\ 7\ ((mUT -cca

aeR Ae:l'2
2)  /\ (a+B)T=at 48t
ABeT, ~ ~ e
30 /\ (H? -
AeT, ~
4) /\ (am)* =BT4T
ﬂ,gﬁ:rz i S
5) /\‘I (a) = (A7) 0 ile tensor A4 jest odwracalny.
Ae 24 o> =
~

7.2. Rozktad tensora na czesc symetryczng i antysymetryczng
oraz kulista i dewiatorowa

Definicja T.3:
a) tensor geTz naszywanmy symetrycznoym, jesli 4 =

b) tensor 4 e T, nazywamy antysymetrycznya, jesli I

—é.

i i

Twierdzenie 7.3. Tensor AeJ, jest symetryczny (antysy-
metryczny) wiedy i tylko wtedy, gdy Jjego reprezentacja w ba=



- 122 =

zie typu {giegj} lub {gie gj} przestrzeni T, jest macierzg
symetryczng (antysymetryczng).

Dowéd. Wezmy baze typu {91953} przestrzeni tensorowej 7.
Wtedy otrzymamy

ij

8T = (2,008 = (2,1) « (a5 005) - 4t g0, = a3y 0,

Stad wynika, ze tensor A Jjest symetryczny, tzn. A = QT, wtedy
i tylko wtedy, gdy Aij = .ﬁji dla i,J = 1,e+.,0, cO OzZhaoza,
%¢ macierz [a\ij] jest symetryczna. Zatem reprezentacja [AiJ]
tensora A w bazis {g;® 84} jest macierza symetryczna.

Dla tensora antysymetrycznego dowsd przebiega podobnie,.

Twierdzenie 7.4. Kazdy tensor ﬁeﬂ’z mozna Jednoznacznie
przedstawié w postaci

+

>
Y

é:

gdzie: A = %— (4 + ;}JT} Jest ozgdcig symetryozng tensora A,
1

Wem -

=3 (4 - QT} Jest czeécig antysymetryczng tensora Ao

Dowéd. Dla dowolnego tensora Aec T, z wkasnoscl transposzy-
cji tensoréw otrzymamy

(8) =(Fa+a")T =T+ 10"+ N -

a
(5] =(%(é-ﬁT,)T=%(A-éT]T=%(AT-(£T}T)-

-~

=m

8

Stad wynika, %e tensor A jest symetryczny, a tensor
8 a

metryczny. Zatwo zauwazyé, e A = A+ A

antysy-
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Twierdzenie 7.5. Nieoh 3’2 = EPo BY, Wiedy zachodzg wa-
runkis
1) zbiory tensoréw symetryoznyoh 'Ig = {ée ‘.]'2 1 A= ,A;T}

i antysymetrycznych 73 = {AeT, : A = -HJ\'T} sa podprzestrze~
niaml ortogonalnymi przestrzeni tensorowe] 3‘2 o wymiarach
odpowiednio

s _n(n + 1)
dim3’2 e

a n{n - 1
, a:u”z.___z_l

2) przestrzel tensorowa '.l'2 Jest sumg prostg podprzestrzeni

tensoréw symetryczoych 3‘2 i antysymetrycznych G i y tzn,

a8 a
3'2=3’ eT

Dowdd

1) wykatemy, %e zbiory tensoréw symetrycznych 75 i anty-
symetrycznych '.'fa 8g podprzestrzeniami liniowymi pmastrse—
ni J,.

Puniewat dla dowolnych tensordéw A,Be‘.T i dowolnej liczby
¢ € R mamy

-r:BT

=

(4 +B)% = 4% =A+B, stad A+ Belb

-~

(ccé)T = cr;A-T

=xl, stad xAe ‘Ig
Zatem z twierdzenia 1.2 whioskujemy, 2e zbidr J’g jest pod-
przestrzenig liniowg przestrzeni 3'2. Podobnie dowodzi sie,
%e zbidr T"' jest podprzestrzenig liniowg przestrzsni J,.
Znajdziam wymiary podprzestrzeni liniowych 75 4 TB
w przypadku gdy n = 3. Niech {51.@5 } bedzis bazq przestrse-
ni tensorowej ZT .
Tensor aymatryozn;y A e'! mozpna przedstawié w postaci
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= A11g1®g1 + kzzgzsga + A3393®ga + A12(g1®gz+ 8,®8,) +

2 .
+ A13[g1®g3 +g309,) + & 3(g2® 83 + 8508,)

poniewaz z twierdzenia 7.3 wynika, Ze 512 = 321, a13 = a
423 - 232, Zatem baze podprzestrzeni tensordw symetryoznyoh ‘Ig
stanowi zbidr tensordéw symetrycznych {51 ®84s 80985y 93085,
8,88, + 8,884y 8,883 + 2388, 9,88, + 93332}‘ Stad wy-
nika, 2e dim ]’3 = _31_312;"__1 = 6,

Tensor antysymatryczny A eTe mozna przedstewic¢ w postaci
aieoej = A1 8,98, + 312

13 21
e1®8, + 4 94@9'3 + AT e, @8, ¢+

22

23 31 32 33
+ 4 gzaga«rﬁ 92993+A g3®g1+& g3®gz+ﬁ g3®g3=

12 13
4 (g,08, ~8,08,4) + 4 {a.‘@gj-gj@g.l} -
+ 4890 05 - 530 9;)

poniewaz z twisrdzenia 7.3 wynika, ze 411 = 42 = 433 = o,
a2 - -A21, 23 . -A31, 823 o o032, Zatem baze podprzestrzeni
tensoréw antysymetrycznych 'IS stanowi zbidér tensoréw antysyme-~

trycznych {e ®8, - 8,88y, '21923 - 8308, 8,09, - 30 52}.

Stad wynika, ze dim 73 = 33 2 1) _ 5
Wykazemy, ze podprzeatrzenie tensoréw symetrycznych TB
i antysymetrycznych Ta 85 ortogonalne w przypadku gdy n = 3.

Niech {e ®e } i{e @sl} bgda bazami przestrzeni tensorowej
T,. Wtedy dla dowolnych tensordw AcTp i BeT iloczyn ska-
larny

AoB = (Aijgie gsi o (Bugksgll = i:'Bklb' 163 = A 31313 =

= a8, + 4" + a'3B 21

11 12 4

+

22 23
13 3214-& 322+§. 323+

31 32 33
+ A 3311-& 332+A B

1 22 33
33 A B11+& 3224-& B33+

- 112{312 + Byy) + A13(B13 + 331) + A23{323 + 332} =0



poniewaz z twierdzenla 7.3 wynika, ze B

11 = Ba2 = B35 = Uy
12, 421 413 . 31, 423 _ 32 4

12 = ~Bpq» By3 = =Byq,
By; = =B3p. Zatem podprzestrzenie 731 Tg sa ortogonalne,

A

2) dowdd wynika z twilerdzenia 7.4.
Przykzad 7.1, Niech tensor 4e7, = E°6 5’ ma
reprezentacje

1 2 =1
[Aim] = 0 1 =2 w bazie {gi@g“} przestrzeni :"2
0o 2 2 -

i dana jest zaleznogé

1
d' =284 -85 =~ 24

2

d” = 384 = 85 = 38,
3 o=
d” = -84 + &

Zaleznosé¢ migdzy bazami {gi} i {g“} przestrzeni suklideso=-
we j E3 ma postad

2 3 =
& = g%, dla «=1,2,3, stad g% =|-1 -1 1
' L-1 =3 0

Korzystajgo z wzoréw podanych w twierdzeniu 3.5 otrzymamy

-1
Co [81“1_1 - ‘-_f _3 . i {-3 3 2

1 = | =1 =1 =1
-1 -3 o L2 3 1
a) znajdziemy rozkad tensora 4 na czeéé symetryoczng

a
i antysymetryczng w bazie {e;® g5}
Korzystajgc z twierdzenia 7.4 mamy

T

3+ ol = F (g 00y + itgeg,) -

1= 00
[}

n

17 (Aijgiegd - Ajigis ej) = % (atd 4 Aji]gie ey
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=3 (8 -4 =1 (WM 00y - Mg 00,) =

>0

=3 (a1 - allye, 0,

Stad wynika, zZe
8
ol ae 1,5 -1,2,3

3
sg wspéirzednymi tensora 4 w bazie {9-1@9-3}‘

a
atd o Lt - ) a1 1,5 =1,2,3

a
83 wspbirzednymi tensora A w bazie {!1993]" przy czym
atd ot g3 a1 1,5 - 1,2,3

8
powzszycg wzoréw tatwo znaleZzé Teprezentacje [Aij] i
[ 13] tensoréw A i A w bazie {ey® sj} wieo

[449] - mw{; . :‘4 [_i ¥ ZlH? i 'ﬂ

0 2 .2 1 1 0 4 0

[39) - (1) + L9]") =;(F 3 3[4 ‘GD

4 0 -6 -7 =3
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wser-oifi 3314 3)

0 -6 =7 =3 =6
11
o -3 -1
1 3
Z 7 0
Zatem !
- 1
h =908, +3 (2108 + g,08,) -3 (g,00; + 8308,) -

38,88, - 3 (3,085 + 8308,) - 6 83085

o
1}

"_% (e @8, - 8, ®8,) - 1% (e, ®83 - 9.3@9..1] =

% (2,95 ~ 2508,)

b) znajdziemy reprezentacje czedci symetrycznej i anty~
symeirycznej tensora A w bazie {519 Qa}.
Korzyetajac z twierdzenia 7.4 mamy

Z:%(é+ T) =1 (4l e,04%+ 4% d%0e,) =
=3 (4l 8, 09% + ad(gPhe ) @ (85,4%) =
-3 (Aiaﬁiaga % Ajﬁgﬁisjagi@gal =
a ;— {Aioc + ajpgmgja)gi@ g“ =
B % (aicc + aai}giag“
p=3a-ah =10l -abeed”

Stad wynika, ze

83 1,1 i, - .
Aa=§{aa+sm) dla i,or= 1,2,3

8
sq wspéirzednymi tensora 4 w bazie {e; ® a~}
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a5 =
A, =3 (- at) a1 1,0=1,2,3

a
sg wspdirzednymi tensorsa LW bazie {_gj_@gjx}, przy czym

3 ik

by = 89,878y dla i,w=1,2,3
: 2 e o HBE T rai 5.
Z powyzszych wzordw rastwo zhasleié reprezentecje Lﬂ{xJ il4 3
8 &
tensordw 4 1 4 w bazie {giaga}, zatem
S Ba - P T rad pi =
AA“ 4 I.gaj-' ..A ﬁ] [8 ]
r3 3 2171 2 =17r2 =1 =17 50 =21 =427
| 1 { |
= =1 =1 =11.0 1 =2/ 3 -1 -3|=|-18 7 16 |
L2 3 4i:0 2 2ii=1% 1 0f L37 «47 29|
.B: o . : .
i e 1 i e 1 .
.‘6‘0:-'2 Ach*'_Afr*.-\'
ff1 2 =17 rse -18 3717\ 253 8 18 7
1| - ||
= -é-: 0O 1 =2 P4 ek | 7 =37 L= -10 ;_ 4 -5 %
1
\L o 2 24 I_"'42 16 -29 _:/ o =21 g —'}3%-_;
rgi g L2 5 - rx 117)
L% oed ‘2h~[A(x] = LA{x‘:l)=
= 7 = o L
[j[1 2 ﬂi i 50 18 371}\ ]|'242 10 =19 W
3| 0 1 '_2!-i-21 7—17J=|w§ -3 TEJ
Lo 2 2l _-42 16 =29 L21 -7 1512—

Tensor z przestrzeni Cl'2 nsjwygodniej jest rozktadaé na czeédé
symetrycznz i antysymetryczng w bazie typu

{e'e o).

{giegj} lub
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Definicja T.4:

a) tensor Ae 3’2 nazywamy kulistym, jesli ma postaé A =c1,
gdzie cxe R,

b) tensor ﬂe']’:a nazywamy dewiatorowym, jesli tr A = O.

Twierdzenie 7.6

1) tensor AGT Jest kulisty wtedy i tylko wtedy, gdy
jego raprazentacja w bazie typu {01903} lub {oi@ °.‘|} jest
macierzg diagonalns,

2) tensor aeJ Jjest dewiatorowy witedy 1 tylko wtsdy,
gdy Jjego reprezentacja w bazie typu {eie ej} lub {a ® oj}
jest macierzg o sladzie réwnym zern.

Dowéd. Wezmy baze typu {giegj} przestrzeni T, 1 tensor

2.
1) tensor 4 = A j°i® gd jest kulisty, Jedli jest réwny

el

tensorowi ¢ 1 =oc6 8 @ad. a to zachodzi wtedy i tylko wtedy,
—~ d-\-i ~

gdy
Aij -o:ﬁij dla 1,5 = 1,2,3

Zatem [aij] =[océ"ij]. gdzie Gij'jeat symbolem Kroneckera.

2) poniewas tr 4 = tr A'; g;@ed = 4t 8, = aYy = wx[aty],
to stgd wynika, Ze tensor A Jeat dawia':orow;y, tzn, tr A =0
wtedy i tylko wtedy, gdy tr[ j] = 0.

Twierdzenie 7.7. Niech J, = E"@E". Wtedy kazdy tensor
AeT, mozna jednoznacznie przedstawié w postaci

(]

1=
"
=
> o

+

gdzie: )]_ jest czesScig kulistg tensora A,

1o 3
n
P
= D=
=t
H

A
- (%— ir n)1 jest czescia dewiatorowg tensora A.

~

Dowéd. Nidch tensor Ae'.l'a. Wtedy 13 tr AeR, a wigc ten-

"

sor 4 = (%tr ﬁ)l jest kulisty 1 1:1-(5' -(%tr ﬁ) l)n
=tr£-%—{tr§'1 trlntrﬁ—:—:(trgin=0, a wiec tensor
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tr A)l jest dewlatorowy. Latwo zauwazyé réwniez,

~

=}

-a-(
5

+
o
L]

Twierdzenie 7.8. Niech ‘II’2 = ER®E", Wtedy zachodzg wa=-
runki: "
1) zbiory tensoréw kulistych T, = {AeTp 1 4 =

dla oceR} i dewiatorowych J’d t= {& e'.‘i'z 1 tr A = 0} sg pod-
przestrzeniami liniowymi ortogonalnymi przestrzeni tensoro=-
wej) 7, o wymiarach odpowiednio dim 'J' =141 dim T - n? =1,

2) przestrzend tensorowa T jest sumg prosts podprzestrze-
ni tenaordw kulistych ‘Ig i dawiatorowyoh Tg, tzn. ']’2 =
= Il' etl‘

Dowéd

1) wykazemy, ze zbiory tensordw kulistych 'I' i dewiato~-
rowych J' 8g podprzestrzeniami liniowymi przastmeni tenso-
rowe ] Tz‘

Poniewaz suma dowolnych tensordéw kulistych (dewiatoro=
wych) Jjest tensorem kulistym (dewiatorowym) i iloczyn dowol=-
nego tensora kulistego (dewiatorowego) przez dowolng liczbe
rzeoczywistyg jest tensorem kulistym (dewiatorowym), 5atom
z twierdzenia 1. 2 wynika, %e zbidér tensordw kulistych T
(dewiatorowych 74 ») Jest podprzestrzenig liniows przestrzeni
tensorowe j TE“

Znajdziemy wymiary podprzestrzeni liniowyoh 75 1 79
w przypadku gdy n = 3,

Niech {giagj} bedzie bazg przestrzeni tensorowej 7T..
Baze w przestrzeni tensordéw kulistych Tg stanowl tensor ku~

listy 1 = 51951 + geeg_‘? + 53053, a stgd wynika, Ze
dim Tg = 1. Bazg w podprzestrzeni tensoréw dewiatorowych ’J’g

stanowi zbiér tensordéw dewiatorowych {a 002, 31033, 329a1,

1
2@93, 2508, aaasz, 2,98 el - ¢ @g . azaaa = ,3353}
a stgd wynika, Ze dinﬂ’ds n2-1 =3 -1 =8,

Wykazam, ze podprzeatmanie tensoréw kulistych Tg_ i de~-
wiatorowych 3’ s8g ortogonalne.
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k

Dla dowolnych tensordw A €T, 1 Be Tg iloczyn skalarny

AoB = (x1)oB =x(10B) =atr B=0

-~

poniewaz z twierdzenia 7.2 wnika, %e tr' B = 1 0B,
Zatem podprzestrzenie T i Sl'd sg ortogonalne.

2) dowéd wynika z twierdzenia 7.7.

Przykiad Te2a Niech tensor éeﬂ'a = 33333
ma reprezentaocje

12 -
[&ia] =0 1 =2 w bazis {gieg‘x} przestrzeni 3'2
0o 3 2

d' =28 - % - ¢’
g’ = -l + ¢

Zaleznodé miedzy bazami {ga} i {9}} przestrzeni euklidesowe]
33 ma postaé

2 3 =
Qa = s?g,i dla o = 1,2,3, 8tad [31“] = |- =1 1

Korzystajsc ze wzordéw podanych w twierdzeniun 3.5 otrzymamy
; : _rz T b il 3 3 2
(ee 1= [eS]7 = =1 Tl =iet ey
‘_1 -3 0 2 3 1

a) znajdziemy rozklad tensora A na czesé kulistg i dewia-
torows w bazie {g; ®¢ }
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Z twierdzenia 7.7 mamy

;- (3o a)1=(Foma)eiye 00
g =4 = z = Aijgie gj - (;— tr ﬁ)éijglagj =
= (Alj - ("f tr 4)6 j)eiaej

Stad wynika, Ze

k i
sty = (Yt a)6ty dla 1,5 = 1,23

k .
sa wspoirzednymi tensora A w bazie {g;® gj},

dy
hg=aty - (5 tr 4)6% ala 1,3 = 1,2,3

d
s3 wspéirzednymi tensora A4 w bazie {gia gj], przy czym ze
wzoru transformacyjnego

aij - aiagg" dla 1,3 = 1,2,3

a 2 definicji éladu

.. i J i J 14 i
tr 4 = tr(A74ey087) = A7y(058%) = AT46] = 47y
Korzystajac z powyzszych wzoréw Xatwo znaleZé reprezentacje
k d k d
a . ‘
[J\ j] i [a j] tensorow A i A w bazie {giegj}. wieo

2 —1] 2 =1 =t 9 -4 =7
1 =2 3 1 =3|=|5 =3 =3
3 2_] -1 1 0 7 =1 =9

[4%5] = [We] [6%] =

B = =

tra=aly sal e 0 329032943
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ky 1 i : 1 0 o0 -1 0 0
(& j]*(j trﬁ)l_—fs 3}“3(-31 0O 1 0|l=]0 -1 0
Lo o 1 0 0 =1

[313] - ["131 -(3tra) [513]

9 =4 =7] [+ 0 o0 10 =4 =7
=5 =3 -3J-[o -1 0|=|5 =2 =3
7T =1 =90 0 -1 7 =1 -8

b) znajdziemy rozkad tensora A na czesé kulistg i de-
wiatorowg w bazie {giat_i,a}.
Z twierdzenia 7.7 mamy

Stgd wynika, Ze
2 -
R i
Ko =(Ftra)ey dla i,0=1,2,3

k o3
8g wspéirzednymi tensora A w bazie {giag },

d
Ny =at - (3era)ely, dla 1,0=1,2,3

d
8g wspéirzednymi tensora 4 w bazie {gisga'}. przy czym -

6T 4 = (g8 04%) = Nleyd®) = Hpef

Korzystajge 2z powyzszych wzordéw atwo znaleié reprezentacje

d
[:ia] i [A’Ex] tensordw A i A w bazie {gisg’a}, wigo
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1 2 1 .3 2 .1 2 2 2 3
3.1 3 .2 s [
+ﬁ153+4\253+&333

= 102 + 203 4 (=1)(1) + 0a(=1) + 1(=1) + (=2)e1 +

+ 0e(=1) # 3¢(=3) + 2¢0 = =3

K 3 =1 2 -3 1 =2
[a4] = (Jera) el ] =53 |3 =1t 3|=|-3 1 =3
2 -1 1 =2 1 =1
a 1 2 = -3 1 =2
(8] = [at] - (3t ) [eh] =| 0 1 =2|-|-3 1 -3|=

3 2 -2 -1

4 1 1

=3 0 1

2 2 3

Tensor z przestrzeni tensorowej T2 najwygodniej rozkadaé na
czesé kulistg i dewiatorows w bazie typu {giag } lub

{e 99:,}'

7.3. Wyznacznik tensora. Tensor wzajemny i odwrotny
Wartosci wiasne i wektory wiasne tensora

Definicja 7.5. Wyznacznikiem tensordéw przastrzeni".'f’z
nazywamy funkcje det : ’3’2 —= R okredlong nastepujgco:

1
é/ﬁ\:r2 det 4 1= det [4%,] = det[a P

i
gdzie [A j] i [Amp] 8g reprezentacjami tensora A odpowiednio
w bazach tyou {g; @8’} 1 {d¥®d,}. Licsbg det A nazywamy wy-
znacznikiem tensora A.



