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8.2. Definicja grupy symetrii wewnetrznej tensora
Tensory symetryczne i antysymetryczne

Definicja 8.4. Grupg symetrii wewngtrznej tensora Ae T
nazywamy zbidr Za 1= {65 Z,'p 1 6x4A = g‘}, gdzie x jest
dzia*aniem permutacji tensordw,

Wykazemy, Ze zbidr ZA %z dziaaniem sk¥*adania permutacji

Jjest grupg. Wystarczy wykazac, Zs jest to podgrupa grupy
permutacji zbioru p-elementowego Zp. Poniswaz dla dowolhnych
permutacji 6, 62€2A mamy

i dla dowolnej permutacji GEZA mamy

-1 -1 =1 -1
Gxh = 5*(6*‘{\’} = (506)*£=id*§_=£, stgd Ge:&

Zatem zbidr ZA jest podgrupa grupy Zp.

Definicja B8.,5. Grups symetrii wewnetrzne]j tensordéw
4)BeT nazywanmy zbidr Zév,li 1= {ﬁezp : 64 = AnA6#B=BL
Latwo zauwazyé, ze ) |, g = 2., N 2 g. Grupy symetrii

e ~ -~

wewnetrznej tensordw sg niepuste, poniewaz nalezy do nich
permutacja tozsamoéciowa.

Definicja 8.6, Tensor Ae Cl’p nazywamy

a) symetrycznym, jesli dla kazdej permutacji SEZP mamy
6*4 = A, co ozhacza, Ze ZA = Zp;

b) antysymetrycznym, jesli dla kazdej permutacji 6e 2
mamy 64 = sgn6 4, gdzie sgn6 Jest znakiem permutacji 6.

Twierdzenie 8.2. Niech Cl‘p bedzie przestrzenig tensorows
o walencji p, Ep - podgrupa grupy permutacji Zp. Wtedy

zbidér TP’ ﬁp 1= {isﬂ'p : Z‘£ = Zp} tensordw o walencji p
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i gruple symetrii wewngtrzne] Zp jest podprzestrzenig 1li-

. niowg przestrzeni tensorowe] ﬁ’p._
~
Dowéd. Niech permutacja 6e Ep. Wtedy dla dowolnych tanp-
soréw A,BeT & i dowolnej liczby aeR mamy
S P’Ep

1) 6%(4 +B) =6%A + 6«B=4A+B, stad A +gerp,ép
2) 6x(xch) =cc(6%4) =4, stad ocge:l’p'}:p

Zatem z twierdzenia 1.2 wnioskujemy, ge zbidr Tp,ﬁ jest
podprzestrzenisg liniowg przestrzeni tensorowe]j Tp.

Wniosek 8.1, W przestrzeni tensorowej zbilory tensordéw
symetryczgych 1 antysymetrycznyoh sg podprzestrzeniami linio~-
wymi te]j przestrzeni.

Uwaga 8.5. JeSli mamy przestrzed tensorowg ‘.T'p i dang pod=-
grupe 2, grupy permutacji Z,' to problem znalezienia pod=-
przestrzeni T ﬁ sprowadza siq do znalezienia wymiaru i
akonstruowania bazy tej przestrzeni.

Przyktad 8,12, DNiech T, = E0E, a >, =

= {(1,2), (2,1)} bedzie grups permutacji. Znajdziemy podprze-
strzenie tensoréw symetrycznych .'I'g i antysymetrycznych ﬂ'g.

Wystarczy znaleZé bazy w tych podprzestrzeniach. Nieoch
{gi@g } bedzie bazg przestrzeni tensorowe] Tz. Wtedy zbidr
tensorow symetryczoych

{31051’92@!2923923- 9498, + 8,®84y 8908, +
+ 8508, 8,08, +8;08,]
jest bazg podprzestrzeni ’J"g. a zbiér tensordéw antysymetrycz-
nych
2102 = 2:981s 81083~ 9398, 9,083 - 3,00,}

Jest bazg podprzestrzeni tensoréw antysymetryocznych ‘J'g.

Stgd wynika, e dim T; = 6, dim 3‘3 = 3,
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Przyktad B8.13 uieonﬂ'3=n3as3as3, ally=

= {(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)} bedsie
grupg permutacji., Znajdziemy podprzestrzenie tensoréw symetry-
cznych '.Tg i antysymetrycznych Tg.

Wystarczy znaleZé bazy w tych podprzesirzeniach. Niech
{eiaejﬂak} bedzie bazg przestrzeni tensorowej J.,, Wtedy ten=
sory symetryozne '

A1 = 81®2;®8y +8;08;08; +8,08;88; dls i,j=1,2,3, 1#J

4403 = 2192708, + 8109308, + 8,09,08, + 5,009,080, +
+ 8,608,808, + €,08,88,

stanowig baze podprzestrzeni tensoréw symetrycznych Tg, a ten=-
sor antysymetryczny

t83928.08; -~ 8,800,908,

stanowl baze przestrzeni tensoréw antysymetrycznych 3'53. Stead
‘wynika, ze dim ﬂ'g = 10,.dim Cl'g = 1.

Praykzad B8.14. NechT, = 8°08%08> 08,

a ﬁ: bedzie podgrupes grupy permutacji 24 generowans przez
zbiér permutacji {51 = (1,2,3,4), 6, = (2,1,3,4), 64 =

= (1,2,4,3]), 6y = (3.4,1,2]}. Znajdziemy podprzestrzef tenso-
Towg 3'4'f:.

Wystarczy znaleié baze te] poéprzaatraeni. Niech
{giagjagka 8, } bedzie bazg przestrzeni tensorowe] o
Wtedy tensory
83415 = 21993®831®085 + 8;09;09,084 +9;09;39;08; +
+23@!1@!‘J@gi dla 1!5':1!2!3! 14:
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B1335 = 81®8;99;08, +8;08;098508; + 9,908,908 +

+9,09,08,08 dla i,§ = 1,2,3, 1 # ]

Aiggn = 8198509508, + 8;99;@8 P8y + 2;98,®2;98 +

+gk®gj®gi®gi dla i,j,k = 1,2,3, 1 # j<k

Aijes = 81® 9398, ®9 + 2502;08,®8; +9;02;08;@8, +
+8500,08,08 +0,00,08,00; +8,08;08,08; +
+90198,00,08y +8,08,08,0¢;

dla i,j,k = 1,2,3, 1 # j <k

q oo 2=
stanowls baze przestrzeni 4,5 Stad wynika, %ze dim T4’E 21.

8.3. Definicja grupy symetrii funkcji tensorowej
Funkcje izotropowe i hemitropowe

Definicja 8.7. Niech Tp i Tq bedg przestrzeniami tensoro=-
wyni, a £ : D —-Tp bedzie funkcjs tensorowg na zbiorze Dc C]'p.
Grupg symetrii funkcji tensorowej f nazywamy zbidr

Pp 1= {QeP 1 Quf(A) = £(Q*A) dla AeD}

-gdzie » Jjest dziaskaniem obrotu tensordw, -

Latwo wykazaé, ze zbidér ﬁ’f jest podgrupg grupy tensordéw
ortogonalnych . Grupa symetrii funkcji tensorowej jest zbio-
rem niepustym, poniewaz zawiera tensor jednostkowy.

Definicja 8.8. Funkcje tensorowg f : D —--'_Tq na zbiorzs
Dc']‘Fl nazywamy

a) izotropows wtedy i tylko wtedy, gdy P, = V3

b) hemitropowsg wtedy i tylko wtedy, gdy Vp = R;

o) anizotropows wtedy i tylko wtedy, gdy q?’f £R 1 'S‘f £ e



