i
c

[ﬂ1s P2s P3s p4] o [1,0,1,-1]
[P1s Bos P39 [34] o[2,3,-1,2]

e stgd otrzymanmy

n
(o]

{@1+B3-D4=0
2Py + 3py = Py + 20, = 0

Rozwigzaniem powyZszego uktadu jest zbidr liczb
By =t Pp= -Jj-a-%t, B3 =8, Py=1t+s dla t,8eR
Zatem

st = {[‘t, —%t --13-5, 8, t + s]eR4 : t,aeR}
Poniewaz

[t, - % t - %—s, 8, t + s] = t[1, -

(WIN

» 0,1] + 8[0,=3,1,1]

a wigc zbidr {[1, - %, 0,1], [0, -% ’ 1.1:[] genernje podprze=
strzed S* i stanowl baze tej podprzestrzeni,

3.2. Kobaza przestrzeni euklidesowej. Reprezentacja wektora
Zmiana bazy i wzory transformacyjne

Definicja 3.6. Niech {gi} bedzie bazg n-wymiasrowej prze=-
strzeni euklidesowej B, Zbidr {gj} wektoréw przestrzeni E°
nazywamy kobazg przestrzeni euklidesows EP wzgledem bazy
{3‘1}' jes$li spetnia warunki:

/\ e.09j=5§_

et =
gdzie
i=
53 ) 1 dls 3
17010 d1a 1 #3j

jest symbolem Kroneckera.
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Bezposrednio z powyzszej definicji wynikaja wnioskis

Wniosek 3.3. W przestrzeni euklidesowej skodczenie wy~-
miarowej:

1) kobaza wzgledem bazy jest rdéwniez baza,

2) kobaza wzgledem kobazy danej bazy jest danag bazg.

Wniosek 3.4. Niech {i,} bgdzie baza ortonormalng n-wy-
misrowej przestrzeni euklidesowe] B, Wtedy sa spetnione wa=-
runki:

1} "j:'io'i"j = Gij dl& i’j = 1,2’Ill,n

2) kobaza {;1} wzgledem bazy {1i;} Jest t3 samgq bazg, tzn.

{h e 1, dl8 1342500000

gdzie o Jest iloczynem skalarnym w przestrzeni En, a Sij
symbolem Kroneckera. =

Nieoh {g;]} bedzie baza, a {s'} kobazq przestrzeni sukli-
desowej n-wymiarowej E”. Wtedy dowolny wektor &< B mozna
przedstawié jednoznacznie w postaci kombinacji liniowe] wek-
toréw bazy

1 2 n i, %
a=3£1+352+o--+ae =aai

~ ~nNn ~

lub w postaci kombinacji liniowej wektordéw kobazy

Liczby aie.R dla i =1,2,...,n wystepujace we wzorze
pierwszym nazywamy wspéirzednymi kontrawariantnymi, a macierz
(kolumnowg) [ai] reprezentacjg kontrawariantng wektora a
w bazie {Ei}‘

Liozby ay € Rdlai= 1,2,...yn wystepujgce we wzorze dru-
gim nazywamy wspéirzednymi kowariantnymi, a macierz (kolumno=-
wa) [a;] € R” reprezentacja kowariantng wektora a w bazie{giﬁ

L

*) Obowigzuje w dalszym oiggu umowa sumacyjna Einsteina,
patrz sir, 25,



Twierdzenie 3.4. Niech {g;} bedzie baza, a {gi} kobazg
n-wymiarowe]j przestrzeni euklidesows] B, Wtedy wspdirzedne
kontrawariantne i kowariantne dowolnego wektora gesEn wyraza-
jg sle wzorami

ai = 5{331 i a; = aagy dla 1=1,eeeyn

Dowéd. Wektor QisEn przedstawmy w postaoi kombinacji 1i-
niowej wektoréw bazy, wige

gdzie liczby a*eR dla i = 140000 88 wepbirzednymi kontra-

wariantnymi wektora g w bazie {e,}. Stad dla dowolnego usta-
lonego j = 1,ss¢,n mamy .
goed = (ale;)oed = al(e;0ed) = at§d = ad
Zatem
Ei = gogi dla i= 1....,1‘1

Podobnie dowodzi sig, %26 a; = so0e; dla 1 = 1,e.e,h.
¢ 1 =298

Wniosek 3.5. Niech {g;} bedzie bazg, & {e!} kobazg n-wy-
miarowej przestrzeni euklidesowej B Wtedy dowolny wektor
a cEB” daje si¢ przedstawlé w postaciach:
ilei lub a = (a ogi]gi

~ ~

8= I(g0¢

Przykzad 3.8. Niech {gi} bedzie bazg prze-
strzeni kertesjadskie) R’ taks, ze 8, = [1,1,1], g5 = [1,1,0],
€3 = [1,0,0].

2) znajdziemy kobazg {gi} przestrzeni R> wzgledem bazy
{g }. Oznaczmy wektory kobazy przez 51 = [a1,ﬂh f], e -

- j[or.a. 2,721, 62 = [a2,p°,4°]. 2 definicji kobazy {e'} wzgle-
dem bazy {e,} wynika, e ey 0eJ = 6] dla 1, = ¥,2,3. Stad
otrzymamy nastepujgce ukady réwnafi na poszczegélne wektory
kobazy :



51051-1 r[1,1,1]9[&:1. B, 4] =1 al4 el =1 [ @ =0
-52051=0@4[1,1,0]0[051,{31,111 =0 < cr1+ﬂ:] =0 < p1=0

epe’=0  |[1,0,0]0[a', g0 | =0 [¢'=1

'g1°92‘° '[1,1,1]0[3?,52, 2] =0 a2+p2+gr2=0 «2=0
{ 8081 <> {[1,1,0]0[a?,p?,7°] =1 & ¢2+;32_ =1 <> 1 p2=1

.53°52=° .[1s0r0]°[32' 5 ‘3'2] =0 | a® =0 | ?2= -1
F§1033=0 [1!1i1]°[0531 1533 33] =0 0'31'{534-?'3#0 a-3=1
! 808720 <> {[1,1,0]0[a, %, 7°]=0 <> { a2+’ =0 <> {p7= -1
‘2309‘3=1 [1,0,0]o[a3,p3,13]=1 _(r3 =1 Lg~3= 0

Zaten mamy ¢' = [0,0,1], &2 = [0,1,-1], ¢’ = [1,-1,0].

b) znesjdziemy reprezentacje dowolhego wektora a8 =

= [@,py 7] cR> w bazie {e4} 1 kobazie {e'}. oznaozmy reprezen-
tacje wektora g w bazie {gi} przez [ai], a w kobazie {ei}
przez [ai]. Wtedy 2z twierdzenia 3.4 mamy

ai = Eogi dla i

1,2.3 i Bi = BDEi dla 1=1'2'3

~ A

Stad otrzymamy

e =808 = [xpsg] 0 [0,0,1] = 7
8y =808y = [@spsg] o [1h11] = @+ p +p

= [xsPsg] 0 [041,-1] = p =4

m
]
b
[+]
o
U

= 808y = [wsbay] o [111:0] = 4
33 = 2023 = [cr.p,g‘] 0[1"‘1v0] = o =i

Qg % 400y w [05.{3:3‘] o [_1!0’0] =
Zatem maclerze kolumnowe

T o +B+ 7
['] ={p-3| 1 [8;]=a+p
| =0 @

8g reprezentacjami wektora a odpowiednio w bazach {51} i {gi}.
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Iwierdzenie 3.5. Niech {e;}, {g} {da}r {§%} quq baza-
mi (kobazami) n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej B". Jesli
wektory jednej bazy przedstawimy w postaci kombinacji linio=-
wej wektoréw drugie] bazy, np.

EQJE gi:'é' [gij] - macierz przejécia od bazy {gj] do baay{gi}

dy = gwai [5ioc] - macierz przejsécia od bazy {dy} do bazy {gi}

91 = g ig [go;i._l - macierz przejdois od bazy {gi} do bazy {gm}
g% = 51 %gl [gi‘”] - macierz przejécia od bazy {g“_} do‘l:\azy {gi}
g{"’ = gapdcz [ ap] - macierz przejscia od bazy {gp} do haay{ga}
g-'j = gigi [gi ] - magierz przejécia od bazy {33} do bazy{gi}

itp.
to otrzymamy wzory:

8ij = 831 = 81°8%y [813] = [531] jest macierzg symetryczng
dodatnio okreslong
gap = gP% - Qa" 9,'% [saﬁ] = [gm] jest macierzg symetryczng
dodatnio okreélong
Sg_ = 813 = 8‘11 = giogj - 53 [gij] = [gji] Jest maclerzg
Jednostkowsg

ot e g(x . [gai] ]:gid'] Jjest macierzg nieosobliwg

8 = g = o E-
& = 8% = g% = 8, 0d% [a] = [g"‘i]T jest macierzg nie-
osobliwg
itp.
8%y = 6] [63][eqs] = [69,]
lub macierzowo
6] ) . &
8a18™® = & [863 1[6*°] = [6]
wigo macierz I'_gicr] Jjest odwrotna do maciars:_ [ga.i]
s;gc:’f - Gi [e%] (%] = [51;1]
lub macierzowo
gpef = 0p [6%][e*a) = [6%]

wigoc maclers [30‘11 Jest odwrotna do macierzy [gia]



& %qp = Sﬁb ('] [eap] = [%)]

&;saj ghd lub macierzowo (e ][] = [eM]

e = s”b [a,][e*P] = [&*P]
itp.

Dowéd. Dla przykiadu udowodnimy tylko ostatni wzdr.
Korzystajgc 2z okredéled i wzoréw podanych w tym twierdzeniu
oraz 2z wiasnodéci iloczynu skalarnego- wektordéw otrzymamy

gt = et 0 gP = (g1g¥)ogP = gi(¢®0 4P = gle®P

zatem gig”P = P dla 1, p= 1,...,n.

Wezystkie macierze przejscia migdzy bazami przestrzeni
euklidesowe] sz nieosobliwe., Oznaczamy je liters g 2z odpo=-
wiednimi intieksami. Je$li rézne bazy oznaczymy indeksami
innego alfabetu, to uk*ad odpowiednich indekséw w macierzy
przejscia okredla jednoznacznie bazy zwigzane z tg macierzj.
Npe [gai] jest macierzg przejscia od bazy {gl} do bazy {g“}.

Przykzad 3.9, Niech {gi} bgdzie bazg przestrze-
ni kartezjafiskiej R> taks, ze ¢' = [2,1,0], ¢° = [-1,0,0],
= [1,2,1]. Znajdziemy kobaze¢ {g;} przestrzeni R> wzgledem
bazy {s } za pomoca maclierzy przejscia.
Korzystamy 2z okreslen i wzordw podanych w twierdzeniu 3.5.
Zatem
5 =2 4
gij = Eicjgj dla ilj =1,2,3, stad [Gij] = [‘2 1 “%]
4 -1
ik i ik i
8 By = Gj [e ][Ekjj = [6 j]
dla i,j = 1,2,3 1lub macierzowo
J
g [64%]

i [Bik][gkj]

gijgkj

stad

——
[&ys] = [e¥] =2 1 1| =| 8 14 -3
L 4 -1 6 -2 =3 1



Poniewaz 8 = gkigk dla i = 1,2,3, to destaniemy

8y = gqe" = 3119? + 8p98° + 33153 =
= 5[2,1,0] + 8[-1,0,0] - 2[1,2,1] = [0,1,-2]
g = Bkzﬁk = 8108 + 8p8° + 53293 =
= 8[2,1,0] + 14[-1,0,0] - 3[1,2,1] = [-1,2,-3]
83 = B30 = 8138" * 8307 + 83307 =
= -2[2,1,0] - 3[-1,0,0] + 1[1,2,1] = [0,0,1]
A wigo otrzymalismy wektory kobazy ¢, = [0,1,-2], 8, =

= [1,2,-3], 85 = [0,0,1].

Przykad 3.10, Niech migdzy bazami {Qi;' {gi}.
{ga}. {g“} przestrzeni euklidesowe) trdjwymiarowej B
chodzg zaleznodci

1 2
g8, =8 -8 g =84 +8; - 83

z2a-

o, =-s' +2¢° -9 1 | 9%=20 +g,+8e,
2
85 = -8 + 2¢° g’

Znajdziemy wezystkie macierze przejdécia migdzy tymi bazami,
Korzystamy z olredled i wzordéw podanych w twierdzeniu 3.5.
Zaleznoéé miedzy bazami {gi} 1 {gi} dana jest w postaocl

1 -1 0
i .

Poniewaz mamy
8y 8 = 6] [85x) (8] = [647]
dla i,j=1,2,3 1lub macierzowo

Bikskj = 5‘; - [Bik.-] [Eka] - [613]



- T0 =
a wigo

1 -1 0] [3 21
[e**] = [gy]™ = [-1 2 =1 =|2 2 1
0 -1 2 1 1 1
Zaleznoé migdzy bazami {d”} 1 {e;} dana jest w postaci

1 2 3
g“ = Smsi dla a= 1,2,3, a stad [sia] = l: 1 N 2]
! -1 1 =1

Poniewaz mamy

8%,y = 63 dla 1,5 =1,2,3 o [6*legy) = [6]
lub macierzowo
gmigiﬁ = 8(!: dla @,p = 152,43 [Boci] [Bip] = [Sc;{b]
wigo
=1
w 3 -3 5 1
legi] = [62*] =1 1 2/ =|-1 2 1
uf 1 w1 2 =3 =1

— Pozostake macierze przejsocia otrzymamy ze wzordw

8,89 = &% dla 1=1,2,3; @=1,2,3

wiec
3 1 =1 0 1 2 3 0 1 1
o]
ca ISR
ges8') = gl dla § = 1,2,3; «=1,2,3
wigo

[sa31=[sa11£s*ﬂ]=[3 : 1“3 2' ’}[ : Z}
1 i

2 =3 - 1 1 1 =3 =2
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€831 = Byp 918 @B = 1,2,3

wieo
1 2 5 3|[=3 -1 2 22 11 =14
[Eosa] = [Bc: ][Sip] =2 3 2 5 2 =3|=| 11 6 =T
=1 =3 =2 1 1 =1 -4 =7 9
80;_81{5 = 30513 dla ¢ ,p= 1,2,3
wiee
0o 2 =3 1 2 3 5 =1 T,
[P] = [6%] [eP]=[1 -1 1||1 1 2[=|-1 2 o
1 2 =4][=1 1 =1 7 0 11

Twierdzenie 3.6. Niech {g;}, {91}’ {do}s {gd} bgdg ba-
zami (kobazami) n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E".
Jedli dowolny wektor geEn przedstawimy w postaci kombinaoji
liniowej kazdej z tych baz, tzn,

a = aigi [ai] - reprezentacja wektora a w bazie {91}
as= eigi [ai] - reprezentacja wektora a w bazie {gi}
a = a“‘gm [a®*] - reprezentacja wektora a w bazie {Qa.}
a = gcg“ [ag] = reprezentacja wektora a w bazie {g"}
to otrzymamy wzory transformacyjne:

ai = gé'a“ [ai] = [Bia [ﬂa]
ay = gaiai lub macierzowo [ac] = [8yy] [ai]
8y = ﬂijaj [ag] = [gij] [aj]

itp.

gdzia &}, gai. 513,...ER dla i.J = 1,.-.,:“ m'ﬂ- 1...-,!1
sg wspélczynnikami macierzy przejdcia.

Dowéd. Dla przykiadu udowodnimy tylko drugi wzér. Z za-
*ozel tego twierdzenia i twierdzenia 3.5 wynika, Ze dla do-
wolnego wektora geEn otrzymamy



-?2-

o
a = a_d” i a= sigi = ai(gwigm} = gﬁiaig s

stad

ﬁmﬂa = sdiaiga
Poniewaz przedstawienie wektora w bazie jest jednoznaczns,
wige

1
8y = Byi® dla @ = 15ee0,0

Jesli indeksy kazdej bazy przestrzeni euklidesowej ozna-
czymy literami innego alfabetu, to wystarczy podaé samg re~-
prezentacje i okresla juz ona jednoznacznie wektor, gdyz ro-
dzaj indeksu reprezentacji wskazuje na to, w jakie]j ona jest
bazie. Np. [8,] Jjest reprezentacja wektora g w bazie {a%}.
Wzory transformacyjne podaja zaleznodci miedzy wspéirzednymi
(reprezentacjami) tego samego wektora w dwu rdznych bazach,
Wynika z nich, ze zmiana indekséw w reprezentacji odbywa sie
za pomocg uk*adu liozb g indeksowanych tak, aby zachodziza
konwencja sumacyjna.

Prazykad 3.11. Niech migdzy bazami {e,} 1 {d%}
n-wymiarowej przestrzeni euklidesows] B zachodzi zaleznoéé

21 = 2e

2

4% = —ey + g5 - g3
3

47 =g+ g

T
oraz wektor g:aEn ma reprezentacje [ai] = [-1.0.3] w bazile
{51}' Znajdziemy reprezentacje [a,] wektora g w bazie {g“}.
Ze wzordéw trensformacyjnyoh podanych w twierdzeniu 3.6
wynika, 2Ze

8y = gmiai dla o= 1,2,3 1lub macierzowo [am] = [scci] ]:ai]

a wigoc nalezy znaleZé macierz [8qi]+ Zaleznoéé miedzy bazami
{a%} 1 {e4} dana jest w postaci
=1
1 S
1 =1 0

g% = 31“21 dla «=1,2,3; astad [g'%] =



Korzystajgo ze wzoréw podanych w twierdzenin 3.5 mamy
2%y, 5} dla 1,3 = 1,2,3 [e1%] [eeg] = [6%,]

lub macierzowo

g 6t = 65 ala o,p=1,2,3 o] [e*P] = [8,°]
s8tad
o r2iet AT -1 1 2
oA ErL N ER ] R B
1 =1 0 e =) =3

Zatem otrzymamy

1 2 -1 7
el - ] ]+ 1 H"H ‘|
| 2 =1 <3l 3 -11

Twierdzenie 3.7. Niech {91}’ b {acch {d bedg ba=-
zami n-wymiarowe ] przas%rzani auklidesowe ] B2, Wtedy dla do=-
wolnych wektoréw a,b e B? zachodzg wzory:

a:i= i

aob = aibigid = aibi = aibjgij = aibi = amhig a“hig‘x 1tp‘.
(a,b) . Y
0054 a,0) = =
\/a ob \(b o h Vakalg \/h”b“gﬂ
i
b g
= aa i itp-
Vaﬁajg? Vh b gi
a stad
g
0054(91,9:’] ‘V—s_\jj_g—; dla i,,j = 1,..0.“
&

cos¢(gi,gc‘) = dla i'a‘ 1....,!1

i
vau\fﬁ

itd.
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Dowéd wynika 2z wkasnosci iloczynu skalarnego i twierdze-
nia 3.5.

Przykzad 3.12. Niech miedzy bazami {s;} 1 {o%}
n=-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E® zachodzi zaleznosé

8, = 20" + 2 + ¢’
g, =8 +20% + o7
1, .2, 03

8 =8 +8 + 2¢

1 T
oraz wektory ai heEs majg reprezentacje [a ] = [1,-1.2]
i [bi]T = [2,3,1] w bazie {e;}. Znajdziemy cosinus kate mig-
dzy wektorami a i b.
Zaleznoéé miedzy bazami {e} 1 {gi} ma postad

2 1 1
8y = 31321 dla J = 1,2,3, a stad [gu] = : ; ;

Korzystajgc ze wzoréw podanych w twierdzeniu 3.7 kolejno
otrzymamy:

Teqq + a'b%ayp + 2’5 + %oy,

+

aob = aj‘hjgi;l =a'b

e

+ 32b2522 + a2b3323 + a3b1331 + a3b2332 + 531:3333 =

= 10202 4 10301 4+ 10101 + (=1)0201 + (=1)03+2 +

+ (=1)e1e1 + 24201 + 203¢1 + 2012 = 13

aj'a:’g;ij = a1n1g11 + a1a2g12 + a1a3g13 + 3231321 +

+ E232322 = 3233823 + 3351831 + 33u2332 + 8333333 =

i
o
4]
]

= 11°2 + 1o(=1)e1 4+ 102°1 4 (=1)21°1 + (=1)e(=1)*2 +

+ (=1)22°1 4 2¢1°1 + 2¢(=1)e1 + 222 = 10
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2 1 1
)
pob = b’“b"’sij = [bY] ey 4] ] = [2,3,1] |1 2 1||3]=50
11 2

Stad
13 13

ob
Vaoe Vbob V10YV50  10V5

cosJ(a,b) =

3.3. Zadania

Zadanie 3.1. Zbadaé, ozy w przestrzeni liniowe]j ciggdéw
2-w;yrazm-goh RZ nad ciatem lioczb rzeczywistych formy
f 3 R%x R® — R okreélone nastepujgco:

a) £([ay,ap]s [Babp]) 1= 3aqpy -y

b) f([aysap]s [BysPo]) t= 2a4By + axypy + @By + 6ayp,
okreélajg ilooczyn skalarny w przestrzeni R2,

Zadanie 3.2. W przestrzeni liniowej wielomianéw R [x]
stopnia co najwyze] n-tego nad ciatem liczb rzeczywistych
okreélono formy f R [x] xR [x] —= R nastgpujgoo

1

a) flu,v) := fu(x}v{x]dx
-1

b) flu,v) = f(c:°+c:1x+c:212, 130+[51x+f32x2} b= o By + Xy Pyt ayfp

Wykazaé, e przestrzeni Rn[x] z kazdg z tyoh form jest prze-
strzenig euklidesowg.

Zadanie 3.3. W przestrzenl euklidesows}] R2Lx] z iloozynem
skalarnym okredélonym w zadaniu 3.2a znaleZidé wielomiany orto-
gonalne do wielomianéw w1(x] =1, w2(x} = X.

Zadanie 3.4. W przestrzeni euklidesowe] R2[x] z 1loczy~
nem skalarnym okredlonym w zadaniu 3.2b znaleZé dopeknienie
ortogonalne do:

a) podprzestrzeni wielomianéw dla ktérych w(1) = 0,

b) podprzestrzeni wielomianéw stopni parzystych.

Zadanie 3.5. Niech {g;} 1 {d*} beds bezami przestrzeni
kartezjahskiej R> takimi, ze g, = [-2,1,0], 8, = [1,0,-1],
o3 = [1,1,0] 1 g' = [1,2,1], a2 = [0,1,1], @3 = [1,-1,1].



