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4 =1 0
[Aij] =(=-1 4 0 W bazie {gia gj] przestrzeni T,
0O 0 1

przy czym dana jest macierz dodatnio okreslona
A

3 B .
5 5

[6'9] = [¢'el] =[2 2 o
0O o

1

Znalezié¢ rozkiad widmowy tensora symetrycznego A.

Zadanie T.4. Niech ‘21"2 bedzie przsstrzenis tensorowsg had
przestrzenig kartezjarisks R3.

a) znaleZé tensor ortogonalny geﬂ’ obracajgcy wektory
przestrzeni R> o kat -;Iwokél osi wyznaczone] przez wektor
[2,1,2]eR>,

b) znale2é tensor ortogonalny Qe obracajgcy lustrzane
wektory przestrzeni R o kat %wokdl osi wyznaczone] przez
wektor [2,1,2]eR>.

Zadanie 7.5. Niech tensor §_e‘I’2 = 33@ E3 ma reprezehtacje

-1 -1 1
. w bazie ortonormalnsej
[Aij] .- 1 1 1 {i ®i.} przestrzeni T
~1° =30 ¢ 2

1 1
gﬁ -7\[5' 0

gdzie {ii] jest baza ortonormalng przestrzeni enklidesowe 52,
Znalezié rozkXad biegunowy tensora A.

8. SYMETRIE TENSOROW | FUNKCJI TENSOROWYCH

8.1. Definicja grupy symetrii zewnqtrinej tensora
Tensory izotropowe i hemitropowe

Definic.ja 8.1+ Grupg symetrii zewngtrznej tensora Ae Sl“p
nazywamy zbidr ")A i= {Qe P 3 Qx4 = 5}, gdzie x Jjest dziata-
niem obrotu tensordw,
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Wykatemy, te sbiér 7, s dsialaniem prostego nasunigoia
tensordéw jest grups. Wys';arcuy pokaszaé, 2e jest to podgrupa
grupy tensoréw ortogonalnych 4}. Poniewas dla dowolnych ten-
soréw Q,, Q€ 1?*' namy

(Q4Qp) » 4 =Q*(Q,+4) = Q% 4 = A, stad Q,Q€ “’l

i dla dowolnego tensora Qe# mamy

-1 =1
Qnh =Qe(@nd) = (94 = 1uh = & stad ged,

Zatem sbidr "J,A jest podgrups grupy V.

Definicja 8.2, Grupg symetrii sewngtrznej tensordw
4,BeT nazywamy zbidr P t={QePs Q*A=41Q%B =B} °
Latwo zauwazyé, te v, B = 3 n-D'B. Grupy symetrii tensordw sg

niespuste, bo nalegy do nioh tlnaor Jednostkowy 1.

Definicja 8.3, Tensor AeJ, nasywamy s
a) izotropowym wtedy i tylko wtedy, gdy ¥, = o

i~

b) hemitropowym wtedy i tylko wtedy, gdy 4?‘ =R;

¢) anizotropowym wtedy i tylko wtedy, gdy 'ﬁ" FR 4 N V3
gdzie R jest wiadciwg grups tensordéw ortogonalnych.

W przestrzeni tensorowe] 3’29 (o walenoji parzystej) nie
ma tensoréw hemitropowych. Istotnie, Jedli tensor

ij.o.k

A=A e @eaa...@ekeﬁ‘zp

to

ij.l.k(

~1%4 = A ~1e5)® (~184)® ... @(-1g;) = (-1)?Pa = 4

stad -1e¥,, a wiec ¥, #R.
W przestrzeni tensorowe] :I“2p+.| (o welencji nieparzystej)
nie ma tensoréw izotropowych. Istotnie, jesli tensor

ijeeek

£= A ﬂiagja--@sk672p+1
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to

i~

-1*5 - “i?...k(—lgil 0("133}@00- G(-lp"k] = (-1,294.1'& = =4
stgd "l¢"3'g' a wigc fﬂ’A F e

Przykad 8.1. Niech begdzie dany niezerowy wek-
tor ge?’.‘ = 83, Znajdziemy grupe symetrii &, 6 tego wektora.

Zatem szukamy tensoréw oriogonalnych ge»\?' spetniajgecych
réwnanie Qa = a, tzn. zachowujgcych wektor g. Tensorami tymi

sg wezystkie tensory obrotu g; dla pe<0,27) i k = %Twokél

osi wyznaczonej przez wektor a, wszystkle tensory lustrzanego
odbicia Ll dla 1.1k wzgledem ptaszczyzny réwnolegiej do

wektora a oraz wszystkie ich proste nasuniecis. Stgd wyni-
ka, ze grupa sxmetrii 'ﬂ' jest generowana przez zbidér tensordw

{R‘kp, Il dla k = liall AQPe<0,27) A kl = U} Latwo udowodnié, ze

&2 = 1‘1'" dla k = g

"Przy kzad 8,2, Niech bedg dane wektory liniowo
niezaleZne g,geﬂ' = E3. Znajdziemy grupe symetrii '15' tynh
wektordw, ;

Zatem szukemy tensoréw ortogonalnych Q €+ speXniajacych
réwnania Qa = g i Qb = b, tzn., zachowujgcych wektory a i b.
Tensorami tymi sg tensor jednostkowy 1 i tensor lustrzanego
odbiciae In dla n.a,b, wzgledem ptaszczyzny prostopadie] do

wektoréw g i b, Stad wynika, ze B ™ {1, 1, 912 na = Oag=0}.

Latwo zauwazyé, ze "3’3 b = 'a’k,l' przy czym wektory ortonormal-
~'~ Fa il

ne k i 1 rozpinajg te¢ samg podprzestrzen co wektory a, b.

Przykad B8.3. Niech bedg dane wektory liniowo
niezalesne g,b,ceT, = B>, Znajdziemy grupe symetrii fﬁ'a'
tyoh wektordéw. =

Zatem szukamy tensoréw ortogonalmych Q € ¥ speiniajacych
réwnania Qa = a, Qb = b, Q¢ = g, tzn. zachowujgcych wektory

a,b,c. Takim tensorem jest tylko tensor jednostkowy 1, a wigo
""a,b, = {1} Latwo udowodnié, ze W b, "‘}k 1,0 gdzie

b,o

¥ ora

8y
{k 1 n]' jest dowolng bazg ortonormalnq przastruni 33
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Z powyiszych przyktadéw wynikajg inkluzje 'D’a,b,cc "}a,bc :{;'ba

.

~t

Frzykzad 8.4, Kiech bedzie dany niezerowy wek-

tor EET,I = EJ i tensor a2 ®a 53‘2 = 513@ E‘B. Znajdziemy grupeg

symetrii '&a tego tensora.

®a
Zatem szukamy tensoréw ortogonalnych Qe «» speiniajgcych
réwnanie ¢ * (a ®a) = g ®a, ktdre jest réwnowazne réwnanin

(¢a)® (Qa) = a®a, a stad Qa = a lub Qa = -g. Nalezy wige

znalezé tensory ortogonalne zachowujgce kierunek wektora a.
a

Tensorami tymi sg wszystkie tensory obrotu Eg dla k = —“—;—"—

i pe<0,27) wokdér osi réwnolegiej do wektora a, wszystkie
tensory lustrzanego odbicia ;1 dla 1. a wzgledem piaszczyzn

~

réwnolegtych do wektora a, tensor lustrzanego odbicia I,

wzgledem piaszczyzny prostopadtej do wektora a oraz ich~wszy-

stkie proste nasuniecia. Stgd wynika, 2e grupa '&’aea jest
generowans przez zbidr tensordw: S
: s <0,2m A 1k
{R.,’ Tpr B dla k= gy APESDhemAZX = 0}

a

Latwo udowodnid, ze ¥, o . = ’&EQE gdzie k = Tai* Oczywiste

a®a 7
jest rdéwniez, ze 'ﬁ‘ac:ﬂ’

PYizy kz'ad BHe Niech bedg dane wektory liniowo
niezalesne g,beE> i tensor 3®beT, = E°@ B>, Znajdziemy
grupe symetrii "}g@b tego tensora.

Zatem szuksmy ténsoréw ortogonalnych Qe spetniajgcych
réwnenie ( » (a®b) = a®b, ktére jest réwnowazne réwnaniu
tensorowenu (¢a)® (¢b) = a ®b, a stad wynika, ze (Qa = 8
i0b = D) lub (5?‘, = -a i Qb = ~b). Tensorami spekniajgcymi
ostatnie zaleznosci sg tensor jednostkowy 1, tensor przeciw-
ny do tensora jednostkowego =1, tensor lustrzanego odbicia ;n
dla nla,b wzgledem ptaszczyzny réwnolegtej do wektordw a i g
oraz tensor obrotu Bm‘ o kat 77 wzgledem osi prostopadiej do
wektoréw a,b. Stad wynika, Ze grupa "}a ®b jest generowana

przez zbidr tensordw {1, =1s Ips gﬂ dla na = 0anb = U}. Latwo
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udowodnié, ze ﬁg@b = 0k@1' przy czym wektory ortonormalne

k i 1 rozpinajg t¢ samg podprzestrzen co wektory a i b.

Oczywiste Jest réwniez, ze 'ﬁa bc"}a@b'
5D avd

~

Przykad 8.6, Niech bedzie dany tensor syme-
tryczny Ae T2 = B2 B, Znajdziemy grupe symetrii fD’A tego
tensora. 7

Zatem szukamy tensordéw ortogonalnych Qe«ﬂ" spetniajgcych
réwnanie Q% A = A. Z twierdzenia o rozkkadzie widmowym dla
tensora symetrycznego wynika, ze istniejg liczby rzeczywiste
AqsApsAzeR 1 baza ortonormalna {5,}',5} przestrzeni E> takie,
e tensor A mozna przedstawié w postaci

A=Mkek + A,101 + Aynen

1) jesli wartosci wiesne sz rézne A; # A, # A3 # Aqy to
kierunki wiesne wyznsczone sz jedhoznecznie. Tensory ortogo=-
nalne nalezgce do grupy symetrii tensora 4 muszg zachowywad
te kierunki, wiec grupa symetrii fﬁ’A jest generowans przez
zbiér tensoréw {1, -1, 15, ;'l’ ;5}.

2) jesli dwie wartosci wiasne sg réwne A; # A, = 713, to
Jeden kierunek wissny k Jjest wyznaczony jednoznacznie.

Tensory ortogonalne nelezgce do grupy symetrii tensora A mu-
szg zachowywaé ten kierunek, wiec grupa symetrii fﬂ’A jest ge~

nerowans przez zbidr {gi, .I.ks ;n dla e <0,2m) a §g~= 0}.

3) Jjedli wszystkie wartosci wkasne sg rdwne A o= Ay = ?LB,
to zaden kierunek nie jest wyznaczony jednoznacznie. Stgd wy~-
nika, ze "}A =,

8 a 8
Uwaga 8.1. Niech tensor éeTz i4=4+ A, gdzie A jest
a
czescia symetryczng, a 4 czescig antysymetryczng tensora A.
Wtedy ft)"l =g N,

Uwaga 8.2. KLiech Tp bedzie przestrzenis, a Z.p grupg
permutacji zbioru p elementowego. #Wtedy dla dowolnego tenso=-
ra he Tp i dowolnej permutacji 6e Zp maumy n}é = 6xA* :
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Twierdzenie 8.1. Niech bedzie T przestrzenig tensoro-
-‘*
wg, a 4’ dang podgrupg grupy tansorgw ortogonalnych 1. Wtedy

zbiér T 0,3 {A eT : 0 3’}1:91130:'6'& o walencji p 1 gru-

pie a;gmatrii rﬂ’ ;}est podprzestrzaniq liniowg przestrzeni ten-
sorowe Jj 'J‘p.

- Dowéd., Niech Qe 3. Wtedy dla dowolnych tensoréw A,Be Tp';.;
i dowolnej liczby rzeczywiste]j cre R mamy:
1)gn(§+§] =Q»A+QxB=4+3B, stad £+§a'f

2) @ *(@h) =c(g*4a) =ad, stad xfel 3

~

RN

Ps

Zatem z twierdzenia 1.2 wniosknjemy, Ze zbidr Tp.3 jest pod-
przestrzenig liniowsg przestrzeni :r .

Uwaga 8.3. Jesli mamy dang przustrzaﬁ tensorowg T]"p i dang
podgrupe ¥ grupy tenboréw ortogonalnych #, to problem znale-
zienia podprzestrzeni liniowe] j' Dy sprowadza sie do znale~
zienia wymiarn tej podprzestrzeni i podania bazy.

Uwaga 8.4. Jedli  jest grupg tensordw ortogonalnych,

to wymiar podprzestrzeni izotropowych '.‘I'p’,a, odezytujemy z ta=-
belki

p | o|l2|4] 6| 8
atw T8 [ 113 [15 | 9
Jedli R jest wkasdciwa grupg tensoréw ortogonalnych, to wymiar

podprzestrzeni tensordéw hemitropowych Tp g odozytujemy z ta-
belki

P [lisls ] 7l 2
dimﬁ‘p’ﬂ\u|1]6|36|232

Przyktad 8.7. DNiech T, bedzie przestrzenia
tensorows o walencji dwa, a "~ grupg tensordw ortogonalnych.
Znajdziemy podprzestrzed tensoréw izotropowych 3’2’0.
Z uwagi 8.4 wynika, Ze dim T = 1, a8 wigc baza te] pod-
przestrzeni skiada sie z jadnago tenaora. Tensor Jjednostkowy
jest izotropowy, poniawaz dla dowolnego tensora Q €+’ mamy
Q*1=Q1 Q = QQ = 1. Stad wynika, Ze tensor 1 stanowi ba=-
ze W podprzestrzeni 3"2 o Zatem 3'2 = {,{‘.ETQ : g=oc1 dla
e R}
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Przyk%ad 8.8, Niech ‘.T'3 bedzie przestrzenig ten-
sorowa o0 walencji trzy nad przestrzenig euklidesowg E> o arien-
tacji w&znaozonaj przez baze ortonormaslng {11}, - wtadoiwg
grupa tensordw ortogonalnych. Znajdziem pedprzestrzed tenso=-
réw hemitropowych 73 R

Z uwagi B.4 wynirta. ze dim TB,ﬁ{- 1, a wiec baza te] pod=-
przestrzeni sk¥ada sie z jednego tensora. Tensor Ricclego

E=etiye 14@ 1y

0 dlai= jxJ}=kx1i=x%k

1 dla parzystej permutacji liczb (i, ;j k)

-1 dla nieparzystej permutacji liczd (i,j,k)
Jest hemitropowy, poniewaz dla dowolnego tensora obrotu Qe R
mamy

gdzie: sijk =

gxE=gn(ety 01,05,) = Mgy ) @ (01 )0 (aL,) = B

a {Qgi}jaat bazg ortonormalng przestrzeni B2 o orientac]i
zgodnej z bazg {i;}. Stad wynika, e tensor B stanowi bazg
w podprzestrzeni ‘3’3'?1. Zatem

T3'3={£6T3 : A =B dla aeR}

Przyk2ad 8,9, Niech ’.T bedzie przeatrzenig
tensorowa o walenoji cztery, P - grupq tensoréw ortogonal~
nych. Znajdziemy podprzestrzei 3'4”} tensoréw ortogonalnych.

Z uwagl 8.4 wynika, ze dim :]'4”&,.. 3, a'wigc baza tej pod-
przestrzeni sktada sie z trzech tensordw. Latwo udowodnié, -
ze tensory 1@1, ux(1®1), vx(1®1), gdzie u= (1,3,2,4),

= (1,4,3,2) permutacje z grupy 24. sq izotropowe 1 two-
rzg zbiér liniowo niezalezny, a wiec stanowig baze podprze-
strzeni 3'4’3,. Zatem

Ta,5 = {Let, : L=c1e1 + pux(lel) + ¢o«(101)

hot dlac,Pyg€ R}
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Przykad 8.10, Niac!;/fz bedzie przestrzenig
tensorowag o walencji parzystej 2p, 7 - grupg tensoréw orto=
gonalnych,

Mozna wykazaé, ze baze podprzestrzeni tensoréw izotropo-
* wych '.}‘ 2p, ¥ stanowi kazdy liniowo niezalezny_ ukZad zawierajgcy
dim T, B, tensordéw sposrdéd tensordw o postaci

6%(1®10 ... ®1)(p-razy) dla 6e€2

Niech ﬂ'2p+1 bedzie przestrzenis tensorowg o walencji nie=-
parzystej 2p+1, a R wiadciwg grupa tensoréw ortogonalnych.

Mozna wykazaé, ze baze podprzestrzeni tensoréw hemitropo=-
wych T, p+1,R atanowi kazdy liniowo niezalezny uktad tensoréw
zawierajqcs dimT, p+1 R tensoréw spodréd tensordéw o postaci

6%(E®1®.00 ®1) (p-razy) dla 5&22p+1

Przyktad 8.11. Mo T, =505’es’es,

'D’aea bedzie grupg symetrii tensora a®a ef!' przy czym wek-
tor aeEJ (przyktad 8.4). Znajdziemy podprzestrzein 3‘4 >
ses

izotropowg poprzecznie.
Tensor £ET4 tekl, ze dla kazdego tensora ortogonalnego

Qe 'ﬂ'a@a spetnia réwnanie Q*A = A, nalezy do podprzestrzeni

i . Bazg te]j podprzestrzenl budujemy w oparciu o ten-

4’1}308

sory 1, g@ge?‘z. Dowodzil sie, Ze zbidr tensoréw o postaci

101, px(1e1), vx(101), 10228, scaal, 6,x(se1s8),

6,*(ae108), 63%(ae@122), 6,%(ac1®a), a®aescs,

gdzie u= (1,3,2,4), \>=(1432J, = (1,2,3,4),

6, = (2,1,3,4), 6 65 = (1,2,4,3), 6, = (3 4,1,2) sg permutacja-

mi grupy 24, stanowi baze przastrzeni T4 K . Stad
*Ya®a

dim T4’ = 10. fLatwo zauwazyé, ze tensory podprzestrzeni
a®a

I ¥ nie zmieniajg sig¢ pod wpiywem obrotéw i odbié zacho-
a®a

wujgeych kierunek wektora a.





