b) ujemnie (niedodatnio) okredlonym, jedli

/\ r(l.--...] <0 (QO}
0¢ael

Odwzorowanie, ktére nie jest ani nieujemnie ani niedodatnio
okredlone nazywamy nieokreélonym.

Prasykzad 2.5, DHNiech R,[x] bedsie przestraenig
liniowg wielomianéw stopnia oo najwyszej plerwszego nad clatem
lio0zb rzeczywistych, Odwzorowanie (forma) f : R,[x]xR,[x]—=R
okredélone nastgpujgoo:

. H/G\Rlx]i’(wa.wﬂ) = flagtoy X, PotpyX) t=
@ ¥p € Fy

Ry +ay By + TPy + ey

jak xatwo zauwazyé, jest odwzorowaniem dwuliniowym symetrycz-
oy Me ‘
Poniewaz dla dowolnego wielomianu O # wye R,[x] mamy

f('oc ,w“} = f(a:od-a.lx, cr°+o:1z) = cgﬁ + 2@00:1 + cr% = (0504.&1 )’2; 0,

a wiec odwzorowanie to Jest nieujemnie okreélone.

2.2. Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego i wieloliniowego
oraz jej wiasnosci

Niech U™ i V® bedgq przestrzeniami liniowymi o wymiarach
m i n nad ciatem K oraz {e4} bedzie bazg przestrzeni o,
a {d.r} bazg przestrzeni VB, Jefli £ : U —yR Jest odwzoro-
waniem liniowym, to wektory f(e;) dla i = 1,2,...,m nalezgce
do przestrzeni V® mozna Jednoznaocznie przedstawié jako kombi-
naoje liniowe wektoréw bazy {d,}, a wigo
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2

1 n
£(e,) = £,dy + £50d, + cee + £,d

1 2 n
f(52] = f 2d1 + T 2d2 + eee + £,d

n
n
..-.'....l.0......................"

1 2 n
f(em} = f md1 + f md2 + ene + i’ mdn

lub kréocej

*)
¥
Skalary fTie Kdla 9= 140eey03 1 = 1,04.,0 nNazywamy
wspéirzednymi, a macierz [f7i]e k™™ reprezentacjs macierzows

odwzorowania liniowego f w bazach {e;} i {d?}. Maoierz

fley) = £7,d dla i = 1,ee.,0

g Ol em 2l
2 .2 2
[£%y] = | £5 £% ..o 25,

n n
£ eee £,

oczywidcie zalezy od wyboru baz w przestrzeniach Vil A=

Jedli indeksy réznych baz przestrzeni U® i vR ozZhaczymy
literami innego alfabetu, to reprezentacje odwzorowania 1li=-
niowego mozna oznaczaé tym samym symbolem co odwzorowanie
z odpowiednimi indeksami. Rodzaj indeksdéw w reprezentacji
odwzorowania okredla Jednozhacznie bazy z nig zwigzane. Np.
[fak] jest macierzg odwzorowania f w bazach {1,} i {ag )

W przypadku gdy odwzorowanie f : U® =K jest formg liniowsg,
reprezentacja [fi]E K" Jjest macierzg wierszowg, poniewaz ba-
za przestrzeni K skXada sig 2z Jednego skalara.

Twierdzenie 2.6. Niech U™ i VP bedg przestrzeniami li-
niowymi o wymiarach m i n nad oiatem K oraz {ei} bedzie bazg
przestrzeni U®, a {dg} bazg przestrzeni VP, Maciersz
Ef7ijtaKn'm jest reprezentacjgs macierzowg odwzorowania li-
niowego f : U™ —= V? w bazach {ei} i {d?} wtedy 1 tylko wiedy,

-

*) Obowigzuje konwenoja sumscyjna Binsteina, patrz str.25.
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gdy dowolny wekior a e U™ ma reprezentacje [a ]e K" w bazie
{ai}. a wektor f(a) ma reprezentacje [£7. ][oc ]e X" w ba-
zie {dﬂ'}‘

Dowéd. = Niech macierz [f£7,] c¢ K™ bedzie reprezentacja
odwzorowania liniowego f : U™ — V2 w bazach {ai} i {d7}.
Wtedy wektory f(e,) e V" dla 1 = 1,...,n mozna przedstawié
w postacl

f(ei] = fTid dla i = 1,...,!11

7

Wykazemy, %e macierz [f£7,] speinia tezg twierdzenia.
Dowolny wektor a ey™ przedstawnmy w bazie {ai} przestrzeni e

(1:181 + oo +[£me = Criei

n

a

co oznaczea, ze wektor a ma reprezentacje [oci] w bazie {ei].
Wtedy z liniowodci odwzorowania f otrzymamy

f(a) = f(oa1e1 + s +amem] = oc1f(e1) + eee +o:mf(eml =

crf{ei}=a.fid = 27 a:id

Stad wynika, Ze macierz [f?ia] = [f’fi] [a‘i] jest reprezenta-
cja wektora f(a) w bazie {d'ﬂ“}

<= Tiech [£7,]e K" vedzie macierzg, a £ : U™ —V°
odwzorowaniem, ktdére dowolnemu wektorowi asU o0 reprezehta-
cji [oci] w bazie {ai} przyporzadkownje wektor f(a) e VP> o re-

prezentacji [£7,] [xl] w bazie {dg}. Wtedy odwzorowanie to
mozna zapisaé w postaci

f(a) = flatey) = £7,a’a, dla acU®

T

Wykazemy, %e odwzorowanie f jest liniowe. Sprawdzamy aksjoma-
ty definicji odwzorowasnia liniowego:
1) dla dowolnych wektoréw a,be U™ mamy

]

f(a+b) = f{'cr.iei + ﬂiei} = £((a* + (bile )
= (2% + £7, ghiay = £%0ta, + 2% pla,

f(a) + £(b)
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2) dla dowolnego skalara PeK i dowolnego wektora aecl®
mamy

£(pa) = 2(plate;)) = £((patle;) = £7,(pat)a, =
= pr¥iota, = prla)

Aksjomaty definicji 2.1 sg spetnione, a wigc odwzorowanlie f
jest liniowe. ®

Przyktad 2.6, Niech R? 1 R bedg przestrzenia-
‘mi liniowymi ciggdéw 3-wyrazowych i 2-wyrazowych nad ciatem
liczb rzeczywistych oraz {ei} bedzie bazg przestrzenl R takg,
Ze 6, = [1,2,0], 8, = Evadsdily 6y = [0,0,1], & {dT} bazg prze-
strzeni R° taka, %e a, = [1,2], d, = [0,1]. Znajdziemy repre-
zantacje [fﬁij odwzorowania liniowego £ : R —= R? okredlone-
go nastepujaco: ’

/\ F([X, 3Tnsan]) 1= [2a, ,ar+a
(o) er? [@19%ps5] (2@ sorp+as]

w bazach {e;} i {dy}e

Z definicji reprezentacji macierzowe]j [f?i] odwzorowania
liniowego f mamy

fley) = £74, dla 1 =1,2,3
Rozpisujge powyzsze réwhania otrzymamy uk*ad réwnat
2
19 + T4,
1 2

1
f(e.'] = f

1 2
f(aB) = f 3d1 + T 3d2

UkZzad ten po podstawieniu danych i znalegieniu rozwigzania
przy jmie postad

£([1,2,0]) = [2,2] = 2[1,2] + (~2) [0,1]
£( [1,1,1]) = [2,2] = 2[1,2] + (-2)[0,1]
£([0,0,1]) = [0,1] ="0[1,2] + 1[0,1]



Stad wynika, Ze

AT

Przykad 2.7 Nieoh {e;} bedzie bazg przestrze-
ni liniowej wielomiandw R2Lx] stopnia co najwyzej drugiego
nad cisXem liczb rzeczywistych taksg, zZe e, =1 =X, 65=x"+x,
ey = > +x+1, a {d.a.} bed?e bazg przestrzeni liniowej cig-
géw R® nad oiatem 1liczb rzeozywistych taka, e d, = [1,0],

= [1,1]. Znajdziemy odwzorowanie liniowe f : RngJ —a R
jaéli dana jest reprezentacja macierzowa [ ]ER2”3 tego od-
wzorowania w bazach {ai} 4 {d,&,} taka, Ze

= %

Korzystamy z twierdzenia 2.6. Dowolny wielomian w =
=@+ WX + wzxeeR [x] przedstawim,y w bazie {e } przestrze=-
ni R [x], zatem

W= w1+ 0gx+ c.,:2x2 = (mz-w11{1-xl + (2c.;2 - mo—w1)(x2+ x)+
+ 2
m°+w1—m2}(x +x + 1)

Stgd wynika, ze macierz kolumnowa

- i = 3
[w] 2wy =Wy, =Wy | €R
GJD + GJ.' "_(02
Jest reprezentacjg wielomianu w w bazie {ei}. Natomiast
macierz

G.)2—GJ

- 1 W _ =0
[¢%,] ] =[2 1 o] LA =[ 0=%1 }eRz

1 2 1 40n=0 =20
< 0LETd
W+ 0y =0y
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jest reprezentacja wektora f(w) w bazie {d,r}. Zatem mamy

£(w) = £w 1+ w;x +w2x2} = (0g=0q) [1,0] + (=0, = 204+ 4wy,) [1,1]

a stad otrzymamy poszukiwane odwzorowanis
2
Flug + WX + wpx%) = [=304 + 4wyy =0y = 204 + 405 ]

Twierdzenie 2.7. WNiech U™ i VP beds przestrzeniami li-
niowymi o wymiarach m i n nad ciatem K oraz {ei} bedzie bazg
przestrzeni UT, a {dp} baza przestrzeni VO, '

1) jedli £ : U V" 1 g : U™ —— V" sg odwzorowaniami
liniowymi, to dla odwzorowania liniowego (f + g) : U™ —= V"
otrzymamy wzdr

e+ 008 ] = [28,] + [o8]

2) jesli £ : U™ —— V" jest odwzorowaniem liniowym, a %
skalarem z ciata K, fo dla odwzorowania liniowego f e

otrzymamy wzdr
[(22)P; ] = 7 [£5,]

Dowéd czysto rachunkowy pomijamy.

Twierdzenie 2.8. Nieoh Um, veiw bedg przestrzeniami
liniowymi nad ciatem K o wymiarach m, n i r oraz {e;} bedzie
bazg przestrzeni Um, {dT} bazg przestrzeni ‘In, a {11\} bazg
przestrzeni W. Jedli £ : UR v 4 g : T sg odwzoro-
waniami liniowymi, to dla odwzorowania liniowego go f: [
otrzymamy wzdr

[(eon)® ] = [e,][r%]

Dowéd. Dla dowolnego wektora a e U™ mamy

(gof)(a) = g(£(a)) = alf(a'ey)) = ala’tley)) =

= glatt?idy) = £hotg(a,) = hatehy1, = ghy2Tahy,
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Stgd otrzymamy
[(e of}“i] = [sa?fali] = ESAa-] [f?ij

Twierdzenie 2.9, Niech V? bedzie przestrzenia liniows
n-wymiarows nad ciatem K, a_{ei] i {lﬁ} bedg bazami przestrze-
ni VB, Jesli id : VB —— V8 jest odwzorowaniem tozsamoécio-

wym, to otrzymamy waér

[16%] = [#%4]
gdzie [?Ai] jest macierza przejécia od bazy {ai} do bazy {la}.

Dowéd. Poniewaz [idﬁi] jest reprezentacjg macierzowg od~-
wzorowania tozsamociowego id w bazach {e;} 1 {1,] » wige

mamy

id(eg) = 14,1, dla 1 = 1,...,n

A
Stgd otrzymamy

oy = 48%1, Gl E= Tyeieed
% okreslenia macierzy przejscia [731] od bazy {ei} do bazy
{lé} wynika, ze

idi'—'?i dla A'i=1'00|’n
Zatem

[1a%y ] = [#%4]

Twierdzenie 2.10. Niech U™ i V? bedq przestrzeniami 1i-
niowymi o wymiarach m i n nad ciatem K oraz {e;} 1 {1,} beda
bazami przestrzeni U™, a {d, } i {hg) bazami przestrzeni V@,
Jesli odwzorowanie f : U® —wvyP jest liniowe, to otrzymamy
wzdér

(%] = %] [2%5) (7]



Dowéd. Rozwazmy nastgpujgoy diagram
idU ' b idv

UIII. ,___._Um___vn___vn

L) {e)  {d%}  {mg)
~ T

£

Poniewaz f = idv OE'oidU, to z twierdzenia 2.8 wynlka, zZe

[£%] = [16%,] [£%] [1a*,]
Stad 1 z twierdzenia 2,9 otrzymamy
% ]= [r%] (% (4]

Powyzsze twierdzenie ustala zaleznoéé miedzy reprezenta-
cjami tego samego odwzorowania w réinych bazaoch,.

Wniosek 2.2. Niech {e;} 1 {lA} bedg bazami n-wymiarowej
przestrzeni liniowej VP nad cistem K, Jedli £ : V2 —= VP jest
odwzorowaniem liniowym, to otrzymamy wzdér

4] = [ot,) 7 [e%,] (%]

Niech U™, VP i w* bedg przestrzeniami liniowymi o wymia-
rach my, n i © nad ciatem K oraz {ai} bedzie bazg przestrzeni
ut, {1a} bazg przestrzeni V", a {dy} bazg przestrzeni w.
Jeéli odwzorowanie £ : U x VP2 —— w¥ jest odwzorowaniem dwu=-
liniowym, to wektory f(es,1,)e W dla i = 1,0e0,m3 A=1,000,0
mozna przedstawié w postaci kombinacji liniowe] wektordéw bazy

{dy}» a wige

fleg,1,) = r°fudOG dla 2 s Toecesly A = Ysevesh
Skalery £% ,e K dla o = 1,000,735 1 = 1,000,05 A = 15000,n
nazywamy wspéirzednymi, a macierz [f“;“]e K** ™8 1 prezenta-
cja macierzows odwzorowania dwuliniowego f w bazach {ui},
(1,1 1 {dx}s Podobnie mozna okreslié wspéirzedne i reprezen-
tacje macierzowsg odwzorowania wieloliniowegow.
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W przypadku gdy odwzorowanie f : IR yR — K iast formg -
dwuliniows, to macierz [f;,]e K®*® taka, se fia = f(ai,la)
dla i = 1,000, A = 1,s4.,8 Jjost reprezentacjg macierzows
tej formy dwuliniowej w bazach {ai} i {15}. Podobnie okresla-
my reprezentacje dla formy wieloliniowej.

Przyk2ad 2.8, Niech R® bedzie przestrzenig
liniowg ciggéw 2-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistych,
a thz] przestrzenig liniowg wielomianéw stopnia co najwyze j
drugiego nad ciatem liczb rzeczywistych. Znsjdziemy reprezen~
tacje formy dwuliniowej f : R? x Rz[x]-H-R okreslone] naste~-
pujacos

£([oq,%5], wo+aﬁx+mx2} 1= (a1qm2)(w°-ah+2u2}

w bazach standardowych {ei} przestrzeni RS i {1A} przestrzeni
szx],zgdzia ey = [1,0], 8, = [0,1] oraz 1, =1, 1, = x,
l3 = X",

Z definicji reprezentacji macierzowe]j formy dwuliniowe]
wynika, 2e

fiﬁ = f{ei'lﬁ} dla i=1,2; 4=1,2,3

Zatem mamy

ENEY B

1 9 <2

2.3. Zadania

Zadanie 2.1. Niech R bedzie przestrzenis liniows ciagéw
3-wyrazowych nad cia*em liczb rzeczywistych, a R1£xJ prze-
strzenig liniowg wielomiandw stopnia co najwyze] pierwszego
nad ciatem liczb rzeczywistych. Zbadaé, ktére z odwzorowan
2, R3—-R1[x] dla i = 1,2,3 sa liniowe:

a) f.,([ocvocz,cnj]i 1= oy = 2ay) + (oc3 -0y + )X
-y 2
) f3tbx1,a2.m3]1 1= (@q +ap) + (0F - a3)x



