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Twierdzenie 4.3. Przestrzenie euklidesowe skoticzenie wy-
miarowe E i E' sq izomorficznie ortogonalne wtedy i tylko wte-
dy, gdy dim E = dim B’.

Dowéd. —> Wynika 2z twierdzenia 2.4.

<— Niech dim E = dim E' = n, Wtedy istniejs bazy orto-
normalne {1i,155004,1,} przestrzeni B i {1,15,...,1)} prze-
strzeni B'. Wprowadzimy odwzorowanie f : E — E’ speiniajgce
warunkis £(1,) = 1), £(1;) = £5,000,2(1,) = 1. 2 twierdze-
pia 2.3 wynika, ze istnieje dok*adnie jedno odwzorowanie 1li-
niowe spetniajgoe powyzsze warunki, Odwzorowanie to jest wza-
jemnie Jjednoznaczne, a wigc Jest izomorfizmem,

Sprawdzimy ozy odwzorowanie f jest ortogonalne. Wystar=-
¢zy to 2robié na wektorach bazy, wiege

£(1;) o f(45) = 150385 = 655 = 13015 dla 1,J=1,e00,n

Zatem odwzorowanie f Jjest izomorfizmem ortogonalnym.

Wniosek 4.1. Kazda n-wymiarowa przestrzen euklidesowa B"
jest izomorficzna ortogonalnie z n-wymiarowg przestrzenig
kartezjariskg R®,

4.2. Zwigzki migdzy formami liniowymi a wektorami
w przestrzeniach euklidesowych

Twierdzenie 4.4. Niech B bedzie n-wymiarowg przestrze-
nig euklidesowg. Forma 1 : E” ——R jest liniowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje dok*adnie Jeden wektor le B? taki, ze

/\ 1(a) = 1loa
aef" ¥ =
gdzie o Jjest iloczynem skalarnym w przestrzeni T

Dowéd. —> Niech forma 1 : E® —=R bedzie liniowa.
Istnienie . Weimy dowolng baze {e;} przestrze-
ni E® i przyjmijmy

i
1 :=1(g;)e
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Wtedy z wkasnosci iloczynu skalarnego i liniowodei formy 1,
dla dowolnego wektora g_eEn otrzymamy

log = (1(g;)et) o8 = Le;)(gtoa) = 1g;)at = Lla'e;) = 1(a)

a wiec -

ogal(gl dla geEn

-

Jednoznacznoisé. Przypusémy, ze istniejg
wektory 1 1 1l'e E? takie, Ze

1(a) oa i 1(g) = 1'oa dla geEn.

]
=

Wtedy

a stad
(L-1)oa=0 dla geE"

Przyjmujac za 8 = 1 - 1' otrzymujemy (1 - 1')o(l -1") = 0,

a stad 1 - 1' = 0, zatem 1 = 1'. Wykazalismy wigo istnienie

1 Jjednoznacznoéé wektora wyzhaczajgcego odwzorowanie liniowas.
. <= Niech bedzie dany wektor ’J‘_’eEn. Wprowadzimy forme

1 ¢E2—=R okredlong nastepujaco:

1(ga) := loa
Z wtasnoéci iloczynu skelarnego, dla dowolnych wektordw
a,be B? i dowolnej liczby xxe R otrzymamy

1) 1(a +b) =1lo(g+Db) =phoa+11lob=1(a) + 1(b)
2) 1llxg) = Lofxg) =a(loa) =cl(a)
Zatem forma 1 jest liniowa.
Z powyzszego twlerdzenia wynika, ze forme liniowa 1

okreslong na przestrzenl euklidesowej mozne utozsemiaé z wek-
torem 1 := 1{9_1191 te] przestrzeni,

BEr wiyl k d:’a d 4.3. Niech {51] bedzie bazg przestrze-
ni euklidesowej tréjwymiarowe] E3, al: Ej—-— R formg linio=-
wg okreslong nastgpujaco:
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1(5191 + 3292 + 33g3} 1= al - 28° - &>

?>
=
a—
o
"

Znajdziemy wektor ;:533 wyzhnaczajgcy forme liniowg 1.
Z-twierdzenia 4.2 wynika, ze wektor 1 ma postaé

1 2

1= 1g5)e" = 1leq)e’ + 1(gy)e? + 1(gy)e’

gdzie {gi} jest kobazg przestrzeni B- wzgledem bazy {31}'
Z okreslenia formy liniowej mamy

1(gq) = 1, 1sy) = -2, 1(ej) = -1

Zatem

1=g" - 2% - g3

Twierdzenie 4.5. Niech {e;} bedzie bazg n-wymiarowe]
przestrzeni euklidesowe} 8P, odwzorowanie f : EP —»E" Jest
izomorfizmem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy reprezen-
tacja [fki] odwzorowania f w bazis {Ei} spe¥nia warunek

[£5]" [exa] (23] = [213]

gdzie Jgij] jest reprezentacjg iloczynu skalarnego o w koba-
zie {e”} wzgledem bazy {e;}.

Dowéd. Z okreélenia reprezentacji odwzorowania f w bazie
{21} wynika, ze

f(gij = fki"e‘"k dla 1= 1,...,!1

Odwzorowanie f Jest ortogonalne wtedy i tylke wtedy, gdy

flgy) oflgy) = g0y dla 1i,j = 1,...,n
Stad dla i,J = 1,e«s+,0 kolejno otrzymamy:
k 1 ;
fkiflj(gkogl) =840 g_j

k o1 B
58 58K = 813
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Zatem mamy

[fki]T[gkﬂ [£4] . [e14]

Wniosek 4.2. Nisch {ii} bedzie baza ortonormalng n-wy—
miarowej przestrzeni euklidesowe j E®. Odwzorowanie f 1 e
jest izomorfizmem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Jjego
Treprezentacja [fki] jest maocierzg ortogonalng, tzn. speinia

[fki_]m[f kj] = [644]

Dowéd wynika z twilerdzenia 4.5 i faktu, e macierz [81;]-.]
jest macierzg jednostkowsg.

4.3. Zadania

Zadanie 4.1. Niech w przestrzeni liniowej wielomianéw
R3[1] stopnia oo najwyzej trzeciego nad ciaXem lioczb rzeoczy-
wistych iloczyn skalarny bedzie okreslony wzorem

1
/\  unov :a 7fu.(x}vr{x}d;t
u.veRBIx] -
Zbedaé, czy odwzorowania f : R3l'_x] — RJLx] okredlone naste-
pujaco:

a) /\ " flu)(x) s= ul-x)

ueRaix]

b) /\[] 2(u)(x) := x2u(d)

ueR3 x

8g odwzorowaniami ortogonalnymi,
Zadanie 4,2, Niech w przestrzeni liniowej wielomiandw’
R3[x1 bedzie okreslony iloczyn skalarny wzorem:

/\ w ow = (a°+a1z+c:212+a:3::3]o (po+b1x+p232+{53x3} t=

W WER5Ix] &

=Py +@qPq + O + w3p3



