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Zatem w bazie {;i®gj} tensory 4 1 Q x4 majg reprezentacje
odpowiednio ’
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Izomorfizm ortogonalny Qeﬁ’(En,En) przestrzeni euklidesowej B
wyznacza odwzorowanie Q : Tp -——j’p obrotu tensordéw okreslone
nastepujaco:

ktére, jek ratwo sprawdzié, jest izomorfizmem ortogonalhym

w przestrzeni tensorowe] Tp nad przestrzenig euklidesows E".
Nalety zazhaczyé, 26 w przestrzeni tensorowej Z]’p istniejg

izomorfizmy ortogonalne, ktdére nie sz wyzhaczone przez izomor=-

fizmy oriogonalne przestrzeni euklidesowej Bo,

6.3. Zwiazki miedzy formami wieloliniowymi i odwzorowaniami liniowymi
a tensorami

!

Twierdzenie 6.3. Niech ’J’p bedzie przestrzenisg tensorows
nad przestrzenia euklidesowsg E®, Forma 1 : B®x B®x ... xEB—+R
jest p-liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dokXadnie

jedsn tensor leﬂ“p taki, Ze
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gdzie o jest iloczynem skalarnym w przestrzeni euklideso-
we] T .

Dowéd snalogiczny do dowodu twierdzenia 5.3.

7 twierdzenia tego wynika, 2ze forma p-liniowa 1 wyznacza

jednoznacznie tensor 1 okreslony wzorem
: A ~ ;
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gdzie {gi},...,{g“}.....{;A} sg bazaml przestrzeni euklide-
sowej BO,

Twierdzenie 6.4. Nisch J’p, '_'rq bedg przestrzeniami ten-
sorowymi., Odwegorowanie 1 : T, — 7, Jjest liniowe wtedy i tyl- ‘
ko wtedy, gdy istnieje doktadnie jeden tensor EETpﬂ taki, %e

/\ 1(a) = Loa

Ae%

gdzie o jest petnym nasunieciem tensoréw,
Dowéd —>Niech 1 : Tp —>Tq bedzie odwzorowaniem liniowym.
Weimy baze {gia... ®Q°C® cee ®;A} przestrzenl tensorows}j Tp

i przyjwijmy

’I‘J,c 1(’%1@..0@9 @ eee QlA)®2®l.I @g_a® ooo@l

Wtedy QeTpﬂ i dla dowolnego tensora geTp mamy

Loa = (1(g;®...®d%®... eg,A)@g,i@ e ®d ® 40 o140

° (AJ‘..BQJQ--o ®gp® see 8EB) =

= Aj...Bﬁi
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-...50:...5:8 l(gi® oo e ®g ®...®']‘:A) =

= Ai...A
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..a..l(gi Reoe QQ’ ® oo ®23A) =

i...2 @ '
= Ao 8 ®ee @70 @1, ) = 1(4)

Zatem
Led=1(4) dla pe7)

Wykazalidmy istnienie tensora er‘p_‘_q, ktéry wyznacza odwzo-
rowanie liniows 1. Dowdd jednoznacznosdci pomi jamy.
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<= Niech tensor LeT +q° Latwo udowodnidé, ze odwzorowa-
nie 1 3 Tp—>Tq‘ okreslone nastepujgcos

/N 1(a) = Loa
AeTp T

jest odwzorowaniem liniowym,

Z powyzszego twierdzenia wynika, g#e odwzorowanie linio=-
we 1 mozna utozsamiaé z tenaorem

o i A
é = l(gi®.oo ®g Reee @;A)Gs D oo @ga@'t. @}_’

Przyk%ad 6.,7. Nieoch 3’1 bedzie przestrzenie
euklidesowg, a id : 3’1 — T1 odwzorowaniem tozsamosoiowym.
Znajdziemy tensor, ktéry wyznaecza to odwzorowanie.

Z twierdzenia 6.4 wynika, e istnieje tensor 1e7T, taki,
ze

loa = id(a) dla g_eT1

~

Tensor ten nazywamy jednostkowym i ma on postad
1= id(gi)Ggi = 3i®gi

gdzie {g;} Jjest dowolng bazg przestrzeni Ty
Wykazemy, ze tensor jednostkowy mozna przedstawié w po=-
staciach

; @ i @
= Ségiegj = 51331323 = gijgiagj = 5«3‘1 @gj = 8,804
itp.
Istotnie np.

i

i i a
1=08 =g 0legd) -6, 04

Wykazemy réwniez, %e dla dowolnego tensora éeﬂ’p, p>1, zacho-
dzi wzér
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gdzie " " jest prostym nasunieciem tensordw,
Istotnie

£

. o nd I
(a7°7"C8;y ®.ce®d ®@h™) (B ®h7)

Lo eee 3] i.‘.a.
‘Ao--o.géB ®"'®§¢®E = .‘..‘9 i®." ®d ®h
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a wiec
él = é dla Ae Tp

Podobnie dowodzi sig, 2e 1A = A dla Qe‘l’p.

Przykad 6,8, . Niech T bedzie przestrzenig ten-
sorowg dla p>1, a id ¢: T _ — Jp odwzorowaniem tozsamoscilowym.
Znajdziemy tensor, ktdry wyznacze to odwzorowanie,

Z twierdzenia 6.4 wynika, e istnieje tensor 1 e ‘sz ta~-
ki, ze

104 = id(4) dla AeT,

Tensor ten ma postaé

- o« 5t A
1 = 1d(g;®e.e®d ®..0®1,)®870 2ee®d ®..001" =
= o i A
- gi ®.QO®Q ®I.. @lA@E @00'89a80'.®’1\‘

gdzie {giQ... ®g°‘® ces QlA} Jest dowolng bazg przestrze-
ni Tp. Przyjmnjac permutacje 6 = (1,3,...,2p=1,2,4,¢..,2p) €

= Zzp tensor ten mozna zapisaé w postaci

—
]

i ¢4
6 * (§i®§l® eo0o0 ®g ® gw®'°. ®£A®£A)

E*x(1®uee ®1®aus ®1) (p=-razy tensorowo)



=7 -

Przyktad 6,9, Niech 5} bedzie przestrzenig
euklidesowg, a Q ¢ 71;"—-T1 izomorfizmem ortogonalnym. Znaj~-
dziemy tensor, ktéry wyznacza to odwzorowanie.

Z twierdzenia 6.4 wynikas, %e istnieje tensor ¢ €7, taki,

z8

Qoa = Qla) dla geT,
Tensor ( nazywamy ortogonalnym. Znajdziemy warunek jaki po=~
winien speiniaé ten tensor. Wykazemy najpierw, Ze dla dowol~-

nego fensora g‘éﬁé i dowolnego wektora a e?} zachodzi wzdér
ta = ai’. Istotnie

ag = (4195 @008 = 41 (g5a)e; = 419as;

ak~ = a((2,1) *(Aijgifs gj)) = g(Aijgj®gi) = Aij(ggj)gi =

= Alaa €

J~i

stad
dg = a4

Poniewa? odwzorowanie Q jest ortogonalne, zetem

stad

Ostatnia réwnosé zachodzi dla dowolnych wektordéw a,beT
wige QTQ = 1.
6.4. Zadania

Zadanie 6,1. Niech miedzy bazami {gi}, {gi}, {d }, {d“}
przestrzeni euklidesowej 83 zachodzg zaleznosci:





