i dajg w sumle wektor [or1,a2,cc3]sR3. Zatem na mocy defini-
c¢ji 1.8 przestrzen R3 jest sumg prostg podprzestrzeni V1 i Vz.

1.4. Reprezentacja wektora. Zmiana bazy i wzory transformacyjne
Orientacja przestrzeni

Bazg uporzadkowang przestrzeni liniowej skorozenle wymia-
rowej nazywaé bedziemy bazg z pewnym ustalonym porzgdkiem
wektoréw. Poniewaz kazdg baze mozna uporzadkowaé, bgdziemy
opuszczaé okreslenie "uporzgdkowana" i piszgc baza {51,62,...,en}
bedziemy rozumieé, ze jest to baza uporzgdkowana we wskazany
sposéb. Baze uporzgdkowang bedziemy réwniez oznaczaé krétko

przez {e;}.

Twierdzenie 1.6. 2bidr wektordw {01,02,..-.0n} jest bazg
(uporzgdkowang) n-wymiarowej przestrzeni liniowej VR nad oia-
tem K wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora acV? ist-
niejg jednoznacznie wyznaczone skalary cc1,(r2,..'. , 02 € K takie,'
%e zachodzi réwnosé

1 2 n

a=a31 +m92+.00 +Exan

Dowéd —> Niech {°1’°2""'°n} bedzie bazg przestrzeni v,
Wtedy na mocy definicji bazy dla dowolnego wektora a istnie~-
ja skalary o',a%,...,a" €K takie, ze

a = (x‘131 +Cr2e2 + eoe +mnan
Wystarczy wykazaé, ze skalary te =g wyzhnaczone jednoznacznie,
Pr?sypm:iéma. 2e dla wektora a istnieja inne skalary i
o ,cr:2 ,....o:n € K takle, %e’ '

a =Cc1'e1 +Cx2 32 + soe +Cﬂn'3n

Odejmujge powyzsze rdwnania stronami otrzymamy

(0:1 -—oc1]e1 +{0:2 —a2] 8y + ees + @™ =ag®)e, = 0
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Poniawag baza Jest zbiorem liniowo niezaleznym, stad :
0:1 - cr1,- 0, oc2 - oc2 = 0....,0;’:t - a“'-o. a wige ¢ = cx2 ’
az = ....,zxn = an'. Zatem skalary sg wyzhaozone Jedno-
znacznie.

<—=7Niech dla kazdego wektora a eV istniejg jednoznaocz-
nie wyznaczone skalary 051 ,cra,...,afn €K takie, 2Ze

a= c:c1e1 +0c202 + eee +afle

Wykazemy, ze zbidér {91'92""'°n} jest bazg przestrzeni VP,
Sprawdzamy aksjomaty definioji bazy:
1) rozpatrzmy réwnanie:

p1e1 + pzaz + ene + pnan = 0, gdzie @i(EK dla i = 1,2,eee,n

Poniewaz przedstawienie wektora zerowego w powyiszej postacil
jest jednoznaczne, to ﬁ1 = ﬁz m ..y = ﬁn = 0. Zatem zbidér
{01’32""’°n} Jest liniowo niezalezny.

2) poniewaz kazdy wektor z przestrzeni R Jest kombinac])g
liniowg wektoréw ze zbioru {°1'°2""'°n}' zatem zbidr ten
gensruje przestrzen VR, :

Aksjomaty definicji 1.6 =g speXnione, a wigc zbidr
{’1'92""’°n jest bazg przestrzeni V°.

Nieah {°i bedzie bazg n~-wymiarowej przestrzeni linio-
we) VP nad ciatem K. Wtedy na mocy powyzszego twierdzenia
dowolny wektor a¢V® mozna przedstawié jednoznacznle w posta~
ci kombinacji liniowej wektoréw tej bazy, zatem

*)

Skalary mieiﬂ dla i = 1,...,0 nazywaé bgdziemy wspéirzednymi,
a macierz kolumnowg [ai}E'K" reprezentacjg wektora a w ba=-

zie {o,}. :

*) Zgodnie z umowg Einsteina, jedli indeks powtarza sie
dwa razy na réinych poziomach, nalezy po nim sumowaé. Indeks,
po ktérym nastgpuje sumowanie, nazywamy niemym, po ktSrym nie
ma sumowanla - nazywamy swobodnym. Jedli ten sam indeks po=-
wtarza sig wigoej niz dwa razy, to nie nalezy po nim sumowaé.
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PrzykZad 1.13. Nieoch R> bedzle przestrzenig 1i-
niowg ciggéw 3-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistych. Wy-
kazemy, %e zbidr {e;} taki, Ze e, = [1,2,1], e, = [0,1,3],
ey = [1,2,0], jeet bazg przestrzeni R i znajdzlemy reprezen-
tacje [ai] wektora a = {5.2,1]&'R3 w bazie {e,}.

Dla dowolnego wektora b = [t,r,a]¢;R3 rozpatrzmy réwna-
nis

ple; = b, gazie pleR dla 1=1,2,3

ktére po rozpisaniu i podstawieniu danych przyjmie postaé

B [1,2,1] + p2[0,1,3] + p>[1,2,0] = [t,8,7]

Réwnanie to jest rdwnowazne ukXadowi rdéwnar skalarnych

pl + p? = ¢
2p + g2 +2p° =8
Uk*ad ten ma Jedno rozwigzanie [? = 6t - 38 + I, pz = =2t + 8,
A = =5t + 38 - r. Zatem z twierdzenia 1.6 wynika, e zbidr
{ei} jest bazg przestrzeni R°.
Macisrz kolumnowa
6t - 38 + 1
Y] = | -2t + 8
-5t + 38 = 1
Jjest reprezentacjg wektora bw bazie {ai}. Stgd zatwo juz

znaleZé reprezentacje Rri] wektora a = [5,2,1] w bazie {ei}.
wiga ’

625 = 32 + 1 25
Tot] = | 205 + 1.2 = |8
=565 + 302 = 1 -20

Przyktad 1.14. Nieoch Ry[x] bedzie przestrzenig
liniowsg wielomianéw stopnia co najwyzej druglego nad ciatem
liczb rzeczywistych. Wykazemy, Ze zbidr wielomiandéw {‘1} ta-
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kich, %e e, = x, 8y = X + 3, e, = 2x2 + 1, Jest bazg prze-
strzeni Rai:] i znajdziemy reprezentacje [o;:i] dowolnego wie=-
lomianu a = $x° + 8X + r € R,[x] w bazle {ei}.

Dla dowolnego wielomianu a = tx“ + 8X + re Rz[xj rozpatrz-
my réwnanie

o;iai =a gdzie orecR dla 1 = 1,2,3

ktére po rozpisaniu 1 podstawieniun denych przyjmie postaé

1 2

alx + a?(x + 3) +a3(212+1) = tx° + 8Xx + T

Réwnanie to jest réwnowazne uk*adowi rdéwnar skalarnych

3a2+cr3=1‘

o« +of =8

207 = t
1 ; . 2

Uk¥ad ten ma jedno rozwigzanie oo = 8 =~ El r+¢t, o =
= % T - %— t, Q',B = -15 te Zatem 2z twierdzenia 1.6 wynika,
ze zbiér wielomianéw {e;} jest bazg przestrzeni R,[x].

- Macierz kolumnowa

o] -

jest reprezentacjg wektora a w bazie {“1}‘

Niech {e;} 1 {1,] beds bazami n-wymierowej przestrzeni
liniowej VP nad cialem K., Wtedy wektory bazy {J‘A} mozna przed-
stawié jednoznacznie w postaci kombilnacji liniowe] wektordw
bazy {°i}' zatem

1‘\:?1'91 dla A= 1,00e,0

Skalary ?i €K dla i = 1,ee090; 4 = 1,000,0, bedziemy nazywaé
wagé?.czynnikami rozkxadu bazy {1, )} w bazie {e;}, a macierz
b de}{mn macierzg przejscia od bazy {1&} do bazy {ey}.
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Ustalimy teraz pewne wiasnoéci macierzy przejécia miegdzy
bazaml w przestrzeniach liniowych.

Twierdzenie 1.7. Niech {e;} 1 {1,} beda bazami przestrze-
ni liniowej n-wymiarowe] V® nad ciatem K. Jedli wektory jedne]
bazy przedstawimy w postaci kombinaoji liniowej wektordéw dru-
glej bazy, tzn,.

N Tiei' [?i‘] ~ macierz prze jécia od bazy {IA] do bazy {ai}

[
"

oy = Tila [?&i] ~ macierz przejécia od bazy {e;} do bazy {1,}
ey = ?ifé {f311 - macierz przejdcia od bazy {ei} do bazy {oj}
lA = TElB [}BA] - macierz przejécia od bazy {1A} do bazy {13}

to ofrzymamy wzory
Ti = Gi [qjiJ Jest maclerzg jednostkows
co ozhaoza, %e

?E = Gi [?B&} jest macierza jednostkowg

gdzie Gi i Gf sg symbolami Kroneckera;

1713 = 63 [+*a] [r3] =[63]
lub macisrzowo
7405 = 63 [’,ﬂ" Ai] [Tin] =[5ar,]

co oznacza, Ze maclerz [ThiJ Jest odwrotna do maocierzy [fia].

Dowéd. Dla przyk*adu udowodnimy ostatni wzdr, Z zatozeh
twlerdzenia 1 powyzscych wzordw wynika, ze

i if A ia A
g =% = ?B(’i“ila) =7p7ala 1 13 = 6pl,
Stgd mamy

73151, = 681, dla B=1,...,n
Przedstawienie wektora w bazie Jest jednoznaczns, a wigo

tard =68 a1a 4,B = 1,...,n
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Z powyzszego twierdzenia wynika, Ze maclierze przejscia od
bazy do bazy sg nisosobliwe. Oznaczamy je przez 4 z odpo-
wiedhimi indeksami. Jeéli indeksy dwu baz oznaczamy literami
réznych alfabetéw, to uktad odpowiednich indeksdw w macierzy
przejdécia okredla jednoznacznie bazy zwigzane z ta macierzsg,
Np. {1 Al Jest macierza przejécia od bazy {1,} do bazy {ey].

Twierdzenie 1.8. Nieoh {e4} 1 {1,} bedg bazami przestrze-
ni liniowej n~-wymiarowej VP nad ciatem K. Jesli dowolny wek=~
tor a e VP przedstawimy w postaci kombinacJi liniowej jednej
i drugisj bazy, tzn.

a = aiai in] - reprezentecja wektora a w bazie {ei}
a =(IalA lcd] - reprezentacja wektora a w bazile {13}
to otrzymemy wzory transformacyjne:
A A A
a” =9y Lm J
lub macierzowo

il ?i“A ot]

I
"

(%] [a]
[7ta] [*]

gdzie ?i, Ti €K dla i = 15400ey05 & = 1,004,0 85 wspéXczynni-
kami macierzy przejécia.

Dowéd. Dla przyktadu udowodnimy plerwszy wzdr, Z zaXogzed
tego twierdzenia i twierdzenia 1.7 wynika, ze dla dowolnego
aeVh namy

1 1/.4 i A
a=caey =o (7§l ) =a'r3l, 1 a=a'y

Stad
ia A

A gyl = o la
Poniewaz przedstawienie wektora w bazie Jjest Jednoznaczne,
zatem
OSA = wifi dla A = 1,-..,5.

Je$li indeksy réznych baz przestrzeni liniowej oznaczymy

literami innego alfabetu, to wystaroczy podaé samg reprezenia-
cje 1 okresla juz ona jednoznacznie wektor, gdyz rodza] indek-
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su reprezentacji wskazuje na to, w Jaklej ona jest bazle.

Np. Lat) jest reprezentacjg wekiora w bazie {lﬁ}. Ze wzordw
transformacyjnych wynika, Ze zmiana wepéirzednych wektora od=-
bywa sie za pomoog uk¥adu skalaréw 4 indeksowanych tak, aby
zachodzi*a konwancjs sumacyjna.

Definicja 1.9. Niech Vi bedzie przestrzenig liniowsg
n-wymiarowe nad ciatem liczb rzeczywistych R, Méwimy, e bazy
{si} i {1A} wyznaczaje zgodne orientacje przestrzeni VR, jedli
wyznacznik z macierzy przejscia [71&] od bazy {1,}do bazy
{ei} jest dodatni, tzn, det | > O

Przestrzed V" ze zbiorem baz wyzhaczajgcych zgodne orien-
tacje nazywamy przestrzenig liniowg zorientowsng i cznaczamy
przez vf.

Przyk2ad 1.15. Niech w przestrzeni liniowe]
ociggéw 3=-wyrazowych R nad ciaXem liczb rzeczywistych bg@q
dane bazy {ai} i {la}, gdzie e, = [3:2:0)5 e, = [3,4,2],
6y = [2,2,1] oraz 1, = [1,-1,2], 1, = [3,1,1], 1= [4,0,2].

a) znajdziemy macierze przejécia [?;&] i [?Ai] miedzy ba=-
zami {ai} 5 {la}. . .
Z definicji macierzy przejécia [? ﬁ] od bazy {la} do
bazy {ei} wynika, ze
1, = 71a1 = 11a1 + qiae + gge3 dla A = 1,2,3

Rozpisujgc powyzsze réwnanie otrzymamy ukad rdéwnat

[
it

1 2
] = 199 T 1% ?333

?;"1 + Tg‘e +_?g°3

1 2
7389 + 7385 + 1%93
UkZad ten po podstawieniu danych i znalezieniu rozwigzania
przyjmlie postaé
[1,-1,2] = -3 [1,2,0] + & [3,4,2] + 1[2,2,1]
[3'101] ='g' [1’2i01 - ‘g‘ [3;4.21 + 6[2,2,1:}
(4,0,2] = =2[1,2,0] - 2[3,4,2] + 6[2,2,1]
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Stgd mamy
-3 3 =2
[‘J’ia] = ¥ -1 -
1 6 6
Z twierdzenia 1.7 wynika, Ze
713 = 63 [7a] [#5] - [¢%4]
lub macierzowo
1175 = 03 %] [#"s) = [6%]

Stgd otrzymamy maoclierz
-1

T3 2 [2-u
[ =] = & -% 2| -|-2-Y% =
1 6 6 3 2 4

przéaéoia od bazy {ai} do bazy {1“}.

b) niech wektor acR’ ma reprezentacje [oci] w bazie {"i}
takg, 2Ze c:c1 = =2, 052 = 2, 0:3 = ~1. Znajdziemy reprezentacje
[a:A} wektora a w bazie {la}.

Ze wzordw transformacyjnych podanych w twierdzenin 1.8
mamy

ot = pddt d1a a=1,2,3

Sted otrzymamy

-3 -2 52 -7
[*] = [7%4] ') = |- 3 -3 3| 2|=]| -5
120023 4 |- 6

¢) Zbadamy, ozy bazy {e;} i {1‘} sg zgodnie zorientowane.
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Poniewaz

det [xia] = det

a wieoc bazy sg zgodnie zorientowans.

1.5. Zadania

Zadanie 1.1. WprowadZmy w zbiorze liczb rzeczywistych
dodatnich RY dziaYania wewnetrzne o i zewngtrzne x okreélo-
ne nastepujaco:

4/\ aob=ab

a,beR*

/N /\ axa=e®

xeR aneR*

Zbadaé czy struktura (R*,R,0,%) jest przestrzenig 1iniowq;

Zadanie 1.2. WprowadZmy w zbiorze R ={h =[a1.a2,...J :
: @y €R dla i = 1,2,...} wezystkich ciggdw nieskoidczohych o
wyrazach rzeczywistych dziatania dodawania ciggéw 1 mnozenia
ciggu przez liczbe rzeczywistg okreslone nastepujgco:

u{ﬁ\ﬁwa + b= [oc1,cz2,...] + [(51'.;32....] 1= [0q+Pys w2+32,...]

ANAWE L IR IS PR LA
Wykazaé, ze uk*ad (R™ ,R,+,*) jest przestrzenig liniows.
Zbadaé, ozy podzbiory V; zbloru R*” dla i = 1,2,3 sg podprze=-
strzeniami liniowymi, jesli:

a) V, Jjest zbiorem ciggéw geometryoznych,
b) V, Jest zbiorem ciggéw arytmetycznych,
o) V5 jest zbiorem ciagéw zbieznych,
Zadanie 1.3. Niech R’ bgdzie przestrzenia liniowg ciggdéw
3-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistych, 'Zbadaé, ozy pod=-



