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2. ODWZOROWANIA LINIOWE | WIELOLINIOWE

2.1. Definicja i wiasnosci odwzorowania liniowego i wieloliniowego

Definicja 2.1. Nieoh V i V' bedag przestrzeniami liniowy-
mi nad cietem K. Odwzprowanie f : V —=V’ nazywamy linlowym,
jesll spexnione sg aksjomaty:

1) /\ f(a + 1) = £(a) + £(b)
a,beV

2) JN N f(xa) = «f(a)
aeK aeV

Jedli ponadto odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne, to
nazywamy Jje izomorfizmem,

W przypadku gdy V’ = K, odwzorowanie liniowe nazywamy
tormg liniowg.

Zbiér wszystkich odwzorowad liniowych z przestrzeni 1i-
nioweJ V w przestrzed liniowg V'’ oznaczamy przez L (v; Vv’),
a zbidr wezystkich izomorfizméw przez I (V; V’).

Bezpofrednio z definicji wynika, Ze odwzorowanie liniowe
przeksztatoa wektor zerowy na wektor zerowy, a wektor prze-
clwny do danego wektora na wektor przeciwny do obrazu tego
wektora,

Przykzxad 2.1. Niech R? bedzie przestrsenis

' liniowg ciggbéw 2-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistych,

a R2[x] przestrzenig liniowg wielomiandéw stopnia co najwyzej
drugiego nad ciat*em liczb rzeczywistyoh. Wykazemy, Ze odwzo=-
rowanie f:R® —» R, [x] okreslone nastgpujgco:

2
/\ B[, 3xn]) 3= (agq = o) + (@ + x)x = (20 - 30,)x
[, ]eR? [@g9] 1= W) #\q* op % =305
Jjest odwzorowaniem liniowym,
Sprawdzamy aksjomaty definicji odwzorowania liniowego:
1) dla dowolnych wektordw a,beR2 mamy



=36

fla + b) = 2([wqsap] + [Byapp]) = £([@q 4By, Gptfp]) =
= ((oy+py) = (ap+fy)) + ((@y+py) + (@p+By))x +
- (2o +py) = 3ogtfr) 1% = ((@g=0p) + (wy+ap)x +
= t2a1-3a21x21 + ((py=po) + (pq+Bo)x - (2!51-3;32112} =
= f([aqsap]) + £([Byspp]) = £(a) + £(b)
2) dla dowolnej liczby (eR i dowolnego wektora acRZ
mamy
 2(ba) = 2(B[agsp]) = £([Bay.Bay]) = (Bay-fay) +
+ (Pory+pay)x - (2ﬁa1-35crglx2 = plley~ay) +
+ (aq+ay)x - (2c:1-3a2lx2} = pft[a1.32]} = pf(a)

Aksjomaty definicji 2.1 sg speinione, a wigc odwzorowanie f
jest liniowe.

-

Twierdzenie 2.1. Niech U, V i W bedg przestrzeniami 1li-
niowymi nad ciatem K, Jefli £ : U—»V i g : V—» W 83
odwzorowaniami liniowymi (izomorfizmami), to odwzorowanie
ztozone gof : U—»W jest odwzorowaniem liniowym (izomor-
fizmem). '

Dowéd. Sprawdzamy sksjomaty definicji odwzorowania linio-
wegos
1) dla dowolnych wektoréw a, be U mamy

(gof)(a + b) = g(f(a + b)) = g(f(a) + £(b)) =g(£(a)) +a(£(b)) =
= (g of)(a) + (g of)(b)

2) dla dowolnego skalara xeK i dowolnego wektora acU
mamy '

(g of)(xa) = glxf(a)) =xwg(f(a)) =ax(gof)(a)

Aksjomaty definicji 2.1 sg speXnione, a wiec odwzorowanie g of
Jest liniowse,



Twierdzenie 2.2, Niech V i V' beds przestrzeniami linio-
wyml nad ociatem K. Jedli odwzorowanie £ 31 V —=V’ jest izomor=-
fizmem, to odwzorowanie odwrotns £~' : V'—= V jest réwnies
izomorfizmem,

Dowéd. 2 definloji izomorfizmu whnioskujemy, 2e odwzorowa-
nie f Jest wzajemnis jednoznaczne, a wige istnieje do niego
odwzorowanie odwrotne f"1, ktére Jest réwniei wzajemnie jedno-
znaczne, Zatem dla dowolnyoch wektoréw a', b’ e V'’ istniejs
Jednoznaocznie wyznaczons wektory a,beV takie, 26 f(a) = a’,
£(b) = b’ lub £77(a’) = a, £771(b’) = b 1 mamy:

1) £ (a'+ b)) = £7'(2(a) + £(b)) = £7'(£(a + b)) =
= (£710f)(a + b) = id(a + b) =
=a+b=21a" + (0
oraz dla dowolnego skalara oK mamy
2) £V (wa') = 27 (af(a)) = £71(2lea)) = (£~ of)(xa) =1d(xa)=
=0a -cxf"1(u') I

Z definicji 2.1 wnioskujemy, Ze odwzorowanie f'1 Jeet izomor-
fizmem,

Z powyzszego twlerdzenlia wynika, Ze poprawne Jest naste-
pujgce ckredlenie: Przestrzenie liniowe V i V’ nad clazem K
nazywamy izomorficznymi, jeéli istnieje odwzorowanie f: V-—-V’,
" ktére Jest izomorfizmem,

Przestrzenie liniowe ilzomorficzne &g ze wzgledu na wias~
noéci algebrailozne nierozréznialne i mozna Je utotsamiad,
Jeéli wigo przestrzenie liniowe V 1 V’ se izomorficzne, to
. piszemy, 2e VxV’,

Przaykzad 2,2. Latwo wykazaé, se:

a) zbidér wszystkich odwzorowad liniowych L(U; V) z prze-
strzeni liniowe] U w przestrzed liniows V z dziaXaniami do=-
dawania odwzorowad i mnoZenia odwzorowad przez skalary jest
przestrzenig liniowg;

b) zbidér wszystkich odwzorowatd Iiniawyuh L(V; V) z prze=-
strgeni liniowe) V w te¢ samgq przestrzerd z dzlataniaml dodawa~
nia odwzorowad i sktadania odwzorowad jJest plerécieniem pie~-
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przemiennym z jedynkg; jedynks tego plerécienia jest odwzoro=-

wanie identyoznosciowe;
¢) zbidér wszystkich izomorfizméw I(V; V) z przestrzeni
liniowej V w te sama przestrzer z dzilataniem skXadania odwzo=-

Towar jest grupg nieprzemienng.

Twierdzenie 2.3. Niech U® i V beds przestrzeniami li-
niowymi nad ciaXem X oraz {91""'911} bedzie bazg n-wymiaro-
wej przestrzeni Un, a {d1""’dn} zbiorem wektoréw przestrze-
ni V. Wtedy istnieje dok*adnie jedno odwzorowanie liniowe
£y U ¥ spetniajgace warunki: f{a.I) = d.l,...,f(en} = dpe

Dowdd. Istnienie. Odwzorowanies f : UR—» V
okreslone nastepujaco:

- 1 n any ] n
Q/e\(}fl f(E} = f(a 31 + see + & en} = d.‘ + ase + & dn,
gdzie oci €K dla i = 1,...,n 83 wspdirzednymli wektora a w ba-
zie {ei}, spelnia warunki f(e1} = d1,...{f(en) = d.
Wysterczy wykazaé, %e odwzorowanie f jJest liniowe.

Sprawdzamy aksjomaty definicji odwzorowania liniowego:
1) dla dowolnych wektoréw a,be U mamy

f(& + b} = f[(c:1a1 + eow +():n6nj + ({3;161 + soe +ﬁnen}l = .

= 2((a' + oy + eee + (& + pley) =

i

(' + |'51Jd1 + eee + (@ + ﬁnldn = fCr1d1 4+ ass +cr.ndnj +

i

(p‘ld.l + eee +{2}ndn’ = f(a1e1 + eee +an9n} +

+

f([b1e1 + o0 +Pnen) = f(a] + f{bj

2) dla dowolnego skalara geK i dowolnego wektora ae U
mamy

f(ya) = 2(3(cdey + oo +aey)) = £lgale; + cuu 4 gole,) =

1 .
70 dy + ... +g‘(:1r,ndn =7(r_z1d1 + eee +andn} =

'a'f(cr1a1 + oo +crnen} = gf(a)
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Aksjomaty definicji 2.1 sg spetnione, a wigc odwzorowanie
jest liniowe,

Jedhnhoznaczhnos é., Kazde odwzorowanie linio=-
we £ : UP—=vV spetniajgce warunki f(e1j = d1,...,f(an] = d,

musi takze spetniaé warunek f(a) = f(aﬁe1 + o900 +-anenj =

-] f{a.l} B s D 'f(en) = cx1d1 + son +(xndn, a wiga po=-
krywa sie z odwzorowaniem f,

Z powyiszego twierdzenia wynika, %e odwzorowanie liniows
Jjest okreslone, jesli dane sg wartodci tego odwzorowania na
wektorach bazy.

Przykzad 2.3, Niech w przesirzeni liniowe]
ciggéw 2-wyrazowych R? bedzie dana baza {ai} taka, Ze
8, = [(1,-1], 8y = [1,1], a w prazestrzeni liniowej wielomiandéw
stopnia co hajwyzej drugiego R,[x] bgdzia dany zbidr {d1,d2}
taki, zZe d1 = 1 -2x + x°, d2 = 1 = X", Znajdziemy odwzorowa-
nie liniowe g : R —= R,[x] spetniajgce warunki g(e1) = d,
i g(ez) = dy.

Dla dowolnego wektora a = [t,s] € R° rozpatrzmy réwnanie

[t,8] = o [1,=1] +a2[1,1]

Stad otrzymamy liczby o =4 (t = s) i a® =% (t + 8), ktdre

g wspbirzednymi wektora a w bazie {ei}. Szukane odwzorowa=-
nie ma zatem postaé

g([t,s]) = %-{t - 8)(1 - x + x°) + %-{t+ s](1-—x21

2 41a [t,s]eR?

g([t,s]) =t = % (t - 8)x - sx
Twisrdzenie 2.4. Przestrzenie liniowe U i V nad ciatem K
skonczenie wymiarowe sg lzomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy dim U = dim V.

Dow6d —>Niech dim U =n i f : U — V bedzie odwzorowa-
niem izomorficznym. Wiedy istnieje baza {61,...,en] przestrze~
ni U zXozona z n wektordw, Wykazemy, 2e zbidr {f(a.‘],...,f{er_,)}
jest bazg przestrzeni V. Sprawdzamy aksjomaty definicji bazy:



1) rozwazmy réwnanie
a1f(e1} + eos +anf(enl = 0, gdzie ocieK dla 1 = 1,0ee,0

Z liniowodcl i wzajemnej jednoznacznodci odwzorowania f ko-
lejno otrzymamy

r(a1a1 W aiale +anan) = 0

1 n

® '8y + aee +cr,en-0

Poniewaz baza {51""":1} jest szbiorem liniowo niezaleznym,
Btﬁd (I1 = gee = Ctn = 0, Zatem Bbidr {f(‘1,’..o 'f(ﬁn)} Jaat
liniowo niezalezny.

2) dla dowolnego wektora beV 2z Jednozhacznodci odwzoro-
wania f wynika, 2e istnleje dokXadnie jeden wektor aeU taki,
ge b = f(a). Rozktadajgc wektor a w bazie {ei} i korzysta=~
jac z liniowodci odwzorowania f kolejno otrzymamy

b = f(a) = f(ct1s1.+ aale +o:nun]
b= cx1f[e1] + see +anf(0n)

Zatem zbiér {f(e,),e..,f(e,)} generuje przestrzed V.

Aksjomaty definicji 2.1 sg speinione, a wigo zbidr {f(ei}}
jest bazg przestrzeni V, Baza ta zawlera n elementéw, stad
dim V = dim U,

<— Niech dim U = dim V = n, Wiedy istnisjg bazy {’i}
przestrzeni U 1 {doc} przestrzeni V zXozone z yn wektordw,
Z twierdzenia 2,3 wynika, %e istnieje odwzorowanie liniowe
f : U-—7V spexniajgce warunki

1(01} = d1,...,f(on)-- dn

Latwo wykazaé, e odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne,
a wigo jest izomorficzne. Zatem przestrsenie U 1 V sg izomor-
fiozne,

Wniosek 2.1, Przestrzed liniowa n-wjmiarowa V2 nad oia-
tem K jest izomorficzna z przestrsenig liniowg ciggéw n-wyra-
zowych K&, '



Definicja 2.2, Niech Uysese,sUy 1 V bgdg przestrzenlami li-
niowymi pad ciatem K. Odwzorowanle f : U, X...xUp —=7V nasywamy
k-liniowym, jedli speinia aksjomaty: '

1] /\ /\ ee e /\ eow /\ f(a.‘,...,ai-l-a'i.....lk) =

1gigck 046U, 0,0 € Y; 0 € Uy

= f(ﬂ1.¢a|'ai....|lk) + f(..‘.to-,ai’ooa ,.k}

2 4N A AN e AN wne AN Blssaes sty sovnaiy) =

Igick xeK aqel, a; € U; 0 €Uy

= 31(31,..-.a1,...,ak)

W przypadku gdy V = K, odwzorowanle k-liniowe nazywamy
formg k-liniowge.

Z definicji wynika, 2e odwzorowanie k-~liniowe jest lipio~-
we ze wzgledu na kazdpg tépdl:s‘dnq. W przypadku k = 1 odwzo-
rowanie 1-liniowe jest odwzorowaniem liniowym. .

Zbiér wezystkich odwzorowad k-~liniowych z przestrzeni li-
niowych Uyyees, Uy W przestrzed liniowg V ozhnaczamy przez
L(U1,...,Uk;_V). Jedli Uy = eee = Uy = U, %o szbidr
L(Uyess,UsV) oznaczamy krétko przez L, (U;V). Latwo wykazaé,
e zbidér wezystkloh odwzorowad wieloliniowych s dziataniami
dodawania odwzorowad 1 mnozenia odwzorowanla przez skalar
Jest przestrzenig liniows.

Przykzad 2¢4. Niecoh R? bedzie przestrzenig li-
niowg ciggéw 2~wyrazowych nad ociatem liozb rzecsywistyoch,
a 31[31 i Réﬁ:ﬂ bedg przestrzeniami liniowymi wielomiandw
stopnia co najwyze] plerwszego i1 druglego nad ciatem lioszb
rzeozywistyoh., WykaZemy, %Ze odwzorowanie g 1 R%x R1[x] — Rd:x]
okredlone nastepujgco:

/A\ 7\ E(D11g32]-?°+3521 =

[ag,a,] GR?T@*‘H"N Ix])

; 2
i= @4 To +* TpeX + TpPyX
- Jest odwzorowaniem dwuliniowym. e

Sprawdzamy aksjomaty definioji odwzorowania dwulinio-
wWegos
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1) dla dowolnych ciagdw [aqsdp]s [B1sBp] € R? 1 dowol-
nych wielomianéw g +f4X, §,+06,% e R [X] mamy

8([@q5a5]) + [PqsB)sT0+1X) = B([aq+Pys@p*+fa] s 7o+ 74 %) =

= (@q+py) 75 + (@p+fp) 7% + (ap+py) 3~1x2 =

= (04 Pt 7,x +0c23‘1x2} + (P4 g°+ﬁ2g-ox+{32¢1x2} =

= g([0,05])s 7o+19X) + &([PgsP2]s TotT9%)

8([04,05]s (go+74%) + (6,+6,x)) = g8([@q,05] (g5+8,)+(79+6,)2) =

@y (Fo+6y) + 0plg +dy)x + 052{9'11-61]::2 =

(@4 1o+ % + Cpryxe) + (0 Ggtaplox + ap6yx®) =

gl [CC'I 5052] ’ ‘Fo""'f-'x} + gl [QT1 .CC2] ’ 604' 6'135}

2) dla dowolnej liczby npeR, dowolnego ciggu [cx1,ct2]sR2

dowolnego wielomianu To ¥ T¢% eR1[x] mamy

|

g(:?{oc.',az], To+TyX) = g([nays005], q»_ua-g*.lx} =

Ny + X ¥% + pa29~1x2 = a7y + FpPX + azy.'xa) =

= na([oqrap]s 7o+#x)

8([aqran]s nloyrmyx)) = &l[og,05]s npatnpx) =

2 2
= Xy N + BpTX + Apn7X° = nlagg, + CpgpX + @pgyx°) =
= p8l[aq,05]s Fo+1%)

Aksjomaty definicji 2.2 sg speinione, a wigc odwzorowa=-
nie g jest dwuliniows.
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Twierdzenie 2,5, Niech U™ i V” bedg przestrzeniami 1li-
niowymi o wymiarach m i n nad ciatem K, a W bgdzie dowolha
przestrzenis liniowa nad clatem K, Jesdli {ai} jest bazg prze=-
strzeni Um, a {13} baza przestrzeni Vi {diﬁew tdl=1,0e0,m3
A= 1,00.,n} jest zbiorem m n wektoréw przestrzeni W, to
istnieje dok*adnie jedno odwzorowanie dwuliniowe £ : U“xv“~—-w
speXniajgce warunki f{ai'IA} = d;, dla i = 1seeestiy AmTseecy e

Twierdzenie to jest uogélnieniem twierdzenia 2.3 dla od=-
wzorowania liniowego na odwzorowanie dwuliniowe i mozna Je
uogélnié na odwzorowanie wielcoloniowe. Wynika z niego, %e od=-
wzorowanie wieloliniowe Jest okreslone, jeéli dane sg wartod-
¢l tego odwzorowania na wektorach bazy.

Definicja 2.3, Niech U i V bedg przestrzeniami liniowymi
nad ciatem K. Odwzorowanie k-liniowe f : Ux ... XU —= V nezy=-
wamy odwzorowanlem:

a) symetrycznym, jesli

/\ /\ f(adlsolto'ak} = f(36{1},oo¢,86{k}]

6 eZ,‘k Qpyeey@y € U
b) antysymetryczhym, jedli

Ei\z‘k up.“‘/n\kﬁu f{81,..-.ak] = Bgnﬁ f(36{1}|-0¢,35[k1)

gdzie Z:k Jest grupg permutacji zbioru k~slementowego,
a sgh 6 znakiem permutacji Be Ek‘

Mozna wykazaé, %e zbiory odwzorowath k-liniowyoh symetry-
oznych Li(U;V} i antysymetrycznych LE(U;V} sg podprzestrze-
niami liniowymi przestrzeni IL,(U;v).

Definicja 2.4. Niech U bedzie przestrzenis liniowg nad
ciatem liczb rzeczywistych R. Odwzorowanie (forma) k~liniowe
f : UX eoe XU — R nazywamy
a) dodatnio (nieujemnie) okreélonym, jesli

/\  2(a,e.e,8) >0 (30)
0tael



b) ujemnie (niedodatnio) okredlonym, jedli

/\ r(l.--...] <0 (QO}
0¢ael

Odwzorowanie, ktére nie jest ani nieujemnie ani niedodatnio
okredlone nazywamy nieokreélonym.

Prasykzad 2.5, DHNiech R,[x] bedsie przestraenig
liniowg wielomianéw stopnia oo najwyszej plerwszego nad clatem
lio0zb rzeczywistych, Odwzorowanie (forma) f : R,[x]xR,[x]—=R
okredélone nastgpujgoo:

. H/G\Rlx]i’(wa.wﬂ) = flagtoy X, PotpyX) t=
@ ¥p € Fy

Ry +ay By + TPy + ey

jak xatwo zauwazyé, jest odwzorowaniem dwuliniowym symetrycz-
oy Me ‘
Poniewaz dla dowolnego wielomianu O # wye R,[x] mamy

f('oc ,w“} = f(a:od-a.lx, cr°+o:1z) = cgﬁ + 2@00:1 + cr% = (0504.&1 )’2; 0,

a wiec odwzorowanie to Jest nieujemnie okreélone.

2.2. Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego i wieloliniowego
oraz jej wiasnosci

Niech U™ i V® bedgq przestrzeniami liniowymi o wymiarach
m i n nad ciatem K oraz {e4} bedzie bazg przestrzeni o,
a {d.r} bazg przestrzeni VB, Jefli £ : U —yR Jest odwzoro-
waniem liniowym, to wektory f(e;) dla i = 1,2,...,m nalezgce
do przestrzeni V® mozna Jednoznaocznie przedstawié jako kombi-
naoje liniowe wektoréw bazy {d,}, a wigo



