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b) sprawdzimy twierdzenie Cayleya-Hamiltona dla tensora A.
Zgodnie z tym twierdzeniem musimy wykazaé, 2e spetnione jest
réwnanie

3 2
£-6£-9ﬁ+21

Jesli tensor 4 przedstawimy w bazie {gio 55}, to z twierdze~-
nia 7.10 wynika, ze powyzsze réwnanie jest réwnowazne réwna=-
niu macierzowemu:

[aiJJB . S[Aid]E - 9[a*] + 2[613]

Poniewaz mamy

3 1 0-13 3 0 -4 [ 1 0 -1 11 0 =15
Dij]=[22,1:\=[443}221w 6 8 9

-2 0 3 8 0112 0 3 -30 0 41

6[it,]% - o[at,] + 2[6%,] -

1 0 =12 1 0 =1 10 0
=6| 2 2 1| =92 2 1|+2|0 1 0=
2 0 3 -2 0 3 0 0 1

3 0 -4 1.0 - 1.0 0 11 0 =15
= 6 [ 4 4 3} -9 2 2 1(+2/0 1 0o|=| 6 8 9}
-S4 0 1M 2 0 3 0 0 1 =30 0 41

a wigc réwnenie jest speinione.

7.4. Rozktad widmowy tensora

Niech T2 bgdzie przestirzenig tensorows o walenoji dwa nad
przestrzenig euklidesowsg ‘I1 = B, Jak wiadomo, dowolny tensor
Ae '12 mozna traktowad jako przeksztatcenie liniowe A : T.' —-3'1
przyporzadkowujgce dowolnemu wektorowi a eT.I wektor As e'J'1.
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Na ogét wektor As rézni sie od wektora wyj-

Aa
fciowego 8 dZugodcig i kierunkiem (rys.7.1). 2
Mozliwa jest jednak szozegdlna sytusoja, gdy
istnieje liczba rzeczywista AecR taka, ze dla o
pewnego wektora ae7T,, a # 0, zachodzi réw- &
nosé Rys.Ts1

A = Aa

Oznacza to, Ze wektory 8 i Aa sgq do siebie réwnolegle.

Definicja 7.10. Niech T, = E"®E", Liczbe AeR nazywamy
wartoscig wiasng tensora Ae 72' Jesli ietnieje niezerowy wek-
tor acE? taki, ze

4a = As

Wektor a # O speXniajacy powyzsze réwnanie nazywamy wektorem
wiasnym tensora A odpowiadajgacym wartosci wiasne] As

, :
V" Twierdzenie 7.12. Niech 7, = E"@5". Jesli liczba AcR
jest wartoscig wtasng tensora g.eTz, to zbidr wektordw
N?u = {geEn : Aa = Rg} Jjest podprzestrzenig liniowg prze-
strzeni ‘.]'1.

Dowéd. Poniewaz dla dowolnych wektordéw a,beN, i dowolne]
liczby ae R mamy
1) Ala +b) = Ag + Ab =23 + Ab = A(s + b), stad a + beN,
2) Alxa) =o(Aa) =x(Aa) = A(xa), stad xael,

a wiec z twierdzenia 1.2 wnioskujemy, ze zbidr N, jest pod-
przestrzenig liniowg przestrzeni B

\/ Twierdzenie T.13. Liczba AeR jest wartoscia wtasng ten-
sora AeJ, wtedy i tylko wtedy, gdy spernia rdwnanie charak-
terystyczne

det(A - A1) = 0
DowSéd. Niech liczba AeR bedzie wartoscig wiasng tenso-

ra A, Wtedy istnieje niezerowy wektor s e T1 taki, %ze zacho-
dzi réwnosé
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ds =g

Sted mamy
(4 -21)a =0

Réwnanie to ma niezerowe rozwigzanie, tzn. 8 # 0 wtedy i1 tyl-
ko wtedy, gdy

det(A = A1) = 0

Latwo zesuwazyé, ze tensor éeTe = E?® E? ma oo najwyze]
n-wartodeci wxasnych.

W przypadku szczegélnym, gdy T, = 820 8> 2 powyZSzego
twierdzenia wynika, ze liczba A€R jest wartoscig wiasng
tensora ﬁeﬂ'a wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia réwnanie

a="

~

Z) 2
A% = IA% - ILA - I

gdzie liozby IA' II IIIﬁeR 8g niezmiennikami tensora A.

A'

Twierdzenie 7.14., Je$li tensor AeJ, ma dwie réine war-
tosci wxasne ?«1 ,126 R, to wektory wiasne 8,€ Na
tworzg zbidr liniowo niezalezny.

i i 92EN1

2
Dowéd. Rozpatrzmy rdwnanie
€84 + T8, = 0, gdzie cc1,oc2eR
Dzistajgc na to réwnanie tensorem A otrzymamy

Xy Agq + X5 A8, =0

Korzystajac z zaleznodci Aa, = Aaq i Aa, = 1,8, dostaniemy

ic

A2, + 00058, =

KMnozgc rozpatrywane réwnanie przez A, i odejmujac od powyz-
szego réwnania oilrzymamy

~
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Poniewaz 2, # Ay i gy # 0, to stad @, = 0. Podobnie mozna wy-
kazaé, Ze @y = 0. Zatem wektory a, i a, tworzg zbiér liniowo
niezalezny.

Powyzsze twierdzenie mozna uogdlnié na przypadek gdy ten=-
sor ma skordozong liczbe rdéinych wartodci wkasnych., Bezposred-
nio stad wynika:

Wniosek 7.1. Niech T, = E"@E". Jesli tensor Ae7T, ma
n réznych wartosoi wtasnych A;eR dla i = 1,...,n, to wektory
wtasne ?-‘ieN?ti dla i = 1,...,n tworzg baze przestrzeni E",
Twierdzenie 7.15 (o rozk*adzie widmowym). Niech T, =
= E"® 8", Jesli tensor AeT, ma n wartosci wasnych A; € R
dla i = 1,.4.,0 (moga nie byé rdzne) i istniejs wektory wias-
ne g4 € .1‘32_‘ dla i = 1,.s.,h tworzgce baze przestrzeni En, to
tensor 4 :dLaje sie przedstawié w postacl widmowej:

4 = a1g1@g1 + ;\zg?@gz + con + 715?,;.-‘?5‘9,:1
pdzie {gi} jest kobazg przestrzeni ' wzgledem bazy {gi}.

Dowéd. Z definicji wektors wiasnego i wertosci wiasnsj
mamy

égizzigi dla i"—“],.-¢,n
2 stad kolejno oftrzymamy

k

k
L= 41 = ale @) = (g, ®g" =

= (ag)@e’ + (Rey)@e + oo + (15 )0e" =

= (1151}951 + (Azgzltzgz + a0 + (A, e, )@e" =

n=n
—Re®e1+ﬁa @ez+ +A.e ®a”
- MRt 252 " ~ RE28: n=~p° =<
Zatem
é = ;\151 @21 + 7&2!209'2 + ese + Anin@gn
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Z twierdzenia 7.15 wynika, ze dla tensora AeJ, speXniajgcego
zatozenia tego twierdzenia istnisje baza {31} przestrzeni

E” taka, %e reprezentacja [&ij] tensora A w bazie {giqg'j]
jest macierzg diagonalng o postaci

[k 3

Ay 0 0.4.0 0
0 A; 0...0

[‘ia] -

0O 0O O «ce ?\.n

o

Natomiast 2z wniosku 7.1 i twierdzenia 7.15 wynika, Ze tensor,
ktéry ma n réznych wartodci wtasnych, mozna zawsze przed-
stawié w postaci widmowej. Nalezy zaznaczyé, Ze tensor, kid-
ry nie speXnia zatozerdl twierdzenia 7.15, nie daje sie przed-
stawié¢ w postacl widmowej. Tensory takie istniejg.

Przykzxad Te5a Niech tensor 5&9’2 = 330 33 ma
reprezentacje

2 =1 0
I__Aij] = ]:-1 f :):| w bazie {gi@gj} przestrzeni T,

Zpajdziemy rozkad widmowy tensora A, jesli istnieje.
Szukamy wartodci wtaesnych i wektordw wiasnych tego tenso=-

ra, tzn. liczb AeR i niezerowych wektordéw geE.B spetniajgcych
réwnanie

(4 -21)g =0

Kiech 4 = Aijgie gj ia-= akgk. to wtedy powyZsze rdwnanie
przyjmie postad

(Aij - lﬁij}aagi =0

Réwnanie to jest rdéwnowazne uktadowi réwnaf skalarnych

{Aij -lﬁijlaj =0 dla 1 = 1,2,3
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1lub réwnaniu macierzowemu

[4%y -26%5][a3] = [0]

. Rozpisujgc powyzsze réwnanie otrzymamy

1 1 1 11 T

A=A A, 45 a 0
2 2 2

A-l 2-7‘- 33 a = 0
3 3 5

A7, 47, -Alla 0

4 A

2-A =1 0 ][&'] [o]
= 2-2 0 ||a?]|=
1 -1 1-2]la?

fownanie to ma niezerowe rozwigzanie, tzn, [ai] # [U] wiady
i tylko wtedy, gdy

2=-1 =1 0
det -1 2-1 (4] =0
1 =1 1=-2

a stad mamy -(A - 1]2(1- 3) = 0&<>4=1v A= 3. Wspéxrzedne
wektordw wtasnych odpowiadajgeych wartosci A = 1 wyznaczamy
2 réwnahnia

1 -1 0][al 0 al -8 =0 al = ¢t
-1 1 0||a?|=|0|c>{-a'+ e’ = 0&>{a® = t dla t,seR
1 =1 4] a3 0 a1—32-0 33-9

Zatem N, _. = {a eB> : a = tg, + te, + g dla t,seR}, a stad

dim N.',L=1 = 2. Wspéirgedne wektordw wiasnych odpowiadajgcych

wartofel wktasnej A= 3 wyzhaczamy z rdéwnanias

=1 -1 0l ral 0 -31-32-:0 al=r

{-1 -t ol [32] - [0] <{-a' -a? =0 @{ 2- -r dla reR
a

1 =1 =2 a3 © 51-112-233-0
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Zatem N1=3 = {geEB : 8=T8, = T8 + T8,y dla re R}’ a stad
dim K?L-B = 1.

Z podprzestrzeni dwuwymiarowej N7L=1 wybieramy dwa wektory
liniowo niezalezne d, id,, a8z podprzestrzeni jednowymiaro-

we N1=3 wybieramy jeden wektor g3. zatem

Wektory d dla o = 1,2,3 tworzg baze przestrzeni E2, wige z
twierdzenia 7.15 wynika, %ze tensor A mozna przedstawié¢ w po=~
staci:

= 1 2 3
4=14,04d" + 14,8d° + 3d;04

~

Zatem reprezentaaja [Awb] tensora A w bazie {ga@g,ﬂ} Jest
macierzg o postaci

3
[a] =0
0

Cc = C

0
0
3

Sprawdzenie. Zalezno$é migdzy bazami {d } i {g;} ma po-
staé 5

d i

9o = 88y dla o = 1,2,3

1

1 0
-1
wiec [sia-] = I:‘l 0 -1:‘, a stad [g“i:l = [g{'x] = -%
o 1 1

o=
+

noj= pj-—
c

I
(N1
c

Korzystajgc ze wzoru transformacyjnego mamy

o i o
Ap = A jgig'.afb dla o,p ="1,2,3



a Btad
(8] = (%] [4%4] (%]

11

+ 1 o
2 e 2 -1 011 0 1 1 0 o
= |-% %—1[—1 20][10-1]-{0 1 o}
1 -1 1Jlo 1 1 0 0 3

Eet o

Twierdzenies 7.16. Jefli symetryczny tensor AeT, ma war-
todcl wiasne ?\1,5\2@.1% takie, ze 31 # 22, to podprzestrzenie
N iRl aq ortogonalne.

Dowéd. WeZmy dowolne wektory wlaane a,e N, i 8,e N, .
Wtedy mamy 1 2

31 = A48 As, = A28,

Z wkasnodci iloozynu skalarnego wektordw (prostego nasu.niqoin]
i symetrii tensora A kolejno otirzymamy

Aqlay2p) = (Ay8q)3p = (Ag,)8,= (8,47 )m, = (8,4)8, =

= 8,(48;) = a,(A,8,) = A,(a,8,)

Sted dostaniemy
(A -A l(a1 2] =0

Poniewaz A, # Aps to 8,8, = 0, co oznacza, e dowolne wektory
Zz podprzestrzeni l‘il?t 3 H?.g sg ortogonalne, Zatem podprzestirze-
nie N, 1N, =83 ortogonalne.
Powyzsze twierdzenie mozne uogélnié na przypadek gdy ten-
sor symetryczny ma skoriczong liczbe rdéinych wartosci wtasnych.
Ponadto stad i z twierdzenia o rozkadzie widmowym wyni-
ka:

Wniosek 7.2 (o rozkadzie widmowym tensora symeiryoczne=-
go]._ Ej;ch ‘.Zl'2 = E"® 5", Tensor symetryczny ée]’z ma dok¥ad-
nie n wartodci wrasnych A;€ R dla i = 1,...,n, i wersoréw
wzasnych ;ienai dla i, = 1,.4.,0 tworzgcych baze przestrze=-



- 150 =

ni E®, Ponadto tensor A daje sig przedstawié w postaci
widmowe J:

A= M1y0%y + 450,01 + 00 +A,1,08,

Z powyzszego twierdzenia wynika, 2e dla kazdego tensora
symetrycznego Ae '.1’2 = ER@ BP istnieje baza ortonormalns {;1}
przestrszeni ER taka, %e reprezentacja [11'1] tensora 4 w bazie
{;18;3} Jjest macierzg diagonalng o postaci

Aq 0 .o O

Y 0 2y eee O

0 4] se e an

Przykad T.6,. Nieoch tensor symetryozny
AeT, = E°® B> ma reprezentacje:

-2 1
A2 2 o w bazie {e,®e@, przestrzeni 7
1= 2

1 0 2

oraz dana jest dodatnio okreélona macierz przejscia

2 2 -1 : 5 wd 4
[sij] = [9.1,!3] =| 2 3 =1 a stad [313]‘ [Sij] -1_ ot 16
=i 1 02

Znajdziemy rozk¥ad widmowy tensora A.

Szukamy wartosci wtasnych i wektordw wtasnych tensora A,
a wiec liczb AeR i wektordéw niezerowych geEB, speiniajgoych
rév!nanie

(A -21)a =0

—

Podstawiajgc A = aiagiagj ia-= akg,k do powyzszego réwnania
otrzymamy .

i 1j '
(a2 - 2g Jaje; = 0
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Réwnanie to jest réwnowazne ukXadowi réwnad skalarnych
(ald _ 1313}a3 =0 dla i=1,2,3
lub réwnaniu macierzowemu
[atd - 2g1] [ay] = 0

Rozpisujgc powyzsze réwnanie otrzymamy:

M -3811 a2 —1312 a13 _7‘313 8 0
&21 - 1821 s22 - 1322 A23 "3823 8| = 0
e S LAl S er Vel B E I
a nastegpnie podstawlajgc dane wartosdci mamy
3 =22 =24+A 1=~=A4 a, 0
-2 + 2. 2 = ?t 0 ﬂ2 =

Réwnanie to ma niezerowe roszwigzanie, tzn. [a;] # [0] wtedy
i tylko wtedy, gdy

3 =21 =2+ 1 -2
det | -2 + A 2 =2 0 =0
1=A 0 2 =22

Stad mamy =(A - 1)2(A- 2) = O, Zatem liczby A= 1 lub A= 2
83 wartodciami wtasnymi tensora A, Wspéirzedne wektoréw wias-
nych odpowiadajgcych wartosci wXasnmej A= 1 otrzymamy roz-
wigzujgc rdéwnanie

1 - 01 [24 0 a,~8, = 0 a; =1
-1 1 0f|ay|=0|< -a,+8, = 0 <>{a, = ¢ dla t,8€R
0 0 a5 0 0o =0 a3 = 8
Zatem N, _, = {_a_eE3 :1 8 = tg1 B tg,z - 323 dla t,seR}, a stad
diam N, . = 2.
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Wspétrzedne wektoréw wiasnych odpowladajgcych wartodci
wtasnej A = 2 otrzymamy rozwigzujac rdéwnanie

-1 0 =1 84 0 . |8y = 83 = 0 a, = 0
0 0 Of|ay =0 0 = 0&c/a, =T dlareR
-1 0 =2 a5 0 Gy = 283 =0 8y = 0

Zatem N,_, = {88 : g = rg? dla reR}, a stad c;in Biup = 1o
Szukemy bazy ortogonalnej {d.} przestrzeni E” zZosone]

z wektoréw wtasnych tensora A. Z podprzestrzeni dwuwymiarowsej

N3,=1 wybieramy dwa wektory ortogonalne 91, gz, la 2z podprze~-

strzenl jednowymiarowe j Nl_z wybieramy wekior 9'3' Przy jmijmy

wektor g;l = 53 i poszukajmy w przestrzeni N1=1 podprzestrzeni

gXozone)] z wektoréw ortogonalnych do wektora 91:

2

(tg1 + te° + 353153 =0

Stad tg'2 + tg2> + 88> = 0, wiec te1 + 0 + 8¢2 = 0, zatem
t = -23.
Podprzestrzed wekioréw ortogonalnych do wektora g1 Jest

wige zbiorem wektoréw postaci _{geﬁaﬂ 1 as= -2321 - 2552 +

+ 553 dla se R}. Z tej podprzestrzeni wybieramy wektor
d, = —29_1 e 2g2 + 53. Wektor d; = 8" wybieramy z podprze-
strzeni sz. Zatem mamy

Wektory d, dla a = 1,2,3 sg wektorami wkasnymi tensora A 1 two-
rzg baze oriogohalng przestrzeni E3. Dokonajmy ortonormaliza-
cji tej bazy:

3 3
] ]
===’ = V2 ]

V5
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d -2¢" - 2% + o

B = T, - .
1920 iza? - 262 + ) (20? - 262 + &)

28! - 297 + ¢°

V4é11 + 4322 + 82 +8g1% - 4g"3 - 45?3

= -Y2e! - V2e? +—+ o3
~ -~ VE‘H

2
2 2

g e
#3 h}@-};ﬂ—“ Ve2a? Vg22 "2

Wektory n . dla o = 1,2,3 8g wektorami wtasnyml tensora A
i tworzg bazg ortonarmalng przestrzeni B>, Z wniosku 7.2 wy -
nika, %e tensor A mozna przedstawié w postacl widmowej:

A=10,00, + 10,00, + 2n,® 1,

co ozhacza, Ze reprezentacja [auﬁ] tensora A w bazie {p_“e 5(5}
jest macierzg diagonalng o postacil

1 0 0
[P =|o 1 o
0o o0 2

Sprawdzenie., Korzystajgc ze wzoru transformacyjnego otrzy-
mamy fcl"’ = Aijgggg’ dlact, p= 1,2,3 lub macierzowo [A“ﬂ] =

= [%] [A”] [gjﬂ], zatem nalezy znalesd macierze [g%] 1 [gjf-”].
Zaleznoéé migdzy bazami {_n_m} i {gi} dana jest w postaci

By = sicr.%i dla o = 1,2,3
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0o - 0 Wz o v
wiega [gia]- 0 -Y2 1|, a stad [Bdi] = [354;1:]-”1 = '%Vf 00
_%_ V2 _;_ V2 0o -1 1 0

Korzystejgc ze wzordéw podanych w twierdzeniu 3.5crgmm g‘i‘ =
= g“jaji dla o = 1,2,3 lub macierzowo [g“i] = [& :[[g:'i],

2 o0 V2| |2 2 -1 0 o 13

1
2
stad [g% ] = |- V@ 0 O 2 3 = V2 V2 3 V2

n

3+

-1 1 o)1 -1 1 0 1 0

Zatem

[P] = [o%] [a9][a8,]" -

00£3-210-V2“01

2 0 0

=-\E-\El'§-ezoo-ﬁ?1-o1o
2 V2

0 1 ol|l1 o 2||F -5 o 0 0 2

7.5 Tensory ortogonalne. Rozkiad biegunowy tensora

Definicja 7.11. Tensor geTa nazywamy oriogonalnym, Jedli
speinia warunki: QQT =QQ = 1.

Jak wiasdomo, zbidr tensoréw ortogonalnych P =
={Qqe P QQT = ng = 1} z dziataniem prostego nasunigoia
Jest grupg. Latwo zauwazyé, ze dla tensora ortogonalnego

Qe ¥ istnieje tensor odwrotny Tg = QT oraz det Q = 1 lub
det Q = -1. Tensor ortogonalny Q traktowany jako odwzorowanie
liniowe Q : 3’1 oy 3'1 Jest izomorfizmem ortogonalnym w prze=-
strzeni CI'1, co oznacza, %6 zachownje dtugofci wektordw 1 katy
miedzy wektorami (przykad 6.9).

W przestrzeni tensorowej J, nad przestrzenig euklidesows
E> tensor ortogonalny Qe ma co najmniej jedna wartoSé wkiasng



