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B1335 = 81®8;99;08, +8;08;098508; + 9,908,908 +

+9,09,08,08 dla i,§ = 1,2,3, 1 # ]

Aiggn = 8198509508, + 8;99;@8 P8y + 2;98,®2;98 +

+gk®gj®gi®gi dla i,j,k = 1,2,3, 1 # j<k

Aijes = 81® 9398, ®9 + 2502;08,®8; +9;02;08;@8, +
+8500,08,08 +0,00,08,00; +8,08;08,08; +
+90198,00,08y +8,08,08,0¢;

dla i,j,k = 1,2,3, 1 # j <k

q oo 2=
stanowls baze przestrzeni 4,5 Stad wynika, %ze dim T4’E 21.

8.3. Definicja grupy symetrii funkcji tensorowej
Funkcje izotropowe i hemitropowe

Definicja 8.7. Niech Tp i Tq bedg przestrzeniami tensoro=-
wyni, a £ : D —-Tp bedzie funkcjs tensorowg na zbiorze Dc C]'p.
Grupg symetrii funkcji tensorowej f nazywamy zbidr

Pp 1= {QeP 1 Quf(A) = £(Q*A) dla AeD}

-gdzie » Jjest dziaskaniem obrotu tensordw, -

Latwo wykazaé, ze zbidér ﬁ’f jest podgrupg grupy tensordéw
ortogonalnych . Grupa symetrii funkcji tensorowej jest zbio-
rem niepustym, poniewaz zawiera tensor jednostkowy.

Definicja 8.8. Funkcje tensorowg f : D —--'_Tq na zbiorzs
Dc']‘Fl nazywamy

a) izotropows wtedy i tylko wtedy, gdy P, = V3

b) hemitropowsg wtedy i tylko wtedy, gdy Vp = R;

o) anizotropows wtedy i tylko wtedy, gdy q?’f £R 1 'S‘f £ e
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Przykad 8,15, Nieoh f : T1 —-71 bedzie funk-
cjg wektorowa okreslong nastepujaco:

/\ f(a) t=aa + Pb

e’y = =
gdzie liczby o,Pe R i wektor geT.l s3 ustalone.
Znajdziemy grupe symetrii tej funkcji ..

Szukamy zestem tensordw ¢ € +» spexniajacych réwnanie

g« f£(a) = £(Qa) dla geT,. Poniewaz G £{a) = Q* (g + Bb) =
=aQa + pgb i £(g«a) = £(Qa) =xQa + pp dla geT,, zaten
g*f(g} = f(¢ % g) wtedy i tylko wtedy, gdy Qb = b, co ozna-
cza, ze e y. Grupa symetrii funkcji wektorowej f jest wiec
réwna grupie” symetrii wektora b, tzn, 43'f = Ve Jesli b = 0,
to &f =+ i funkcja f jest izotropowa. =

Twierdzenie 8.3. Jesli f : Tp—a-ffq jest funkcja tensoro=-
wg liniowg, to istnieje dok*adnie jeden tensor gef]“pﬂ taki,
ze

/\ f£la) =Loa

gdzie o jest pet*nym nasunieciem, i zachodzi réwnosé {}’f = '&L'

&

Dow6d. Istnienie tensora L wynika z twierdzenia 6.4. Wy~
starczy wiec wykazaé, ze grupy symetrii funkecji f i tensora L
83 réwne. Z definicji tensor Qe wtedy i tylko wtedy, gdy
Q*f(4) = £(Q=*4) dla 4T . Poniewaz Q% f(4) = ¢ (L °4) =
= (g*L)o(Qwa) 1 £(Qx4) = Lo(gxa) dla peT, to G £(4) =
£(¢ *4) dla f‘«&Tp wtedy i tylko wtedy, gdy Q%L = L, co ozna~-
cza, ze Seq’)’L. Stad wnioskujemy, ze 'ﬁ’r =,

~

n

Przyk%ad 8.16. Niech T, = E°®E>, Oznacamy
przeg geﬂ'g symetryczny tensor naprezehis, a przez gej'g sy-
metryczny tensor odksztak*cenia w tym samym punkcie ciaksa,

Dla cia*a liniowo sprezystego zzleznosé konstytutywna mig=-
dzy tymi tensorami jest liniowa, 2 wiec musi mieé postad
T = LoE gdzie tensor Le 3'4. Poniewaz ftensory naprezenia i od-
ksztakcenia sg symetTyczne, a energia sprezysta I °E>0 nie=-

-

ujemnie okreslona, zastem tensor L musi speiniaé warunki:
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(2!'1 s3,4) % % = L, (1,2,4,3) *L = L, (3,45142) *% = L. Oznacza
to, 2e tensor L musi nalezed do podprzestrzeni tensorowe]
3'4'2 , gdzie ) jest podgrupag grupy permutacji 24 genero=

wang przez zbidr permutacji {6’1 = (1,2,3,4), 65 = (2:1:3:4)
65 = (1,2,4,3), 6, = (3,4,1,2)}+ 2 przyktadu 8,14 wynika, ze
dim T4, & = 21, Zatem tensor L daje sig przedstawié w postaci
kombinacji liniowej 21 tensordéw bazy. Wepdtczynniki tej kombim
nacji sg staXymi materiatowymi dla ciata anizotropowego. Jest
ich 21, Jesli e.®e.®8, ®48, jest bazs przestrzeni T,, to
akiosd b oe T . pijk1 4
tensor L eJ, mozna przedstawié w postaci L=L gisgjagke 819
przy czym Lijkl = Ljikl = Lijlk = Lk::Lij dla 1,J.k.l = 1,2,3
Dla ciata poprzecznie izotropowego o wektorze a prosto-
padiym do przekroju poprzecznsgo, tensor L musi nslezeé réwniez

do codprzestrzeni 3'4’%@& n‘.l'4’2. Z przy-

a zatem LeT
» o 4'3§ @g

k¥adu .9 wynika, 2e baze podprzestrzeni T stanowig
4org ®a

tensory 191, ux(1®1), v«(181), 1®aca, a®adl,
a®a®a®y, 6,*(a®10s), 6,x(aelea), 6;%(a®l®a),
64*(g ®1®a). Tensory te nie spetniaja warunkéw symetrii.
Dokonujac symetryzacji powyzszej bazy wzgledem grupy ) otrzy=-
mamy baze L, = 1®1, L, = ux(1®1) + v« (101), L;=

= 20a®a®a, L, =a®a®l + 10aea, Ly = 6, x(a@le®a) +
+6,+(a®1®a) + 6;*(a®1®8) + 6, »(a®1®8) podprzestrze-
ni ‘.T’4

n T4:i' Stgd wynika, Ze dim 3'4 n‘T4'f3 =' 5,

Taes tasa
Wtedy dowolny tensor Le ‘T4 $ nfr'4 ﬁ mozna przedstawid
Cant ] ’

w postaci 202

L =0oyL, +a,L, +cx353 +a,L, +m5£5

gdzis x;e R dla i =1,2,3,4,5 sg statyni materiaowymi dla
ciat*a poprzecznie izotropowego. Prawo konstytutywne przyjmuje
postad

r

=

2

=LoE =ao,(tr B)1 + 20,2 + x;(akala ®a +q:4({tr Bla®a +

+ (2s8)1] + 2o5(g @ (3a) + (La)®a)
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a energia sprezysta
W=T0cE =EoLoE =a—1(tr §}2 + 2ar'2§ °E +a‘3[§§g}2 +
A :
+ 2a,(tr E)(aBa) + 4o (aka)

Dla ciata izotropowego tensor L musi nalezeé réwniez do pod=-
przestrzeni 5'4"}, a wige L € 0’4,,‘}:‘174{:' Z przyktadu 8,9 wy~-

nike, Ze baze podprzestrzeni T4 $ stanowig tensory 1®1,
px(1®1), v*(1®1). Tensory te nie spetniaja warunkéw sy=-
metrii., Dokonujgc symetryzacji powyzszej bazy wzgledem grupy
symetrii > otrzymamy baze L, =191, 52 = y*(l@l}}v*(l@l)
podprzestrzeni .'1“4"3,1‘1 ‘.1‘4.ﬁ.|. Sted mamy, ze dim 5'4’13,!13'4,& =
Wtedy dowplny tensor 5&3"4 fB-anr ﬁ mozna przedstawié w po=-
staci ’ !

L=c1®1 +a,(px(101) + vx(101))

gdzie xq,0p eR sg starymi materiatami dla cia*a izotropowego.
Prawo konstytutywne przyjmuje postaé

T =1LoE =a,(tr E)1 + 20,8

-~ —~

a energia sprezysta

=TD 2

b4 -5

BEoLoE =Q¢1{tr E) + 2m,5 oB

Twierdzenie 844. Jesgli f : D —-’J‘ jest funkcja tensorowsg
na zbiorze Dc 'Tp, to dla kazdego tensora A €D zachodzi inkluzja

Dowdd. Niech tensor A e D. Wiedy dla dowolnego tensora
oe«} Nde mamy ¢ *£(A) = £(Q%4) = £(A), a stad ey ,).
Zatam fﬂ' ne Co}f(“.

Jeéli funkeja £ jest izotropowa, tzn. '0’ 47’ to 4 cﬁﬂ“.

Twierdzenie 8.5. Niech ﬂ’p. Tq, T. bgdg przestrzeniami

tensorowymi, a £ : Dp — DS’ g @ DS —-—Tr funkcjami tensorowy-
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mi, gdzie Dpc '.l’ , D7 _ . Wtedy dla funkoji zXozonse]
gof 3 Dp—=7,, zaahodzi inkluzja Pen 4‘}’ c g o2

Dowéd. Niech tensor Qe N "3’5' Wtady dla dowolnego ten-
sora A€ Df mamy

Q«g(f(a)) = g(Q=£(a)) = a(£(Q »4) = g(£(4)) =

—~ ~

Q*(gof)(a)

(g o£)(4)

skad Qe P, ,pe Zatom FpNdc g

8.4. Niezmienniki ortogonalne tensora

Definicja 8.9. Niech 3‘ bedzie przestrzenig tensorowa.
Niezmiennikiem ortogonalnym w zbiorze tensordéw Dc Tp nazywamy
dowolng funkcje ¢ : D —R izotropows, tzn. speiniajgcg wa=-
runsk

/N /N elaxa) = ola)

Ge'ﬂ' AeD

Przykkad 8.17. Wykazemy, ze funkcja p: T, =R
okreslona nastepujaco:

/N pla) := |2l

ged;

jest niszmiennikiem ortogonalnym w przestrzeni wektorowe] T.I.
Poniewaz dla dowolnego tensora ge«& i dowolnsgo wektora ge'.T.l
mamy

@lyxa) = @lea) = IQall = lal = ¢(a)

wigc funkcja ¢ jest izotropowa. Zatem funkcja ¢ jest nie=-
zmiennikiem ortogonelnym w przestrzeni 'JJ1.

Przyk<£ad 8.18, Wykaiemy, ze funkeje
Ty L, FTE 2 3'2—- R okreslone nastepujgco:



