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11 .1 11.2 12.1 122
alyy = A 11 Bo81p + A'p 8381 + b ("BoByp + Ap B3B3
= (=1)4(=1) + 0°1(=1) + 2+4(-2) + 1+1(=-2) = =14

2 1,1 2 1.2 22 222
82,1 = 4578981 + A5 8181 + A717B4Bp + AT 818y

= 003(=1) + 0e1(=1) + 1e3(=1) + (=1)1(-1) = =2

2 2 1.1 213 2 2.1 222
= A%, 8g8qq + A% 8pBqq+ A1 Bo8p¢ + A5 8280

= 004(=1) + 0e1(=1) + 1°4(~1) + (-1)1(~1) = =3

241 212 2 2.1 2 2.2
A% = A7y 8q8qp + 475 8185 + A71"By8p + A5 848 =

= 003(=1) + 0s1(=1) + 123(=2) + (=1)e1(=2) = ~-4

2 2% 21.2 22 2 2.2
Azaia.l328124-&2328121-5182822'?52gz&ezg

= 0o4(=1) & 0¢1(=1) + 1°4(=2) + (=1)*1(=2) = =6

Wl Tl Bl o

=3

Reprezentacje [Aau] tensora A w bazie {gj@gkagl} mozna -
znaleZé profciej. A mianowleie, zapisujge weér transfprmacyj-
ny w postaci maclerzowej otrzymamy

al- W B[ 0 DS][

1L 0 1]|=-1 =2 =5 =14
Zo. & a2 A '[é 1] [0 1]'-1 -1 ) [=2 =4
[ kl—_l [ k ] [ o ] [gél] 4 1_ 0 =1 _-1 -2 I_"3 =6 _

6.2. Dziatania na tensorach

Mozna wykazaé, 2e w bazie {gio...@gaa...alﬁ} prze -
¢ strzeni tensorowej C]"p dzia*ania dodawania tensoréw i mnozenia
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tensora przez liocsbg rzeczywisty (jak w kasdej praestraeni
liniowe]j) wykonuje sie nastepujgoo:

/\ é +B = Ai.&.f Miﬂcaoﬁdaauoo @1 +
&!g‘:rp

1...4
+B 84®cce ®d@. 001,

coXeeo

(ai--t‘ 1..-‘

ChCEe ..a..)‘i@-oo@g Qoun@la

/N N\ ga=g(aticct e 0. 0d%0... 01
'J‘GR A‘g-p ‘r 3'( X1 1% ‘“ie ® @ )

i...4 o
= (#8470 183 ®e®d7® 000,

Stgd, w ustalone]j bazle dodajgc do siebie tensory dodaje~-
my ich wepéirzedne (reprezentacje), a mnozge tensor przez li-
czbe mnozymy wepéirzedne (reprezentacje) tego tensora przes
te liczbe. Tensory proste (np. bazy) mozna dodawaé i mnozyé
przez liczby rzeczywiste zgodnle z wiasnodciami iloczynu
tensorowego wektordéw. -

Przyktad 6.,2. Niech tensory A,B €Ty =
= BPeBe B> bedg miaXy postaé

A= 23239'2051 - 392®g3@9,2 w bazie {gieg_“@gj}

B = -232322051 + 452853@51 w bazie {ﬁiaﬂjaﬁk}

Znajdziemy tensor A - B, jesli dana jest zaleznosd

2

d =e1-02+283
63--0 + 268, + 8
~ ~1 ~2 3

W tym celu zapiszemy tensory A i B w tej samej bazie, Jeéli
przyjmiemy baze {ai@eaeak}, to wystarczy zapisaé tensor 4
w te] bazie, zatem
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2

A= 252@g2951 - 39'2@g3@g = 2¢, @(g1 - 8> + 253139_1 +

5

- 38, ®@(-8, + 28, + 331952

—

Z wktasnodcli iloozynu tensorowego wektordéw otrzymamy

1 1 1 2
A=20,08,08 ~20,®8,89 + 49,0038 + 33,®3,®8" +

2 2
- 6g,®e,®e" - 38,08,®¢

Zatem mamy

1 2 2 2
A-B=2,®8,®8 + 3¢,®9,08 -69;2195299'-32239_309_

Tensor ten mozna zapisaé w postacl sumy tensoréw prostych,
np.

~ 1 2 2
A-B=g9,008,0(28 + 38°) + g, ®(-6g, - 38;)®e" =

2

~

m

+8,®b®e

1 2
+3¢° i b= -bg, - 3¢5

-

gdzie a = 2e

Definicja 6.2. Zwezeniem tensoréw z przestrzeni Tp, p=2
po wekaznikach » i 8 takich, %ze 1<r <& <p, nazywamy od~-

wzorowanie tr 7 —T - okredlone nastepujacot
(r,s) P p

/\ i..l.l-‘l. 3 o
tr A= tr A 8. ® aoe BEY® aee ®AD® ooe®dp) =
_&ETP {r,ﬂ) (1‘,8} Ottjoo-C:... i ~ g ~r5

= ﬂi..a...&..p(sj @g‘a}si@ sew @éjs ese @Ei:“e "‘Qgp -

ies -c.-ol'ﬂgjc’gi@... @§j® .-.@éaa e e @‘_d_‘lfaa

A

...J..-“I..

ioo--o- see - 2
= A j peisoolast@ see @gm@ ee e @Ql[b

sse Josssnne ~

przy czym wektory oznaczone symbolem v nslezy z bazy usungdé,
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Tensor (:ﬁu A€ Tp-e nazywamy zwezeniem tensora A po
wekafnikach T i s,
Zwezenie tensoréw jest odwzorowaniem liniowym. Odwzorowa=-
nie to nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni tensorowej.
Najtetwie dokonywaé zwezehis tensora po wskaZnikach
r i s, Jjeédli Jest on zapisany w takie]j bazie przestrzeni
tensorowej, w ktérej na r~tym miejscu wystepuje baza prze=-
strzeni euklidesowej, a na s~tym miejscu kobaza wzgledem tej
bazy.

Przykad 6.3, Niech tensor AcT, = E°® E°® B>
ma reprezentacje [Ai%c] w bazie {ei @ejadc‘} takg, Ze

-1 0 0 1-1 0 =13 0
[a9] =| 1 3 o], [68] =|2 1], [a¥]=|21-2
-2 0 1 0 0 0 12 0

Znajdziemy tensor tr ) ge'T1. jesli dana jest zaleznosd
1

84 = 3dq + 4dy ~ Qg
8 =4 + 4
“~2

Z definicji zwezenia tensoréw wynika, Ze

tr A= tr (A g 0e, 8d% = 4t (o, 0d%)e = a1 g% 0
(1,302 (g o s

a wiqc'naleﬁy znalezé macierz [5031. Zaleznodé miedzy bazami
{gi} i {gm} przestrzeni euklidesowej B> dana jest w postaci

3 1 0
o; = 814, dla i=1,2,3, stad (%] =| 4 1 =
-1 0 O

Dokonujgc sumowania we wzorze na zwgzenie tensora A otrzy-

many
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21 .1 21 2

i 182 + A7 o83 ¢+

tr &a{ﬁ11g1+s1132+a g?+&
= 1%1 251 3

(1,3)

21 + k31

1
+ A 332 24 4°

31

1o giel 2 42 8 52213

22 2
+(a 1.c_:.,|+a 2g1+ﬁ351 + A +

2 282

22 3, ,32

32
+A352 + A

32 2
183 + 472585 38308, +

1312 13 -3 23
+ A 3351"'3

13 1
+ (ﬂ 181 281 182 +

423,62 4 423 g3 4 4381 4 433

93 + #0185 + #7085 + 1738300, -
= ((=1)e3 + 024 + 2+(-1) + 1*1 + (=1) 1+ 0.0 +

+ (=1)20 + 3¢(=1) + 0°0)g4 + (1°3 + 324 + 0+(~1) +
+ 201 + 101 % (=1)20 + 2¢0 + 1 (=1) + (-2)0) g5 +
+ ((=2)3 + 024 + 1 (=1) + 0°1 + 0°1 + 0°0 +

+ 140 4+ 2 (=1) + 0:0)g5 = ~Bg, + 178, - Je5

Przyk¥ad ten mozna rozwigzaé inng metodg. Stosujge do
wzoru na zwezenle tensora wzér transformacyjny otrzymamy

tr A = ald = atd

(¢4
(1y3) =~ © 81 %y 123

Zatem wystarczy znalesé reprezentacje [ﬁijk] tensora A. Ze
wzoru transformacyjnego dostaniemy

Aijk = &iﬁcs‘: dla i,j,k = 1,2,3
a stgd mamy
. -1 0 2 3 0 -5 =1. 0
(W91« W =| 1 3 0] 14 1 4 jals 4 o
=2 0 1]l=1 0 o0 -7 =2 0



(1 =1 0] 3 1 o0 -1 0 1
[ﬂzjk]" (23] (6% ] =12 1 =1|| 4 1 -1}: 11 3 —1}
o0 0o o]l-1 0 o L0 0 0o
, =1 017 3 1 0 rg 2 =3
(3%, ]= D [%]=| 2 1 2| 4 1 -1}. o 5
| 1 ojl=1 0 o] |11 3 -2
Zatem _
i
oy 27 Yigg = (a1 + 43, 4 ),

+ (&121 + 5222 + 4323)32 + (1131 + A232 + 1333J53 =

(=5 +0=3)g; + (15+3-1)g; + (=7 +0 - 2)g, =

-8
Stad [&tr3ﬁla] = [13] jest reprezentacjg tensora tr \ 4
1 -

" (1'3
w bazie {53}‘

Definicja 6.3. Mnozeniem tensorowym tensordéw z przestrze=-
ni Tp przez tensory z przesirzeni Tq nagywamy odwzorowanie

81 TpxTq = Tpyg
okredlone nastepujgco:

/N /\ aep=(atitdy 08’0 00, )0
Aejp EET[I L ssesraae

®(By::%Pe..c0h o)1=

Q

see sew oc
= &j.';(r.pr...Q!i@ eee @g @D ese @é‘egp@ "'QE

Tensor A®B eTp_q nazywamy iloczynem tensorowym tensordw
A i B.
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Mnozenie tensorowe tensoréw jest odwzorowaniem dwulinio=-
wym. Odwzorowanie to nie zalezy od wyborun baz w przestrze-
niach tensorowych.

Latwo zauwazyé, 2ze aby napisaé reprezentacje iloczynu
"tensorowego nalezy dopisaé do sieble reprezentacje obu ten-
S0T6W,

Definioja 6.4. Prostym nasunigciem tensordw z przestrze-
ni ?p, p>1, na tensory z przestrzeni Tq, g >1 hazywamy od=-

wzorowanie:s Tp x Tq — Tp_'_q_2 okreslone nastepujgoo

AN\ /\ AB = fr A®B

AeT, BeT, (p,yp+1)

Tensor AB e T
tensor B.

Dziatanie prostego nasuniecia tensoréw jest odwzorowaniem
dwuliniowym.

pHg =2 nazywamy prostym nasunieciem tensora A na

Definicja 6.5. PeXnym nasunieciem tensordéw z przestrze-
ni Tp, na tensory z przestrzeni 7 nazywamy odwzorowanie
o : :rpx Tq — :rlp-ql okreslone nastepujsco:

tr ir eve tr A&E dla pzq
(p+1-g,p+1) (p+2=q,p+2) (p,p+g)~

p 2€7q tr

tr . tr A®B dla p<q
(1,p+1) (2,p+2)

(pyp+p)™ 7~

Tensor 4 oB GTlp—qI nazywamy peinym nasunigciem tensora A
na tensor B.

DziaXanie peinego nasuniecia tensordéw jest odwzorowaniem
dwuliniowym, '

Latwo wykazaé, 2e dziaanie peXnego nasuniecia tensordw
z przestrzeni '.1’9 na tensory z przestrzeni Tp, a wigc odwzoro-
‘'wanie o : ¥ _x7J — T, = R okredlone nastepujgco:

P
/\ aeB= tr tf ... tr A®B
ABeTy (1,p+1) (2,p+2) (p,2p1 = =

Jest iloczynem skalarnym w przestrzeni tensorowsj Tp.
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Wniosek 6.2, Przestrzed tensora 7 _nad przestrzenig
enklidesows BR jest przestrzenig auklidesowq 0 wymiarze
dim Tp = nP,

Iloczyn skalarny tensoréw w przestrzeni tensorowej eukli-
desowej hajwygodniej obliczad, jesli Jeden z tensordéw zapi-
szemy w bazie, a drugi w kobazie wzgledem tej bazy lub obydwa
zapiszemy w bazie ortonormalnej.

-
Przykad 6.4, Niech migdsy bazami {51}- {gi},
{gm}, {g"‘} przestrzeni euklidesowej B~ zachodza zaleznodci:

8 =8 =9 d" =84 +85 -8,
oo = -2 +20% -2’ 4 = 20, + gy + 85
- . 3 )
83 ™ S8 tice g = 38, ¥ 28, = 85

Macierze przejScia migdzy tymi bazami zostaty znalezione w
przyktadzie 3.10. Niech beda dane tensory A,B € Ci"3 1ce7,
takis, ze

2 1 s
A =2g,®d°®8’ - 3e;0d°®e" w bazie {e; @%@ e}
g.—.g‘@gzag{' —g3®g2623 wbazie'{gaegﬁagi}
C=g,0dy - 8,84, w bazie {e;®4d. )}

a) zhajdziemy iloczyny tensorows tensoréw A i C oraz

CiaA, wige
@G = (20,0d%09! - 39,000 0% @ (2,04, - £,84;) =
2 1 3 2
= 28,®d°®¢ ®¢,®d, - 3§3®g ®eg"®e,@d, -
2 1 S
- 28,8d°®e ®8,®d; + 39;0d°® 979, ®d4
Coh= (s, 0d, -~ 8,0d:) ®(26,03%0e" - 38,04%°0¢?) =
ol = (9104 ~ 8,045 2,04 0¢ 83 e
o 2. T _
= 29,0d,86,04°®e" - 20,0d;9e,8d"® g

- 3519g2®33®g3952 + 3e,®d,@¢ ®d’e e
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b) nasuniemy prosto tensory A na C i C na A, wigo

¢ = 2(g'o 51122'3@,299,2 —~ 3(22" g4)e; 9,@.399.2 >

~ ~

AC ir
(3, 4) .
-2(0 oe,le ®d’®d +3{6200 e ®d3®d =
5| 2 3. 1 2
- 26]e,0d%@ g, - 3658, @470 d, - 2658,0d4°®4d; +

2 3 2 3
+ 3628,04d°@d,y = 28,8d°@ d, + 3e,80d°@d,

A= tr C®A= 2{§2°£21§1®Q2®§1 - 2(9-3"9-2]229!12@9_1 -

(2,3) 7
- 3(dy° e3le, 99.39 9.2‘ + 3(9,3 2 9,3]9.29939 9.2 =

[l

= 2322913512@9_1 - 2532 20d29 e1 - 33235 ®d3® 32

+ 333352@g3®g = 451eg2®£ + 63201232 -

¢) wykonamy peine nasunigcie tensordw A na C1C naaA,
wiee ”

éog- tr ﬁ@c-2d od
(3:4) (3.5) (850 81)(8" 0 gl -

3?0 e,)(e%0 dy)ey - 2(4%0 8,) (8" 0 d;)e, +

+

3 2
3(@7ce,)(e0 djleg = 23?3%9,2 o 33?8%9,3 =

23%8;22 + 3838%&3 = 2-1-252 - 3!1.3£3

(=2)e(=1)+(~1)g, + 3-2(=3)e; = 2g, - 2784

ir ir g@A = 2(e e d 5. .9 _
(1,3) (2,4) ~ (.-10,,2)(”201 le

2(85085)(d308%)8" - 3(gy085)(dp0a3)e? +

+

2
3ep° 830 (430 3°)9% = 28,630 - 24,,62" -

32
38103¢% + 38,6362 = 2+ (-1)e1g) ~/202006" -

3000087 + 3+(=1)+102 = 20" - 362
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d) obliciymy iloczyn skalarny tensoréw A4 i B, wigo

AoB = ir ir tr A®B =
~ ™ (1,4) (2,5) (3,6) ©
= tr  tr tr (20,0d°0¢'0g'@d%se’ -
(1,4) (2,5) (3,6)
- 353@g3®g2eg1392051 -28,0d°0¢'0d’0d%0e’ +
- 393993@52@g3892823] =
- 28)8%%"" - 38}e’%e?! - 222%%"3 + 33%832823 -

= 2020202 = 3(=3) 002 = 2e2¢2¢1 4 3(=4) 0°1 =8

Definioja 6,6. Niech Zp begdzie grupg permutacji zbiorn
{1.2.....[:}. Permutacjg tensordw z przesirzeni Tp nazywamy
odwzorowanie » 31 ) xJ_ —= T liniowe wzgledem tensoréw
okreslone na tensorach prostych (np. bazy) nastepujgco:

/\ /\n 6#(a®a®eee®8) = B8 @ 8 R@.ee® 8
fe X a,q,.,a6k S ~
LA 1 2 p 6(1) &(2) 6(p)

Tensor Ewgeﬂ‘p nazywamy permutacjsq tensora A.
Dla dowolnych permutacji 6,,6, e Zp i dowolnego tensora
&eﬂ'p mamy

(61 o 52} *é - 61 » (62 *é]
gdzie "o" jest sktadaniem permutacji.

Nieoh p = 2, to X, = {(1,2), (2,1)}. Tensorem transpo-

nowanym do ftensora 5&3’2 nazywamy tensor ;IIT i= (2,1) * Al

PrzykXad 6,5 Niech bedzie dana permutacja
6eY ;i tensor AT takis, zo 6= (2,3,1) 1 4 = ye @

@Qwe gj. Znajdziemy permutacje 6 tensora A, Zatem

Gx4 = (2,3,1) » Uimjgi@ g“s !j) = Aimjgm@ 53351
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Definicja 6.7. Niech »(E®,B") bedzie grupa odwzorowat
ortogonalnych przestrzeni euklidesowe] B2 2 przyktadu 4.2,
Obrotem tensordéw -z przestrzeni tensorowej Tp nazywamy odwzo=-
rowanie * : o 13'9 ~—-—Tp okreglone nastepujgco:

i-..-ﬂ @ e
Q/e\~3' ﬁé\}'p Ny = Q*(A..rx... 81®..00d @ "'Q;A) .

= ateoeh g(ey) @40 @Q(8¥)0 40l @Q(L,)
Tensor Q= A e:]'p nazywamy obrotem Q tensora A.

Odwzorowanie obrotu tensoréw jest liniowe wzgledem ten=-
soréw. Dla dowolnych izomorfizmdéw ortogonalnych QqsQ5e * i do-
wolnego tensora ﬁeﬂ'p mamy (Q1 °©Qy) %4 = Q¥ (02 *4), gdzieo
jest skXadaniem odwzorowai.

Przyktad 6.6. Niech {1.1} bedzie bazz ortonor-
malng przestrzeni suklidesowe] EB. Odwzorowanie liniowe
Q + B?—— B> okredlone na wektorach bazy nastepujgco:

Q(i,) = cos @i, + sin ?i,
| Q(13) = -8in @i, + cos ¢i,

Jest izomorfizmem ortogonalnym (obrotem) w przestrzeni 33.
Znajdziemy obrét Q tensora ;\_e:l‘z takiego, %e A = 1,01, -
- 21.2@i31

=1, ®(cos ¢i, + sin ‘Pi-3] +

- 2(cos p1i, + sin ¢i;) @ (-sin ¢i, + cos tp;l,;)
Stad

Q*A = oos gl @1, + 8in P14®1, + 28ine cospi,®i, -

~ 2 ;
2008 ¢;2®;3 + 2!1n2¢£30 i, - 28ing cose i,04

3
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Zatem w bazie {-j&i@-’-ﬂj} tensory 4 1 Q4 majg reprezentacje
odpowlednio

‘ 0 1 O‘I 0 cos¢ sing
[Aiaj =10 0 =2| [(q *A}ij] = |0 s8in2p -20032<P
Lo 0 o) 0 QsineLp ~8in2¢

Izomorfizm ortogonalny Qe ¥(E®,B%) przestrzeni euklidesowej E-
wyzhacza odwzorowanie Q : Tp “’Tp obrotu tensordéw okreslone
nastepujacos

/\ Q(4) = Qx4
AE p
ktdére, jek iatwo sprawdzié, jest izomorfizmem orftogonalnym
w przestrzenl tensorowe] T nad przestrzenig suklidesowg B".
Nalezy zazhaczyé, ze w przestrzani tensorowe}j '_T istniejg
izomorfizmy ortogonalhe, ktdre nie sa wyznacznne przez iz omor=-
fizmy ortogonalne przestrzeni eukliidesowe] o

6.3. Zwiazki miedzy formami wieloliniowymi i odwzorowaniami liniowymi
a tensorami

Twierdzenie 6.3. Niech T _  bedzie przestrza:'lliq tensorowsz
nad przestrzenia euklidesowg 2% Forma 1 : B®x B"x ... xE®—+R
jest p-liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dokXadnhie
jeden tensor }_ETP taki, Ze

AT
..,aekE
P

,.-lrﬁ) = E O{E 9&90:-@2)

a,2
12 p 1k e P

a.g,
12
gdzie o jest iloczynem skalarnym w przestrzeni euklideso-

Wﬁj T
Dowéd snalogiczny do dowodu twierdzenie 5.3.
7 twierdzenia tego wynika, ze forme p-liniowa 1 wyznacza

jednoznacznie tensor 1 okreslony wzorem
; K pe _



