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a) znalesé kobaze {gi} przestrzeni R> wzgledem bazy {51]
korzystajge z definicji,

b) znaleZé kobazg {d,} przestrzeni 83 wzgledem bazy {g“}
korzystajgo 2z wktasnoscl macierszy przejdoia,

c) znaleié wezystkie maclerze przejécis migdzy tymi baza-
mi i kobazami,

d) znaleféé reprezentacje [ai] wektora a = [1,#.5]6R3
w bazie {e;},

e) znaleié represzentacje wektora a w pozostalych basach
(kobazach), korzystajgc ze wzoréw transformascyjnych,

Zedanie 3.6. Niech {e,}, {gi}, {4l {d*} bedq bazami
przestrzeni euklidesows] B’ takimi, Ze

91 = =84 + 28, - 83 2q = 2¢" - ﬁs
® =gy -g+e; 1 {gp=9%+20
g% = ~g; + g, - 265 o5 = -, + 2¢° + 5¢°

Znalefé wezystkie macierze przejscia migdzy tymi bazami.
Zadanie 3.7. Niech {g;} 1 {dy} bedq bazami przestrzeni
euklidesowe B3 takimi, ze

89 = =4y +dp + 24,4
{8 ==4y +d; +d,
€3 =244 - dy - 3d4

oraz wektor 9_633 ma reprezentacje [ai]T = [-1,0,2] w bazie
{ei} Znalefé reprezentacjg¢ [&*] wektora & w bazie {d,}.

4. ODWZOROWANIA LINIOWE W PRZESTRZENIACH EUKLIDESOWYCH
4.1. Definicja i wlasnosci odwzorowania ortogonalnego
Definicja 4.1. Niech E i B' bedg przestrzeniami euklideso-

wymi, Odwzorowanie liniowe f : E —»E' nazywamy ortogonalnym,
Jeéli spetnia aksjomat




i T i

/\  f(a)of(b) = aob
a,beE

Jefli ponadto odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznacz=-
ne, to nazywemy' je izomorfizmem ortogonalnym,

Przyk2ad 4.1, Niech R4 bedzie przestrzenig

kertezjariskg. Wykazemy, 2e odwzorowanie liniowe g : r4 ——g4
okreslone nastepujaco:

cé\Rl' 8(2) = oy api0500,]) 2=
==[% (0rq ¥0p 40540, ) o 1 (o +0-05, ) o (o= ray=,) & (cr.,—crz-or}w;,}]

jest ortogonalne.
Poniewaz dla dowolnych ciggdw a, geR"' many

g(a) 0 g(b) = &([0q:%p0e5,0,]) 0 8([2gsPosP5i P, ]) =

-

[ Hopasayia,), Jorpraesa,)s Hoy-apea-a)s Hoy-gagsa,)] o

= M

[3(pyepatyrpu)e 3(B1*BomBsB)s 3(Py=RotBy=By)s 2(By-Ra=Bsviy)] =
=(Fa [ 1]+ Fap[11=1,1]) + Fas[1,-11,1] +
+ %0;4[1.-1,-1.1]))0(%- @1[1.1.1,1] + % Po[1414=1,-1] +

+ % p3[1.—-1.1'.-1] + % Pe[10=10-1,1]) =@ B, + P, + 05y + Py =

= [@102:0500, ] 0 [Pys PaspP3aPy] = 20 ks
| ]
a wigc odwzorowanie g Jest ortogonalne.

Twierdzenie 4.1. Niech E, F, G bedg przestrzeniami sukli-
desowymi, Je$li f : E——F 1 g :+ F —G s3 odwzorowaniami
ortogonalnymi (izomorfizmami ortogonalnymi), to odwzorowanie
ztozone gof 1 E—= G jest ortogonalne (izomorfizmem ortogo-
nalnym).
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Dowéd., Z twierdzenis 2.1 wynika, 2e odwzorowanie zXozone
gof Jjest liniowe (izomorfizmem). Poniewaz dla dowolnych we k-
toréw a,b €¢E mamy

(gof)(g)o (gof)(b) = a(f(a)) cg(£(b)) = £(a) o£(b) = aobd

a wigc odwzorowanie go f jest odwzorowaniem ortogonalnym.

Twierdzenie 4.2. Niech E, E' beda przestrzeniami suklide-
sowymi. Jeéli odwzorowanie f : BE—= E’ jest izomorfizmem or-
togonalnym, to odwzorowanie odwrotne f"1 t B>—= E jest izo-
morfizmem ortogonalnym,

Dowéd. Z twierdzenia 2.2 wynika, ze odwzorowanie odwrot-
ne £~ jest izomorfizmem. Wystsrczy sprawdzié, czy zachowuje
iloczyn skalarny. Poniewaz odwzorowanie f jest wzajemnie
jednoznaczne, to dla dowolnych wektoréw g*, b’ e BE' istniejg

wektory a,b e takie, ze f(a) = a’ 1 £(b) = b’ lub £ '(g’)=a
i f'1(9') = b. Korzystajgc z powyiszych faktéw mamy

£ (g") o £71(p’) = gob = £(a) of(b) = 2’0 ',

a wiec odwzorowanie f'1 Jest odwzorowaniem ortogonalnym.

Z powyiszego twierdzenia wyniya, ze poprawne Jest naste=-
pujgce okredlenie: Przestrzenie euklidesowe B i E' nazywamy
izomorficznymi ortogonalnie, jedli istnieje odwzorowanie
f : E—-E', ktére jest izomorfizmem ortogonalnym,

Przestrzenie euklidesowe izomorficznie ortogonalne majg
takie same wiasnosci algebraiczne, dlatego tez mozna je ze
sobg utozsamiaé. Jesli przestrzenie E i E' sg izomorficznymi
ortogohalnie, to piszemy, 2e E=~E’,

Przyktad 4.2, Zbidr wezystkich odwzorowar izo-
morficznie ortogonalnych 2 przestrzeni euklidesowsj E w te
samg przestrzed, ktdéry oznaczamy przez +(E; E), jeet podgrups
grupy odwzorowar izomorficznych I(E;E) 2z przykiadu 2.2¢c. Gru-
pe #{3;E) nazywamy grupg odwzorowad ortogonalnych przestrse-
ni E.
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Twierdzenie 4.3. Przestrzenie euklidesowe skoticzenie wy-
miarowe E i E' sq izomorficznie ortogonalne wtedy i tylko wte-
dy, gdy dim E = dim B’.

Dowéd. —> Wynika 2z twierdzenia 2.4.

<— Niech dim E = dim E' = n, Wtedy istniejs bazy orto-
normalne {1i,155004,1,} przestrzeni B i {1,15,...,1)} prze-
strzeni B'. Wprowadzimy odwzorowanie f : E — E’ speiniajgce
warunkis £(1,) = 1), £(1;) = £5,000,2(1,) = 1. 2 twierdze-
pia 2.3 wynika, ze istnieje dok*adnie jedno odwzorowanie 1li-
niowe spetniajgoe powyzsze warunki, Odwzorowanie to jest wza-
jemnie Jjednoznaczne, a wigc Jest izomorfizmem,

Sprawdzimy ozy odwzorowanie f jest ortogonalne. Wystar=-
¢zy to 2robié na wektorach bazy, wiege

£(1;) o f(45) = 150385 = 655 = 13015 dla 1,J=1,e00,n

Zatem odwzorowanie f Jjest izomorfizmem ortogonalnym.

Wniosek 4.1. Kazda n-wymiarowa przestrzen euklidesowa B"
jest izomorficzna ortogonalnie z n-wymiarowg przestrzenig
kartezjariskg R®,

4.2. Zwigzki migdzy formami liniowymi a wektorami
w przestrzeniach euklidesowych

Twierdzenie 4.4. Niech B bedzie n-wymiarowg przestrze-
nig euklidesowg. Forma 1 : E” ——R jest liniowa wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje dok*adnie Jeden wektor le B? taki, ze

/\ 1(a) = 108
aef" ¥ =

gdzie o Jjest iloczynem skalarnym w przestrzeni T

Dowéd. —> Niech forma 1 : E® —=R bedzie liniowa.
Istnienie . Weimy dowolng baze {e;} przestrze-
ni E® i przyjmijmy

i
1 :=1(g;)e



