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. LA S, [ e

2 +A132+A232+52

1.1 . ,1
199 + A 289 + 4583

trA-Aidgg-& 3331-
3 3 3

+ﬁ153+4\253+&333

= 102 + 203 4 (=1)(1) + 0a(=1) + 1(=1) + (=2)e1 +

+ 0e(=1) # 3¢(=3) + 2¢0 = =3

k 3 -1 2 -3 1 =2
a] =(3u~n)[ga] (=3)[3 =1 3|=1-3 1 -3
2 -1 1 -2 1 -
: 1 2 -1 -3 1 =2
(a8 = [at] -(3ewa)[ey] =|0 1 =2|=|-3 1 -3|=
3 2 -2 -1
4 1 1
=3 o 1
2 2 3

Tensor z przestrzeni tensorowej T2 najwygodniej rozkadaé na
czesé kulistg i dewiatorows w bazie typu {a ®e } lub

{sze a:,}

7.3. Wyznacznik tensora. Tensor wzajemny i odwrotny
Wartosci wiasne i wektory wiasne tensora

Definicja 7.5. Wyznacznikiem tensordéw przastrzeni".'f’z
nazywamy funkcje det : ’3’2 —= R okredlong nastepujgco:

1
é/ﬁ\:r2 det 4 1= det [4%,] = det[a P

gdzie [A j] i [Amp] 8g reprezentacjami tensora A odpowiednio
w bazach typu {aise i {dasd } Liczbg det A nazywamy wy-
zpnacznikiem tensora A.
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Wykazemy, %6 definicja wyznacznika nie zalezy od wyboru
bazy danego typu. Istotnie, korzystajgc ze wzoréw transforma~
cyjnych i wtasnodci wyznacznikéw mamy

aet[a,”] = det[gy,] ["‘1:1] [gjp:] = det[g ,]det [Aij]dot[gjp]
a poniewaz naciers [!'cri] jest odwrotna do macierzy [539], to
det[aai]dat [ajﬁ] =1, asted det [Aap] = det [Aij]

Korzystajge 2z wiasnodci wyznasoznikéw macierzy moina wyka-
zaé, 28 dla dowolnych tensordw &,Beﬂ'z many

det AB = det A det B

Definicja 7.6. Tensorem wzajemnym do tensora 563’2 nazy=-
wamy tensor ge'.l'z taki, ze
8a=2a8= (et a)1

~

Dowodzi sie, %e do kazdego tensora istnieje tensor wza-

;jamn;?.
Z powyzsze]j definicji wynika, e dla tensora A e‘]"2
-1
i det A # 0 istnieje tensor odwrotny A, ktéry obliczamy sze

wzoru
-]
= A
4 =Tt 2

gdzie § jest tensorem wzajemnym do tensora A.

Twierdzenie 7.9, Jedli macierz [Aij] Jest reprezentacjsg
tensora Ac '.T2 w bazie typu {«9-13 g_d}, to macierz doXgoczona do

macierzy [Aij] jest reprezentacjg tensora wzajemhego ; do
tensora A w tej bazie,

Dowéd. Przedstawmy tensory A i X w baszie {g;@ g,j}, wigo

A=dtjg0e) 1 Ka-Blye00)

_~r
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gdzie macierze [Ai:,] i [Kij] sg reprezentacjaml tensordéw A

i g w bazie {9_10 gj}.
%z definicji tensora wzajemnego wynika, ze

(31321353)@}‘19]:@51) = (Ai;jgiaﬁj)(xklgkébgl) _
= (det ﬁlﬁilgis gl
a stgd otrzymamy

ice 1

ﬁijajlgia gl = A jajlgisgl = (det 5}5119195

Powyzsze réwnanie wektorowe jest réwnowazne ukXadowi rdéwnaih
skalarnych

griad) = 48] = (cet 4)6Y; ala 1,1 =1,..00m

ktéry mozna zapisaé w postaci macierzowej

[313] [43,] = [*‘13] [39,] = (aet [¢",]) [6*1]

Z teorii macierzy wynika, Ze macierz [a\ij]d dozgozona do ma=-
cierzy [aij] spetnia to réwnanis, Zatem [Kij] = ]'_hia]d.

Nalezy zaznaczy¢, 2e powyzsze twierdzenie jest prawdziwe
réwniez w przypadku, gdy przyjmiemy baze typu {310 33} lub
ortonormalng {i; ®1ij }e

Przykzad Te3e Niech tensor i\‘ej'z = B2 83 ma
reprezentacje

1 2 =)
[41d] =: o 1 2 w bazie {g; ® gj} przestrzeni 7T,
‘o 2 3
oraz dana jest macierz przejscia dodatnio okres$lana
1 -1 2 6 1 -2]

[gij]=[5j_°23] = |=-1 2 -2|, a stad [gij]=[gijj-1= 11 UJ
S=e 9 20 1
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a) znajdziemy reprezentacje tensora A odwrotnego do
tensora A w bazie {918153}. Ze wzordw transformacyjnych wy-

nika, ze Aij - Aikgkj dla i,j = 1,2,3, zatem

: 1 2 11 -1 2 -3 5 =7
[a%,] = [a**][ggg] =|0 1 2| 2 -2|=|3 -2 &
0 3/]L2 ~2 5 4 =2 1N
Poniewaz
) wyi 2 =T
det A = det[4';] =det | 3 -2 8=+
4 -2 1

a wigo istnieje tensor odwrotny do tensora A.

~ Korzystajao z twierdzenia 7.9 znajdziemy reprezentacje
[Elj] tensora i wzajemnego do tensora A4 w bazie {910 gj},
wiec

= 719 -6 = 6
e 3 5 =T 41 2
(B8] =[a%]%=|3 2 8 =|-1 -5 3.

4 -2 1 2 14 =9

-1 -1
Stgd *atwo juz znaleZcé reprezentacje [Aij] tensora A od-

wrotnego do tensora A, zatem

: -6 =41 26 6 41 =26
Fials 1 of 1 - -
[y ez By =7 =5 3 s )
2 14 -9 -2 =14 9
-1
b) znajdziemy reprezentacje tensora A odwrotnego do ten-
-1

sora A w bazie {ﬁie’ﬂj}' Przedstawmy tensory A 1 A w bazie
{e;@ 84}

2 - g
4=0ag;08 i A= a0,

—

-1 !
gizie 439 1 a%d g1a i,j = 1,2,3 s3 wspéirzednymi tensordw A
-1
i A w bazie {gia gj}.
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Z definicji tensora odwrotnego wynika, Ze

(-*11121@ o)) (e 0 0)) = gtles00)
a stgd otrzymamy

A’”a“sjksi@ e, = g'ls, 00

Powy2sze réwnanie tensorowe jest réwnowazne ukXadowi réwnad
skalarnych =

il

-1
atdpkl gy = &~ dla 1,1=1,2,3

ktéry moina zapisaé w postaci macierzowe]

(18] (a4 ] (1] = [a*]

1
a stgd otrzymamy wzér na reprezentacje ﬁij] tensora A W ba-
zie {!1°-‘-j}' wiga

[189] = [ W) 7 [gy]”

Zatenm

- 6 1211 21T [1 -1 217" [129 471 -38

[a¥3] =] 1 1 oflo 1 2| |-1 22| =| 17 6 =5
2 0 1l 2 3 2-2 5 -44 <16 13

Najwygodniej poszukiwaé tensora od!rotnago (najelmcgo) do da~-
nego tensora w bazach typu {8;® ¢ } lub {siﬂu } lub ortonor-
salne3 {1,01;).

Mozna wykazaé, se w przestrzeni tensorowe] ’.!’2 gbiory ten-
sordw
1) Jri= {Ae7, : det A # 0} nieosobliwyoch
2) U= {leT 3 dat =1} unimodulernych
3) V= {Ae!l'2 : A4 = 4 AT = 1} ortogonalnych

s dziataniem prostego nasuniecia sg grupami,

1 i
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Latwo zauwasyé, fe zachodzg inklusje J<Uci<T,, Zbiér T,
2 dziataniem prostego nasunigecia nie tworzy grupy, poniewas
nie do kaidego tensora istnieje tensor odwrotny.

Eeﬂ.nioja 7.7. n-tg potegg tensora Ae T2 nazywamy ten-
sor Ae Tz, ktéry okredlamy indukcyjnies

1 dla n=0

n=1

‘é‘ .‘.. dla n = 1.20&.

(-n)-tq potega tensora nieosobliwego A € N nasywamy tensor
-n

Ae N okreslony nastepujgco:

~-n -1\
3 = (2)
Twierdzenie 7.10. Jesll maociersz [Aij] Jjest reprezentacjs
tensora Ae'J’a w bazie {gj_@ gj} przestrzeni tensorowe}] 3‘2, to
n
maciers [aia]" jest representacjy tensora 4 w tej bazie, tzn.
n
i iqn
[a%y] = [4%,]%

Latwy dowéd pomijamy. Twierdzenie to jest prawdziwe w
przypadku, gdy przyjmiemy baze typu {gi@ !.1} lub ortonormal-

ng {1;@ E!:;]}'

Definicja 7.8. Wielomianem tensorowym n-tego stopnia w
przestrzeni tensorowe] 3"2 nazywamy funkcje w @ 3’2 —-‘.1'2 okre~
glong nastepujgco:

/\ (4) 3 n? A
wliA) =, A +a + see + O + o 1
563’2 - n~ n=1 ~ 1~ D~

SdZiG GiER dls 1 = 0,1,....“ i O‘.'n l 0.

Definicja 7.9. Wielomianem charakterystycznym tensora
AeT, nazywamy funkcje ¢ : R — R okreflong nastepujgco:
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/\ @(n) t= det(a -21)
AeR

W przypadku gdy T, = Ble EB, wielomian charakterystyczny
tensora 4 €7, przyjmuje postaé

p(a) = =22 + IA;@ +II,A+ 1L, dla  AeR
gdzie liczby rzeczywiste:

I, := tr A

II, :=  (¢r i'— (tr 4)2)

IIIi t= det A

A

n

nezywamy odpowiednio plerwszym, drugim i trzecim niezmienni=-
kiem tensora A.

Analogicznie jak dla macierzy dowodzimy, Ze prawdziwe
jest:

Twierdzenie 7.11 (Cayleya-Hamiltona). Niech ‘II'2 = E?o ER,
Wtedy kazdy tensor ge]’e spetnia réwnanie

pl(a) =0

gdzie funkcja @(A) = det(A - A1) dla AeR joest wielomianem
charakterystycznoym tensora 4.
Latwo zauwazyé, ze w przypadku gdy 3’2 = B8 E'3, dowolny
tensor g_eTz spetnia rdéwnanie
3 2
A=T) 4+ I, 4+1II

~

al

~

gdzie liczby rzeczywiste IA' IIa 1 III& 8g niezmiennikami
tensora 4, Zatem w tym przypadku powyzsze twierdzenie umozli-
wia sprowadzenic dowolnego wielomianu tensorowego do tensoro~-
wego trdjmianu kwadratowego.

W oparcin o twierdzenie Cramera mozna wykazaé, 2ze dla ten-
sora Ae 3’2 = B”0 E" i wektora be B réwnanie Ax = b ma doktad~
nie jedno rozwigzanie geEn wtedy 1 tylko wtedy, gdy det A# 0.
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Sted natomiast wynika, Ze rdwhanie Ax = O ma niezerowe roz=-
wigzanie Xx e B0 wiedy i tylko wtedy, gdy det 4 = Q.

Przykzad 7.4, Niech tensor AeT, = 8°® &> na
reprezentacje

1 0 =1
[AiJ] = ; ‘2; 1 w bazie {gisgj} przestrzeni T,
- 3

a) znajdziemy wielomian aharakterystyczny tensora 4.
Poniewa? mamy:

-tré:tr{a\jgi@ga}-A13551=A1=A1 + 43, =

I, 2 3

=1+2+3=6
%{tr z - (tr 5}2) = % (T.r ((Aijgi@ gj) (aklgke gl)) -
2
- (tr(atye 0 8%)) ) =% (*r("ia.“kl‘sjkﬁi ®el) -
. 2
- (ot 51;) ) ( 34 1898 - () )"
1( (‘1))"—( Al o+ a2 .

2l 2 ,2 2.3 % I
+ﬁ1A2+A2ﬂ2+53A2+&1A3+

+

1,3

+

3 1 2 3 )2
A3,5h 3+a33a3—(a1+32+53) -

1101 4 002 + (=1)e(=2) + 200 + 2:2 + 100 +

+

(=2)e(=1) + 0%1 + 33 = (1 + 2 + 3)2) = =9
III, = det A = det(al e @ 09) = et Al ] = 102:3 +
A A s21®8 3
4 0010(=2) + (=1)0240 = (=1)+20(=2) = 12041 + 3°2:0 = 2

to

o(A) = =23 + 1,22 4 II, A+ III, = -2% + 622 - 94 + 2 dla AeR
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b) sprawdzimy twierdzenie Cayleya-Hamiltona dla tensora A.
Zgodnie z tym twierdzeniem musimy wykazaé, 2e spetnione jest
réwnanie

3 2
£-6£-9ﬁ+21

Jesli tensor 4 przedstawimy w bazie {gio 55}, to z twierdze~-
nia 7.10 wynika, ze powyzsze réwnanie jest réwnowazne réwna=-
niu macierzowemu:

[aiJJB . S[Aid]E - 9[a*] + 2[613]

Poniewaz mamy

3 1 0-13 3 0-4771 0 -1 11 0 =15
[}ijl - [ 2 2 ,1} = [ 4 4 3} [ 2 2 1} = { 6 8 9]

-2 0 3 -8 0 11 =30 0 M4

1 0 =12 1 0 =1 10 0
=6| 2 2 1| =92 2 1|+2|0 1 0=
2 0 3 -2 0 3 0 0 1

3 0 -4 1.0 - 1.0 0 11 0 =15
= 6 [ 4 4 3} -9 2 2 1(+2/0 1 0o|=| 6 8 9}
-S4 0 1M 2 0 3 0 0 1 =30 0 41

a wigc réwnenie jest speinione.

7.4. Rozktad widmowy tensora

Niech T2 bgdzie przestirzenig tensorows o walenoji dwa nad
przestrzenig euklidesowsg ‘I1 = B, Jak wiadomo, dowolny tensor
Ae '12 mozna traktowad jako przeksztatcenie liniowe A : T.' —-3'1
przyporzadkowujgce dowolnemu wektorowi a eT.I wektor As e'J'1.



