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Warunki twierdzenia 1.2 sg speinione, a wigc zbidér X jest
podprzestrzenisg liniowg przestrzeni R”, '

b) znajdziemy zbidér A, ktéry generunje podprzestrzen X,
tzn, L(A) = X. Dowolny wektor a = [051.cx2,or3.or4] nalegy do

podprzestrzeni X wtedy i tylko wtedy, gdy speinlony jest ukZad
réwnat

Q:'2-0

Rozwigzujgc ten uk*ad otrzymamy aq = T, 0t = o, g = t + 28,
0y =8 dla t,s € R, Zatem wekfor a mozna przedstawié w po=-
stacl

a = [t,0,t+28,8] = t[1,0,1,0] + 8[0,0,2,1] dla t,seR

Z definicji 1.4 wnioskujemy, ze zbiér A = {[1,0,1,0],
[0,0,2,1]} generuje podprzaestrzed X.

1.3. Liniowa niezaleznos$é. Baza i jej wlasnosci. Suma prosta

Definicja 1.5. Niech V bgdzie przestrzenig liniowg nad
clatem K, Podzbidér A zbioru V nazywamy:

a) liniowo niezaleznym, Jesli dla kazdego skodczonego
ciggu réznych wektordw 8s8ppeeey8y € 4 réwnanie

@48y +Xp8y + eee +Ay8 = 0 gdzle oy e K dla 1 = 1,2,404,k

ma_tylko rozwigzenie zerowe, tzn. Xy =0 = sae =00 = 0;
b) liniowo zaleznym, Jjeéll istnieje skoriczony cigg rdéz-
nych wektordéw 81385500098 € A takl, Ze rdéwnanie

Xq84 +0p8y + eee + U8, = 0 gdzie a:ieK dla 1 = 1,2,.0.,8

ma réwniez rozwlgzanie niezerowe.
Bezpodrednio z powyzsze] definicji wynika:

Wniosek 1.1. W przestrzeni liniowe]:

1) kazdy zbidr zawierajgecy podzbiér liniowo zalezny Jest
liniowo zalezny,
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2) kazdy podsbiér zbioru liniowo niezaleznego jest linio=-
wo nlezaleiny,
3) kazdy zbidér zawlerajgcy wektor zerowy jest liniowo za-

lezny,
4) kazdy zbiér sktadajacy sig z Jednego wektora niezero~
wego Jest liniowo nlezslezny.

Przykitad 1.7 HNlech r4 bgdzie przestrzenig li=-
niowg ciggéw 4-wyrazowych nad clatem liczb rzeczywistych.

a) zbadany liniows zaleznoéé zbioru wektordw
{[1,-1.2,3]. [1,0,2,1], [0,-1,0,2]} te) przestrzeni, Roz~-
patrzmy réwnanie

acq [15-1,2,3] + 5 [1,0,2,1] '+ &5[0,-1,0,2] = [0,0,0,0],
ktére Jest réwhowazne ukXadowi réwnad skalarnych

xq +ay = 0

'-CC1 - m3 =0

2a1 + 2q2 =0

30y +0p + 209 =0
Uktad ten ma nieskoficzenie wiele rozwigzan oy = &, X, = =-t,
0y = -t dla t eR. Zatem 2bidér wektoréw jest liniowo zalezny.

b) zbademy liniows zaleznoéé zbioru wektordw {[1,0,2,0],
[0,1,~1,0], [-1,0,1,1], [2,0,-1.0]} te] przestrzeni, Roz-
patrzmy réwnanie :

aq[1,0,2,0] +a;,[0,1,-1,0] + a3[-1,0,1,1] +
+ oy [2,0,-1,0] = [0,0,0,0]

ktére jest rdwnowazne uktadowi réwnar skalarnych:

~

(Ii2-0

2@1 ""a2 +tx3-(x4=0

LI:IB-I:)



Ukzad ten ma tylko rozwigzanie zerows Xy =Gy = 0y =y = 0.
Zetem 2biér wektordéw jest liniowo niezalezny.

Przyk22ad 1.8, Niech ¥(RjR) bedzie praestrze-
nig linlowg funkeJl z ciata liczb rzeczywilstych R w olaXo R,

a) zbadamy liniows zaleznoéé zbioru funkcji {sin x,
cos x, sin 2x} te] przestrzeni., Rozpatrzmy réwnanie

oy sin x +Q, COB X +oc3 8in 2x = 0 dla zxeR

ktére musi byé speinione dla kazdego xe R, a wigo w szczegél-
nodol dlas’
x=0 oc10+a:21+cc30-0

x:% @y 140y 0405 0=0

x N2 V2’
Xeq T E oo de0
Latwo sprawdzlé, ze powyzszy ukiad réwnad ms tylko rozwigza=-
nie zerowe Xy = Uy =0y = 0. Zetem zbidér funkeji jest liniowo
nlezalezny.

b) zbadamy liniowg zaleznodé zbioru funkeji
{sinzx, 00523. co08 2::} te] przestrzeni, Rozpatrzmy réwnanie

0y 31n2x + op coszx + oy coe 2x = 0 dla xeR

ktére moina zapisaé w postaol

2 2

oy 8in“x + ap cos’x + cza(coa x - 81nx) = 0 dla xeR
Réwnanie to ma niezerowe rozwlgzanie, np. oy = 1, Xy = -1,

o3 = 1. Zatem zbiér funkejl jest liniowo zalezny.

Definicja 1.6. Niech V bedzie przestrzenisg liniowg nad
ciatem K, Podzbiér B zbioru V nazywamy bazg przestrzeni V,
Jesli spezxnia aksjomaty:

1) zbidér B jest liniowo niezaleiny,

2) zbidér B generuje przestrzed V, tzn. L(B) = V, /

Z definicji bazy wynika, e jedlil zbiér B Jest bazg prze-
strzeni liniowej V nad ociatem K, to dla kazdego wektora aecV
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istniejg wektory a,,8,,+..8, € B tWorzaoce zbiér liniowo nie~-
zalezny 1 istnieja akalar7(x1.o%,....ake-K takie, Zze zachodzi
réwnoéé

a =0’.‘1a1 +Q’2&2 + esse +O€'k8k

Twierdzenie 1.4 (Steinitza). Jesli wektory a ,a5,eee,8)
tworzg baze przestrzeni liniowej V, a wektory b1,h2,...,hB
tej przestrzeni tworzs zbidr liniowo niezalezny, to speinione
sg warunkis

1) s<k,

2) istnieje k-s wektoréw spoéréd wektordéw 8198500028y
ktére tgcznle z wektorami b1,h2',...,b8 tworzg baze przestrze-
ni V,

Dowéd pomijamy.

Wniosek 1.2. Jesli wektory a,,85,e00,8) tworzg baze
przaestrzeni liniowej V, to kazda baza tej przestrzeni ma
k wektordw,

Dowéd. Niech wektory h1'h2"3"bs tworzg drugg baze prze-
strzeni liniowej V., Wtedy wektory te tworzg zbidér liniowc
niezalezny, a wiec z punktu 1 twierdzenia 1.4 mamy s <k.
Zmieniajgc role baz otrzymamy podobnie k< s. Zatem k = 8.

Definicja 1.7. Przestrzer liniowg V nazywamy skotozenie
wymiarows, jedli ma baze zXozong ze skoriczonej liczby wekto-~
réw, Liczbe wektoréw bazy nazywamy wymiarem przestrzeni i
ozhaczamy przez dim V. Jeéli dim V = n, to przestrzen liniowg
nazywamy n-wymniarowg i oznaczamy przez s

Przestrzed liniowg V nazywamy nieskodczenie wymiarows,
Jedli ma baze ztozong z nieskoficzonej liczby wektordw. Wiedy
przyjmujemy, ze wymiar tej przestrzenl dim V = ,

Przestrzen liniowg V = {0} ztozong z wektora zerowego
nazywamy zerowo wymiarowg. Wtedy przyjmujemy, ze wymlar tej
przestrzeni dim V = O,

Wniosek 1.3. W n-wymiarowej przestrzeni liniowe]:
1) kazdy zbidr, ktéry zawlera wiece] niz n wektordéw
© Jjest liniowo zalezny,
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2) kazdy zbiér, ktéry zawiera mniej niz n wektoréw nie
Jjest bazg,

3) kazdy zbidér liniowo niezalezny mozna uzupeinié do bazy,

4) kazda podprzestrzed liniowa ma wymiar mniejezy lub
Téwny N

Przykzad 1.9. Niech K bedzie przestrzenig 1li-
niowg ciggéw n-wyrazowych nad ciatem K, Wykaiemy, Ze zbiér
waktoréw {1108p0000,1, ) takich, 2e 1, = [1,0,0,...,0,0],

= [0,1 0....,0 o]..... n = [0,0,0,00.,0,1], jest bazg
prmestrzeni KR, _

Sprawdzamy aksjomaty definicji bazy:

1) rozpatrzmy réwnanie
@ [15040,000,0,0]+ @ [0,1,05004,0,0]+ a00+ @, [0,0,0,000,0,1] =

= [0’0'0’.. 1’0’0}

ktére jent réwnowazne réwnanin

(o905 seeesa,] = [0,04000,0]

Réwnanie to ﬁa tylko rozwigzanie ZOTOWe Ly = Op = cae =0 =0,
Zatem 2bidr {11,1 vesesi } Jest liniowo niezaleiny.

2) dla dowolnego wektora b € K® mamy

b = [(51,52,....;3,3] = By [1,0.0,....0,0]} p2[0.1,0,....0,o] +
+ eee + pn[o,o,o,....o.1]

a to oznacza, %e zbiér {11,12,;..,in} generuje przestrzed K-,

Aksjomaty definicji 1.6 sg speinione, a wiqc zbiér
{11.12,..., n} Jest bazg przestrzani liniowej K. Baze te
nazywamy bazg standardowsg dla k", Puniawaz baza standardowa
sktada si¢ z n wektoréw, stad dim K = n,

Przykzad 1,10 Niech R[x] bedzie przestrzenig
liniowg wielomianéw nad ciatem liozb rzeczywistych. Wykazemy,
Zze zbiér wielomiandw {1,1,:2....,xn....} Jest bazg przesirze~
ni liniowej R[x].
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Sprawdzamy aksjomaty definioji bazy:
1) dla dowolnej liczby naturalnej ne N rédwnanie

2 n;
a°1+ag-HQx-+”.+ag 0 dla xeR

ma tylko rozwigzanie zerowe oy = @y =Qp = see =0y = 0. Zatem
zbidr {1,x,x2,...,xn,...} Jest liniowo niezalezny.
2) tatwo zauwazyé, %e dowolny wislomian wpesR[x] taki, ze

w[b(x, = {501 + '311 + (,‘)212 + sse + (bkxk dla JIGR

jest kombinacjg liniowg wielomiandw 1,x,x2,...,xk. Zatem zbidr
{1,1,:2,...,15,.5.} generuje przestrzed R[x].

Aksjomaty definicejl 1.6 =g speknione, a wigo zbidr wielo-
mianéw {1,x,x2,...,xn,...} jest baza przestrzeni R[x]. Baze
te nazywamy bazg standardowg dla przestrzeni R[x]. PoniewaZ
baza zawiera nieskodczong liczbe wielomianéw, stad dim R[x] =

= + o0,

Przykad 1.11. Niech Rn[x] bgdzie przestrzenig
liniows wielomiandéw stopnia co najwyze] n-tego nad ciaZem
liczb rzeczywistyoh.

Latwo wykazadé, ze zbidr wielomiandw {1.x,x2,...,xn} jest
bazg przestrzeni liniowsj R [x]. Bazg¢ t¢ nazywamy bazg stan-
dardowg dla przestrzeni Rn[x). Poniewaz baza przestrzeni
R [x] skXada sig z n+1 wielomianéw, stad dim R [x] = n+ 1,

Definicja 1.8. Méwimy, ze przestrzed liniowa V jest sumg
prostg podprzestrzenl V, i V,, Jeéli dla kazdego wektora acV
istniejs wyznaczone jednozhaoczne wektory a, r—:V1 i aaevz ta-
kie, %e zachodzi rdwnosé

a=a1+32

Jesli przestrzed V jest sumg prosty podprzestrzeni v, 1V,
to piszemy, ze V = Vv, ® V.

Twierdzenie 1.5. Jesdli V1 Jest podprzestrzenig przestrze-
ni liniowej V, to istnieje podprzestrzen V, taka, Ze prze-
strzed V jest sumg prostg podprzestrzeni V1 i Vz, tzn,

V=v1 ) vz.
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Dowéd dla przypadku, gdy przestrzed V jest skodozenie wy-
miarowa. Niech przestrzed V bedzie n-wymiarowa, a podprze-
strzeni V.l r-wymiarowa, Wtedy z warunku 4 wniosku 1.3 wynika,
ze r<n. Niech 2bidr {e,,.c.,6,} bedzie bazg przestrzeni V,.
Wtedy z warunku 3 wniosku 1.3 wynika, Ze bazg te¢ mozna Troz=-
gzerzyé do bazy {31""'°r'ar+1""'°n} przestrzeni V. Niech
V, bedzie podprzestrzenis generowans przez zbidr {e, iseeey8,}e
Latwo wykazaé, ze przestrzed V jest sumg prostg podprzestrze-
ni VvV, 17V,

Wniosek 1.4. Jesdli przestrzed liniowa skodiczenie wymia~

rowa V jest sumg prostg podprzestrzani V1 i Vz, tzn, V =
= V1 @ Ve, t.o
dim V = dim V.I + dim V2

Dow6d wynika z przebiegu dowodu twierdzenia 1.5.

Przykxad 1.12. Niech R’ bedzie przestrzenig
liniowg ciggdéw 3-wyrazowych nad ciatem liczb rzeczywistyoch.
Wykazemy, Ze przestrzen R> Jest sumg prostg podprzestrzeni

v, = {[t,t,8] eR’: t,8e¢R} 1 7V, = {[r,~r,0] e R’: reR}

Dla dowolnego wektora a =[oc1 ,a2,¢3] e R’ rozpatrzmy réwna-
nie
[CC1;¢2,CC3] = [t,t,ﬂ] + [1‘,—1‘,0}

gdzie [t,t,8]eV, i [r,=r,0] e V,.
Réwnanie to jest réwnowazne ukt*adowi réwnaid skalarnych

Qq +CC2 Q. vua

Uk¥ad ten ma jedno rozwigzanie ¥ = ——&——, 8 = X3y T=——p
A wige wektory [%— (0:14-0:2], 15 (051+a21,(r3]ev1 i
[% (0:1-<r2l. - % (ct:1—cr21. 0] e?e wyznaczone sg Jednozhacznie



i dajg w sumle wektor [or1,a2,cc3]sR3. Zatem na mocy defini-
c¢ji 1.8 przestrzen R3 jest sumg prostg podprzestrzeni V1 i Vz.

1.4. Reprezentacja wektora. Zmiana bazy i wzory transformacyjne
Orientacja przestrzeni

Bazg uporzadkowang przestrzeni liniowej skorozenle wymia-
rowej nazywaé bedziemy bazg z pewnym ustalonym porzgdkiem
wektoréw. Poniewaz kazdg baze mozna uporzadkowaé, bgdziemy
opuszczaé okreslenie "uporzgdkowana" i piszgc baza {51,62,...,en}
bedziemy rozumieé, ze jest to baza uporzgdkowana we wskazany
sposéb. Baze uporzgdkowang bedziemy réwniez oznaczaé krétko

przez {e;}.

Twierdzenie 1.6. 2biér wektoréw {01,02,..-.0n} jest bazg
(uporzgdkowang) n-wymiarowej przestrzeni liniowej VR nad oia-
tem K wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora acV? ist-
niejg jednoznacznie wyznaczone skalary cc1,(r2,..'. , 02 € K takie,'
%e zachodzi réwnosé

2 n

1
a=a31 +m92+.00 +Exan

Dowéd —> Niech {°1’°2""'°n} bedzie bazg przestrzeni v,
Wtedy na mocy definicji bazy dla dowolnego wektora a istnie~-
ja skalary o',a%,...,a" €K takie, ze

a = (x‘131 +Cr2e2 + eoe +mnan
Wystarczy wykazaé, ze skalary te =g wyzhnaczone jednoznacznie,
Pr?sypm:iéma. 2e dla wektora a istnieja inne skalary i
o SN o 5 ,....o:n € K takle, %e’ :

a =Cc1'e1 +Cx2 32 + soe +Cﬂn'3n

Odejmujge powyzsze rdwnania stronami otrzymamy

(o -—oc1)e1 + (o —azl 8y + eae + (o™ —cxn'}an- 0



