ANALIZA TENSOROWA W PRZESTRZENIACH EUKLIDESOWYCH

9. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE PUNKTOWE

9.1. Definicja i wiasnosci przestrzeni euklidesowej punktowej
Uktad odniesienia

Definicja 9.1. Niech E” begdzie przestrzenia euklidesows
n-wymiarows. 2biér e” z dzistaniem zewnetrznym dodawania
+ 3 ePx B0 " nazywamy przestrzenig euklidesowz punktowg
n=wymiarowa .nad przestrzenisg En, jesli speXnione sg aksjomaty:

1) /\VA+5=B

ABee aef”
2) /N /\ a+(a+b)=(a+2)+b,

Aeg" gbeE"
przy czym wektor a wystepujgcy w aksjomacie 1 jest dokXadnie
jednym wektorem spetniajgcym ten warunsk, Wektor ten oznacza=-
my réwniez przesz {5\]’3, wiec a = AB. Elementy zbioru sn nazywamy
punktami i oznaczamy przez 4, B, C itp.

Niech punkty 4,Be eh. Wtedy jednoznscznie wyznaczony wek-
tor EeE“ taki, 2e B = 4 + a, ktdry oznaczamy réwniez przez
4B, mozna geometrycznie interpretowaé jako odcinek skierowany
o poczatku w punkeie A i koricu w punkcie B,

Twierdzenie 9.1. Jesli &” jest przestrzenig euklidesowsg
punktowg nad przestrzenig euklidesows En, to spetnione sg wa-
runki
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1) /\_aa=0
Aegm
2) /\ 4B = -Ba
ABegl
3) /\ 4B + BC = AC
ABLeEg" -
Dowdd

1) niech punkt Aeen. Oznaczamy AA = a. Wtedy mamy

]

A=A+a=4+(a+0)=(A+8)+0=24+0, stad 4A =0

2) niech punkty A,Bee”. Oznaczmy 4B = a. Wtedy mamy

A=h+Q=24+(a+(-a))=(a+a)+(-a) =B+ (-a),
stad BA = -a
Zatem AR = -BA.
3) niech punkty A.B,C:esn. Oznaczmy AB = a i BC = b.
Wtedy mamy

C=B+b=(s+a)+b=4+(a+Db), stad AC=2a+ D

Zatem AC = AB + EC.
Bezposrednio stgd i z twierdzenia 3.2 wynika:

Wniosek 9.1. Niech e? bedzie przastrzaniq euklidesowg

punktowq nad przestrzenig euklidesowsg ED, Wtedy funkoja
Q : efx R —w R okreslona nastegpujgco:

/\ gl4,B) := ||aBll = VaB o 4B (941)

ABegh

7

jest metrykg w przestrzeni euklidesowej punktows] 5“, gdzie
"o" pznacza iloczyn skalarny w przestrzeni 12

Zatem przestrzen euklidesowa punktowa jest przestrzenig
metryczng z metryks okreslong wzorem (9.1).

Twierdzenie 9.2. Niech g® bedzie przestrzenig esuklidesows
punktows nad przestrzenig euklidesowg En, 0 = ustalonym punk-
tem przestrzeni eP. Jesli w zbiorze " wprowadzimy dziatania:
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dodewania punktéw, mnozenia punktu przez liczbg rzeczywists
i iloczyn skalarny punktéw okreslone nastepujaco:

1) /\ "a+3B=(0+0A) + (0 +0B) =0 + (0A + OB)
ABeg" - ~ - -

2) /\ /\ A = (0 + 0A) = 0 +c0A
xeR Aeggl o g

3) /\ AoB = (0+04)o (0 + 0B) = 0AGB

ABeg" -
to zbidr £ 2 powyzszymi dziataniaml jest przestrzenig eukli-
desowg.

Latwy dowdd pomijamy.

Nalezy zazhaczyé, %e dziatania zdefiniewanse: powyze] zale~
25 od wyboru ustalonego punktu(}een. Punkt ten nazywamy bazo=-
wym., Metryka wyznaczona przez iloczyn skaslarny punktéw pokry=-
wa sl¢ z metryks okreslong we wniosku 9.1. Interpretacja geo-
metryczna dodawania punktéw i mnozenia punktu przez liczbe
rzeczywista w przestrzeni euklidesowe]j punktowe] 52 pokazana
jest na rys.9.1.

Rys.9.1

Twierdzenie 9.3. Niech ¢” bedzie przestrzenia euklidesows
punktowg nad przestrzenig suklidesowsg En, 0 - punktem bazowym
przestrzeni Sl Wtedy odwzorowanie f : el —»E" okreélone na-
stepujgco:

/\ £(a) = £(0 + 08) = 0A
Agen e = .
jest izomorfizmem ortogonslnym. Izomorfizm ten zalezy od wyboru
punktu bazowego.
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Dowéd. Latwo zauwazyé, Ze odwzorowanie £ Jest wzajemnie
Jjednoznaczne. Poniewass
1) dla dowolnych punktéw A,Be e? mamy

£(A + B) = £((0 + 0A) + (0 + 0B)) = £(0 + (0A + OB)) =
= OA + OB = £(A) + £(B)

2) dla dowolnego punktu A ce i dowolnej liczby cce R mamy
floca) = £(oc(0 + 0A)) = £(0 +x04) =ccQA =of(A)

3) dla dowolnych ‘punktéw A,Be & mamy
£(4) o £(B) = £(0 + 0A) o £(0 + QB) = QA o0UB =
f = (0 +04A)o(0 + 0B) = AoB

a wigo odwzorowanie f machowuje dziatanis w przestrzeniach
euklidesowych. Zatem na moocy definicji 4.1 odwzorowanie f
jest izomorfizmem ortogonalnym,

Zgodnie 2 definicjg tago izomorfizmu dowolm punkt Aee™
utozsamiamy z wektorem QA % » Wigc A =0A.

Wniosek 9.2. Przestrzer euklidesowa punktowa s ustalonym
punktem bazowym Jest izomorfioczna ortogonalnie z przestrzenig
euklidesowsg L8

Definicja 9.2. Niech O quzie punktem bazowym przestrze-
ni auklideaowej punktowej e, a {ei} bazg przestrzeni eukli-
desowej B, UkZad [0.{5 }] nazywamny ukladem odnieslienia w
przestrzeni euklidesowe] punktowe] 5 .

Jefli baza w uk¥adzie odniesienia jest ortogonalna (orto=-
normalna), to bazowy uk*ad odniesienia nazywamy ortogonalnym
(kartez jariskim), Kazdy punkt ataan w uk*adzie odniesienia
moina przedstawié w postaci

A=0+0A=0 "'“151 =0+ (05131 +a232 + ees +ocngn)
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Ligzby ocj'1e R2dla i = 1,ee0.,n nazywamy wspéirzednymi, a cigg
(™) = (06" 305y eeesa’) eRP reprezentacja punktn A w ukXadzile
odniesienia (0,{8;}).

Iwierdzenie 9.4. Niech (0,{i;}) bedzie kartezjaiskim
nk¥adem odniesienia w przestrzeni euklidesowej punktowe] sn.
a R" przestrzenig kartezjarisksg., Wtedy odwzorowanie g 12 ——R2
okreélone nastepujgcos:

/\ g{&} = S(U +C£i; ’ i= (0:1’ = (tr1.a2..--,0:n]
Aegh *

Jest izomorfizmem ortogonalnym, gdzie cigg {ocile RE Jjest re~
prezentacjg punktu A w uk*adzie odniesienie [U,{;i}l. Izomor-
fizm ten zalezy od wyboru uk*adu odniesienia.

Dowéd. Zatwo zauwazyé, ze odwzorowanie g jest wzajemnie
Jednoznaczne. Poniewaz:
1) dla dowolnych punktéw A,Be £” mamy

g(a + B) = g((0 +ally) + (0 + p'1y)) = g(0 + (@ +ph)gy) =
= (ol + gt) = 1) + (ph) =
= g(0 +oci}il + g(0 + {51511 = g(4a) + g(B)

2) dla dowolnego punktu Ae e i dowolnej liozby 7€ R mamy

glqa) = glq(0 + oci;,ii} = g(0 + 10;11-.1] = (g'oci) = -;{oci'l =
=78(0 + oci},il = ygla)
3) dla dowolnych punktéw 4,B ¢ e” mamy

gla)oa(B) = g(0 +aly) oglo + plgy)=aty,) o (Bgy) = ?pdsy,

0B = (0 +alty) o (0 + pIgy) = (@ry) o (plLy) =o' eleyy

stad g(A)og(B) = A oB,. zatem na mocy definicji 4.1 odwzorowa-
nie g jest izomorfizmem ortogonalnym.
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Zgodnie z definicjg tego izomorfizmu dowo%n;y punkt Ae el
utozsemiamy z reprezentacjg tego punktu (o:1 » O ,...,ocn}e R®
w kartezjanskim vukladzie odniesienia, wiec 4 = (oz ccz,...,o: ).

Stad mamy np., O + g; = (0,...,1....,0}. Interpretacjs geome~

tryczna tego izomorfizmu pokazana Jest na rys.% 2.

o3
A=(a),alad)
“0*-13= (001)
3| Iy 0+ip=1010) o2
W,/0
0 +j‘.| =(1,0,0)
[0

RSS. 9.2

Wniosek 9.3. Przestrzen euklidesowa punktowa 5n z karte=
2jarnskim nk¥adem odniesienia jest izomorficzna ortogonalnie
2 przestrzenig kartezjadska R™.

W dalazym ciggu zak*adamy, ze w przestrzeni euklidesowe]
punktowej e? dany jest kartezjadski uklad odniesienia (0,{;,1}}.
Wtedy przestrzen euklidesowsg punktowq el utozsamiamy euklide=-
sowo z przestrzepiag kartezjariskg R" » & dowolny punkt Xe e?

Zz reprezentacja [x1.12,...,xn}eRn tego punktu w tym uk*adzie
kartez jartskim,

9.2. Uktad wspéirzednych krzywoliniowych, baza i kobaza
Symbole Christoffela drugiego rodzaju

Definicja 9.3. Ukiadem wspéirzednych krzywoliniowych
(klasy C") w obszarze D przestrzeni suklidesowej punktowej el
nazywamy odwzorowanie X : D(P—- D spexniajgce aksjomaty:



