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a wiec nalezy zhalezé macierz [gﬂd’(eﬂ. Macierz ta podana jest
w przyktadzie 9.2. Zatem

sin 83 cos B8 3 sin 92 cosﬂz c0593, sin? 82 Easz 93 -:_052 32 s'|n293
Rggl0)= |-sin 87 cos8? cos@? 0 sin 82 cos 87 sin 83

(cos?6? cos?8 7 - sinZe? sinzﬁa}, sin82 cos 8%sin 83, -sin 83 cos 83

10.2. Definicje gradientu, dywergencji, laplasjanu
i rotacji pola tensorowego. Pochodne kowariantne

Definicja 10.2. Niech yg : D —-—Tp bedzie polem tensorowym
o walencji p na obszarze D przestrzeni suklidesowe]j punkfo-
wej 5n. Gradientem pola tensorowego w punkcie Xoe D nazywa-
my tensor V’}:l[}{o}efl”p+1 taki, Ze

Lo M) - BOX) -Tu(x s
h =0 Tkl &

gdzie granioce wystepujacg w tym wzorze obliczamy w przesti'zeni
euklidesowe] (unormowanej) Tp.
Jesli gradient istnieje w kazdym punkecie.obszaru, to jest
polem tensorowym o walencji p+1 w tym obszarzs.
. Gradientem k-tego rzedu pola tensorowsgo u w punkcie X e D

k
nazywamy tensor V H(Xn] € Tp+k okreslony rekurencyjnie

VE(XQI dla k =1

k
V&(XD) 3=

k=1
V( v B}(on dla k = 2.3’00'

Jeéli gradient k-tego rzedu istnieje w kazdym punkcie obszaru,
to jest polem tensorowym o walencji p+k w tym obszarze.

Definicjs 10.3. Niech w: D ——Tp bedzie polem tensorowym
o walencji p» 1 na obszarze D przestrzeni euklidesowej punkto=-
wej e,n, a g = liczbg naturalng takg, ze 1<g <p. g=-tg diwer=-
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gencja pola tensorowego u w punkcie X e D nazywamy tensor
divq g(xo) e Tp_1 okreslony wzorem

div_u(X.) = tr Vup(X)
o0 gpit) 0 2

Jedli diwergencja istnieje w kazdym punkcie obszaru, to jest
polem tensorowym o walenoji p-1 w tym obszarze.

Definicja 10.4. Niech p: D —-—Tp bedzie polem tensoro-
wym o walencjl p w obszarze D przestrzeni euklidesows] punkto=~
wej gl Laplasjanem pola tensorowego Y W punkcie XDe D nazywa=-
my tensor Vp(xole :T'p okresdlony wzorem

Au(X

2
p(x)) = tr  Vup(x)

(pyp+1)
Jesli laplasjan istnieje w kazdym punkcie obszaru, to jest
polem tensorowym o walencji p na tym obszarze.

Definicja 10.5. WNiech y: D —-—J'p.hqdz’ie polem tensoro-
wym o walencji p=>1 w obszarze D przestrzeni euklidesowe]
punktowej ¢ z kartezjafiskim ukiadem odniesienia (U,{;i}}.
Rotacjg pola tensorowego y w punkcie Xoe D nazywamy tensor
rot E(Xg} € Tp okreslony wzorem

rot E(Xo} 1= (pt§+1)(v§d(10)§)

gdzie E jest tensorem Ricoilego.
Jesli rotacja istnieje w kazdym punkcie obezaru, to jest
polem tensorowym o walencji p w tym obszarze.

Twierdzenie 10.2. Niech u: D —-Tp begdzie polem tenso-
rowym W obszarze D przestrzeni en, a X : Dy — D ukxadem
wspdirzednych krzywoliniowych w obszarze D, gdzie Dtpc R,
Jegli pole tensorowe u w uk¥adzie wspdirzednych krzywolinio-
wyoh ma postaé -

o

ulp) = b2 F(p)g (9)e 0 g™l 0 .uu @d,y(y) dla geD,
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to pochodne czgstkowe (o ile istniejg) tego pola okredlone
sg wzorami

H(x. 5 .?((P] r'fbb (LP + ese +
% ¥e) T_'WS(LP})SG{LP}@ e ®dPpl @ cee @d (0)

dla LPEDLP; 6= 1'2‘000’no

Dowéd., Korzystajac z definicji pochodnej czgstkowej funk-
c¢ji wielu zmiennych mozna wykazaé, Za

sany

{5,6(&?} =¥ 3 {w}gm(w)g...®gﬁ(m}®...sg?(tpl +

+ U -.{5..? {(‘P]EO:'G{IP}Q sae @grb(LP)Q ...QQE(LP} + ses +

I
“Teld (ple...od [an@...@g?’ﬁ(tpl
Z twierdzenia 9.7 otrzymamy

g, () =u°f::|;b:::'{‘5(tp}gahp}®...cagfb{tp}@... ®d,(p) +

.a.:-?(tp] (r‘ (,P] {w})@...egb(lp)@.oo @E (‘.P] + ese

LN ]

+u
+p% T (0)9 () @ eee® (~Tp(@)3*(@)) 8 re @G (g) +.ne
+ % ) g(9) @ oon @8P(9) @ aua (T (0)8, ()

Dokonujgc zmiany wskaZnikéw sumacyjnych i korzystajac z wia-
snosci p~krotnego iloczynu tensorowego wektordw otrzymamy

oole) =(uTineule) + p“."’.b_‘.ﬁ:(tpl Foslp) + oo

e o --c.'a' q-' -
“-a-[po .{‘PJ R)ﬁ(tpl * *

+u%iese¥ly) L9 d (0@ ... 83%9)® ... @d,(¢)
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Twierdzenie 10.3. Niech g D —-—iI’ bedzis polem tensoro-
wym na obszsrze D przestrzeni el , a X ¢ DLP_" D vnk*adem wspéi-
rzednych krzywoliniowych w obszarze D. Jesli istnieje gra-
dient Vu(X) dla XeD pola tensorowego 4, to w uktadzie wspéx-
rzednych krzywoliniowych przyjmie postad

vule) = . (@l @d’(p) dla @eDdy,

gdzie g(gp} = H(X}’ przy czym ¢ = @(X) lub X = X(¢).

Dowéd pomijamy.
Bezpoérednio z powyzszych twierdzed wynika:

Wniosek 10.1. Niech p: D —=T bedzie polem tensorowym
w obszarze Dcan, a X : D‘p —= D uk*adem wspbéXrzednych krzywo=
liniowych w obezerze D, gdzie Dy RP, Niech pole tensorowe M
w tym vkadzie wspéirzednych krzywoliniowych ma postaé

() =p°f:""3'((p)d (tp)@...ogﬂ{tpie...ega.(tp) dla ¢e¢ Dy

1) jedli istnieje gradient Vu pola tensorowego u, to
mozna go przedstawlé w postaci

Cﬂ.....-g‘

V(e ol RS *(pld(ple ...@dﬂ'(fpla...@dghp}ad ()

dla <peD[P
gdzie wspéirzedne gradientu okreslone wzorami

“Cf::é,:::?‘g(q;j ‘=P°f::fs:::?a(ﬁ°“ pw-:é:o?(tp) 'Sft.pl + ses =

TN nE) + e i M )

-H
dla 'PE Dlpi a,.a.,]ﬁ'-o- '?’8 - 1,.--,1’1
nazywaé bedziemy pochodnymi koweriantnymi wspéXrzednych

y(.x::{.b::?(lipj dla (.PED ‘ w'tuu’p'....a‘= 1_....,!1

(P
pola tensorowego Uy

2) Jjesli istnieje gradient drugiego rzedun Vy pola ten-
sorowego u, to mozna go przedstaewié w postaci
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2
Vule) = pf‘::fb:::?"&dup}gdiw ®..®d®(ploees @g?(tpmga(cp}@g"’((pl

dla (pED?

gdzie wspéirzedne gradientu drupiego rzedu okredlone wzorami

0:-.;-.‘3'.. o ao-n.oon?}'o-
“...p...|§m{¢J "!J...p...igiu(@}

dla (.PED H m.""p""lgiﬁ’ug 1,--.,1’1

nazywaé bedziemy drugimi pochodnymi kowariantnymi wepSrzed=-
nych

pTiin o) dla @eDy ayeesaprecss g Tyeeeyn

pola tensorowego e

Podobny wniosek mozna wysnué dle gradientdéw wyzszych rze=-
déw.

Aby znslezé gradlent k-tego rzedu pols tensorowego wystar-
czy znslezé k-tg pochodig kowariantng dowolne] reprezentacji
tego pola w ukZadzie wspdirzednych krzywoliniowych.

Twierdzenie 10.4. Niech X : D, —= D bedzle uk*adem wepbl~-
rzednych krzywoliniowych w obszarze D przestrzeni euklideso~-
wej punktowse] eP. Je£li tensor jadhostkowy w obszsesrze D w kray~-
woliniowym uk*adzie wspéirzednych przedstawimy w postaci

1= g,al018%) 08 () dla gD,

to zachodze tozsamosci

Smbllr(kpj =0 dla Ct.,{'.ﬁ.‘a‘= Tyeseygn

Dow6éd. Poniewaz tensor Jjednostkowy ls;Te w obszarze D jest
polem tensorowym statym, zatemV] = Q. 2 wniosku 10.1 wynika,
Ze

V1= By

Zatem V] = O wtedy i tylko wtedy, ady

(p)™(p) ® Pyl ® a%(p) dla geD,

.e.o‘:]m,a_(tp}-'= C 918 TyPyP = 1,25000,03 ¢eD,



- 224 -

Rozpisujgac teze tego twierdzenia otrzymamy

& 8
Bepr gl ®) = Bgpl@) g (@) = gc;s(cpl (@) = 0 dla geDy

Przyktad 10.3. Niech y: gl —R bedzie polem
skalarnym klasy c? w uktadzie wspéirzednych walcowych (@)
dla @& Dy

a) znajdziemy gradient tego pola skalarnego w uktadzie
walcowym.
Z wniosku 10.1 wynika, %e

Vyle) = ¢, (p)d¥(p) dla @eD,
przy czym pochodne kowariantne majg postaé

q;h(kp} = t}J’m{lp) dla tpeD'P', a= 1,2,3

zatem otrzymamy
1 2 3
+9 85 +y 34

Zapiszemy ten gradient we wspéirzednych fizycznych, wiec

th=q.l'1 g.

Vy () = Q},m(cplg“(tp} dla ge D,

Z zaleznodci miedzy wspdirzednymi a fizycznymi wspéirzednymi
mamy

Vlor =yle) 1 P ler = v (@) Ve™(yp) dlacw=1,2,3;¢eD,

a stad otrzymamy

A A - ~ _A _1_—' A —A
Wy = Pq¥ Wio = Yooas i3 =¥

’ ¢
o el 2 _ 3 a1 a
Ozpaczajgo tradycyjnie: ¢ =1, ¢ = @, ¢~ =23 d' = dq = dns
A2 e A Y A
d* = d, = Qw. d” =dy =4d,; Y=y dostaniemy

1
Vs q’,rgr + Fq",gpg.q;*' ‘P,zgz
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b) znajdziemy drugl gradient tego pola skalarnego w ukZa~-
dzie wspdirzednych walcowych. Z wniosku 10.1 mamy

2 o
Vo (o) =91, (0187 (@)@ 3°()  dla geD,
przy czym drugie poochodne kowariantne majg postad

Vigp(®) = P qip (9) =¥ ople) - (0) Tlle)  dla geD
xsp=1,2,3

Stgd otrzymamy

1
P11 = ¥Y;11 V29 = ¥Y,21 il Y2 V31 = ¥,31

1 1 i}
Y12 = ¥,12 il P2 Yi2=V oo v 9 Y4 Viz2 =Y 32

Vi13 = ¥,13 Y23 = ¥,23 W33 *'¥,33

Zatem
2 .
121 1 S
Vyp=y ,,d'@d +(q}n12-q>‘| pp)(d'®@d®+ d"@d) +
1 3,43 1 1 2, 42
+ ) q3td @ar+a e d) €y o0 + @ gld7O L+
2. a3 3442 35a3
-l-lp'23(§ ®d” +d @9,’ +lp’33§ ®d:
Zapiszemy ten drugi gradient we wspéirzednych fizycznych,
wiega
2 ~ A‘x -~
W) = 9ale)dNe)@d™@) dla ¢e D,

Z zaleznodci miedzy wspdirzednymi a fizycznymi wepéirzednymi
mamy

ple) =ply) i qﬂwﬁ(tpl = lpkcﬁ(tpl \/;.ma(ﬁ?l \[QM(LPI

dlac, b= 1,2,3; (peD‘P



- 226 -

a stgd ofrzymamy

A H» ~ - (.« _J__ A )_1__ l|JA = ¢‘

Y111= 9,11 =¥,11 Vize = (Y,21- 7 ¥,2) 71 %1317 ¥,31
A 1 A L A - A 1A ) _?._._ A .

llJ/i\*lz“(ll’na";f ¥,2) ¢ Y22 (9,20% ¢'9,4) (¢")2 Y32 “’,32pr

~ _ A 1 N

P113= ¥,13 Yi23 = ¥,23 Y1337 ¥,33

¥
Oznaczajgc tradyoyjnie dostaniemy

Z 1 1 '
Vy = qJ,er,r@gr * (‘P,r “r ¥ )? (grag[p"' ggpagr] +

+ tp’rz(grobg +d,8d.) + & +qu'r]gLP®g +

z (¥, 00 ¢

* (d ®d, + d ®d¢)+tp“d ®d,

r“"tpz

¢) znajdzlemy laplasjan tego pola skalarnego w ukladmie'
walcowym. Z definicji laplasjanu mamy

2
ay(e) = 1z o) = 2 (i (0197(9) 0301 = wigplo)e®lg)
’ dla @ €D

a stgd otrzymamy
1
AP=Y, g * W‘W.zz + 9'y,0) ¥ 5
Zapiszemy ten laplasjan we wspéirzednych fizyoznyoh, wiea
= o~ Qo ok o ~ap,
Ay (@) {fﬁ:} Wigp(@)d (@)@ d ™)) = ¢, (@18 (¢)
Oznaeczajac tradycyjnie dostaniemy
1
A=y pp + -2 ("P,q;q;* TPl + Y g
Przyk*ad 10,4, Nieoch u : £ —» 'I1 bedzie polem

wektorowym klasy 01 danym w uk*adzie wspéirzednyoch walcowych
w postaci u(eg) = um(q;}g“(np} dla @eD,.
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a) znajdziemy gradient tego pola wektorowego w ukXadzie
walcowym. Z wniosku 10.1 wynika, Ze

Vu(p) = I.lam(tp}l;lvm(q;lﬁgfb(tp] dla geDg,
przy czym pochodne kowariantne majg postaé

2y pl®) = [5( - uyle) r;“;bup} dla ¢e Dy a, B=1,2,3

stgd otrzymamy

M= Sl e R LP1 B P31 = Y3
Y12 = %1,2 "[:,T "2 U2 = Up,p * ¢'Uy 312 = U3,2
M13 = M,3 213 = 2,3 a3 = Bag3
Zatem

Vu = u1.1g1®g1 +(u1’2 - Lp n2)619d2 + g 54 @Q? +

2 1 2 2 3
+(u2'1 -tp1 uz)d ®d +(u22+q) u,)d°ed + oy 3d ®d

3 3 g2 3443
+ u3’1g @g + uj'zg ®d” + u3'3g ®d
Zapiszemy ten gradient we wqulrzqdn;ych fizycznych, wigo

Vule) = u (Lpiéa((pjaéﬂ‘(cp} dla ¢e Dy

ol B

Z zaleznoéci miedzy wspSirzednymi a fizycznymi wspéirzednymi
mamy

u (@) = o) et t{‘mmtcpl = uga(0) V() VaPP(o)

Vesstar

dla o, p= 1,2,3; ‘Pqu:
stgd otrzymamy

A A 1 A
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21 5 e (R P ey i;1,1

W2 = “112'%T * (“1,2 "%T “2)‘@5“'57 (g 2 - )

Qi3 = 3= 0,37 8,5

iy |q = 9211 ?:.T‘ (“2 1 'Jqﬁ‘“:z)% &
=",%r(‘¢132’.1 ’4,1 ‘P“e) a

~ 1 o 1 E 1A
U212 = U212 (177 " loge + 98y} TT ™ {@1} ((¢'8p) o +¢dyk

~ 1 I a
Bois = Moz oy =i g ix = or Lits) sieiis 3

-~
Ny = Bypg ® Ny & By g

2313 = M5a = ¥3.3 = Uy g

TradycyJjnie oznaczajgc: £P1 =T, tp2 =@, " =2;d,=4d =4d
A A~ A A A2
92 = 92 = gtp’ dq = 23 = gz; 61 = 111 = u,, 32 = u° = uq’.

ﬁ3 -4 - u, dostaniemy

- 1
Vu u::,:r.":l::'md (ur,(p = utpjgr@ qu ¥ ur,zgrsgz !

+

1
Uy nd @9 + 57 (@

psrd¢®dr oo * ur)d ®d +uq}zg ®d, +

+

1
% ,r8:%4r * 7 "‘z,q;gzgd * 29,99,

b) znajdziemy dywergencje tego pola wektorowego w ukXadzie
walcowym. Z definicji dywergencji mamy
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di () = ¢ v = % oc p =
v ale (11'2} u(e) {11:2}(uww)(kp}g (p) ®d"(0))

= umib{tp}gwa(tpl dla ¢eD,

a stad otrzymamy

_ 1 1
div u = g g+ W ("‘2,2 + puy) + uy 5

Zapiszemy te dywergenoje we wspbirzednych fizycznych, wiec

div u(e)

L}

t Vulp) = tr )d%(p) ® d ) =
{1]:) ate (1.2) a-,m,“-? ¢ Q('P}

wlb{cp}g“ﬁhp} dla  ¢eD,

Oznaczajgc tradycyjnie, otrzymamy stad
div u = u, —*( +u,) +u,

¢) znajdziemy rotacje pola wektorowego we wspdirzednych
fizyeznyoh uk*adn walcowsgo.
Z definicji rotacji mamy

rot u(p) = tr (Vu(e)E) =
8¢ (1,2) S

(9)d%p) ® aP(p)) (€73

tr (o
(1,2)

LT M?(cpled {tp}co o)) =

{11=r (uamtmp} <5 {5 ®(p)ed (Lpl@d (p)) =

e’ 8 (Lp)spﬁ.,dm(tgl =eh*

mm(lp}d S =

(u;[é(tp} - By 5N 3400 + (& 5(@) - !%HHPHEQHPJ +

+

o ~ oy
(ip)4(@) = uy)5(@))d,
Oznaczajgc tradycyjnie otrzymamy

1

1
zot =(F Y2,0 7 Yz Ipn+ (o uz,r]gup*' (uq;,r'i'F (u, "uq;j)gz
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Przykzxzad 10,5. Niech T : 53-—*-12 bedzie polem
tensorowym klasy ¢! danym w ukXadzle wspdirzednyoch waloowych
w postaci I(¢) = TPlp)d,(¢)@d,lp) dla peDd,. Znajdziemy
dywergehnoje div2 tego pola tensorowego w uk¥adzle walcowym,.

Z definicji dywergencji mamy

div,2(p) = tr VI(p) = tr (2%P| (p)d (9)®d.(e)®d¥(p)) =
e T TR T o VR A A ?

]
= 1% (@)6%d le) = 1%Pinleld le)  dla e,

przy czym pochodne kowariantne majg postaé

8 )
18 () = 18, (0) + 2P0 (@) + (@I Ty E00)
dla (PED ;Cﬁ.f?),a"l 1,2.3
Zatem mamy
1P1ale) = 1P () + 2°P(e) Tigle) + 1) T 0)
dla LPED(P' = 1,2.3
a stad otrzymamy

1B _m 12 13 _ me2,l 11 1
T Ip = T 1 + T ,2 + T 3 T™“¢ + T @1
2p 21 22 23 121 21 1 21 1
T [rb =T '1 + T '2 + T ’3 + T "'{a‘ + T —‘P,r"' g _(Pf
3p 31 32 33 311
T I{b = T ’1 + T ’2 + T ’3 + T (P1
A wieo

Wi 12 13 _ o122 . 1 11
divzg_(m PRE PR LT . +lP1T_)g1+

21 22 23 1 12 L 2 21
+ (T + T ,2 + T ,3 + ¢1 T + qﬂ T )92 +

E) 32 33 1 q31
+(T ERL TR LR )93

s 1

Zapiszemy te¢ dywergencje pola tensorowego we wspdirzednych
fizyecznych, wigo

~~

aiv, () = Tmﬁlp((plam((p) dla @e D,
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% zaleznoéci miedzy wspéirzednymi a fizycznymi wspéirzednymi

many

()

dl’a Cpe DLP; CG, 5 = 1’2’3

a stad otrzymamy

’1‘.11 21

a1

I 22

T
?1

pl3 723

1

Vear () Ve, (@)

= fxﬁlp(wi\(s¢¢(¢}

31 o 31

p32

33

T3[5[[5

2
Tradycyjnie oznaczajgo: t.p1 =T, =

4 all
¢’ 93 40 T =

=T2

A

62=§

- ¢
213 .

53“
1

2 =
A el
7 72 1 = Tgns

I

(=04

A
= T23 =T P

otrzymamy



P = 1 1
divot = (Trr,r + 7 g0 * Trz,z ¥ T Trr

1 a1
Tooro * Toz,a * T Tre * T Tor) do*

re

H|=

+ (Tipr,r +

1

1 Ly
* (Tzr,r tr Tzrp,cp + Ty * 1 Tar) 9

Przykxad 10.6, ©Niechy: e? =R bgdzie polem
skalarnym klasy ¢c2 danym w ukadzie kulistymy (&) dla 8 e Dge
a) znajdziemy gradient pola skalarnego w uktadzie kulis=
tym. Z wniosku 10.1 wynika, ze
Vyle) = y (6 )h®(e) dla 8eDy
przy czym pochodne kowariantne majg postad

q;m{e} = q)'R(G] dla 8eDg; £ = 1,2,3

Stad otrzymamy
' 1 2 3
V=9 8" +9 8% +y 44

Zapiszemy ten gradient we wspéirzednych fizyczn;ych, wiec

vy (e) =y, (e)a%e) dla 8eD,

Z zeleznosci miedzy wspéirzednymi a fizycznymi wspdéirzednymi
mamy '

p(e) =9(e) 1 ¢, (8) =y (6)Vg¥e) dlased ;Q=1,2,3

a stad otrzymamy

S E i e
1 312 l2 7 1,2 olgin 83 °

; : 1) 2 3 1

ITradycyjnie oznaczajgc: 8 =Q, 8° =¢, 8” =P; h' =

el = o s A :

a” = h, = 1‘3(?, 133 = h3 = hes p =y dostaniemy

~

_ 1 1
VW=V oRot guind Y,oRet 70,680
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b) znajdziemy drugi gradient tego pola skalarnego w ukta=-
dzie wspdirzednych kulistych. Z wniosku 10.1 wynika, 2Ze

2
Vg (8) = yop(6)a%e)en(e) dla eeD,

przy czym drugie pochodne kowariantne majg postaé

&
Y0 ®) = '*’.mcb“” =q;'g¢(e) -y 481 4(8) dla eeD ;

Qy®=1,2,3
‘Stad otrzymamy

L W

= L
¥z W12 79,2

~ 1
Yiias = Y13 o1 3

_ 1
B = 2y = W2
Yoo = ‘?,22 + 81sin283|p’1 + sin 83cos @3tp 3

Vi23 = ¥ o3 - ct8 87y,
b
Y121 = 9,31 “ 51 ¥,3
U =y - ctg B3q)
[32 032 32
_ 1
gy =¥ 55 + 8 g
Zatem
3 - nlen’ wrale n'le h?
P=ig g1 0L +(w,12 5 ‘l’,e)—u S 5

+(¥,13 =T v,z e + (2 ‘% v,p)k5en -

+ (;p’22 + 91sin293q_.’1 + sin 8>cos 934;’3];32@ EE +
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3 2 a3 a_ 3gnt
+ (9,03 - cte 87y )" h” + (y 3 -~y a0k +
+ (qj’32 - ctg_@stp,QJQBE 132 + {L|J’33 + 8 l.p'.‘]gje 53

Zapiszemy ten drugi gradient we wspéirzednych fizycznych

2
Uple) = ¢ (6)a%e)®nP(e) dla eeDy

Ias
Y109
Z zaleznosci migdzy wspéirzednymi e fizycznymi wspdirzednymi
mamy '

p(e) =9(8)  §4(0) = q)m,(e)\/gm(e! Ve2o)

dla®eD ;2,%=1,2,3
a stgd otrzymamy

fal

Vigg = Heosqq

e sin §°

) ! 3
’
2 91ain 2]

(
(
(
Yoo =($rpp + 0'sin®e%y,, + sin e
(
(

34 -1
cos @ k])|3) {91 251[1232

N =(y - ctg SBA

A n 1 A 1
W31 =(¥r31 =T V¥e3)T

3 1
- ctg 8°Wyn) ———5
B =2 (91)23111 83

I
<
-
W
N

Yia2 =

1A 1
S

|
—_—
.E
-
W
w

V133 =
Oznaczajac tradycyjnie dostaniemy

> :
- T . |
V‘i"— l‘pnghg@h + 5in (lP |9(P . ?q),w)gg@ E(,P-'-

+?(¢‘!9]} '§*¢,§)§99§&+ qeing (Q’.W ujg'q”g)gchEg +
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1 2
+m (q)'tplp + @ sin 'ﬂtp,g + sin¢ cosd tp,,&)t},q,@gtp+

1 i N o
" 9%sin ¢ Wagp = e8P Yaplio®hy + 5 (Yogy = 5 Pay)By® ot

1 ) ;
* QPsind (Wogy = 098D Vopliy @8, + 7 (Pogy + a0aglh,® s

¢) znajdziemy laplasjan tego pola skalarnego w ukadzie
wspéirzednych kulistych. Z definioji laplasjanu mamy

\ .
Ap(8) = tr Vele) = t 8)a%e) ®a®(e) =
p (1:2) W (1T2] (QHRQ( )d (e) ®d*(s)

?

= wmq,felsgq’(ﬂl dla eeDg

a stgd otrzymamy

1 2 A
Ay = Wyqq + (q.l,zz + 8 'sin 83q1,1 + sin 93003 83qJ,3} m+
1 1
* Wesy v o) Tz

Zapiszemy ten laplasjan we wspdirzednych fizycznych, wige

2 A A
Ap(e) = tr vy(e) = tr y . .(0)h%s)e h¥e) = ¢\, 4(6)8°%0)
oo} = ax Vy(6) = Ax gy(eipHejeh ¥q0(6)18 2%

»
dla SEDS

Tradycyjnie oznaczajgac otrzymamy

1 2
= 5 5. ’ i M in¥ M
Ay &P.99+gﬂin&(w@¢+gan§q}9+sn cosVy,5) +

1
+‘9"2“(l”s31> +9(|J’9}

Przykad 10.7. Niech u: 53 —= T, bgdzie polem
wektorowym klasy ¢! danym w uktadzie wspdirzednych kulistych
w posfaci

u(e) = v¥e)hy(6) dla 8eDy

a) znajdziemy gradient tego pola wektorowego w ukradzie
kulistym. Z wniosku 10.1 wynika, zs
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Vule) = u?5(8) ho(e)@hd(e) dla seD

przy czym pochodne kowarianthe majg postad

uf?-!@(e] = uﬂ.q}(e) + u&{e}r“a%{el dla BeD; Q,9=1,2,3

Stad otrzymamy

u111 = u1,1 u2H = u2,1 + ue—éT
u112 = u1,2 - u261sin203 , u212 = u2,2 + u1—lT‘+ u3ctg 83
u1!3= u1l.3- u331 u2|3=.u2,3+u20tg 63
u’yq = u3,1 + u3~éT
u312 = u3,2 - uzsin a3cns 93
w5 = u3,3 + u1~éT
Zatem

vu = o', hent + (0, - 6'ein®edu?)y, 002 4
1 1,3 3 2 1.2 1
+ (u - e u’)h,®h” + (1 + u)h,®h" +

1

+

(u2,2 "'_;T u o+ ct383u3lg2®£12 +

+ 112,3 + otg 83u2]g2® 13.3 + (u3.1 +%1‘ “3)9309-1 *

-+

3 : 3 3.2 2 3 1 1 3

u - sin 8“cos 8°u°)h,®h° + (n +—u )h,®h
( 2 )~3 ~ ( L | B1 )~3 o
Zapiszemy ten gradient wa'wspélrzednych- fizycznych, wiego

va(e) = u®(e)hg(6)®a¥6) dla eeDy

Z maleznosci miedzy wespdirzednymi a fizycznymi wspéirzednymi
maay
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W) = 8%6) ——1— i a2 40) = u6) Ve (6) Vedle)
\ﬁii?aT [® [ V QQ 'V

dla ©8€D ;g?..(ﬁ": 1’2,3

Stad oirzymamy

a1 1

1~ 2 _ ¢2 1 3 - 524
u' = u S mins e TR ¢
! 6'sin 8 :
oraz
R 1 1
~
Bg = Riggq = Qe = ey
& 1 1 241 3 1
et — 1 (), - uPelsin®ed) — 1 —
12 12 gTg1in 83 (s ) o'sin 8
A1 3*2)
e - gin -1
@1ain@3( 2
a5 = Elijgtgr = g e S = i ey =
"2 2 o 3 2 2.9 \ ol 3 1 B
u 11 = 0 118 Bine = (u '1 B ] 81> ® Bin . B ((u 813111@3)):
AR 1 ) 1 3 82
+ 0 8 s8in 87 = 1
(31)2 gin 0> i
Fa —_—
2y = By = (WPpr u'Lpe et o) = (@ Sros)
u = u = (uS,,+ u —z+uictg ® *
|2 [ 2 *2 gl o'sin 83 /12

f~301:g@ 3"3)
+u—a—1—+ ) 81(u+mu,+otge u

] 3. 2 2 3  j ~2 1
n 13 = n 13 gin 8 (u ,3-1- n“ctg 8-) sin 8 ((u m).3+
ct 3 ~2
+ gin 8 -*-—-ll,
asin ) 3

A
113 3134 31\ 831 N\l o33
u3|1.u3!19 -(u gt U —1—)8 = (u 81)’1+ a 1)2)9 a4

8
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| L e in 07cos 8°) ——
| 2 “12—_‘3‘31,‘,a (whp - % )ain@3

((33_21_)'2 2 = ) ain 3.

(u 1o = COB 83 2)

By

=

1sin {93

<]
w5 = “3l3 = u3,3 + n1—;;1—= ((33—:—,—1—)'3 + ﬁ1—:;1—)=
=—;T(33,3 + ﬁ1)

Tradycyjnie oznaozajgo: 8! = Qs 8?2 = (p, CE =13 1,31 =h, = Eg'
A2 £ A3 = S = A1 = a = A2 = o =
h® = 92 = Q'P' h” = 23 E;&J u u, Ugy W u, ucp'

43 A
u” = u; = ug dostaniemy
+ +

Vug = u grgBo®h (“g'tp - sin® gl ® h

1
~Q esin® ¢

1 1
+ ‘?— (ug,& - u_&jggah& + u,P,?h'P@hg + 9 ( + Bin ¥ I:I.'P,’.P +
1
+ ctg P uﬂ)g‘?e ho+ _9—“@'39:?0 hs + Bgso Eﬁeﬁg +

1 1
+ geind (n o " cos ¥ “q:’Ea@Ecp* 7 (}1‘3‘.% + “Q}E,}oﬁﬁ

b) znajdziemy dywergencje tego pola wektorowego w uk¥adzie
kulistym, Z definicji dywergenoji mamy

div 5(@}

tr  Vu(e) = t 2 (8)h(8)ehd(e) =
(1,2) (i72) M1aloIRgl0) @ BTe)

Q ¢_ @
u 1¢(S}SSZ= u

lsz(@] dla ® e Dy

a stad otrzymamy

div u = 31,1 + u2,2 +_1é1_ uT + ctg 83u3 + u3,3 +% u1
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Zapiszemy te dywergencje we wspéirzednych fizycznych, wiee

div u(e) = tr Vul(s) = tr :9 {s]ﬁ {e)aﬁ¢(9) =
~ (1,2) ~ (1,2) ¥ =e7" "7

_a d_ "o
= u m(alsgs u 19(9}

Dokonujge tradycyjnych oznaczend otrzymamy

1
divg:ug,gf—g—( _I_T$ ‘P‘P+ctg«‘}> u&)-l- (uaa-t—u}

c) znajdziemy rotacje pola wektorowego we wspdirzednych
fizyoznych uk*adu kulistego. Z definicji rotacji mamy

rot u(e) = tr ] (Vu(e)s) =

1y

A Q BC A ~ A
tr (8}h (e)sh {el)(e. h (8)®@h_(8)®h (8)) =
(1,2) =5 = =P ~€

= (ﬁﬁm,m}a”’ 2 i (eleh (o) oh,(6) =
(1,2)
= e* 02 (0150a g (8) = ™ ) (8)E y(6) -

(43,,(8) - uy|5(8))8,18) + (] 5(8) -

i311(8))b,(0) + (i 4(0) = u], 5(8))h5(6)

Oznaozajac tradycyjnie dostaniemy

—

1
rot 5'"57(_5inﬁ' Uy o = Bo,p = uctg‘ﬂ‘)h + 5 (ugb t;l.yf“g--l:;“,,)hv

1 o/ 1
"'?(Ququg = giny Ygp * “q,){%g.

Przykzad 10.8. Niech T :53-—-‘.7' bedzise polem

tensorowym klasy c! danym w ukXadzie wapélrzqdnynh kulistych

w poataol
T(8) = T%(e}gﬂ(e}agq’(s) dla 6e€Dg
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Znajdziemy dywergencje div, tego pola tensorowego w uktadzile
kulistym, 2 definicji dywergencji mamy

div,0(6) = tr vI(6) = tr 1% (). (8)®hde)ent(e) =
& (2,3) - (23] 218 NE &

= 7% 4(0)82%(8)ng(6) dla 6 e Dy,
przy czym pochodne kowariantne majg postaé
[9) Q B Q Q ®
T 514(8) = T°% 5(8) + T75(8)IT(0) = T25(8) [ (6)
dla B¢ Dg; Q40,&=1,2,3

Skgd otrzymamy

1 1
a1 =T
1 1 2 94 .99 o4 .
™12 = Tyap - 1%y 0'etn%e? - 27, -
gt apt o o3 gl ol
13 = %113 = Ty 370
o1 = T - YT
PO T TS LU B I TR X W 3 3
T2|2_T2,2 Tzesins +T1eain@ + T .8in ®-cos B
2l g =21, = 92,6 - rlotg 6@
1 1 11
T = - pl ol
311 371 3741
8
I e T 3
T 3|2 T 392 T 39 sin™8 | zctg e
L pl gl
T21|1=T21'1~+T21*:;,T
= i} 2 1 1 rn3 3 2 1_
T1f2_T1,2+T1-8T+;1cth —T281
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2 _.no 2 3 .2 1
13 = Tqe3 + T740t8 87 = T753-7
2 .2 2 1 _ 42 1 _ w2
Teoia = Serdi b g B gt Sand

2 = e e 3 3 2 gl 253
T212—T2,2+‘1‘2-81+T2c1:ge +T1851n8 +

+ '1'.'235111 93cos 83

32 15 = Mg 12,ctg 82 - 12,0tg 87 = 1%,
Ty = Ty + 150y - 1P = 18,

T23]2 = T23,2 + T13—18;|-—+ T33ctg 93 - Tzzctg 83
02 15 = $2,0 + TPatg CE L

2311y = TPy + 2% %

2511 = TPpaq + sz“léf' TBa%“ 504

T32]2 = T32,2 - Taeain BBcoa 83 + T31e1ain283 +

+ T33£|in 83cos 83

3 _ m3 1 1 _n3 3
T2|3—T2-3+T291 Tactgs
3 _ 73 T e N |
T ® Tam * Maa T Y aont T
T33|2 = T33,2 - szsin 93(:03 83 - Tszctg 93
3, =13 O S L
T3]3-T3g3+'1'391+'1‘18
oraz )
1 2 1 ..2.3.m1 Al 2.3.n1 93
T1§’mg‘§'ﬂ5= T11,1+(T 2,2-T 28 sin“8-+T 1@ 8in“8- 4T 3311:193(:05 )

1 1 - 3.6 41t 6!) 1
———-———2—3—4- T 1.2
(87)%sin’s ( 3*3 2 ! (87)
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2 _d& 2 2 1 2 $ A B 3
T‘blﬂg =(T " +T1?)+(T2,2+T281+T20t58 +

+ T218 sin2 3 4+ 'I‘ 33111 63cos 83)-—l——3—
(e ) sin 8

1 1
(0')?

+ (T23,3 + T23ctg 82 + T2181)

3 M_( 3 3 1 3 2 3 3
4 ¢l&g = (T 1919 * T 1—ET)+-(1 2,2--T 2sin ©-cos 8- +

3 alis .23 3 3 3) 1
+ T-,.8's8in“08” + T-,8in B~“cos B
1 3 (8 ) 251n%e 37

3 11 3 41
+<T 3,3+T3-§1—+T19)

(6')2
Zatem
1 1 1 1 1 2 1
div,T =( T e = T + T +
¥, ( 1'1+(B1Jaain23 LSRR s s S
3
ctg ®° 1 1 w2 I 2
—5—2—'1' el S h, + (T &
tel) 3T 27 G 3)-1 11
1 2 LR 1
+ ————>—= T + T ———————————— +
(01)2sin2e3 2’27 (g1)2 ~ 3 3* (01)38in? 33
5]
3 2 20tg ® 2 ot '
+ i | —~T52— T +
o1 (e') 3 (s‘) sin®e 2)
1 3 1 3
+ ———m—7——= T + T +
( 1 Y e7)%ain%e3  2'2 T (g2 T 33
+ b __s__3 + 3 _q3 ﬁg_eé_.la h
()3 " 3 (d)) % (812 " 17 (e 3) ~3

Zapiszem@ dywergencje tego pola tensorowsgo we wspdirzednych
fizycznyoh, wige

divz’g{e} = {;r )V T(8) = T ¢m{g;g (g)h (@] T (@lhg(a}

Z zaleznosci miedzy wspéirzednymi a fizyeznymi wspdirzednymi
mamy



- 243 -

1

(91 = T (91 i T (@)-T (@J *(e) (8)
o & 3 g? 8oq
\[g (0) vg¢¢(9)
dla 6eDy; 2,% = 1,2,3
a stad otrzymamy
1 _ M 2 3] 1 3 ~3 1
T = T T = 1 T =17, —
1 1 1 1 B1ain a3 1 1 91
1. 9 A 3 2 s 3
Te_Tgasine T2-T2 3_‘1'231:18
1 1 2 2 a2 1 3 ~3
T =T'.6 T = T T = T
3 3 3 3 sfin 03 3 3
oraz
29 il 1 ey [ P 3
T T g o) sin23(T 28'sin® ),2+[.1]2 (T 38 13 +
3 A A
D g otg 8- A1 §._ a2 1 43
R ST e g e s B s
a1 1 a 1M 2
=T + T +— T +—= T +
121 815111 @§ 212 e‘l 323 81 1
3 ol bl A
ctg © 1 1 2 1 3
+—5—1—T3-——TT2-—1T3
) ] 8
AD ((,.2 1 ) 1 22
T = T ———ee +———F—555 1,45 +
' olsine3/,,  (6')2%sin%e’ "~ 272
1 (:‘.2 1 ) 1 a1
+ T + +
(91]2 3 sin 93 '3 (91)2311193 2
+ 5 3 2 “5——03— 3 T3;9 sin 82 =
(67)%ein ® (s ) 2sin 9 sin 8
A2 AD 2 o 1_&1
=T +Tﬁ_i;_a_—T +-—-T*T 3.34- T 1 1 2+
ct 593 3 ct 83 ne
+ T T

8 3



- 244 -

A3 a3 1 1 m3 3 AE—n3
72 = T (T ,8in 8-) +——-2~T,+
(< 19|)’1 * (811231112@3 2 2 " (o) 3°3
1 1 ct%@ 2 3 3 ctg 87 23 <
+(a'12T3—(91 T2+(9i12T1+(e}T3)9

. % x
- 73 1 A3 133 1. A1 ctg 87 a2
‘T1'1+g‘r—3‘aingT2'2+79T3'3*‘1T3 —q T+

8 B
~ 3A
2 3 ctg 8 3
foop By ST

0
Tradycyjnie oznaczajac: @' = Qs 02 = @, Q> = ﬁ: =h, = Iﬂg,
h? = b, = Bgs b7 = By = by Ty = By = Tge, T1) = By, = T,
Bl = & Tug, 05, sl =, B2, - 8, et 72 -

Ty = Toos 12y = B3y = 1y, 82, = B35 = 1y, B3 = T35 = Ty
dostaniemy

- 1 1
div,T = (ng.g oot prg g Tohe

1

+ ) (2’1'9? -~ Tq)up" T,&&d- ctg-ﬁ'Tg#])l}'g +
1 ol

+(Tl{1999+ gsing Ttptgonp+9TlP'ﬂ’"3’+

1
+9(2T + T

09 e * ctg ¥ T&‘P-b ctg 4 Tqﬁ]}h +

M
/
a1

+ 2 {Tgf?f + 2T'§'g - ctg 4 T‘P'P+ ctg T&}J}E‘a‘

1 1
% (Tf&g.g * gsind T'ﬁ'tpup 2 _Q'Tw-uﬁ-l"'

Przyk2ad 10. 9. Niech ciazo materialne zajmuje
w konfiguracji poczgtkowej obszar D przestrzeni euklideso=~
we 53 i niech
u:D —--3‘1 bedzie polem wektorowym przemieszozed ciata,

Ez:D —-Tg bedzie symetrycznym polem tensorowym odksztaZced
clate,

2k

D — 3’,1_ bedzie polem wektorowym si¥ masowych,
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T oD —-—Cr'g bedzie symetrycznym polem tensorowym haprezed
w ciele.

Wtedy 2wigzki geometryczne w teorii nieskonficzenie matych od-

ksztaXcer majs postaé

BE(x) = -32- (Vg(x} 5 VTu{x)} dla xeD
a réwnania réwnowagi
divzg{x} + F(x) =0 dla xeD

a) zapiszemy zwigzki geometryczne we wspdirzednych fizycz-
nych uk*adn walcowego. Niech

B(e) = 55(0)i%0 e §Ple) 1 Vale) = i (9)3%(0) 8 (o)
dla LPEDLP
Wtedy otrzymamy kolejno

B () d%e) @d(e) =

1

=% (u’;m(cplé‘r(tpm@p(tpi + (o (@)1 d%p) ®dP(p))T) dle ¢eD,

I®
ﬁab(tp}é\a((p}sﬁﬂ(np} =
=2 (o (9) + & (0))d%9) @d(p) dla @eD
2 Tl Ploc P/ % S Ne Pe
Stad mamy

~

Eop@) = 3 (g (e) + 8y (0)) dla geDja,p=1,2,3

" Tredycyjnie oznaczajgc i korzystajac z wynikéw przykXadu 10.4
dostaniemy

1
Bpr = Ypop Bep=72 {uq}'({) + o)
1./4 1 1 1
Brp= Bor = ?(‘F Upro * Bpr = 1 u¢) Boz = Ba ™ E(utp’z"'F uz'(p)
1
Bpg N Bop =7 (Upoy + 15,4) Bz = Ugprg
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b) zapiszemy réwnania réwnowagi we wspéirzednych fizycz~-

nych uk*adu walcowego. Niech
-~

aiv T(@) = ™R3 (0) 1 F(9) = Fldyly) dla @eD,

Wtedy otrzymamy

T“"b”b(‘p}@m{w + f“t(p}gu(q:} =0 dla geD,
L
Stgd mamy

7
ap
T

Tradycyjnie oznaézajqc i korzystajgc z wynikéw przykXadu 10.5
otrzymamy

+ f“(qy] =0 dla ‘P'-EDLP‘ &= 1,2,3

1 :
_Trr'r TI"C.P’!.P T e b T‘F'P) +F,=0

H|=

4

+ 0 +27 4+ F =0

2 wz'’z " r ‘rg @

H|=

Trer + 7 Topre

-

T +

g g “chpz'tp"'Tzz'z"' Thg + P, =0

c) zapiszemy zwigzki geometryczne we wepdirzednych fizycz=-
nych uk*adu kulistego. Niech

\ - A 4\9 AQ - —~ .Q A¢
B(8) = Bog(0)h*(0)®h®e) 1 Vule) = i s(6)8™(8)®h(6)

dla 8 e JIJs
Wtedy kolejno otrzymamy

A Ag @
E, 50k (eigg (8) =

=%(ug]¢{s;gﬂre:@§¢:ei + %wlmﬁf{e}@ﬁd’(aﬂ) dla ®eDg
B 50180 0 2%e) =

= 5 (g 4(8) + 7y (8))B¥He) 0 h¥6) dla o eDg
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Stad mamy

~ 1 . N
394,(9} = gium@(el = u@m{s}) dla ©eD; £, ¢ = 1,2,3

Tradycyjnie oznaczajgc i korzystajge z wynikéw przyk*adu 10.9
otrzymamy

3¢ = Yosg
= B - ( 1 u + 10 ik u )
Qv b T 2 \gsind Tguy 910 "9 Yo

3

Bgp = By = (g 9,5 * Ugg = T Up)
1

E"?tP = g(ﬂin qm? 9 + uﬂc}’ctg -B*)

Bov = Bop = 2 “9' (ulpu'& *5ins Yt ctg d “cp)
=1
EHM,- 5 (uh& + ug}

d) zapiszemy réwnania réwnowagi we wspdirzednych fizycz-
nych uk*adu kulistego. Niech

div T(8) = TQ(sJAgg(a) : F(e) = f“(elég(e} dla e Dy

Wtedy otrzymamy

AR -~ A‘% ~

T(6)hgo(8) + F(0)hg(6) = 0 dla 8eDy
Stad mamy

- ~

%) + o) = 0 dla ®eD ; 2= 1,2,3

Tradycyjnie oznaczajge i korzystajge z wynikéw przykadu 10.8
otrzymnamy

1 =
T99|9+ Qsin® gtp,g ? 9,3,& 9(2‘1‘ Tcp-Tb-.‘}"'cts'&TgB-J"'Fg 0

1 -
+ 7 (BTgtp + 2ctg-&T{Pﬂ,) +F =0

1 1
ngpvg * gsin® Togg * © To9, ¢
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1 1 1 .
T?"'Hg"' qsing T{p%;p"’? Tos,0t T (3T94}- ctge Ttpcp* ctg/ﬁ“rwlﬁ} 0

10.3. Zadania

Zadanie 10.,1. Niech pole wektorowe & : 53——-3’1 ma TI'epre-

zentacje
in @'

[ag(6)] =| sine?| w vazie {h%e)} dla 0= (&',6%,6%) € Dy
oos 93

we wepbérzednych sferycznych.
ZnaleZé gradient, dywergencje i laplasjan tego pola.
Zadanie 10.2. Niech pole tensorowe A : 53 —-—‘J'.I ma repre-

zentaoje
1n s.p1 ein {102 0 ;
- 2
(@) =] O 0 ¢?¢?| w vazte {a (¢)®3%e))
\J:os ij 0 9]

dla @ = (gp",tpz,gPB]e Dlp we wspéirzednych walcowych,
ZnaleZé gradient, div, i div, tego pola.
Zadanie 10.3. Niech bgdzie dane pole tensorowe T : D —T,

klasy C° w obszarze Dcg- o reprezentacji [Tmb(cp]] w bazie
{gm{tp}e gﬂ’(q})} dla ge Dy we wspétrzednych krzywoliniowych.

a) wyprowadzidé wzdér na reprezentacje drugiego gradientu
(druga pochodng kowariantng) tego pola,

b) wyprowadzicé wzér na reprezentacje laplasjanu tego pola.
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