ELEMENTY ALGEBRY

1. PRZESTRZENIE LINIOWE

1.1. Definicja i wtasno$ci przestrzeni liniowej

_Az-k!:adamy. e esytelnik zna pojgoia grupy, plerdcienia
i olaxa. W skrypcie przez ciato rosumieé zawsze bedziemy
.olazo liczb rzecsywistyoh R lub ciato liczb zespolonych C,
Tak wigo méwige o oiele K mamy zawsze na myéli K = R lub
K = C.

L

Definiojaf1.1. Niech (K,+,*) bedzie cietem, V - nispustym

zbiorem, a @ tVxV—V i ® :KxV — V odpowlednio dziata-
niem wewngtrznym (dodawaniem) i zewngtrznym (mnozeniem) w
gbiorze V. Strukture (V,K, @ , ® ) nazywamy przestrzenig li-
niowg lub wektorowg (nad ciatem K), jeéli speinions ss aksjo-
maty:

1) /\ (e @ b) @ o=a ® (b @ e¢) 2xgeznodé dodawa-

abceV nia
2) {\V a @ b=b ® a przemienncdé dodawania
dbe
3) 0\/\; /\v a @ 0=a istnienie elementu zerowego
€ ae
4) /\ \ a @ (®a) =0 istnienie elementu przeciw-
aeV -aeV nego
5)/\ 1 ® a=a gdzie 1e¢K

6}/\ 7N (xeB) ® a=a® (P ©® a) xgcznosé mnoh-
a,pek aeV nia

A N\ (@+8)oa =d@a@/5(5?1
I\ N (RPN = RO B b



-8—

/N /N «® (a @ b) =ac® a®x® b plerwsze prawo

ceK abeV rozdzlelnodel
8) N A\ (c+pB) ©® a=ax® a @ PO© a drugie prawo
oc,peK oeV rozdzielnodci.

Elementy zbioru V nszywamy wektorami, a elementy ciata K nazy-
wany skalerami, Wektor 0 eV nazywamy wektorem zerowym, a wek-
tor ©a eV nagywanmy wektorem przeolwnym do wektora aeV.

Z aksjomatéw 1-4 przestrzeni liniowe] wynlka, 2e struktu-
ra (V, @) jest grupg abelowg. Stad wnioskujemy, 2e w prze-
strzenl liniowe]j istnieje dokkadnie Jeden wektor zerowy i do
kazdego wektora przestrzenl liniowe] istnieje doktadnie jeden -
wektor przeciwny.

Aby uprodoié zapls, dziakania na skalarach 1 wektorach
bedziemy w dalszym ciggu oznaczaé tymi samymi symbolami, tzn.
przez "4" i ".", Jagll nie ma obawy dwuznaczhnodci, przestrzed
liniows (V,EK,+,+) bedziemy oznaczaé krétko przez V i nazywaé
przestrzenig liniowg nad ciatem K.

Ustalimy teraz proste wxashodcl przestrzeni liniowych,
ktére wynikajg bezposrednio 2 definicji:

Twierdzenie 1.1. Niech (V,K,+,*) bedzie przestrzenig 1i-
niowg. Wtedy:

1) on/\x ae0=0 gdzie 0 jJest wektorem zerowym
€

2) /\v 8Bea=0 gdzie ® Jest skalarem zerowym
ae

3) /\V (=1) » a = -a gdzle -1 jest elementem przeciwnym
Qe

do skalara Jednostkowego

4]/\/\c=-n-0=>m-8va-0.

xeK aeV

Przykzad 1.1, ©Niech ¥ (Q;K) oznacza 2biér wezy-
stkich funkoji omﬁldgoh na nispustym zbiorze 2 o wartoé~-
ciach w ciele K, W zbiorze ¥ (Q;K) wprowasdzamy dziatania do-
dawania funkcji i mnogenia funkoji przez skalar okreélone na-
stgpujgoos '
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'F:QE?(Q-’KJ(f + g)(x) = }f(x] + 8{1)

N AN (e £)(x) 1= axf(x)
axeK fe FIGK)

dla xe g

Wykazemy, e ukkad (#(Q;K),K,+,°) jest przestrzenig liniowg
nad clatem K,

Z definioji dzlated wynika, 2e dla dowolnyoch funkeji
f,g8ec¥ (R3K) 1 dowolnego skalara oce K, funkoje f + g,
x+*fe ¥ (Q;K). Zatem dodawanie funkcji jest dziataniem wewng-
trznym, a mhofenie funkeJi przez skalar dziataniem zewngtrz=—
nym w zbiorze ¥ (3K). Wystarozy wigeo sprawdzié aksjomaty
przestrzenl liniowe]:

1) dla dowolnych funkeji f,g,h € ¥ (Q3K) mamy

>

((£ + g) +h)(x) = (£ + g)(x) + h(x) = (£(x) + g(x)) + h(x) =

= f(x) + (g(x) + h(x)) = £(x) + (g+ h)(x) = (£+ (g+h))(x)
dla xeQ.
Stgd (f + g) + h = £ + (g + h), wigo dodawanie funkoJji jest
Xgozne,
2) dla dowolnyoh funkeji f,ge ¥ (R3K) mamy

(£ +g)(x) = £(x) + &a(x) = g(x) + £(x) = (g + £)(x) dla xe &
Stgd £ + g = g + £, wigc dodawanle funkoji Jest przemienne,
3) ietnieje funkoja 0 € ¥ (Q3K) okredlona nastgpujgcos
0(x) = 0 dla xeQ, taka, se dla dowolne] funkeji fe ¥ (R3K)

mamy

(£ + 0)(x) = £(x) + O(x) = £(x) + O = f(x) dla xe Q"

Stgd £ + 0 = £, wigo funkcja O jest elementem zerowym.

4) dla dowolnej funkoji fe ¥ (Q3K) istnieje funkoja
-f e ¥ (23K) okredélona nastqpujgoos (~f)(x) := -f(x) dla xeQ,
taka, se )

(£ + (=£))(x) = :F(x) +(-2)(x) = £(x)+(~f(x)) =0=0(2) dla xecQ

Stgd £ + (~f) = 0, wigo funkoja ~f Jest elementem przeciwnym
do funkoji f,
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5) dla dowolnej funkoji f e ¥ (;K) mamy
(1« £)(x) = 4 * £(x) = £(x) dla xzeQ

Stad 1 *» £ = £.
6) dla dowolnych skalaréw oc,>¢K 1 dowolnej funkoji
fe¥ (23K) mamy

((xp) » £)(x) = (ep)f(x) =a(Pf(x)) =cc(p e+ £)(x) =
= (x+* (pe* £))(x) dla xeQ
Stad (xp) * £ =+ (pe* £), wigoc mnozenie jest Xgozne.

® T7) dla dowolnego skalara o €K i dowolnych funkeJjl
£f,8 € F (R3K) mamy

(e (£ + g))(x) =a(f + g)(x) =a(2(x) + g(x)) =af(x) +xg(x)=
= (e £)(x) + (x* g)(x) = (x* £+ x* g)(x) dla xeQ

Stgd oc* (£ +g) = oce £ + e g, Wigo mnozenie jest rozdziel-
ne wzgledem dodawania funkeji.

8) dla dowolnych skalardéw oc, peK i dowolnej funkoji
fe? (R;K) mamy

((x+p) » £)(x) = (c+p)E(x) =af(x) +pL(x) = (x* £)(x) +
+ (pe £)(x) = (cxe £+ pe £)(x) dla xeQ

Stgd (x+p) « £ = e £ + Pe £, wigo mnozenie Jest rozdziel-
ne wzgledem dodawania skalardw.

Aksjomaty definicji 1.1 sg speinione, zatem struktura
(¥(R3K) yKy+,+) Jest przestrzenig liniowg nad oiaZem K, Prze-
' gtrzed t¢ nazywamy -przestrzenia liniows funkecji ze zbioru O
w claXo K.

Przyktad 1.2, Niech K? bedzie zblorem wezyst-
kich ciggéw n-wyrazowych nad ciatem K. W zbiorze K" wprowads-
my dziatania dodawania ciggéw i mnozenia ciggu przez skalar
okredlone nastegpujgco:

/\ a+b= [cx,l,a‘z,....ofn] + [f-”pﬁ’z"'"pn] i

o,be K"

t= [ + Byy By + Posecey Ty + Pp]
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'Q( u/;\Kn Fea= 7 [Xqs0psecesy] 2= [700197000000970]

Wykazemy, ze ukad (Kn,K,-;-,-) jest przestrzenig liniowg hnad .
ciatenm K, *
Z definicji dziaXah wynika, ze dla dowolnych clggéw

a,beKn i dowolnego skalara aeK ciggl a + b, xea e K%, Zatem
dodawanie ciggéw jest dziataniem wewngtrznym, a mnozenie clg=-
gu przez skalar - dzistaniem zewngtrznym w zbiorze K2, Wystar-
czy wigo sprawdzié aksjomaty przestrzeni liniowej:

1) dla dowolnych ciggéw &,b,c € K* mamy

(a +b) + 0= ([051,....crn] + [ByreeesPp]) + [Frreecstpy] =
= [oc1+f$1....,ocn+,'3n] + [9'1"”'?11] = [cz1+[j1+g1,....crn+pn+a'h] =
= [@qseeeray] + [51",?1""'@&"%] = [Cqrecenap] +

+ ([@1:00«,{51,1] + [3‘1.---.3}1]] = a8 + {h + o}

wigc dodawanie ciggéw jest Xgozne.
2) dla dowolnych ciggéw a,be K* mamy

8 +b = [X,0e0,0,] + [;31,....{3n] = [ Byrees s +B, ] =

= [fb1+a'1|-"|ﬁn+ﬁ'n] o [{51""”’3!‘.‘1] + [051..-.,an] =b +a

wiec dodawanie ciggdéw jest przemienne.
3) istnieje cigg 0 = [0,...,0] € K taki, e dla dowolnego
clagu a ckK? maumy
a+0= [Ct.l.....a'n] + [D,.oo'o] = [OF1+0,...,CCn+0] =
= [m1’.00'mn] = g

wlga clgg 0 jest elementem zerowym.
4) dla dowolnego ciggu a = [cx.‘.....an]exn istnieje cigg
-8 = [-%'-.o’-an]ﬁ Kn ‘taki' ze

a+ (~a) = [“1"""0‘::]"’ [-a-1,....-an]- [Cq=CyseeesBp=An] =

= [0,.-.,0] - 0!
wigo cigg ~a jest elementem przeciwnym do ciggu a.



5) dla dowolnego ciggu ae K” mamy

1 a=1-¢- [oc1,...,a:n] = [1cr1....,1o:n] = [u:1,....fxn:|= a

6) dla dowolnych skalaréw ¢, SeK i dowolnego ciggu a ek®?
mamy -

(T’G} ¢ as= (15] ® [0-’1.--.,(xn:| ‘[’3‘5@1'0-0'?6’“!1] =
- ‘a’ ol [50615..-,5(xn] = a“ (5"[061.....{rn]} = 2’ . (6“ a}

wiec mnozenie jest Xgozne.
7) dla dowolnego skalara ¢ecK i dowolnych clggéw a,beKn
mamy

7° (a8 + D) = ¢* ([ogseeesay] +[Prrecesfy]) =
| = 7 [@q#PyrecesTpth,] =
= [7(oc1+ﬁ1l.....9~fcrn+(5h1] = [0+ gBysecssyUutofy] =
= [1@ysenesgay] + [7Byoeeesyf] =
= 0 [@g00e0s@ ]+ 70 [Bracessy] = 78 + 7D
wigc plerwsze prewo rozdzielnosci jest speXnione.

8) dla dowolnych skalaréw p, yeK i dowolnego ciggu ac K
mamy

(B+3) » a = (p+y) * Ea.l,...,(rn]- [{{3+?)0c1,...,(13+3~mn] =
=.[p{x1+m1'.lo'mn+a’an] = [{5@1,nol,p(xn] +‘
+[fa‘cx.‘,...,-a*ocn]={5°[og'1,...,c:n] + e [05_1,....0:11] = g-'a+g' a

wigc drugie prawo rozdzielczodcl jest speinione,
Aksjomaty definicji 1.1 =g speinione, zatem struktura
(Kn,K,+,-} Jest przestrzenig liniowg nad ciatem K. Przestrzen

tg nazywamy przestrzenis liniowg ciggéw n-wyrazowych nad cia-
Yam Ko
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Przykad 1.3. Niech K"*P bedzie zbiorem wszy-
stkich macierzy o wymiarach mxn nad cistem K. W zbiorze K**P
wprowadZmy dzilaania dodawania macierzy i mnozenia macierzy
przez skalary nastepujaco:

SN A+ B =[xy + Piy] 3= [“13 + Pij]

A.BEKITNH

/\ /\ 7+ A= gex 1= [Fo
yek AekMmn - ij] [ ij]

Mozna ndowodnié podobnie jak w przyktadzie 1.2, 2ze ukad
(K®*B K,+,) jest przestrzenis liniows nad ciatem K. Prze-
strzeld te nazywamy przestrzenig liniows macierzy mxn wymia-
rowych nad ciatem K.

1.2. Definicja i wiasnosci podprzestrzeni liniowej

Definicja'1.2. WNiech (V,K,+,°) bedzie przestrzenig 1li-
niowg, a Vo niepustym podzbiorem zbioru V. Jedli uktad
(vo,x,+,-1 jest przestrzenig liniows, to nazywamy go pod-
przestrzenis liniowg przestrzeni liniowe] (V,K,+,°).

Badanie czy pewlen uk*ad jest podprzestrzenig liniowg
danej przestrzeni.liniowej z definicji jest pracochkonne,
poniewaz nalezy sprawdzié, czy speinia on aksjomaty przestrze-
ni liniowej. Wygodniej jest korzystad z ponizszego twierdze-
nia.

l' Twierdzenie 1.2., Niech (V,K,+,¢) bedzie przestrzenig
liniows, a V, niepustym podzbiorem zbioru V. Ukzad (VO,K,+,-]

jest podprzestrzenig liniowg przestrzani linioweJ (V,K,+,*)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy speinione sg warunki:

TEVAY a+beV,
a,beV

2) /\ /\ a® ae?o

xeK aeV

Dowéd pomijamy.



