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0 =2 0 220 &
wigo [g4.]=| © V2 1|, a stad [67]= [310:]‘1 =320 o
_%_\[é‘ _;_ﬁ 0 -1 10

Korzystejgc ze wzordéw podanych w twierdzeniu 3.5crgmm P
= g“jaji dla o = 1,2,3 lub macierzowo [g“i] = [& :[[g:'i],

12 o V2|2 2 -1 0 o V2
stad (8% | = -—%NE 0o 0 2 3 -1|=|=N2 =~V2 %—\@'
-1 1 oll-1-1 1 0 1 0
Zatem

] - [e%] [149][e8]" -
0 0 ﬁé 3 =2 1|0 =¥ o 1.0 0
= [=V2 V2 l@ 2 2 ofllo =V2 1|=]|0 1 0
2 o 0 0 2

4] 1 0 1 0 2 Nl 7

7.5 Tensory ortogonalne. Rozkiad biegunowy tensora

Definicja 7.11. Tensor geTa nazywamy oriogonalnym, Jedli
speinia warunki: QQT = QTQ = 1.

Jak wiasdomo, zbidr tensoréw ortogonalnych P =
={Qqe P QQT = ng = 1} z dziataniem prostego nasunigoia

jest grupg. Latwo zauwazyé, ze dla tensora ortogonalnego
-1
Qe ¥ istnieje tensor odwrotny ¢ = Q oraz det Q = 1 lub

det Q = -1. Tensor ortogonalny Q traktowany jako odwzorowanie
liniowe Q : 3’1 oy 3'1 Jest izomorfizmem ortogonalnym w prze=-
strzeni CI'1, co oznacza, %6 zachownje dtugofci wektordw 1 katy
miedzy wektorami (przykad 6.9).

W przestrzeni tensorowej J, nad przestrzenig euklidesows

E> tensor ortogonalny Qe ma co najmniej jedna wartoSé wkiasng
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réwng 1 lub -1, Tensor Qe taki, ze det Q = 1, ma wartodé
wiasng A= 1, a tensor Qe taki, 2o det Q = -1, ma wartosé
wtasng A= =1.

Twierdsenie 7.17. Niech T, = E>® B>, Wtedy dls kazdego
tensora ortogonalnego Qe ¥ istnieje baza or‘tonormalna_ {9.,1}
przestrzeni E3 i licsba rzeczywista ye <0,2x takie, %e ten=-
sor Q daje sig przedstawié w postaci

Q=det Q(9,©9,+cosp(9,89,+3;®9,) ~8inp(g,89;-9,39,))

Dowéd twierdzenia pomijamy. Latwo Jednak na podstawie
postaci tensora Q wywnioskowaé, ze QQT = QTQ = 1.

Z twierdzenie tego wynika, Ze dla kazdego tensora ortogo=-
nalnego Q € 7 istnieje baza ortonormelna {q;} przestrzeni B’

i liczba pe <0,2x) takie, 2e reprezentaaja [013] tensora Q
w bazie {g;® 23} jest macierzg o postaci

1 0 0
Q' - det Q|0 com¢ -sing
0 s&inyg goB |

Tensor ortogonalny ge'ﬁ nazywaé bedziemy tensorem obrotn,
jesli det Q = 1, lub lustrzanym tensorem obrotu, jesli
det Q = =1,

Zbiér tensoréw obrotu R = {Qe'ﬂ’ t det Q = 1} jest grups
2 dziataniem prostégo nasunieocis tensordéw. Grupa ta jest pod-
grupg grupy tensoréw ortogonalnych i nazywamy jg wkasciwg
grupg ortogonalng. Natomiast zbiér tensordéw lustrzanego obro-
tuR' = {ge# : det Q = -1} nie jest grupg. Iatwo zauwazyé,
%e o I=:R.U.:Pl.l .

Przyk2ad 7.7. Niech {9;} bedzie bazg ortonor-
malng przestrzeni E3, aQ=9,®9, +cos@(g,®q, + 949 9“3) -
-~ gin ip(32®q~3 - 9599 ) tensorem obrotu. Znsjdziemy obraz
dowolnego wektora a e EZ przy odwzorowaniu Q.
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Przedstawmy wektor 9eE3 w bazie {51} w postaol (rye.7.2)

a =ag, +bcosyyq, + b sinyg,

—_—
< —_—

Rys.T.2

Zpejdziemy Qa, zaltem otrzymamy
o = (3,89 + cos¢(3,89; +3309;) -
- 8in tp(§2®g3 - 33832}}(ag1 + b cosyg, + b sinl.ng] =

= ag, + b cosy cosyg, + b sing cosypq, + b cos ¢ sinl.pi3 -
- b sin@ sinyq,.
Stad

'
Qa = ag, + b cos(y + @lg, + D air:|{-.|:-|-gp}g-3

Pordwnujgc wektory a i Qa widaé, ze wektor Qa zostak otrzymany
przez obrét wektora a wokéx osi wyznaczonej przez wektor 94
o kat ¢. Zatem tensor Q obraca wektory o kat ¢ wokék osi 9qe
Przyktad ten wyjasnia nazwe "tensor obrotu",

Tensory wtadciwe] grupy ortogonalnej bedziemy oznaczaé
przez BE. Zatem mamy

By = k@k + cos p(1®1 + n®n) - sing (165 - nel)
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gdzie {}g,;,g} jest baza ortonormalng przestrzeni E3. Wektor
55E3 nazywamy wektorem obrotn, a liczbepe<0,2n) katem obro-
tu., Poniewaz {gg}T = k®k + cos p(1l®1 + n®n) +

= T .
+ 8ing@(len - n®l) = gg“’, a wieoc tensor {EEJ Jest tenso-
rem obrotu o kat -y wokét wektora k. Latwo zauwazyé, ze

~
~

P V¥ + -
By B =B dla g,yeRr 1 ke B>
Zbiér tensordw Rk = {E‘PE‘.R : k - ustalony wektor, peR)
obrotu woké:r wektora k jest grupg abelows. Grupa ta jest pod=-
grupa wiasciwej grupy ortogonalnej.

Tensory ze zbioru R' majg postad -g;z,. gdzie Eieﬁ.

Przyk2ad 7.8, Niech {k,1,0} bedzie bazg orto-
normalng przestrzeni 33, a -gi = ~k®k + 1®1 + n®n tensorem
ze zbioru R'. Znajdziemy obraz dowolnego wektora geE3 przy
odwz orowaniu -gf:.

Przedstawny wektor a e E> w bazie {k,1,n)}w postaci
(rys.7.3)

a =ak + Pl + 7o gdzie «,p,7eR

Rys.7.3



Znajdziemy -gzg, zatem otrzymamy

—ng = (~k®k + 1®1 + non)lck + PL + 7n) = ~ak + Pl + 7n

Porédwnujgc wektory g i -B’rg widaé, Ze wektor "Biﬁ zostal
otrzymany przez lustrzane odbicie wektora a wzglqdom ptasz -
czyzny prostopadiej do wektora k. Zatem tensor —Rk odbija
wektory wzgledem ptaszczyzny prostopadiej do wektora k. Ozna-
ozamy go przez I,, wiego

g
T = g
Stad wynika, #e dowolny tenmsor -Rj ¢ R' mozna przedstawié w

postaci
] x - -
Bt BB 7 Rk

Zatem tensor -EE dokonuje lustrzanego obrotu wektoréw o kat
@~ 5 wokéx wektora k.

efinieja 7.12. Niech T,=&"®B". Tensor symetryczny
Ae'.'l’2 nazywamy okreslonym
a) dodatnio (nieujemnie), jedli

/\ ¢

D#cef”
b) ujemnie (niedodatnio), jedli

/\

D#ce g

1

¢>0  (30)

=

c <0 (<0)

Tensor symetrycazny, ktéry nie jest ani niedodatnio ani nie-
ujemnie okreslony, nazywamy nieokreslonym.
Twierdzenie 7.18. Niech 3’2 = E"@ B, Symetryczny tensor

( AeT; jest dodatnio (ujemnie) okreslony wtedy i tylko wtedy,
\._8dy wartoscl wiasne tensora 4 sa liczbami dodatnimi (ujemnymi).

Dowéd, Z twierdzenia o rozktsdzie widmowym dla tensora sy-
matrycznago wynika, %e istnieje baza ortonormalna {11} prze=-
strzeni EP taka, ze tensor A eT2 mozna przedstawié w postaci
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gdzie liczby A e R dla i = 15000s,0 8g wartodciami wtasnymi
tensora A.

Wezmy dowolny niezerowy wektor ce BY i przedstawmy go
w bazie {;i}, wige ¢ = c:';r._,d = c1;1 + 02;,2 + 000 + un_ﬂl._,n. Wtedy
werunek na to, ze tensor A jest dodatnio okreslony, tzn.
cAg >0 dla geE" i g # 0 jest réwnowazmy warunkowi
11(c1]2 + az(czlz + eee + zn(c"lzm dla niezerowych
[c1,02,...,cn]eRn, a to jest mozliwe wtedy i tylko wtedy,
ady A1> 0, 12> Oiaviy An> 0. Zatem wartosci wtasne tensora A
sg liczbami dodatnimi.

Podobnie mozna wykazad, Ze tensor symetryczny jest nie-
njemnie (niedodatnio) okredlony wtedy i tylko wtedy, gdy war-
todci wtasne tego tensora sg liczbami nisujemnymi (niedodat-
nimi).

Definicja 7.13. Niech T, = B"®E" a u bedzie dowolng
liczbg rzeczywista. Potegg u~tg tensora dodatnio okreslonego

u
gstl’g nezywamy tensor A okreslony wzorem

TR p ' o e
é‘ = 11!-‘1@ ;'1 + 32;20 }'2 + soe + ln__n =n
gdzie A, €R dla 1 = 1,...,n 5 wartosciami wxasnymi tenso-

ra A, & {gi} baza ortonormalng ntworzong z wektoréw wiasnych.

Twierdzenie 7.19 (o rozktadzie biegunowym). Kazdy ten-
sor AeT, mozna przedstawié w postaci biegunowej A = QF = :f:o:,
gdzie: .

1) tensory P i"P sg symetryczne, nienjemnie okreslone i
jednoznascznie wyznaczone;

2) tensory q i Q sg ortogonalne.

Jesli det A # 0, to tensory P i P s3 dodatnio okreslone,
a tensory ¢ 1 _@ wyznaczone sg jednoznacznie 1 § = Q oraz po-
nadto

3) sgn(det &) = sgn(det Q) = sgn(det é]

-
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Dowéd w przypadku gdy det A # 01
1) tensory P i P okreslmy wzoraml

pe=VaTa 1 Ba=Va'

Wykazemy, ze tensor P jest symetryczny, dodatnio okreslony
i wyznaczony jednoznaczhnie.
Poniewas (QTQJT = QTQ i dla dowolnego niezerowego wekto-

ra g,eBn mamy ggTég = (Ac)(Ac) >0, to stad wnioskujemy, ze
tensor QTQ jest symetryczny i dodatnio okreslony. Zatem mozna
go przedstawié w postaci widmowsej, a wige

7 :
ATA = Aqi @1, + A51,81, + eee # Api @i,

gdzie A; dla i = 1,...,n sg dodatnimi wartosciami wkasnymi,
ai, dla i = 1,.ss,n ortogonalnymi wersorami wrasnymi tenso~

ra AT&. Zatem mamy

= "."i‘,TN ‘_ﬁ.i.*;@?}q "'@-%231.\.2 T oaes +ﬁnin® -

Stad juz tatwo zauwazyé, Ze tensor P jest symeiryczny i do-
datnio okreglony.

Przypudémy, ze istniejg tensory P i F' symetryczne do~
datnio okreélone oraz tensory Q i ¢' ortogonalne takie, Zze
QFE = Q'g'. Dokonujge transpozycji tej réwnosci mamy EQ’JT =

= E'S'T. Korzystajaoc z powyzszych zaleznodci otrzymamy

I'I‘SlE

g o
g Y

= P12 = KGR = P'Q

-~

= P'l 2' =

~

r

Poniewaz tensory F i P' sg dodatnio okreslone, to stad P = P'.
-Zatsm tensor P jest wyznaczony jednoznacznie,

Fodobnie mozns udowodnié, %Ze tensor § jest symetryczny,
dodatnio okreslony i jsdnoznacznie wyznaczony.

2) tensory ¢ i Q okreslone wzorami

A

Q = AP 1 Qu=Ps

88, Jak Xatwo zauwazyé, wyznaczone jednoznacznie.
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Sp p =1 =12
Poniewas Q'Q = (A4 (s P) = 2" TAE =P EE = 1, to ten-

~

sor ¢ jest ortogonalny. Podobnie mozna wykazaé, %e fensor Q
;]eat”urtogonaln;y.

Poniewaz 4 = QF = ggg'Tg_ ias= :H:. to 2 jednoznacznosci
biegunowego rozkXadu tensora A w przypadku gdy det A # 0 wy~
nika, ze

T

-9R’ 1

WO?

=9

3) niech A = QP = :H;. Wtedy otrzymamy

det A = det = det P det Q

9 det P
Poniewaz det P >0 i det jf:-o, zatem

~
sgn(det A) = sgn(det Q) = sgn(det Q)

Przykad 7.9, Niech tensor AeJ, = 5°® B° ma
reprezentacje

1 1 -
[Ai'.'!] = [«<3 O 3 w bazie {giogj} przestrzeni '1'2
3 -1 1

oraz dana jest macierz dodatnio okreslona

A 1=1 0
[&ry] = [easy] =|2 2 1| = et ('] = [a35] " =| -1 2 -
LR 0 -1 2

Znajdziemy rozktad biegunowy tensora A. ?
Szukamy tensoréw symetrycznych dodatnio okresdlonych A7 4
i ééT, wiec
i kl
AT’% = (Aijgiaga)T(Augkagll = (A jgjogi}{A Ek@,gl) =

o~

_ e
= AR %
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,eﬁT - (Aijgi@gjl{ﬁklﬁkaﬁl)T = (Aijgiagj}laklglﬁgkl =
= 1% 0,0 0,

Stgd wynika, zZe

[(22)31] = [a23]% (g, ] [4] =

F4 =3 3 |‘3 2- Al'e 93 - 6 -1 0
={ 1 0 -1|l2 2 1J -3 0 1|=1]-1 2 =~
“1 1 1 L1 11 3 -1 1 0 -1 2

[an®) ] = [a*9][ay,] [41]" -

1 1 -173 2 1 1 -3 3 6 -1 10
=l«3 ©® 1ll2z 2 -1 1 0 -1|=[|=11 22 =21
3 =t 4ll14 ¥ all=1 1 1 10 =21 22

przy czym macierze [(ATA}“] s i [{AATj”] gg reprezentacjami
tensordéw éT_A_ i .‘;‘.ﬁT w bazie {giegj}.

Rozktadamy widmowo tensory symetryczne gT_‘A' i g_éT. Sz ukamy
wiec wartoéci wtasnych i wektoréw tych tensordéw, tzn. liczb
A€R i niezerowych wektoréw ae B3 spexniajgcych réwnania wek- .

torowe

(4Ta -2na =0, (m" -a1a=0

Podstawiajac QTQ = [ATA]ijgiagj, .&&T = (AaTlijgisgj,

1=

nania

;9 g5+ 8 = akgk do powyzszych rdéwnan otrzymamy réw=-

ktére sg réwnowazne réwnaniom macierzowym

[{ATUij - lgij] [33] = [UJ ’ [(AAT}ij - Kgia] [aj] = [0]
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Rozpisujge i podstawiajac dane liczbowe otrzymamy

[ 6= =142

0 a,
=1+A 2=21 =142 8,
L 0  =1+2 2=-22 ay
[ 6=A ~=1142 10
=11+ 22=2A =21+2
| 10 . =21+2A 22=-22

0
=|0

| O
a,] 0
8, | = 0
8y 0

Réwnania te majs niezerowe rozwigzania, tzn. [a;] # [0] wtedy

i tylko wtedy, gdy

=1 =142 0
det =141 2=21 =1+A [= 0
0 -1+ A 2=2A

6=
det|=11+A 22-21

10

a stad w obu przypadkach otrzymamy

-11+2 10
2144 [=0
-2142  22-22

~(A=1)%(2-16) = 0

co oznacza, Ze liczbg
mi tensordéw A*A i A

A= 1 1lub A= 16 sg wartodciami wkasny-
A"+ Wepékrzedne wektordéw wiasnych dla ten-

soréw QTQ i Q_QT odpowiadajgcych wartodcl wtasnej A= 1 spex-

niaja uk¥ady réwnat

5 0 0]/faq 0
o o0 0 8, | = 0
0O 0 0 a3 6]
‘stad otrzymamy
ay = 0
8, = t dla t,seR
83 =8 -
Zatem

33-1 = {g € E3

A

N1=1 = {2633 H

=§=132

~

10

+

=10 10 a4 4]
20 -20 32 = U
=20 20 33 4]
= 2t - 28

= % dla t,8€eR
=8

853 dla t,s8€ R}

a=2(t - sle! + tgz - 39_3 dla t,seR}
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a stad
dim N, | = dia §,_, = 2

Wspéirzedne wektoréw wiasnych dla tensordéw fg i ,AV_E‘T odpowia-

dajacych wartosci wtasnej A= 16 spetniajg uktady rdéwnad

=10 15 0 8, 0 =10 5 10 a4 0
15 =30 15 a,| = 0 i 5 =10 =5 a, | = 0
(] 15 =30 a3 0 10 -5 =10 a3J 0
a stgd otrzymamy
B = k‘ 81 T v
8, = 2r dla TeR a, = 0 dla reR
33 = 8.3 =TI

Zatem

+2:|:'g;2+1:'9,"2 dla rr—:R}

"
g

Npeqe = {2

1-16‘{3515'3 : a =re +re’ dla reR}

a stad

dim Ny_,¢ = dim Ny_¢ = 1

Szukamy baz ortogonalnych {d.} i {éd} przestrzeni B

zZozonych z wektordw wiasnych tensordw odpowiadnio aTA i AAT.

Z podprzestrzeni dwuwymiarowych N1 3! HR 1 wyblieramy po dwa

wektory ortogonalne d1, d eN ﬁ.' dzeﬂa 410 8 2 podprze=-

=1 1
strzeni jednnwymiarowych N:JL 16 i ﬁ1-16 po jednym wektorze
93.6 Niote 1 g3e N1-16' 4 wigo

4, = ¢ §1'2£1+°2
d> = 32 + 2¢° éz = 251 + 39,2 + 29_3
a3 = 38" +2¢% + ¢’ dy=g'+d’

8g bazami ortogonalnymi przestrzeni B3 zXozonymi 2z wai:tordw
wiasnych tensordw.odpowlednio fg i ,QQT, poniewaz
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dd, = e2(e% +2¢3) = g2 + 2423 =2 42 (1) = 0

‘V1~
| d:1§2 = (251 + 92)(291 - 352 - 253) = 4g1" + 8g1% + 3522 4
+ 48134 2g%3 a 4 w8+ 640 =2=0

Dokonujac ortonormalizacji tych baz otrzymamy

0
V&'
V3

1.2 A 2 1.2
n =—28 n = —— 8 + — 8
T oYY V2T
1 =2 2 .3 o A 2 .1 322 2025
Dy = — €8 + — 8 =5 — 0 +~—=08°“" + —6&@6
~2 ﬁ-“' vg'-v ~ VEI-.- Vg-,\. vg*....
31 et 2 .2 1
n, =—=@& +-—8°“ +—_3 |~ 1.1 1L a2
k) = ~ ) 0y = =8 + =8¢
V3 V3 V3 5= = G
Zaleznoéci miedzy bazami {ga} 3 {31} oraz {ﬁﬁa} i {gi} majg
postaé
i ~ A &
Ra = Byi% B = 82
Sted wynika, ze
0 Eg 0 2 lve
s a oy o 1 A
[ea] =] 0 TV FW| 1 [au]=|3V® V& 3
2 V3 1 1
33V 3 V3, 0 3
Z twierdzenia o rozk¥adzie widmowym dla tensora symetrycznego
wynika, ze
T
474 = 1,00, + 10,00, + 1653953
p ~ ~ - A A A
44" = 1,00, + 10,@0, + 1653053
a stad mamy
T
P=V4"A = 10,80, + 10,®0, + 40,01,
A T ~ ~ A ~ A ~
P =Y 44" = 1p,00, +192®52+49-3®9-3
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Zatem jest ocsywiste, 2e
= 1 |
P=1n,00 + 10,808, + 7 838285
-1

A - ol ~ 1 -~
P=18,08, + 10,88, + 7 2300,

Znajdziemy tensory ortogonalne Qi @, wlge

o

-1 -1 -1
=AP-= (Aiagisgj)(!'“&ga@ gp)- atd P“papgiﬁgp

oo = =t
Q=2a =.( 2P e ﬁp)(aijgisga'} - P“‘:’A”Efbiﬁ,\a@ Y
a stad
[o*P] = [a49] [gyq]) [**P] =
1 1 - 0 0 3 [[1 00
=|-3 o 1| |1V 1 \6 %\G 0 1 0=
3 =1 1 0 —15-\!5' -}\E 0 0 —1-

- 0 1w -%V3
4E € 38

-1
[4%9] = [8%P][8p] [4*] -
1 0o o|l[ V2 21V o1 1 =
%Vg %Vg‘ %-\[E' -3 0O 1| =
Vv o 3V3[[3 - 1

n
c
7
c

(=]
c
e
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-3 V2 V2 -1+
=|-2%® o 1V
g—ﬁ 0 0

Znajdziemy i'eprunntacje tensordw Q 1 §_ w bazie wyJjéclowe)
{-!103.1}' satem

[09] = [o*¥][ap ][9] =

% -3V 3-1!“ o%ﬁ‘ o |1 =1 o
. 0 %\’6‘ %\F’ -1 2 -
-1€ 1% 3\1* v 2 rgr o -1 2

0o 1 -1

=-1 0 1

1 =1 1

(@3] = [6*] [, [6%] =

1 -1 ol | V2 3V I3 [-3V2 V2 -3V@
=1 2 4| |3 V@ o||-2V® o 1|

-1
0o 1

1

\'3
2\!—1
0 -1 2 u%\f—-‘jﬁ 1v3 o 0





