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mi, gdzie Dpc T p? D c:'Tq. Wtedy dla funkoji zXozone]

gof 3 Dp—=7, zachodzi inkluzja Ppn 47’ c 4}8 o fF*

Dowéd. Niech tensor Qe pn '&g' Wtedy dla dowolnego ten-
sora A€ Df mamy

Qwg(£(a)) = g(Q=£(4)) = g(f(Q »4) = g(£(4)) =

~ ~

n

Q*(gof)(4)
(g o £)(4)

Zatem_:ﬁ’f n q?’gc o

n

skad Qe 0’

g of* g of*®

8.4. Niezmienniki ortogonalne tensora

Definicja 8.9. Nieoch 3’ bedzie przestrzenig tensorowa.
Niezmiennikiem ortogonalnym w zbiorze tensordw DC‘J‘ nazywamy
dowolng funkcje ¢ : D —R izotropowg, tzn. spelnlaaqca, wa=-
runek

/N /N glaxa) = gla)

Qe+ AeD

Przykad 8.17. Wykazemy, ze funkcja ¢: ‘T1 —R
okreslona nastegpujacos '

/\ ole) := |a
(o5 #la) =izl
jest niezmiennikiem ortogonalnym w przestirzeni wektorowe] T1.

Poniewaz dla dowolnego tensora ge'& i dowolnego wektora §63’1
mamy

@lyxa)l = @lQa) = lQal = lal = p(a)

wige funkcja ¢ Jjest izotropowa. Zatem funkcja ¢ Jjest nie=-
zmiennikiem ortogonalnym w przestrzeni ‘T‘.

Prazykxad 8,18, Wykatemy, ze funkcje
I, II, III : 3'2—— R okreslone nastepujaco:



- 185 -

I(A) :=1I, = tr 4

A |

- 1 = 2
I1(4) = II, = 3 (82 & - (7 4)®) dla 4eT)
III(4) := III, = det A

sg niezmiennikami ortogodalnymi w przestrzeni tensorowej J.,.
Poniewaz dla‘dowolnego tensora ortogonalnego geﬂ*i dowolnego
tensora Ae 32 mamny

I(Q*x4) = tr(Qx4) = tr(Q (Aijgiagj)) = tr(Aij(Qgi)_G (gg’j))=
i

=AJ

Qe;)(9e?) = a'5(g;0%) = tr(atys; ®ed) = tra= T(4)

2
II(Q#4) = & (tr(g*a)% - (tr g% 4)%) = L (tr &~ (tr 2)2) = 1I(a)

ITI(Q # 4) = det(Q*4) = det(Q (4’58, @e9))

]
n
n

. . .
det (4 5(Q8;) ®(Qe’)) = det [a 31

n

det(AijgiQ gj) = det 4 = III(A)

a wiec funkcje I, II, III s3 izotropowe, Zatem sg niezmienni-
kami w przestrzeni tensorows] 72. '

Twierdzenie 8.6, Funkcja f : T, —~ T1 jest izotropowa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ma postad

/\ tla) = pllal)g

GE%,

gdzie @ : R —=R jest funkcjg rzeczywistag zmiennej rzeczywi-
steje.

Dowdd., Wykazemy tylko, Zze powyze]j okraeslona funkcja Jest
izotropowa. Poniewaz dla dowolnego tensora ortogonalnego
¢e? i dowolnego wektora ae T, mamy

Q*1f(a) = ¢(lallQa = e(llQal)Qa = £(Qa) = £(Qxa)

a wigc funkcja f jest izotropowa.
Dowéd tezy przeciwnej jest trudny.
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Twierdzenie 8.7. runkcja f 51 —-Tg jest izotropowa
wtedy i tylko wtedy gdy ma postad

/\ £(a) = p(lal)l +y(lalle ®a
C‘.G‘A,

gdzie y, y : B —R sa funkcjami rzeczywistymi zmiennej rze=-
czywiste.

Dowdéd. Poniewas dla dowolnego tensors ortogonalhnego ge,ﬁ
i dowolnego wektora geJ, mamy

¢xfla) =¢(lalls*1 +yllallex(a®a) =¢llal)] +
+y(lah)(ca) ®(¢a) = elilgal)l +
+olligal)(ga) ® (ga) = £(ga) = £(g*a)

a wiec funkcja f Jest izotropowa,

Lowéd tezy przeciwnej jest tradny.

Twierdzenie 8.8, Funkcja f @ Tg —*—Tg jest izotropowa
wtedy i tylko wtedy, gdy ma postac

2
A/e\'I £(4) =a(I,, Ilé,nlé)l +p(IQ,IIé,IIIQ)é+¢(IQ,IIQ,IIIé)A

gdzie: @, b, y RO 8 sg funkcjami rzeczywistymi niezmien=-
nikéw I A 1L 4 III, tensora A.

Dowéd. ?onlewaz dla dowolnego tensora ortogonalnego Qe'3
i dowolnego tensora AeiT2 mamy

~

Q*£(4) ;a(Iﬁ,II&,IIIé)g*l + [b(Ié,Ilé,IIIé)g*A +

N

+9(1,,I1,,IIT,)¢ * 4 = &(I,,II,,III,)1 +
: T g
+ {b(IA,IIA,IIIA)Qég +¢(I,,II,,I11,)(QAQ") =

=o (] oI1I

Q*A Q*A' g*él)l + b(IS*ﬁ’IIS*Q’ 9‘*’&) *_Q +

+ 9 (Tg o Ty TTTg ) (G % 4)Z = £(g % )

a wigc funkeja f jest izotropowa.
Dowdd tezy przeciwnej jest trudny.





