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10. POLA TENSOROWE. ROZNICZKOWANIE POL TENSOROWYCH

10.1. Definicja pola tensorowego. Reprezentacje pola tensorowego

Definicja 10.1. Niech D bedzie obszarem przestrzeni sukli-
desowej punktowe] sn, a :I’p przestrzenig tensorowg o walen=-
cji p. Odwzorowanie u s D —-Sl'p nazywamy polem tensorowym
o walenoji p na obszarze D.

Zatem pole tensorowe u przyporzgdkowuje kazdemu punktowi
Xe D tensor E(x) € :I“p.

Jegli p = 0, to pole tensorowe nazywamy skalarnym, a Jesli
p =1 to pole tensorowe nazywamy wektorowym.

Niech p : D --—T bedzie polem tensorowym o walenoji p

—~

w obszarze D przeatrzeni euklidesowe] punktowe] &P,

a) Jesli {g;(X)® cee ®A(X)® eus ca;_,&(xj} jest bazag prze-
strzeni tensorowe] T zalezng od punktu XeD, to pole tensoro-
we u mozna przedstawié w postacl

p(x) =pteecerd(x)g, (X)o.e. 0d%(X) @ .00 ®1,(X) dlaxeD

Funkcje rzeczywiste pi"é::“(x} dla X€Dj di,0003Qy0eayd =

= 15.00,0 nazywamy wspéirzednymi, a macierz funkejg

[pi"“'ﬂ{x}] reprezentacja pola tensorowego u w bazie

sselonse

{gg(X)® ... ®d¥(X)® «ee @}_LA(X]]-.
b) jesli (0,{%1}} jest kartezjarnskim uk¥adem odniesienia

vg przestrzeni euklidesowej punktowej en, to pole tensorows
mozna przedstawié w postaoci

P(x] =“i‘.5-..£g(x)ii®"'®£j® ...@iNk dla xeD

Fu_nkc;',e rzeczywiste pi"""'(xl dla XeDj 1,e009)yscek =

1y¢e4,0 nazywamy wspéirzednymi, a macierz funkcyjnag

--.a..l

[ 1.......{“} reprezentacja pola tensorowego uJ w uktadzie
kartez janskim,
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o) Jesli X:Dy, —=D jest uk*adem wepétrzednych w obsza-
rze D, to pole tensorowe Y mozna przedstawié w postacil

LA (N ’b‘
E{‘.PJ' = pm...?.-a,(lplgmtlpl @...@Qp(iP}@ --o@fl ((.P} dla l.PE D
gdzie: {d (9)} Jest baza, a {d%(p)} kobaza wyznaczonymi przez
uk¥ad wspéirzednych krzywoliniowyoh, oraz u(y) = g{X{LPH dla
pweD,, lub w postaci

ACE...E}--.

ule) = (Lplﬁm(tp)@...aﬁp(tp)o...@é'fhp} dla @eD

(]

.l....’r

gdzie {ﬁah{n} i {ﬁm(cp)} sg bazami fizyoznymi wyznaczonymi
przez uk*ad wspSirzednych krzywoliniowych,

Funkcje rzeozywiste ua::_:[f::;[¢} dla pe D‘P’ LysoosDyese =

= 1,+..,0 nazywamy wsepétrzednymi, a macierz funkcyjng
[pm"'&”'ftp]] reprezentacjg pola tensorowego u w ukiadzie

wspaii';;&u;yoh krzywoliniowych.,

Funkcje rzeozywiste ;}C’C:::?::;(gp} dla Qe Dyi ChyesesProccsy=
= 1,.2.... o0 nazywamy fizycznymi wspéirzednymi, a macierz funk=-
ayjng [j.‘:@“"e’"‘(go]] fizyczng reprezentacja pola tensorowsgo u
w ukladsi;.;v;;aéirzqduych krzywolinlowych.

Mozna wykazaé, 3e miedzy wepéirzednymi a fizyorznymi wspli=-
rzednymi pola tensorowego y w danym ukXadzie wspéirzednych

krzywoliniowych zachodzg zaleznosci:

1’ oc...fbu.{ ) gACr..Ofs'" ) 1 s 1 - eeo 1
Hevoooeag @ Heeeeeeed @ T 10T 7 Vape @ Ve?"(¢)

dla pe D,\P;(x....,p....,a’- 1,..-,!1

2) 51110005000 =uT iR e) VBagle) «ee Vapale) <o VaT(p)
dla "PE:D(P' a'.-.,p..oa’ﬁ' = 1,-.-,!1

gdzie gop= do(pldnle), Ba.{b(tp) = Qa(tplg&hpl dla pe Dy
Cy [b* Tpeceyhe

Pole tensorowe u : D —~ ﬂ’p bedziemy nazywaé klasy c® w ob-
szarze Dce”, jedli w uktadzie wepéirzednych krzywoliniowych
obszaru D klasy co najmnie] Ck, wepéirzedne tego pola sg funk-

cjami rzeozywistymi klasy Ck w obszarze Dtp‘: R,
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Twierdzenie 10.1. Niech py:D ——-:I‘p bedzie polem tenso=
rowym w obszarze D przestrzeni euklidesowe] punktowe] en.
aX: D‘P —=D 1 X : Dg— D bedg uk*adami wspéirzqdnyoh krzy-
woliniowych w obszarze D. Je$li funkoje yo‘"'{‘h'"(ml dla

ase s n

we DQ;oc,...,p....ra- = 1,...,n 83 w8p6irzednymi pola tensoro-
wego u w ukadzie wspéirzednych krzywoliniowych X = X(¢) dla

@eD, a funkcje “&...35...9(9} dla 6 € Dgj ¥t yeoasPueayfl=

= 1,..0,0 88 WBpSirzednymi pola tensorowego 4 w ukadzie
wsplirzednych krzywoliniowyech X = X(@) dla 8eDy, to otrsy-
mamy wzdr

TR CUE bl (I CORIw{ CHRRAITPA C RPN (O

dla B¢ Dsitﬁ...-.g’.aogg- 1..-0,“

gdzies

ga'ﬁ'(ﬂ} = g“{iptsilggfalglot.saﬂfsl = Q (‘P(B)]Eg[81|00l,8%(e’ -
= d%(p(8))ha(8) dla @ ,& = 1,.00,n

Dowéd wynika z okredlenia wepétrzednych pola tensorowego
i wzoréw transformacyjnych.

Przyk2zad 10.1. Nfech pole wektorowe u: 63-—3’1
me wspéirzedna ui(xl dla xe 53; i=1,2,3 w kartezjadiskim
uk*adzie odniesienia

a) znajdziemy wapé!:rzqd'ne u (@) dla pe Dgi « = 1,2,3 tego
pola w ukXadzle wspéirzednych walcowych. Korzystajac ze wzo=-
réw transformacyjnych podanych w twierdzeniu 10.1 mamy

u (@) = ui(x(tp} )85o{p) dla = 1,2,3

lub macierzowo

[l @)] = [y (@1] [ (x(e))]

a wiec nalezy znaleié macierze [gwi(tp}] i [ui(x(tp) )].
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Ze wzoréw podanych w przykadzie 9.1 wynika, Ze

cos cp‘? gin {pz 0
1 2 1 2
[gdihpl] = [gm((pl,ivi] = |-¢@ein ¢ gcos ¢ 0
0 0 1
! (¢'cos ¢2, Lp1sin 02, Lp3}
ui(x(cpll = u2(tp1coa LP2. LP1311'1 tpa. lPBJ

u3(cp1cna Lpz, tp1sin (P2s l{>33
Zatem :
[u(@)] = [qs(9)] [0*(x(p))] =

|' cos LP2 sin {p2 0 u1[lP1GDE l.p2, (p1sin @2, tp3}
= i-(p1sin'up2 qﬂcoa Lp2 0 ue({p1coa q:az, tp1sin Lp2. 193}

‘ 1 2 1 2 .3

L 0 0 1] [u’(g@'cos 9=, ¢'sin <, ¢~7)
a stad

u,(p) = u1(tp1cos <p2, Lp1sin (pz, @31005 (p2 +

+ u2(q>1cos @2, gp1ain l.pz, (psjsin cpz

u, (@) = -u"(tp1cos q)z, LP1Eiﬂ 92, q>3}cp1ain (p2 +
+ u®(p'cos q:»z, ngBiﬂ 4’)2, q)3}=p1cos (92
u3(q)} - u3{Lp1cas (pz, Lp1sin tpz, (p-?’].

b) znajdziemy fizyczne wspdirzedne ﬁm(tp) dla ¢ € Dy;
= 1,2,3 tego pola w uk*adzie wspdirzednych waloowych. Ko-
rzystajac ze wzordw na fizyczne wspdirzedne pola tensorowego

mamy
\ .
u () = u (o) Vg**(p) dla o= 1,2,3

a wieo nelezy znalei¢ macierz [g“ﬁ{gp}]. llacierz ta podana jest
w przyk*adzie 9.1. Zatem
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o, (p) wl(¢'cos @2, ¢'sin ¢°, ¢3)cos 92 +
+ u2(tp1cos 0>, Lp1ein (pe, :.psisin -92

~

uy ()

-u”qﬁcos Lpz, {9153‘_11 Lp2, (p3jsin Lpz +

+ u2[¢1cos Lpe, go1sin -.pe, (p3]ccs 502

]

A 3 2 1 s 2

uy(e) = u (¢'cos ¢°, @ sin ¢ ,tp3}
Przykzad 10.2. Nisch pols tensorowe }3:53—-3'2

ma Teprezentacje

1 N
0 0 _{__
) V{x‘l)d«;(xz)a
[Alj{xj] =0 0 0 dla xesB
0 %2 0
V(x1}2+(x2J‘ )

w kartezjariskim ukY*adzis odniesienia.

a) znajdziemy reprezsntacje [AQ¢(G}] dla ®e Dy pola ten-
sorowego A w uktadzie wspdirzednych kulistych. Ze wzoréw trans-
formacyjnych podanych w twierdzeniu 10.2 mamy

Agp(8) = Aiij(Sl}ggifelg%(QJ dla 8eDg; Q,%=1,2,3

lub macisrzowo

[aqa(e)] = [egsi(0)] [Aij(x(ejj] [elp(6)] dla eeD,

a wiec nalezy znaleZé macierze ]:ggi(_e i] . [g']q,(s}] 8 [aij{x(ej J_].
Korzystajac 2z wynikdéw podahnych w przykiadzie 9.2 otrzymamy

[egs(0)] = [8g(®)] = [Bgle)t;] =

l— cos Ggsin 63 sin B2sin 83 cos 83
= -0'sin szsin 83 81003 82sin 63 0
L 8'lcos 82coa 83 B1Sin Secos 3 -91819 63
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0 0 cos 82
[A-ij(X(B}]] =lo 0 0
0 sin 92 0

zatem mamy

[Agg(8)] = [gqs(e1] [a*y(x(0))] [eg’(6)] =

cos eaein 83 sin ezain 63 cos 83
=|e'sin82sine> o'cos 8%sin 0?2 0 0
9'1cos Sgcoa 83 01sin @ecos 83 91ain 83
TJ 0 cos 82| cos0?sine® o'sine®sine® @'cose®coss’
ol0 0 0 sine2sing’ ©'cos8?sing” 8'sine coss’
I_O sine? 0 cose’ 0 -8'sing’
a stad
St .
sin 8" cos 93 ’ 8‘| sin8? cos Ei2 sin Gzcnsﬂa, 91sin292coszﬂzsin293
[“9&'9’]= -81 s‘mBzcosstinB3 cnsﬂa, o, 181)2 sin Bzct:n.f:.ﬂz‘:»ine3

1 -2.2 2.3 252 2

8'cos 8 cos"87-sin sin283, (8"2sin 8 cusezsinzgg, —[91)25in 83cos 8>

b) znajdziemy fizyczng reprezentacjg[Ang(®)]dla 6e Dy
pola tensorowego A w uktadzie wspéirzednych kulistych. Ze
wzoréw transformacyjnych wigZzgeych wspéirzedne i fizyczne
wepéirzedne pola tensorowego mamy

Boge) = Aggls) Ve%As) Vedés) dia 8eDg; Q, 8= 1,2,3
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a wiec nalezy zhalezé macierz [gﬂd’(eﬂ. Macierz ta podana jest
w przyktadzie 9.2. Zatem

sin 83 cos B8 3 sin 92 cosﬂz c0593, sin? 82 Easz 93 -:_052 32 s'|n293
Rggl0)= |-sin 87 cos8? cos@? 0 sin 82 cos 87 sin 83

(cos?6? cos?8 7 - sinZe? sinzﬁa}, sin82 cos 8%sin 83, -sin 83 cos 83

10.2. Definicje gradientu, dywergencji, laplasjanu
i rotacji pola tensorowego. Pochodne kowariantne

Definicja 10.2. Niech yg : D —-—Tp bedzie polem tensorowym
o walencji p na obszarze D przestrzeni suklidesowe]j punkfo-
wej 5n. Gradientem pola tensorowego w punkcie Xoe D nazywa-
my tensor V’}:l[}{o}efl”p+1 taki, Ze

Lo M) - BOX) -Tu(x s
h =0 Tkl &

gdzie granioce wystepujacg w tym wzorze obliczamy w przesti'zeni
euklidesowe] (unormowanej) Tp.
Jesli gradient istnieje w kazdym punkecie.obszaru, to jest
polem tensorowym o walencji p+1 w tym obszarzs.
. Gradientem k-tego rzedu pola tensorowsgo u w punkcie X e D

k
nazywamy tensor V H(Xn] € Tp+k okreslony rekurencyjnie

VE(XQI dla k =1

k
V&(XD) 3=

k=1
V( v B}(on dla k = 2.3’00'

Jeéli gradient k-tego rzedu istnieje w kazdym punkcie obszaru,
to jest polem tensorowym o walencji p+k w tym obszarze.

Definicjs 10.3. Niech w: D ——Tp bedzie polem tensorowym
o walencji p» 1 na obszarze D przestrzeni euklidesowej punkto=-
wej e,n, a g = liczbg naturalng takg, ze 1<g <p. g=-tg diwer=-



