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2 0 -1
} w bazie {giega}

[Bie] = [

oraz dane sz zaleznosdci

-1 1 0

L
g =28, -8 §—391+2§2+g3
o =2 2

d* =2d, + 2d, + d
e = ~g, + 2 ~ =1 ~2 7 ~3
A 9.2 3

4= =y ¥ 45 +idg

a) znaleZé tensor (reprezentacje) A - 2B,

b) znaleZé cosinus kata migdzy tensorami 4 i B,

c¢) znaleié odwzorowanie dwuliniowe wyznaczone przez ten=-
sor A.

6. PRZESTRZENIE TENSOROWE NAD PRZESTRZENIA EUKLIDESOWA

6.1. Definicja przestrzeni tensorowej
Reprezentacja macierzowa tensora i wzory transformacyjne

Definicja 6.1. Niech p bedzie liczbg naturalng. Prze-
strzenig tensorowg 7 o walencji p nad przestrzenig eukli-
desowsg ER nazywamy p-krotny iloczyn tensorowy przestrzeni En.
wiec

Tp t= E2® ..o @B" (p-razy tensorowo)

Przestrzed tensorowa J_ jest oczywidcie przestrzenig
liniowg nad ciatem liczb rzeczywistych R. Elementy te] prze-
gtrzeni nazywamy tensorami o walencji p 1 oznhaczamy przez
&, B, C, itp, Przyjmujemy, 2e przestrzed euklidesowa B Jjest
przestrzenig tensorowg o walenoji 1, a ciaXo liczb rzeczywi-
stych R przestrzenig tensorowg o walencji 0, wigc 3’1 = BR
a TD = R,
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7 definicji wynika, Ze istnieje odwzorowanie

£ n

® 1 B%x 40u xB' —= T, gdzie p>1
nezywane p-krotnym iloczynem tensorowym, spetniajgoe aksjo~
maty:
1) E@a.. @('_3“ + 2!}@... 05 = 5@.0-@’%0.-. @E +

A £ 1 p 1 i P
+!@.ao@gieoo-®5
1 i P

2) 5@-.-9@2@... @g =a§ 3...@5@-.. @5
1 i p 1 i p

gdzie: xeRj; E""’E’EI .--..EeEn dla 1 = 1,404,000
1 b S § p

p
Zatem odwzorowanie ® jest p-liniowe.

Tensor A € T dla p >1, nazywaé bedziemy tensorem pros-
tym, jesli daje sie przedstawié w postaoi:

A=80...08, gdzie 8eE” dla i = 1,.04,p
1 p 4

W przeciwnym przypadku tensor A nazywaé begdziemy tensorem 2io-
2onym,

, Twierdzenie 6.1. Niech bedzie damych p haz {a Frooss
sew 48 }seees{o} przestraeni euklidasowaa BE?, Wtedy zbiér
tensoréw prostych o postacis: eia...sd e...@hgdla Ygeiwasy
Cyeseyfl= T,000,0 Stanowi bazq przestrzeni tensorowsj T nad
przestrzenia euklidesowg E”,
Dowéd przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 5.1.
f Wniosek 6.1. Niech Tp bedzie Przastrzaniq tensorowg o wa~-
\ lencji p nad-przestrzenia euklidesows E". Wtedy dim T, nP.,

\.

Baze przestrzeni tensorowej Tp nad przestrzenig euklide=-
sowg B utworzong z wektoréw tej samej bazy przestrzeni eukli-
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desowej E" i jej kobazy np. o postaci {910 ...sagj@ ve egk}
nazywamy bazg prostg, a w przeciwnym przypadku zXozong.

Niech zbidér {gi Beee®d, ®@.ae @Qg} bgdzie bazg przestrze-
ni tensorowej ¥ . Wtedy dowolny tensor T € ¥ mozna jednozna-
czhie przedatawfé w postaoi: P

T = Ti'..a...

.l!...lﬂ

£
si@... Q'd\’ma... @Ah-‘

Oczywidcie liczby Ti'"oc':he Rdla 1,006 yTeeey = 1,000,

IR N NN ] i...a.'-.

.....-.R

sg wepdirzednymi, a macierz [T Jest reprezentacjg

maocierzowg tensora T w bazie {gi@... ®d®eee sg“}.

Je$li indeksy kazdej z baz przestrzeni euklidesowej ER
wohodzgcych do bazy przestrzeni tensorowe] ’J"p ozhaczy sie
literami z innego alfabetu, to wystarczy podaé samg reprezen=-
tacje 1 okredéla juz ona jednoznacznie tensor, gdyz rodzaj in-
deksdéw reprezentacji wskazuje na to, w jakie]j jest ona bazie.
Pisze sig wiec, np. T = [Tf"::cf:':g]. Umowa ta pozwala na pro-

wadzenie operacji na tensorach bez wypisywania bazy.
W przestirzeni tensorowe] Tp mozna wprowadzié inne bazy:

a) zbidr tensoréw G e dla k = 1y5000,0P liniowo nieza~
lezny jest bazs przestrzeni ‘J’p. Wtedy dowolny tensor gc—:'.'rp
mozna przedstawié jednoznacznie w postaci T = Tkgk, gdzie
liczby T e R dla k = 1,...,0P sq wspéirzednymi, a macierz
[1%]e RoP jest reprezentacja tensora T w bazie (G ]e

b) niech Tp = Tp-q ® ‘J‘q i 1<q<p. Jedli zbidr tensordw

{gke?’p_q dla k = 1,...,np'9} Jest bazg przestrzcni tensoro-
wed T q» @ zbiér tensordw {gle'f dlal = 1,...,n%} baza

przestrzeni tensorowe] J'q, to zbidr tensordw {gke gle'l‘p dla
K = 1,000,0P79, 1 = 1,....nq} jest bazag przestrzeni tensoro-
wej Tp" Wtedy dowolny tensor "T'ETP mozha jednoznaczhie przed-

stawié'w postaci T = 7¥lg, ®H,, gdzie licaby T e R dla

k = 1,...,np'q; l= 1,...,nq 83 wspéirzednymi, a macierz
p=q, 8
[Tkl]eRn xn

Twierdzenie 6.2- Niech {Ei Rese @g’ag ene e‘_]\-’a} i
{dbﬁ...thﬁ...ng} bedg bazami przestrzeni tensorowej Tp.

jest reprezentacja tensora T w bazie {gka gl}.
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Jeéli dowolny tensor EETP przedstawimy w postaci kombinacji
liniowej tensoréw pierwszej, a nastgpnie drugiej bazy, tzn.

loseesd o
E=T * 21@0.0@9’ 9-..8;‘\

sselloce

= Tp..-.t.

Q ®ed
n..-cgooj gpg...gh Q... E‘

13

gdzj-o Ti.c.-.ﬁ Tpo-..--; eR dla i’&'...'(x'g'...’ﬂ’j=1,...’n

.n.ﬂ‘.‘.ol' sasdine e

8g wspbirzednymi tensora T w danych bazach, to otrzymamy wzér
transformaoy jny:

&...-'.. i.....A a a —
T....Q...d = T..-a... gi...gﬂ...gaj dla D,.o.,fz,--.,.j-'l....,n

gdzie aﬁ...,g?z.-...géjeﬂ dla X B sve it Sieansdsde Y5esvin
g wepbtczynnikaml macierzy przejscia miedzy odpowiednimi ba-
zaml przestrzeni suklidesowe] 82,

Dowdd przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 5.2,

Wzory transformacyjne podajg zaleznodci migdzy wspéirzed-
nymi (reprezentacjami) tego samego tensora w dwu bazach., Wyni-
ka z nich, %e wymiana indeksdw (przenoszenia ich na inny po-
ziom) odbywa sig¢ za pomocg uk¥*adu liezb g indeksowanych tak,
aby zachodzita kohwencja sumacyjna.

2 2

Przykkad 6.1, Niech tensor 4eJ, = B°® 8@ B2

ma W bazie {giagme %A} reprezentacje [Aioca] taka, Ze

(VR O R I 70 T B
0 1 ® 0 =1
Znajdztamylreprazantaojq [Aikl] tensora A w bazie proste]
{gjeg ®8 }, jedli dane sag zaleznosoi:

e
2 o1

~

{Qﬁ@ + 4g° {2“—2},1*-12
d

Ze wzoru transformacyjnego podanego w twierdzeniu 6.2 wynika,
Ze
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iA) o A
[E i (R L TR PR RO R
a wige nalezy znalefé macierze przejécia [g% ] i [gﬂ].
Zaleznoéé migdzy bazami {4} 1 {gk} dana jest w postaci
3 4
g“- s‘ﬁgk dla o= 1,2; stad [gk"‘] = [ }
4 1
Zaleznoéé migdzy bazami {gl} i {;a} dana jest w postaci

- [=2 1
ol = gslla dla 1= 1,2; stad [ghl] = [ ]
1 -1

Ze wzordw podanych w twierdzeniu 3.5 mamy

g*lg)p = 6p dla 4,B = 1,2 [e*%] [a15] = [6%]
lub macierzowo

g148" = 61 ala 1,k = 1,2 [e24](e*] = [62"]

stgd

-1
- - -1 =1
el - 007 - [ ][
1A | -1 =2
Wykonujac sumowanie we wzorze transformacyjoym otrzymamy
4 _ ) A J1.1 J 1,2 s R | J 2.2
A% = A% BB, = AV ByBqy + ATp BiBq1t AT T88p) + AT BB
dla j’k,l = 1’2’ a th.d
I I I 11,2 129 122
Alqq = A1 818qq + Ao 898qq + 4478489 + A5 848 =

= (=1)+3(=1) + 0eM(=1) + 2¢3(=1) + 1+1{-1) = -4

1,11 11,2 12,1 122
Aloy = Ay BoBqq + A 578589 + A "Bo8yy + A 5 B38p¢ =
= (=1)4(=1) + 0°1(=1) + 2¢4(=1) + 121(=1) = =5
Ton o b 1. 1.2 12,1 122

Al = 4" " glagp + 4,878 + A7, B18pp + A 578787

= (=1)3(=1) 4 001(=1) + 2°3H=2) + 1e1(=2) = =11
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11 .1 11.2 12.1 122
alyy = A 11 Bo81p + A'p 8381 + b ("BoByp + Ap B3B3
= (=1)4(=1) + 0°1(=1) + 2+4(-2) + 1+1(=-2) = =14

2 1,1 2 1.2 22 222
82,1 = 4578981 + A5 8181 + A717B4Bp + AT 818y

= 003(=1) + 0e1(=1) + 1e3(=1) + (=1)1(-1) = =2

2 2 1.1 213 2 2.1 222
= A%, 8g8qq + A% 8pBqq+ A1 Bo8p¢ + A5 8280

= 004(=1) + 0e1(=1) + 1°4(~1) + (-1)1(~1) = =3

241 212 2 2.1 2 2.2
A% = A7y 8q8qp + 475 8185 + A71"By8p + A5 848 =

= 003(=1) + 0s1(=1) + 123(=2) + (=1)e1(=2) = ~-4

2 2% 21.2 22 2 2.2
Azaia.l328124-&2328121-5182822'?52gz&ezg

= 0o4(=1) & 0¢1(=1) + 1°4(=2) + (=1)*1(=2) = =6

Wl Tl Bl o

=3

Reprezentacje [Aau] tensora A w bazie {gj@gkagl} mozna -
znaleZé profciej. A mianowleie, zapisujge weér transfprmacyj-
ny w postaci maclerzowej otrzymamy

al- W B[ 0 DS][

1L 0 1]|=-1 =2 =5 =14
Zo. & a2 A '[é 1] [0 1]'-1 -1 ) [=2 =4
[ kl—_l [ k ] [ o ] [gél] 4 1_ 0 =1 _-1 -2 I_"3 =6 _

6.2. Dziatania na tensorach

Mozna wykazaé, 2e w bazie {gio...@gaa...alﬁ} prze -
¢ strzeni tensorowej C]"p dzia*ania dodawania tensoréw i mnozenia



