-92 =

= -11d, - 164, + 645 = =11[2,1,0] - 16[-1,0,0] + 6[1,2,1] =

[0,1,6]

1
n
|

5.2. lloczyn skalarny tensoréw
Zwiazki miedzy formami dwuliniowymi a tensorami

A
Niech {e;®dy}, {1"®h ) beda bazemi w iloczynie tenso-

Towym EP®E™, Mozna udowodnié, ze odwzorowanie o : (8"® Em]x
x (EP® E®) —— R okreslone nastepujaco:

i Q.A
AoB = (A"e,®d,) °(B*1"®h,) :=
ABet"eE™ T 7 s A~ TR

2 o, S
= ABR (g, 0 1%) (g0 ho) = 42B, el g
jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej " ®E",

Nalezy zaznaczyé, 2e tym samym symbolem "o" oznaczono réw=-
niez iloczyny skalarne w przestrzeniach euklidesowych g® 1 B,

Wniosek 5.2, Iloczyn tensorowy E”®EB® przestrzeni eukli-
desowych g? 1 E® Jest przestrzenig euklidesowsg.
Latwo wykazaé, Zze zachodzg wzory

ic iR 4 o8
AoB = A7B = A = A LB
A BQ"GE'" - o et LA

Zatem w iloczynie tensorowym przestrzeni euklidesowych ilo=-
czyn skalarny tensoréw najwygodniej obliczaé, gdy plerwszy _
tensor zapiszemy w bazie, a drugi w kobazie wzgledem tej bazy.

Przyktad 5.3. Niech tensory A, BeE°® B> maja
w bazie {gi®g°‘} reprezentacje:

£ A I 5 P

1 0 1
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Znajdziemy iloczyn skalarny tensordw A 1B, jeéli dane sg
zaleznoscli

; , dq = 24, - 4% + g’
{91=321'29.2 d, = =d +. 3%
= -2
w82 8+ ica g3-g1+2g3

Korzystajgce ze wzoréw transformacyjnych podanych w twierdze-
niu 5.2 znajdziemy reprezentacje tensora B w kobazie {giQQ“},
a wiec

P

[0
Bf‘ = Bj{bgijs dla 1=1,25 x= 1,243

lub macierzowo

(7] = [&4] [39,] (6]

zatem nalezy znaleZé macisrze [513] i [g“p].
Zale%nosé miedzy bazami {gi} i {gi} dana jest w postaci

i : | 3 -2
EJ = Sijg dla J = 1|2, ﬂtq.d [81.‘11 = 5 5

Zaleznosé migdzy bazami {d.}1i {d%} dana jest w postaci

2 =1 1
dy = gabg-a dla p=142,3, stad [sa.‘b] =|l=1 1 0

1 0o 2
Ze wzordw podanych w twierdzeniu 3.5 mamy
e.ws“"?’ = 53'& [gm';] [e7?] = [6°]

dla @,/ = 1,2,3 lub macie-
(»4
stad
2 -1 ! 2 2 =1

[e*F] = [Bac,s]—1 =|-t 1 0 =12 3 -
0
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Zatem otrzymamy

2 2 -1
3 2] -2 1 -1
[B7] = [813] [M%] ] - ,-: :] [ z 2 1] _f _: -: )

=2 1 -1}
002 1
Teraz tatwo jusz obliczyé iloczyn skelarny tensordéw A i B

AoB = (31& 21@ _d_c‘] ° (ijbgj @gbl = 3‘1&33‘38135{;]& = AiaBim =

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 _
=A1B1 +a\2:B1 +a\331 +A132 +n232 +a332

= (=1)(=9) + 2(=10) + 042 + 148 + 010 + 1(=2) = =5.

Twierdgenie 5.3. Forma 1 : E2x E®—R jest dwuliniowa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje dok*adnie jeden tensor
1 « E"®E™ taki, se

/N /\ 1g,b) = 10(z0b)

geE" BsE’“

Dowéd, =—> Niech 1 : B”x E® —R bedzie odwzorowaniem
dwuliniowym.

Istnienie. Weimy dowolne bazy {91} przestrze-
ni euklidesowej B 1 {ga:] przestrzeni euklidesowej ET oraz
przy jmijmy -

g ok
‘]; = 1(9‘1'9{»}3 @E
Korzystajgc z okredlenia iloczynu skalarnego tensordw i dwu-
liniowoéci odwzorowania 1, dla dowolnych wektordw a eER
"1 beE™ mamy
lo (§.®E} = (l(ﬂin.d.u:}ﬂlg goc} o (EQE} = l(gi.ga](gio QHQOG"-' B} =

o6
= 1gg,8)a™s” = 1a'e; ,¥7a,) = 1(s,b)



Zatem
l1o(a®b) = 1(a,b) dla geB” i ber®

Wykazeliémy istnienie tensora le E”® E™, ktéry wyznacza od~-
wzorowanie dwuliniowe 1. Jednoznaczhofécl dowodzi sig podob-
nie jak w twierdzeniu 4.4.

<= Niech tensor le B”® E™. Forme 1 : B” x B® — R okre-
élamy nastgpujgcos

/N /\_ 1(a,b) i= Lo(a®b)

geE" bet™

Sprawdzamy aksjomaty definicji odwzorowania dwuliniowego.
1) dla dowolnych wektoréw s,a'e E” 1 b,b'e E" mamy:

(g +a',b) =1o((g+8)®b) =1c(adb +a'®b) =

=1lo(a®b) + Lo(a'®b) = 1(a,b) + 1(a’,b)

(g,b+1b ) =1lo(ge(b+b')) =Lo(aeb + ad®dh’) =
=1lo(aeb) +1o(a®b') = 1(a,b) + 1(a,b")

2) dla dowolnej liczby aeR i dowolnych wektordéw geEn
ibe E" mamy

l(wg,b) = 1o ((xa)®k) = Lo(x(ga®b)) =xlo(aeb) =alla,b)
1(a,xb) = lo(a®xb) = 1 o(x(a®b)) =xlo(a®b) =clig,b)

Aksjomaty definicji 2.2 sg speinione, a wige forma jest dwu~-
liniows..

Z powyiszego twierdzenia wynika, 2ze forme¢ dwuliniowg 1
mozna utozsamiaé z tensorem 1 t= 1(3,‘,%151@ a%

Przyktad 5.4, FNiech tensor _J_.eEzaBJ ma w ba-
2ie {e; ® d* } reprezentacje

EATE B
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Znajdziemy forme dwuliniowsg 1 : E2x E3 — R w:yznaczonql przez

tensor l. o
7 twierdzenia 5.3 wynika, %e dla dowolnych wektoréw aeBE

i beE” mamy:
1(a,b) = 1o(a®b) = (13;51@ d¥) o (a®@b) = lim(giogl(.d,oco b) =
= liaaiboc = 111:51113‘l + 11231‘92 #.1 331b3 + 12132‘01 +
+ 122a2b2 + 123321)3 = 2:5\.111‘l - a1b2 + a1b3 + a2b2+ 232'03
gdzie a; dla i = 1,2 8g wspbtrzednymi wektora a w bazie {gi},

a ¥* dla o= 1,2,3 wepSirzednyni wektora b w bazie {d_}.
Zatem

1(a,b) = 2&11:1 - a1h2 + a1b3 - a2h2 + 2e¢2t:|3 dla a<E” i beE®

5.3. Zadania

Zadanie 5.1. Niech tensor geﬂ‘za E3 ma reprezentacje
-1 2 1
i
A =
AR R

J W bazie {gieg“}

Znuleié reprezentacje tensora A w bazach {;,“GQQ}, {gia gg},
{_\J:“@g'z} przestrzeni e EB, Jeéli dane sg zeleznodoi

a! = 3t 4+ 302 + 213
.1,1**9;1-2 "2 i 2 3~
2 : ¢® = 4" -n% -1
=8, - 28
oo a3 = an' + 302 4 p3

Zadanie 5.2. Niech tensory i,geEzs B> majg reprezentacje

Ai [-1 3 1] N m}
o« = . w bazie a.@d
o 1 -1 {"'i i



