ZOPELNIENIE.

ROZDZIAL XXXIL.

Zasady rachunku wektorowego, w zastosowaniu
do rozwazania prgdow zmiennych.

1. Okreslenia zasadnicze. Zaleino$¢ od czasu pewnej wielkosci
zmiennej W czasie mozna wyrazi¢ analitycznie i wykreslnie. Jezeli wielkos¢
ta zmienia sig sinusoidalnie, to wyrazenie matematyczne jest nastepujace:

2xt
yt = Ym . sin ( T +cp) ST )

y: — wartos¢ wielkosci y w chwili ¢

Yw— wartos¢ maksymalna tej wielkosci,

T — okres zmiennosci,

o — kat staly.

t_— czas zmienny.

B e

Rys. 315.
Linje krzywa, wyrazajacq taka funkcje we wspdirzednych prostokat-
nych y i ¢, nazywamy sinusoida.
Sinusoida moze by¢ wykreslona za pomocg wyznaczania poszczegdl-
nych punktéw w sposéb nastepujacy. Rozwazimy przypadek, gdy ¢ =0:
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Bierzemy odcinek O A (rys. 315), ktérego diugos¢ wyraza¢ bedzie
w pewnej skali wartos¢ maksymaing wielkosci y, a wiec Yw izakladamy,
Zze ten odcinek znajduje sie w polozeniu, wskazanem na rysunku, t. j.
pod katem a wzgledem linji poziomej. Rzutem tego odcinka na kierunek
pionowy bedzie odcinek OB, zaleino$¢ ktérego od dlugosci odcinka OA
wyraza wzor:

OB = OA. sin a.
Zaléimy nastepnie, ze odcinek OA obraca sie jednostajnie z predko-
2
sciq katowa Toko{o punktu O i Ze w chwili zero znajdzie sie on

w potozeniu OA,; w takim razie:

2w
g = ? t,
a wiec:
e e 2wt
OB = 0A sin T (b)

Z réwnania (a) na str. 363 przy ¢ = 0, wypada:

2wt

yt = Ym. sin T °

Poréwnywajac to réwnanie z poprzednim réwnaniem (b) i majac na
uwadze, ze OA wyraza Ym, wnioskujemy, ze OB wyraza y:.

Korzystajac zas$ z tego, ze rzut ~odcinka OA na kierunek pionowy
wyraza warto$¢ wielkosci y w danej chwili, z tatwosciag znalezé¢ mozna
szereg punktéw sinusoidy, wyznaczajac dla réznych wartosci czasu £ rzuty
odcinka OA na kierunek pionowy i odktadajac t jako rzedne, a OB = yt
jako odciete.

Jezeli mamy dwie wielkosci sinusoidalnie zmienne y i y’ o jedna-
kowym okresie zmiennosci, osiggajgce wartos¢ maksymalng nie jedno-
czednie, to wyrazenia matematyczne dla takich wielkosci beda:

— vy . 2t

oy = m . SIn T *
2x.(t+ 1)
Y= Y"m . sin T

Drugi z tych wzoréw mozina napisa¢ inaczej, mianowicie:

yi= Y'm . sin ( 2;ti 2;..1:)
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2w

albo, oznaczajac T Przez g, mamy:

: 2xt
.f’ b= Y’m . Slﬂ( + )
b T —+ 1 N5

Na rys. 316 wykreslone sg dwie sinusoidy za pomoca wyznaczania
rzutéw odcinkéw OA’ i OA, obracajacych sie z predkoscia jednakowa.
Odcinki te tworza kat ¢, ktéry nie zmienia sie przy ich obrocie.

W ten sposéb otrzymane sinusoidy wyrazajg zaleino$¢ od czasu

dwoch wielkosci y i y’ zmiennych sinusoidalnie, ktére mo7na wyrazi¢
wzorami:

2

=

i

Yy = Ywm , sin

L]

yr’ = Y . sin ( 2; It—_'{'P).

Poniewaz wielkos$¢ y juz przeszia przez wartosé zero, gdy y’ staje
sig zerem, moéwimy, ze wielkos¢ y wyprzedza y’ w czasie. Odpowiednio

_________ ? - :
____________ i
L7
S i ! |
; i i
Rys. 316.

do tego widzimy na rysunku, ze odcinek OA wyprzedza w ruchu od-
cinek OA’. Sinusoida za$, wyrazajaca zmiennos¢ wielkosci wyprzedzaja-
cej, jest przesunieta wstecz wzdluz osi czasu, przy takim bowiem polo-
zeniu wzajemnem, rzedne tej sinusoidy wczes$niej niz sinusoidy drugiej
przechodzg przez odpowiednie fazy, np. wartosci zerowe, maksymalne i t. p.

Mozna réwniez méwié, ze wielkosé¢ y’ spéinia sie wzgledem wiel-
kosci y; wyraza to oczywiscie to samo, co orzeczenie, ze, y wyprzedza
wielko$¢ y'. Odpowiednio do tego sposobu wyrazenia, widzimy z rysunku,
e odcinek OA’ spéznia sie w ruchu obrotowym wzgledem odcinka OA.

Kat ¢ nazywa sig réznica faz wielkosci y i ¥".
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Mozna jednak rdznice faz wyraza¢ takie w czesciach okresu. Kat 2%
odpowiada catemu okresowi 7, wigc kat ¢ bedzie odpowiadal pewne:
czesci okresu, ktéra wyraia sig ulamkiem:

o 2
2=

Tym sposobem jezeli np. ¢ = —;H , tordéznicafaz wynosi lTcze,s'.:f

okresu, przy ¢ = = pol okresu i t. d.

Z powyzszych rozumowari widzimy, ze dla wykreslenia sinusoid,
wyrazajgcych wielkosci sinusoidalnie zmienne, musimy zna¢: dlugosci od-
cinkéw, wyrazajacych wartosci maksymalne, katy, wskazujace réinice faz
pomiedzy poszczegdlnemi wielkosciami, i dlugos¢ okresu; te dane wystar-
czajg wtedy, gdy nie chodzi o to, od kiedy ma by¢ liczony czas przy.
wykreslaniu sinusoid. Opierajac sig¢ na nich, mozna wyraza¢ wielkosci
sinusoidalnie zmienne o jednakowym okresie za pomocg odcinkéw, wy-
kreslonych pod pewnemi katami, jeden wzgledem drugiego, np. 04, 04’,
OA” (rys. 317); dilugos¢ tych odcinkéw wyraza wartosci maksymalne od-
powiednich wielkosci, a katy ¢ i ¢'wyrazajq roznice faz.

Taki sposéb wyobrazania wykresinego ma jednak te zig 'strone, Ze
kat pomigdzy dwoma odcinkami nie jest wielkoscig jednoznaczna.

Dwa odcinki a i b (rys. 318)
tworza pomiedzy soba dwa ro-
ine katy ¢’ i ¢”, ktérych suma
= 180°. Otéz, jezeli mowa
o réinicy faz, to niewiadomo,
ktéry z tych katéw ma te rézni- 0

/4

ce wyrazac.

Dla unikniecia tej dwuzna- /
cznosci oznaczamy kierunek od-
cinkéw, mianowicie zaopatruje- b/

my je na rysunku w strzatki (rys. "
319). Takim odcinkom o kie- // ==
runku oznaczonym nadano nazwe (f’ o
" wektoréw. Réinica faz bedzie i 2= /
tu kat ¢ pomiedzy wektorami, A
wybrany w taki sposéb, azeby ’ #
oba kierunki wychodzily z wierz- %
chotka kata najczesciej mniejszy 7 ?/ -
od 180°. =

Wiasciwie i tutaj mogtaby /
by¢ mowa jeszcze o kacie
360° — @i t. p., ale tego rodzaju i e
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katy na wykresie sinusoid odpowiadajg temu samemu ich poloZeniu, nato-
miast dwie sinusoidy, przesuniete o 180° beda zupeinie réine.

Dla nadania wektorom zupetnie okreslonego znaczenia fizycznego, za-
chodzi jeszcze koniecznos¢ zalozenia jaki kierunek wielkosci zmiennej be-

dzie przyjety za dodatni, a wiec np. przy nateze- CI.
niu pradu elektrycznego, plynacego przez lampke Olo +

(rys. 320). ktéry z kierunkéw pradu, adcb, czy \I/
tez bcda, bedzie uwazany za dodatni? Jezeli 7\
za$ chodzi np. o napiecie na lampce V., to jaki ]7" |

kierunek napiecia przyjety bedzie za dodatni, od C

d do ¢, czy tez od ¢ do d? Rys. 320.

Nadto nalezy jeszcze zwréci¢ uwage na te okolicznosé, ze w praktyce
~mamy bardzo rzadko do czynienia z warto$ciami maksymalnemi rozwaza-
nych tu wielkosci, przewaznie zas z wielkosciami skutecznemi t. j. z pier-
wiastkami kwadratowemi z przecietnej kwadratow.

Z rozdziatu | wiemy, ze wartos¢ skuteczna wyraza sig wzorem:

mozna wigc przyjgé, ze ten sam wektor wyraza réwniez, aczkolwiek w pe-
wnej odmiennej skali, warto$¢ skuteczna.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze zakladajgc pewien dodatni
kierunek dla natezenia pradu, napiecia lub sity elektromotorycznej i t. p.,
mozemy w przypadku zmiennosci okresowej tych wielkosci, wyrazi¢ je za
pomocg wektoréw, poprowadzonych wzgledem siebie pod pewnemi katami.
Dlugosci tych wektoréw wyrazajq w pewnej przyjetej skali wartosci sku-
teczne odpowiednich wielkosci, katy zas$ pomiedzy wektorami wyrazaja
réznice faz. 1) Skala dla wektoréw wielkosci jednorodnych na danym
wykresie musi by¢ oczywiscie dla wszystkich wektoréw jednakowa. ‘

Przy stosowaniu wektor6w do wyobrazania wielkosci sinusoidalnie
zmiennych, kierunek w przestrzeni’ pierwszego wektora jest dowolny; na-
stgpne zas wektory powinny by¢ poprowadzone wzgledem pierwszego pod
pewnemi katami, stosownie do réznicy faz.

Jeieli dla jakichkolwiek powodéw wypadnie zmieni¢ kierunek dodatni,
przyjety w obwodzie pradu dla wykreslania wektoréw, pamieta¢ nalezy
o tym, ze odpowiedni wektor zmieni sie wtedy réwniez na odwrotny,
albowiemn wartosci dodatnie stang sie wtedy ujemnemi i odwrotnie.

1) Jezeli wielko§¢ y, wyprzedza y,, to wektor y;, kresli sig dalej o kat réznicy
faz w kierunku odwrotnym wzgledem ruchu wskazéwek zegarka, poniewaz ten kierunek
przyjmujemy jako kierunek dodatni obrotu wektoréw,
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Jezeli wiec np. wektor A (rys. 321) wyraza prad
plynacy w obwodzie lampy (rys. 319), przy dodatnim
kierunku pradu adch, to w razie zmiany kierunku

‘A dodatniego na bcda, wypadnie wyrazi¢ ten sam prad
za pomocg wektora B (rys. 321).
Sposéb przedstawiania za pomoca wektoréw wiel-
B kosci sinusoidalnie zmiennych ma nader waine zna-
czenie ze wzgledu na ulatwienie w dodawaniu i odej-
mowaniu tych wielkosci w tym przypadku, gdy okresy
tych wielkosci sg jednakowe.

2. Dodawanije wektoréw. Dajmy na to Ze mamy dowolng liczbe
wektordw (rys. 322), np. ¥', y", ¥, ¥V, ktére wyrazajg wielkoSci zmienne
sinusoidalnie, katy pomiedzy temi wektorami przedstawiajg roéznice faz
pomiedzy poszczegdlnemi wielko$ciami.

Sume geometryczng takich wektoréw stanowié¢ bedzie wektor, ktd-
rego dlugos¢ réwna sie dlugosci zamykajacego boku wielokata, utworzonego
z wektoréw skltadowych w ten sposob, ze strzatki wszystkich wektorow
skladowych sg zwrécone w jedng strone, np. w kierunku ruchu wskazé-
wek zegarka. Wektor wyrazajgcy sume, ma strzatke zwrdcong w strong
odwrotng wzgledem strzatek innych wektoréw.

Na rys, 323 wektor y jest sumg wektoréw y', y", ¥, 4V, Ma on
te wlasnos¢, ze suma algebraiczna rzutow wektoréw skltadowych na pewien
dowolny kierunek réwna sie rzutowi wektora, wyrazajgcego sume, czyli
wektora wypadkowego.

Z rys. 323 widzimy, zZe:

od=oatabtbc—cd.

Wektory wyrazajg wielkosci sinusoidalnie zmienne o okresie jedna-
kowym, przeto suma rzutéw tych wektoréw na kierunek pionowy bedzie
wyrazala sume war- yll
tosci chwilowych tych
wielkosci.

Rys. 321

Ta suma rzutéw
rowna sie, jak widzie-
lismy, rzutowi wektora
wypadkowego, wiec
rzut ten w kazdej
chwili bedzie wyrazat
sume wartosci chwi-
lowych  powyiszych
wielkosci. Z tego wy-
nika, Ze suma szeregu
wielkosci sinusoidal- Rys. 322.
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nie zmiennych jest wielkoscig rowniez sinusoidalnie zmienng i Zze wektor,
wyrazajgcy t¢ sume, jest wektorem wypadkowym, otrzymanym przez do-
dawanie geometryczne wektorow skladowych.

Jezeli wektory skiadowe wyrazaja w pewnej skali wartosci skuteczne
wielkosci skladowych, to oczywiscie wektor wypadkowy bedzie wyrazat
w tej samej skali warto$¢ skuteczng sumy.

Taka sume wartosci skutecznych danych wiel-
kosci, dla odréznienia jej od zwyklej sumy alge- iyJ
braicznej, nazywamy sumg geometryczng. Szcze- ,(a')
goblnie wazne znaczenie, przy zastosowaniu doda- Y
wania wektoréw do pradéw zmiennych, ma ten
przypadek, kiedy suma rowna sie zeru; wtedy, jak v’

widaé z rys. 323, y bedzie =0, gdy wielobok wek- = --—7{}7'
toréw skiadowych bedzie zamkniety. V: ~~ (}7)

3. Odejmowanie wektoréw. Réinicg geo- d z
metryczng dwoéch wektoréw pf i y” [rys. 324 (a)],
nazywamy wektor y, stanowiacy sume wektorow
v i(— g VAY

tatwo spostrzedz ze wektor otrzymany przez /\ (Ci
potaczenie koncéw wektcrow y' iy [rys. 324 (c)], L—Q—:;}Tﬂ
ze strzatkg zgodna z odjemnikiem y”, wyraza row-
niez sume y* + (—y"), a wiec jest réznica wek- Rys. 324.
torow y' 1 y"” rys. 324 (a).

Na podstawie podobnego rozumowania, jak przy dodawaniu, fatwo
przyjdziemy do wniosku, Ze réznica dwoch wielkosci sinusoidalnie zmien-
nych jest wielkoscig rowniez sinusoidalnie zmienng i wyraza sig za pcmoca
wektora, stanowigcego roznice geometryczng wektorow wielkosci skla-
dowych.

4, Rozwigzywanie rownan. Majac w ten sposéb okreslone dzia-
lania dodawania i odejmowania, mozemy zestawia¢ réwnania geometrycz-
ne i przeksztaicac je tak, jak réwnania algebraiczne, majgc oczywiscie na
wzgledzie zawsze znaczenie symboléw (-}), (—) i (=).

Co do znaku réwnosci, nalezy pamigtac, ze w rachunku wektorowym
réwnemi nazywamy takie wektory, ktére majg nie tylko réwne dlugosdi,
ale zarazem ten sam kierunek w przestrzeni.

Zaznaczy¢ w koncu wypada, ze jezeli chodzi tylko o powziecie pew-
nego wyobrazenia o rozwazanych wielkosciach, albo tei o niezbyt do-
kladne obliczenia, to w tych przypadkach moina $miato stosowac wykresine
rozwigzywanie rownari geometrycznych. Natomiast tam, gdzie chodzi
o wyniki mozliwie dokltadne, warto§¢ wielkosci niewiadomych znajdujemy
za pomocg trygonometrycznego rozwigzywania trojkatéw otrzymanych
na podstawie wykresu przyblizonego.

24. MNaukowe Podstawy Elektrotechniki.



