ROZDZIAL XVII.

Prady niesinusoidalne.

1. Szereg Fourier'a. Kaidg wielko$¢ okresowo zmienng
mozna, wedlug Fourier’a, wyrazi¢ za pomoca sumy szeregu sinusoid o stop-
niowo malejacym okresie.

Kk=o0 ]
n:Z Ye.sinbotdo). . .. ... .. (1)
k=o

tu o = Q—Tﬂ, gdzie T — okres zmian wielkosci Y, ¢» — kat okreslajacy

faze w chwili t=0, £ — p'rzybiera wartos¢ szeregu liczb catkowitych o, 1,
2, 3it. d. do nieskornczonosci.

Powyzszy wzdér moina napisaé inaczej:

Yi=Yo.sin o+ Y, . sin (0t + ) -+ Y, .sin (2wt 4 4,)
+ Y, .sin Gt ). . .

Sktadnik Y, sin o — stanowi tu wielko$¢ stalg niezaleing od czasu,
Y, sin (o t + ¢,) — wyraza sinusoide gtéwna, ktérej okres réwna sie okresowi
zmiennosci wielkosci rozwazanej Y:, nastepnie Y, sin (2 © ¢t - ¢,) wyraza
sinusoide o okresie dwa razy krétszym, Y; sin (3 @ ¢ -} ¢3) — sinusoide
o okresie trzy razy kréotszym i t. d. Sg to tak zwane wyzsze harmoniczne
druga, trzecia i t. d. :

Wzoér (1) moze by¢ napisany jeszcze w innej postaci jezeli kazda
sinusoide rozlozymy na sinusoide i kosinusoide:

Yr . sin (kwt -+ or) = Ys cosgr . sin ket -+ Y sings . cos kawt,

albo zaktadajgc:
Yr . cos Pk = op . i Y. sin (pk=b_k
wypadnie: - - L
’ Yi = Y ox . sin kot + X be . cos kol

przy k=0, Y., = b, wiec:

k:O(JH_

_ k=co
Yi=bo+ S anrsinkowt + 2 br.cos.ket
k=1 k=1
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Ten wzér wskazuje, ze kaida wielkos¢ okresowo zmienna moze by¢
wyrazona suma: stalego skladnika o — wyrazajacego $rednia wartos¢ za
jeden okres, oraz szeregu sinusoid, ktérych rzedne przy t= o0 stanowia
zero i szeregu kosinusoid, ktérych rzedne przy /= o osiagajg maximum.

4

2. Wyznaczenie amplitud. Amplitudy bo, ar, bz moga by¢ wyzna-
czone na podstawie wykresu funkcji Y. Poniewaz bo jest skladnikiem statym
wiec:

1 T
EZ—T.—fYtdi
o

Dla wyznaczenia jednej z amplitud a np. s pomnozymy Y: przez
sin pw ¢ i obliczymy s$rednig warto$é¢ tego iloczynu za okres T. Wtedy
otrzymamy szered, ktéry mozina napisa¢ jak nastepuje:

TR 1 .7 . . 2
"7_'f Yt.sinpo)tdtz-ffb-cf.sinpwtdt—}—)l Tf ar.sinkwt.sinpwt dt
0 0 ol

7
) %—fﬁcoskmt sin peotdt.
0

Uwzgledniajgc, ze: -
sinkot.snpot= — blcos kot +pwt) —cos(kot —pail
coskwt.sinpwt ==14[sin(kot+ pot) —sin(bot —pei),

otrzymamy :

1 - LA 1 '

e — — —

T | Ysinpowtdt= TJbasinpmt.dt——- E 2dek.COS(k+p)wfdt+
o ’ (0] (0]

T

1 ‘ 1 2 .
+ 3 21w cos(k—p)mt.dt—[—EZ_TfE.sin(k—i—p)wtdt
[0} ’ (0]

1

_22

~

7 .
’fﬁ.sin(k-—p)w.tb't.
o
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Wszystkie sktadniki powyiszego szeregu réwne sa zeru jako srednie
wartosci ‘rzednych sinusoid i kosinusoid za caly okres, za Wyjatkiem:

T , 3
1 = | , r 1
5;2_;] ap . COS (lt)_P)mld/:Zj‘j aﬁ.t?’/: 12.0_ .

’ (0]

Wypada wigc ze:
] Ti _
' ; = 2
,’[,] Yi.sinpot.di = 9

0

a przeto:

2
- 2
ap = ‘fff)'/ sin po! . dl.
0
Chcac wyznaczyé jakakolwiek amplitude 4, wypadnie pomnozyé Y: przez
cos p ot .dl. Rozumujac w podobny sposéb jak poprzednio otrzymamy:

i
bp == _ZTf Yi. cos pet dt.
0

Przyklad. Zmiennos¢ wielkosci y wyraza sig za pomocg szeregu pro-

stokatow rys. 149 wiec dla jednej polowy okresu rzedna jest stata i wynosi
-+ y, a dla drugiej réwniez stala i wy-

- — nosi —s_

Wykresjestsymetryczny wzgle-
dem osi czasu, wiec statego sktadni-
ka niema, b0 = o. _

Amplitudy sktadowych sinu-
soid znajdujemy ze wzoru:

T
R 2 :
ap = ——f Yt sin pot dt =
Rys. 149 r J

A s ' —
v — — ; '
—T—f y sin, pwt dt — %f y sin pot di = _3: !(—-— ——1’:@ .cospml) —
o )
- 7,

( 0

. (2 — 2 cos p ).

- |
l
I
>
1S5

—(— L .cospmt).] =
20
o
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- . 2 )
Uwzgledniajac, e o = —%— otrzymamy: a,= ;723—7:(1 — Cos pm).
Dlap=1,2 3it d:

— 4y — — vy -
a4 = 73; ay = 0; a; = 34—;; a, = o0it d
RAmplitudy kosinusoid znajdziemy ze wzoru:
1/, 1y,
o, ! b b
b;,-—::T J _vcospmt‘dl——[y.cospmtd/ =
0 . . .() ]
1, I/
_ 2 I . v : |
= - 1 o sin pot | — o .sin pwt i = 0.
0 0

Z powyiszych wywodéw wynika, Zze w szeregu skladnikéw, ktérych
suma wyraza funkcje y+ pozostang tylko sinusoidy nieparzystego rzedu,
a wiec:

yz=%(siﬂwt—}—%sin3ml—}——é~sin5ml:—|— ..... )

Jezeli linja krzywa okre$lajaca funkcje Y nie daje sie wyrazi¢ pro-
stym wzorem matematycznym, wtedy dla wyznaczenia amplitut sktadowych

sinusoid stosuja sie rézne inne sposoby oparte na wiasnosciach funkcji
sinusoidalnych?).

3. Najwazniejsze ksztalty linji falowych. Czesto spotykamy fale
z trzecig harmoniczna, ktérg odejmuje sie lub dodaje sie do fali gléwnej.

Przy dodawaniu: :
y+ ==y, sin o/ 4 ¥; sin 3w !
sinusoida splaszcza sig rys.
150 maksimum pozostaje
w srodku potokresu, ale jest
mniejszy. Gdy jednak am-
plituda trzeciej harmonicz-
 nej jest wigksza od { am-
plitudy gtéwnej, to tworzy
sie siodlo rys. 151., mamy
wtedy dwie rowne rzed-
ne maksimalnesymetryczne .
wzgledem srodka poifali. Rys. 150. e’

) Patrz. Dr. Ernst Oerlich. Rufnahme und Analyse von Wechselstromkurven
Verl, Fr. Vieweg & Sohn.
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Przy odejmowaniu za$ trzeciej harmoniczne;j:
Y=y sin @ t — y3 sin 3 o 4

sinusoida zaostrza sie rys. 152 maksimum mamy w srodku, ale wiekszym.

Nieraz do gléwnej si-
nusoidy dodaje sig niepa-
rzyste wyzsze harmoniczne
o znacznej czestosci np. 5,
7,9it.d. Narys. 153, mamy
linjg falowa, ktérej rzedne
stanowig sume rzednych
gtéwnej sinusoidy i jedena-
stej harmonicznej. Z ry-
sunku widzimy, ze obecnos¢
takich wyzszych harmonicz-
nych mozna spostrzec li-
czac zagbki.

Rys. 151, Kilka wyzszych har-
g monicznych moze wykryc

tylko dokladna analiza wykresu.

Przy dodawaniu czy odejmowaniu od gtéwnej sinlisoidy parzystych
harmonicznych np. rys. 154.
vt =y, sin o - ¥, sin 20!

fale otrzymuje sie niesy-
metryczne wzgledem s$ro-
dka pétfali,maksimum prze-
suwa sie w jedng lub dru-
gq strone.

Dodawanie lub odej-
mowanie fal kosinusoidal-
" nych nieparzystych np. ry-
sunek 155.

Jyr=9;sinet - y; cos 3mt

nie tylko przesuwa maksi-
mum, ale i punkty zerowe
fali wypadkowe;j.

Pradnice pragdu zmien-
nego dajg zazwyczaj fale
sity elektromotorycznej z nieparzystemi wyzszemi harmonicznemi sinu-
soidami (rys. 150).

Rys. 152.
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4. Wartos¢ maksimalna, skuteczna i $rednia. Warto$¢ maksi-
malng rzednej fali wyrazonej za pomocg wzoru matematycznego mozina

znales¢ przez rdiniczkowanie, a jezeli mamy wykres fali— to wprost
przez pomiar.,

Wartos¢ skutecz. obli-
czymy na zasadzie naste-
pujacego rozumowania: we-
diug okreslenia §5. rozdz. I.
dla wartosci skutecznej vy
mamy wzor nastepujacy:

T
e 1 9
Ji= wadi
0

Wedtugogdlnegowzo-
ru okresowo-zmiennej wiel-

kosci: Rys. 153.
k=0 k= ®
Ye = o~} E&.Sinkmi+ be.cos kwt.
= =1

W praktyce najczesciej mamy takie funkcje, w ktérych b, = o, wtedy

k= o k—=o
Y= Ea_ksinkwl—l— E be cos k 1.
k=1 k=1

- Podnoszac powyziszg
sume do kwadratu bedzie-
my mieli skladniki kilku ro-

dzai. R wiec a+* sin % o f,
T

,_1_[;13 sin *kwtdt =

T

o

2

ar”
5

4

nastepnie; b cos % ¢

—2_1

T [—
1 f?ﬂﬁcos % o tdt = 08,
T

(o]

dalej: ax bk sin ket. cos ket. Rys. 154
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T
{;A- br sin ket .cos ki dt= o,

v

(¢]
i wreszcie: ap b, sin p o [.cos ¢ @ L
T 8

|- o 1 . _ . .
Jap.b,,.sinpm {.cos o [z//:—z—ja/s.l7,,. [sin (p o t + ¢ & 1) — sin
0

0

(pot! —qeb)di=o.

Wiec: - o
e~ k= —
al— 2 ar® | [L‘_)
= 2 | 2 *
k—1 k=1

Jezeli przez ar i bk oz-
naczymy wartosci skuteczne
rzednych odpowiednich sinu-

soid, to
o ar’ e b ®
= —1 b* = —
2 2
wiec:
k— o k— o
o \ )
o= E ar® Z bw*
k=1 =

Gdy y zawiera duzo skia-
dnikow to czesto dokladniej
jest oblicza¢ wartos¢ skutecz-
ng rzednej y wykreslnie jak to
podano w § 5 rozdziat I.—

Rys. 155 Wartos¢ sredniaq znajdu-
jemy zazwyczaj dla polowy okresu danej fali.

Wyznaczenia takiej sredniej uskutecznia sig wykresinie, wedtug wzoru:

5. Spétczynnik ksztaltu i ostro$é fali. O ksztalcie fal daje pe-
wne wyobraZenie tak zwany spolczynnik ksztattu: stosunek wartosci sku-
tecznej do wartosci sredniej: '
| P=L.

Ysr

Ma on zastosowanie w tych przypadkach, gdy, znajac wielkosé¢ srednia,.

wypada obliczy¢ skuteczna.
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Sa jednak wilasciwosci wielkosci zmiennych, ktére lepiej okresla spot-
czynnik inny, tak zwany spolczynnik ostrosci, albo krétko ostrosé fali.
Jest to stosunek wartosci maksimalnej do skuteczne;j.

f=-L.
y
Ostros¢ fali napiecia, obok wartosci skutecznej cechuje zdolnosé pra-
du do przebicia izolacji, gdyz najwyzsze chwilowe naprezenie’ elektryczne
przebija izolator.
Ostros¢ fali napiecia moina wyznaczy¢ przez pomiar wartosci maksi-
malnej napigcia np. na wykresie otrzymanym za pomoca oscylografu i po-
miar wartosci skutecznej woltomierzem.

6. Prad niesinusoidalny w réznych obwodach. Na uwage
zastuguje porédwnanie fal pradu i napiecia przy réznych wlasnosciach ob-
woddw.

Gdy obwdéd ma tylko opér omowy, to dla dowolnej skiadowej sinu-
soidy mozemy napisa¢ wzdér prawa Ohma w.postaci:

Ve

Ik:-R

Spotczynnik proporcjonalnosci —- nie zalezy od czestotliwosci, a wiec

R

dla ‘wszystkich skladowych sinusoid jest staly.
W tych warunkach ksztalty fal pradu i napiecia sa jednakowe.
Inaczej sprawa sig przedstawia w obwodzie ze znaczng samoindukcja.
Zatézmy ze indukcyjnos¢ jest tak wielka, Ze mozemy pomina¢ opornos¢
omowa, wtedy:
Ve
koL’
Z tego wzoru widzimy, Ze stosunek pomiedzy amplitudami pradu
i papiecia nie jest staly. Im czestotliwos¢ fali jest wigksza, tym mniejszy

In =

. AP . 1
jest odpowiedni spoétczynnik Tl

Skutkiem tego wyzsze harmoniczne fali sa znacznie mniej uwydatnione
w fali pradli niz w fali napigcia.

Ksztalt fali pradu przebiegajacego przez znaczng samoindukcje jest
zawsze bardzo blizki do sinusoidy.

Gdy rozwazymy prad w kondensatorze, to-wypadnie:

I=keo C.Vr

Tu spolczynnik proporcjonalnosci — k @ C wzrasta w miare zwigksza-
nia sie czestotliwosci.
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Skutkiem tego wyzsze harmoniczne s3 tu znacznie wigcej uwydatnione
w fali pradu, niz w fali napigcia.

VA
7N
e
A
4

Rys. 156., 157 i 158.

1) Benischke.

Grundl. der Elektort., str. 462.

Napiecie prawie sinusoi-
dalne majace slabe wyisze
harmoniczne wytwarza w kon-
densatorze prad o fali mocno
zabkowanej.

Na rys. 156, widzimy fa-

le pradu i napiecia w obwo-

dzie z oporem omowym na
rys. 157. w obwodzie ze zna-
czna samoindukcja, a na rys.
158. fale pradu i napiecia
w kondensatorze!).



