ROZDZIAL XVI.

Sposob symboliczny rozwazania
pradéw zmiennych.

1. Wstep. Znaczne uproszczenie wzoréw matematycznych osiggamy
przy rozwazaniu pradow zmiennych, stosujgc symbolike wprowadzong przez
Steinmetza.
N Zalézmy, ze litera a wyraza pewien we-
+jd, \ ktor rys. 145 skierowany np. w kierunku po-
ziomym w prawo, ja oznacza wektor tej
samej wielkosci skierowany pionowo do gory,
— a wektor skierowany poziomo w lewo, —ja
wektor skierowany pionowo w dét.

—a e

y Jezeli przyjmiemy ze j =}/ — 1, to przy
—’(L powyiszych zatozeniach tatwo spostrzedz, ie
= mnozenie kaidego wektora przez j obraca go
o 90° naprzéd, to znaczy w kierunku odwrot-
nym do ruchu wskazéwek zegara. Na rys. 145
o$ pozioma nazywa¢ bedziemy osig rzeczywistg, a pionowag — osig urojona.

W ten sposéb wektory skierowane wzdluz osi rzeczywistej oznaczymy
symbolicznie przez —-a lub — a zaleznie
od zwrotu w prawag czy w lewa strone,
a wektory skierowane wzdluz osi urojonej

L

Rys. 145.

a'#‘(j. i oznaczymy symbolicznie przez -+ j a lub
X »— —/ a zaleznie o zwrotu do géry lub na dot.
a Wektor « jednak mozegmie¢ kierunek

dowolny n. p. jak wskazano na rys. 146.
Wtedy rozkladamy go na dwie sktadowe:
w kierunku osi urojonej a” i w kierunku

Rys. 146, osi rzeczywistej a’. Symboliczny wzér dla
wektora @ stanowi liczba zespolona: a’--ja”.
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Majac wyraz zespolony wektora znajdziemy jego warto$é algebraiczna
ze wzoru:

a=y a?Fa"

Nachylenie za$ wektora do osi rzeczywistej okredli / v, obliczony
Ze& wzoru:
r

tangwp = 7

Jezeli chcemy znalez¢ wyraz symboliczny wektora, ktérego wartosé
algebraiczna (dtugos<) jest m razy wieksza, to mnozymy liczbe zespolong
wyrazajgcg powyzszy wektor przez m:

(@ + ja") m = a'm -+ ja"'m.

Rby znale$¢ wyraz symboliczny wektora, ktéry ma tg samg wartosc
algebraiczng a, ale jest obrécony wzgledem pierwszego wektora o kat 90°
w kierunku odwrotnym do kierunku ruchu wskazéwek zegarka, mnozymy
wyraz symboliczny pierwszego wektora przez (-} j):

(@ + ja") j = ja' + 2 a" = — " +ja.

— a" -} ja' stanowi wyraz symboliczny obréconego wektora.

W podobny sposéb znajdziemy wyraz symboliczny wektora obréconego
o 90° w kierunku ruchu wskazéwek zegarka mnozgc wyraz symboliczny
pierwszego wektora przez ( — j):

(H' _I__ j‘a") (_}) i s jar _},‘?nn =g — jar'

Wyraz zespolony a4’ — ja' stanowi symboliczny wzér obréconego we-
ktora w nowem potozeniu.

Nieraz jednak wypada obraca¢ wektor o kat dowolny ®. Jezeli chce-
my obréci¢ wektor o kat ® w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegarka, to wyraz symboliczny tego wektora w nowem potozeniu znajdzie-
my, mnozac wyraz symboliczny rozwazanego wektora w pierwszem potlo-
zeniu przez liczbe zespolong:

cos B |- j sin 6,

Wtedy otrzymamy:

(a"+ja") . (cos ® 4 j sin 0) =
= a’' cos ® — a”sin ® 4 j (¢ cos ® - 4’ sin B).

Latwo sprawdzi¢, ze znaleziony tu wyraz symboliczny jest wiasnie
wyrazem takiego wektora.
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W tym celu obliczymy jego wartos$¢ algebraiczna:

r

V (@ cos ® — 4" sin 8)* |- (a” cos B - a’ sin 8)2 = | Fa™
widzimy, Ze zostala ta sama.

Nastepnie obliczymy jeszcze kat nachylenia tego nowego wektora
wzgledem osi rzeczywistej, Wedlug poprzednio podanych wzoréw tangens
tego kata znajdziemy z wyrazenia:

a" cos O - 4" sin ¥
a' cos O — a” sin ©°

tg § =
Jezeli kat nachylenia pierwszego wektora wzgledem osi rzeczywistej
oznaczymy przez ¢ to:
a' = a cos ;i a"” = a. sin g.
sin p.cos® 4-cosyp.sin® _ sin(p--0)

= e + @
tg ¢ COS . COS ® — sin w.sin ® cos ((P -~ 0) tg {(F g ) ’

b=k 6.

W podobnyz sposéb tatwo sie przekonaé, ze mnozac symboliczny
wyraz pewnego wektora przez cos ® — j sin ©® znajdujemy wyraz symbo-
liczny nowego wektora, ktéry jest obrécony wzgledem pierwszego o kat®
w kierunku ruchu wskazéwek zegarka.

Z powyiszego wynika, ze przy mnozeniu jednej liczby zespolonej
przez drugq liczbe zespolong wektor liczby pierwszej obracamy ¢ pewien
kat i powiekszamy lub zmniejszamy pewna ilos¢ razy. Naprzyklad jezeli
pomnozymy liczbe zespolong o' -}~ j a'" przez V' -} jU", to wzér mozemy
przeksztatci¢ w sposéb nastepujacy:

(ar + }' (I'”) . U)r -+ }‘ b") = (a' 4__ ;' a') (m cos " ._|_. J o osin rF'} =
= (0" 4 ja") . m . (cos p - j sin p).

tatwo przekonac sie, ze tu
hh"
ra

Mnozac a’ 4~ ja" przez I! - j I, zwiekszamy dtugosé wektora liczby
a' - ja" razy m i obracamy go o kat ¢.

m = Vmﬁ Lg RF ==

2. Dodawanie i odejmowanie wektorow. Mamy znales¢ rachun-
kiem symbolicznym geometryczng sume lub réznice wektoréw. Dla usku-
tecznienia takich dzialari wyrazamy wszystkie wektory symbolicznie wzgledem
tych samych osi (urojonej i rzeczywistej) i na tych wzorach symbolicznych
wykonywamy zwykle dzialania algebraiczne.
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/\'a f'i /\\
Przyktad: Znalezé wektor wypadkowy 4 z trzech wektoréw a’ b
i — ¢, t. j. wykona¢ symbolicznie sumowanie geometryczne:
AN AN TA
A=a 4+ b — ¢ .
Zatéimy ze symboliczne wyrazenia wektoréw skladowych sg naste-
pujgce: a’ 4 j a"; V' - j V'; ¢ ~+ j ¢”, liczbe zespolona, wyrazajaca wektor
wypadkowy, oznaczymy literg A*'), wtedy:

A=d+ja" +V il — @ +j) =@+ — ) i@ 4 - ).
Wartos¢ rzeczywista tego wektora bedzie:
A l/(ﬂ_'-:‘_ = c')"’ + (a" _l__ T crr)?

Nachylenie wypadkowego wektora wzgledem osi rzeczywistej wyraza
sig wzorem:

a' + b —

We=FTy—7-

3. Wpyrazenie symboliczne opornosci pozornej obwodu. Z roz-
wazan poprzednich wiemy, ze wektor napiecia jest geometryczng suma dwéch
prostopadlych do siebie wektoréw I R i I.X rys. 147, tu I X wyprzedza
w fazie IR o 90° o ile X jest liczbg dodatnig. Jezeli przez I oznaczamy
w skrocie iiczbe zespolong wyrazajacg symbolicznie wek-
tor pradu, to I R bedzie wyrazem symrbolicznym spadku s ’ I
napigcia rzeczywistego, a j I X wyrazem symbolicznym [X r
spadku napigcia urojonego. \

Cale napiecie na koricach rozwazanego obwodu
jest sumg tych dwoch spadkow. Napiecie to w rachun- 3
ku symbolicznym wyraza¢ sie bedzie pewng liczbg ze- v IB
spolona, ktérg krétko oznaczamy literg V' wtedy:

' V=IR+4+;IX

V=IR-}jX) Rys._lfl?.
Stgd opornos¢ pozorna:

Z= % —RATX
Wypada wiec, ze liczba zespolona R - j X wyraza symbolicznie opor-
no$é¢ pozorng obwodu. .
Gdy obwodd zawiera¢ bedzie kilka oporéw polaczonych w szereg, to
napiecia na poszczegdlnych oporach dodadza sig. Jezeli przez Z,, Z, Ziit. d.
oznaczymy liczby zespolone, wyrazajgce poszczegdlne opornosci pozorne,

albo:

1) Skrécone oznaczenia liczb zespolonych bedziemy odrézniali innym drukiem.
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a przez Z liczbe zespolona, wyrazajaca ogoélng opornos¢ pozorng catego
uktadu, przez I pradu, przez V', V, . .. Vi . . . it d. poszczegdlnych na-
pie¢, a przez V — wypadkowego napiecia, to:

7 TR QUSRI T
V=IZ +1Z,+ ... +1Z+ ...it d.

albo:

Stad:

Z=—%=Zl—i—zz...—f—2k—|—..it. d.

Wzory na liczby zespolone dla poszczegdlnych oporéw sg nastepujgce:
Zi=R—+jX; Zy=R—+jXyit d
Z=23 Ra+j X X,
Stad wzor algebraiczny na wypadkowa opornos¢ pozorng bedzie:

7 =R F (2 Xa)?

Wiec:

4. Wyraz symboliczny przewodnosci pozornej. W paragrafie
6-ym rozdzialu poprzedniego widzielismy, zZe .prad w kazdym obwodzie
moze by¢ wyrazony sumg geometryczng dwoch pradéw sktadowych: jed-
nego ¥V G, ktéry jest zgodny w fazie z napieciem i drugiego ¥ B opéznia-
jacego sie w fazie wzgledem napigcia o 90° przy B dodatniem.

Jezeli przez V oznaczymy liczbe zespolong wyra-

V\ zajaca symbolicznie wektor napiecia, to V' G bedzie wy-
VB razem symbolicznym pradu watowego, a— j V' B wyrazem
x symbolicznym pradu bezwatowego.

Caly prad plynacy w rozwazanym obwodzie jest
sumg tych dwéch prgdow. Prad ten w rachunku sym-
bolicznym wyrazac sie bedzie pewna liczbg zespolong,
ktorq w skrocie oznaczymy przez I, wtedy symbolicznie:

I= VG — j VB,

VG

[ Y

Rys. 148 albo: 5
el I=V (G —/B)
Stad wyraz symboliczny na przewodnos¢ pozorng obwodu znajdziemy,
wyznaczajgc iloraz symbolicznych wyrazéw I i V:

P iy
v

Liczba zespolona G — j B wyraza symboliczrie przewodnos¢ pozor-
ng obwodu.
Gdy mamy obwdd z kilku réwnolegle potaczonych opordw, to

wediug pierwszego prawa Kirchhoffa prady w poszczegdlnych oporach do-
dadzg sie geometrycznie. Oznaczmy liczby zespolone, wyrazajace symbo-
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licznie te prady, przez I, I, . . . Yz i t. d., prad wypadkowy — przez Y,

napigcie wspolne — przez Y. Liczby zespolone wyraiajgce przewodnosci

poszczegolnych galezi oznaczymy przez Y, Y,, . . . Ys i t. d., oraz
ogdlng przewodnos¢ calego zespolu przez ¥. Wtedy symbolicznie:

I=5L+L+..L+itd
I=VY, 4+ VY, +...VYVidt...itd

Y= =Y, 4Y, 4. Vit ..itd

Wzory na liczby zespolone wyrazajace przewodnosci pozorne poszcze-
gélnych oporéw sg nastepujace:
YL—_:GI'_jBl, Y2=GZ—JB-_}_it.d. .

Podstawiajac te wyrazy w powyisze réwnanie, otrzymamy wyraz sym-
boliczny:

albo:

Wiec:

Y=3Gi— X B
Stad wzor algebraiczny dla ogdlnej przewodnosci pozornej bedzie:

Y = /(T G (2 Ba)®

5. Wyznaczenie rzeczywistej i urojonej opornosci zespolu
dwodch réwnolegle polaczonych oporéw o przewodnosciach: g, b,
i g, by. Oznaczmy liczbe zespolong wyrazajaca przewodnos¢ pozorna
takiego uktadu przez Y, wtedy na podstawie poprzedniego paragrafu otrzy-
mamy:

Y=g+ —jb+b=6G—jB

Przez Z oznaczymy liczbe zespolong wyrazajgca ogodlna opornosé
pozorng uktadu, przez V oznaczymy liczbe zespolong wyrazajgca napiecie,
a przez I liczbe zespolona wyrazajgca prad przed rozgatezieniem, wtedy:

Vi1l Z al=V.Y
wiec: 1
1
s e
ale:
1 G-+ B _ G+ B G B

6= F-GC—DGCE/B _GCGIRr GrB 'efr

Przeto:

. G oD
Z=R+IX: G2.+B2+7Gz+an

wiec: G = B
R @ *=pp

11. Maukowe Podstawy Elektrotechniki.
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6. Wyznaczenie rzeczywistej i urojonej opornosci zespolu
dwéch réwnolegle polaczonych oporéw o opornosciach 1, x; 7,, X,.
Przez Z, i Z, oznaczymy liczby zespolone wyrazajgce opornosci pozorne
poszczegodlnych gatezi wtedy:

Zi=n+jxi2Zy=r1,+] X,

Wedtug wywodow poprzedniego paragrafu przewodnos< pozorna wyra-
Zona symbolicznie liczbg zespolong dla poszczegdlnych gatezi bedzie:

L

—Z:— 1 —z'.: .
Jezeli liczbe zespolong, wyrazajgca ogoélng przewodnos¢ zespotu, ozna-
czymy przez Y, to wedlug §. 4.

1 1
Y_—ZQ_E-_ZZ—.

R ogélna opornosé Z réwniez wyrazona pewna liczba zespolong wy-
padnie symbolicznie:
1 1 Z .Z

=y = ~Z 1z

1 1

zZ oz

Podstawiajgc liczby zespolone, ktére wyrazajg litery Z, i Z), otrzymamy:

.7z :(""1 = ixl)‘(’} —+ ) .
n o7 (o 4x,)

Pomnéimy licznik i mianownik przez r, + r, — j (¥, -} x,), wtedy:
Z—T11 (ri+r)+x2r 1+ % 41 = J by Xy Goytx9) 4= X 7® 4 X 1]
(r ) (31— %)"

Wyrdziniajgc czesé rzeczywistq liczby zespolonej i czes¢ urojong oddziel-
nie znajdziemy ogdlng zastepczg opornosé rzeczywistg i ogdlng zastepcza
opornos¢ urojong w postaci nastepujacych wzoréw algebraicznych

i n 1y (tre) Fxlr X%
(n + r)* + (x +x)* °

X X% (X 4 %) 4 x 12 1 xp . 1y

(7 + 79)* + (% + x,)?

7. Okresli¢ warunki przy ktérych prad w gatezi drugiej rys. 144
jest przesunigty w fazie o 90° wzgledem napigcia Vu. Oznaczymy
liczby zespolone wyrazajgce poszczegélne opory pozorne przez Z,, Z, i Z,.
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Liczby zespolone wyrazajgce symbolicznie poszczegélne prady ozna-

czymy przez I, — prad przed rozgalezieniem I, — oraz I, prady za roz-
galezieniem.
Wtedy symbolicznie:
IJ':I.J—{"IS; I3 Zs.-:.rz ZE'
Z tych dwdch réwnan wyplywa:
4
L=l 7

Jezeli przez Z oznaczymy liczbe zespolona, wyrazajaca opornosé po-
zorng catego ukltadu wszystkich trzech oporéw, a przez Ve oznaczymy liczbe
zespolong wyrazajgcg symbolicznie napiecie na koricéwkach a ¢, to:

_ Ve
L —
wiec:
I — Vﬂl: = ZS -
* Z 2T Zs
Stad:
_ 1 Z.Z,+Z)
Vﬂ'r p— Iﬂ.- za

Oporno$é pozorna Z wyraza sie symbolicznie, jak to tatwo spostrzedz
na podstawie wywodéw § 3 i 6, wzorem:
Z, Z;
2=z +7 7"
Przeto:
Z, (2, 2Z,) Z,+ Z,
3
Zalozmy, ze opornosc¢ urojona w galezi oznaczonej znaczkiem ,3”
rowna sie zeru, wtedy zespolone wzory na poszczegdlne opornosci beda
nastepujgce:

Zy=n+jx; La=ntjxn; Z=r,+j.0=
Podstawigc te wyrazy do réwnania na Vac i grupujac wyrazy rzeczy-
wiste i urojone, otrzymamy:

Ve — I ry (s + 1)+ — %2+l e + Xy + 73 X,]
ar — 2 .

£

Vee = I,.

Jezeli réinica faz pomiedzy Va i I, ma wynosi¢ 90° to wektor IC'\M
ma by¢ obrécony wzgledem wektora /}2 o 90° symbolicznie to znaczy, ze
liczbe zespolong wyrazajgcg wektor ‘&:c otrzymamy z liczby zespolonej wy-
razajgcej '.varektorf(\2 mnozac ja przez pewng liczbe urcjong np. j M, wiec

11%
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cala cze$é rzeczywista liczby zespolonej przez ktéra mnozymy I, w powyz-
szym réwnaniu, powinna réwnac sie zeru. Wobec tego warunkiem prosto-

A A
padlosci wektorow /s i I, jest rownanie:

1y (g = 1) 70 1y — X% e

g
stad: ry (ra 1) Frary — xp x0 40
a wigc: e L UL, DR T

8. Wpykresine wyznaczanie opornosci zastgpczych. W poprzed-
nich rozwazaniach widzieliSmy, Ze opornosci pozorne wyrazaja sig liczbami
zespolonemi. Kazda zas liczba zespolona wedlug okreslenia podanego na
poczatku niniejszego rozdzialu wyraza pewien wektor. Wiec wszystkie
réwnania symboliczne, gdzie mamy szereg dziatan nad liczbami zespolonem
mogg by¢ rozwigzywane zapomocq konstrukcji wektorowej.

R) Wyznaczenie zastepczej opornos$ci pozornej przy
potaczeniu szeregowem. _

Wedtug poprzednich rozwazan pozorna oporno$¢ zastepcza Z kilku
opornosci pozornych Z,, Z,; i t. d. polaczonych w szereg, symbolicznie
wyraza sie wzorem:

Z =YR+jXX

Wartos$¢ takiej opornosci tatwo znales¢ wykreslajac trojkat prostokatny,
ktérego przy prostokatne beda X R i ¥ X. Przeciwprostokatna takiego
trojkata bedzie wartoscia pozornej opornosci Z. _

Mozna postepowad i inaczej: wykresli¢ wektory wyrazajgce poszcze-
gélne opornosci pozorne, opierajgc sie na wzorach symbolicznych:

Z =R +jXitd,
a nastepnie wszystkie te wektory geometrycznie dodac.

B) Wyznaczenie zastepczej opornosci pozornej
dwoéch réownolegle polgczonych oporoéw,
" Z poprzednich wywodéw wiemy, ze pozorna oporno$¢ zastepcza Z dla
dwéch réwnolegle potaczonych opornosci pozornych Z; i Z, wyraza sie
wzorem symbolicznym:

Z, Z
Z= 1 2.
L+ 2
Z tego wzoru wypada, ie:
LN (R
Z, Z,+Z,

tu A jest liczbg zespolong wyrazajacg stosunek liczb zespolonych Zdo Z,
lub, Z do Z; + Z,.
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Z powyiszego réwnania wynika, ze:

Zy= (Z,+ Z) A
Z=4& . A

Mnozenie przez liczbe zespolong wyraza powiekszenie wektora mnoznej
pewng ilo$¢ razy i obrécenie jego o pewien kat, otéz réwnania powyisze
wskazuja, ze wektor przedstawiony przez liczbe zespolong Z tak sig tworzy
z wektora przedstawionego liczbg zespolong Z, jak wektor przedstawiony
liczbg zespolona Z; powstaje z wektora przedstawionego liczbg zespolong
Z, + Z,.

Stad wyplywa nastepujacy sposéb wykreslonego wyznaczenia zastepczej
pozornej opornosci Z:

" Przez dodawanie wektorow znajdujemy wektor wyrazajgcy sume

Z, + Z,, wiedzac, 7e: )
Zl +Zz =R, +R2 ‘I‘i" (X; + Xa).

Wektor za$ dla Z znajdujemy jako niewiadomy wyraz w proporcji:

z__z_
Z, Z,+Z%’
pamietajac o tem ze kierunek wektora dla Z ma byé odchylony o taki sam
kat i w tg sama strone od wektora dla Z,
jak wektor dla Z, jest odchylony od wektora
dla Z, | Z,.
Odpowiednia konstrukcja jest podana
na rys. 148a.
Wedtug, trojkata O B A buduje-
" my tréjkat podobny 4 B C, wykreslajgc
L/ ABC= /0BA4,a/BA4 C= /BOA.
Bok 4 C wyraza szukany wektor dla, Z rzuty
tego wektora na o$ rzeczywistg (pozioma)
i na o urojona (pionowa) wyrazajg skiadowe
rzeczywistg i urojong zastepczej opornosci
pozornej rozwazanego ukladu.

8’

9. Wzory symboliczne przeksztal-
cone wedlug twierdzenia Euler’a.
Pewien wektor wyraza sie symbolicznie licz-
ba zespolong:

a=m-|jn

Zaloézmy, ze m = pcos g, an=p sin gy,

wtedy: '

a = p (cos ¢ 4 j sin g).
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Wedtlug Euler’a:

‘ J
cos @ - jsing =¢
o - —Je
cos ¢ — /sing ="
gdzie ¢ — podstawa naturalnych logarytméw. Wobec tego:
i .} P

S ; ; ]
Jest to inny sposéb symbolicznego wyrazenia wektorow. Wzor p e
wyraza wektor, ktérego wartos¢ algebraiczna wynosi:

i

i
tangp = e

okresla kat ¢, o ktéry wektor ten jest obrécony wzgledem osi rzeczywistej
w kierunku odwrotnym do ruchu wskazowek zegarka.

10. Wyrazenie zaleznosci napigcia od pradu zapomocg wzoréw
symbolicznych z urojonemi potggami.

Powyzej podany odmienny sposob wyrazania liczb zespolonych moze-
my zastosowac takie do wzoréw symbolicznych opornosci i przewodnosq

Gdy mamy symboliczny wyraz opornosci:

Z=R+jX,
to wedlug poprzedniego paragrafu: ‘
1t

z=2z.""%,

gdzie:

rd

L=yR*4-X*,a tangrp:—jé- .

Przy zastosowaniu takiej symbolistyki, napiecie na koricowkach obwodu
o pozornej opornosci, Z wyrazone symbolicznie wypadnie:

V:I.Z.t‘ir\o-
Symboliczny wyraz przewodnosci pozornej:
Y=G— /B,
moze byC zastapiony wedlug nowej symbolistyki wzorem :
=Y. /7
gdzie:
. Y= VGE—{_BQ,atanch=%'
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Prad w takim obwodzie przedstawimy wzorem symbolicznym:
I=v.T.e °

W obu wyrazach przechodzac od I do V cz'y od 7 do I stwierdzamy,
ze prad I opdinia sie w fazie 0 / ¢ wzgledem ¥ o ile V lub X jest dodat-

. f
nie !), gdyz mnozenie przez ¢ jest rTéwnoznaczne z mnozeniem przez

liczbe zespolong cos ¢ - j sin ¢, a wiec wedlug wywodoéw § 1. niniejszego
rozdzialu obraca wektor, stanowigcy mnoznag, 0 / ¢ w kierunku odwrotnym
do ruchu wskazdwek zegarka.

. . J : .
. Mnozenie zas przez ¢ i obraca wektor, stanowigcy mnozna, 0 / ¢
w kierunku ruchu wskazéwek zegarka jak tatwo stwierdzi¢, uwzgledniajac, ze
—J9 o
e = cos tp — | sin o.

1) Przewaza wplyw indukcyjnosci.



