jako nieskonczona suma funkcji harmonicznycl_] 0 po§taci- gtx)exp (2niXx) dz,
gdzie g(Z) jest gestoscig amplitudy w przed_male dx. o
Wyrazenie g(%)d¥ jest amplituda funkcji. Zgod’n’le z zaleznoscig (8.9)
wielkosei ¢g(#)dx odpowiada wspétezynnik c,,. Gestos¢é amplitudy ¢(x) wy-
znaczana jest z wyrazenia (8.12a) za pomocg funkeji G(x).
Przeksztatcenie Fouriera mozna uogdlni¢ na dwie zmienne piszac przez
analogie do wyrazenia. (8.12)

5]

9((x,9) = ff G (x,y) exp[—2mi (xx+yy)ldx dy (8.13a)

— 00

cy) = [ [ o) explomi@d +yidEdg  (8.13b)

Zaleznodci (8.12a) i (8.13a) nazywane sg prostym przeksztalceniem Fourie-
ra i oznaczane w skrocie przez g = F[G], natomiast (8.12b) i (8.13b) od-
wrotnym przeksztatceniem i wtedy G = F*[g]. Mowi sie, ze funkcja g jest
transformata (widmem, obrazem) funkcji G.

Pojecie widma wigze sie bezposrednio z analizg harmoniczng, na pod-
stawie ktorej zostalo wprowadzone przeksztalcenie Fouriera. Natomiast
jak wynika z rozwazan p. 3.3, rozklad amplitud i faz w obrazie punktu
wyraza sie réwniez za pomocg przeksztalcenia Fouriera funkeji Zrenicy.
Wtedy & pelni role wspoéirzednej plaszczyzny obrazu, natomiast x wspot-
rzednej zrenicy ukladu. Stad funkcja g nosi nazwe obrazu.

" Z uwagi na symetrie zalezno$ci (8.12) mozna réwniez uwazaé, ze funk-
cja g(X) przedstawiona jest jako nieskonczona suma harmonicznych o po-
staci G(x)exp(—2nizx)dx, przy czym gestosé amplitudy G(x) dla czesto-
Sci x, nazywana wtedy widmem funkcji g(X) wyznaczona bylaby z zalez-
nosci (8.12b). Odwrocenie roli funkcji G i g mozna rdéwniez zastosowaé
i dla dwéch zmiennych.

8.2. Przyklady przeksztalcenia Fouriera
1. Funkcja prostokgtna II(x) (rys. 8.5a)

Niech G(x) =4 dla |x| < ;

Gx)=0 x| > ;
Transformatg takiej funkcji zgodnie z zalezno$cig (8.12a) jest

s

2
gx) =F[G@x)]=A f exp (—2ni xx)dx = A ssincnxs

2
Poniewaz g(0) = As, to

9(X) = g(0)sincn s (8.14)

Transformata g(X) pokazana jest na rys. 8.5b. Wartosci funkeji sinc x,
a takze sinc®x, dla réznych wartoSci & przytoczone sg w tabl. 8.1. Obie
funkcje odgrywajg wazng role w optyce falowej.
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b)

(%)

{_A__1 a(0)

. :

| I

I |

L

' L X N N\
= 8 73 N1 INSZ . 35 %
a 2 S T3 5 ESi GG

Rys. 8.5

Tablica 8.1. WartoSci funkeji sinc x i sinc2x

x sincx | sinc®x | sinc(x+x) | sinc¥(a+x) sinc (x4-2m) sinc?(x+2n)
0 | 1,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0
% 0,9003 | 0,8105 —0,1801 0,0324 0,1001 0,0100
—’21 0,6366 | 0,4053 —0,2122 0,0450 0,1274 0,0162
%:‘— 0,3001 | 0,0901 | —0,1286 0,0165 0,0819 0,0067
a) '
= i mlimie
I T R A . ( I R
. Lo b o
) | | | I | [ B | 1 |
[ I I L1
1T L I X
9(%) s_17
b) ,_,n‘\‘ sinc%m X 49
//// ; ‘l \\\ :
- | [ IR By
/// | | I | \\
- | | | | o
= o A | | | | FY\ o ~
—f%y  —4, i ~_ 4% 5%,
o o T M allla alln allin alln Al Al P ain,
U P U el
V- o o = ) 2 s 2| | 2%, 3%, e
& W A
Rys. 8.6
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2. Funkcja prostokgtna periodyczna o ograniczonej diugosci (rys. 8.6a).
Zgodnie z rozwinieciem (8.10) periodycznej funkeji prostokatnej w sze-
reg Fouriera mozna napisac

o0

1 o NX
G(x) =G, Z sinc (nm 5;—) exp(2nimxyx) dla |x| < =
——00 0
NX,
Gx)=0 2l > =5

gdzie NX, jest przedzialem x, dla ktérego funkcja G(x) ma wartosci nie-
zZerowe.
- Wtedy z zaleznosci (8.12a)

NXop
0o T2

g(x) = Gy Z sinc (nm -}f;-) f exp[—2ni (x—my) x]dx
m=—oo C NXo

-
i po rozwigzaniu
. = sy .. | x
g(x) =g(0) Z sinc (nm X, ) sinc [nN (—5:—0 ——m)] (8.15)

gdzie dla N catkowitego g(0) = GyNX, poniewaz sinc (XaNm) =0 dla
m=*0. Dla N dostatecznie duzego znaczgce wartosei funkcji
sine [xN(Z/X, — m)] zachodzg wokét czestosci & = m&,. Rys. 8.6b przed-
stawia transformate dla s/X, = 1/4.
Szerokos¢ glownych maksimoéw wynosi 2Zy/N. Wraz ze wzrostem N w gra-
nicy powstalby rozktad dyskretny otrzymany za pomocg szeregu Fouriera
(rys. 8.4b).

3. Funkcja harmoniczna w postaci zespolonej o ograniczonej diugosci

G(x) = Goexp(—2niTex) dla |x| <z,
‘ G(x)=0 - dla |x| > x,
wtedy
g (X) = g (xp) sinc [2m (X — X) 2] - (8.16)

gdzie g(&y) = 2Gx.
4. Funkcja harmoniczna parzysta o ograniczomej diugo$ci (rys. 8.7a)

G(x)=a+bcos2nxyx dla |x| < x,
Gl(x) =D le] >
Funkcje G(x) mozna przedstawi¢ jako sume trzech funkecji

G(x)=a exp[—2xi (2=0)x]+ —2— exp [—2mi Xy x] + —12)— exp[2mi o x]

Zgodnie z wyrazeniem (8.16)
g (x) = 2ax, sinc 2nZay -+ by sine [27 (X — &y) acy] + barg sine [ 20 (X + %) 2]

Jezeli Xyx, > 1, to znaczy, jezeli funkcja cos 2rx%, ma warto$ci niezerowe
w przedziale nieporéwnalnie wiekszym od jej okresu, wéwczas

Q(UNCO) = g (—X) ~ bxy
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I\

ol ¥

|

2%,

Rys. 8.7
i wtedy
gli) = glzs) {2 2 Sinc2n %o -+-sine [2m (& — Xo) 2ce] -+ sine 2w (X +X,) xo]}
(8.17)

Wykres funkcji g(&) pokazany jest na rys. 8.7b.

5. Niech G(x,y) = G, W obszarze prostokata (rys. 8.8a) dla x| <<xq

i|y|<y0 :
G(z,y) =0 dla |z|>x lub y=> Yo

Transformata tej funkeji zgodnie z wyrazeniem (8.13a) bedzie
Vo ’

*o
g(x, 9) = Gy f exp (— 2ni xx) dxf exp (— 2mi 7y)dy
—Y .

_xo
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i ostatecznie
g(Z, ¥) = g(0, 0)sinc (2mxy ) sine (21 Yo Y) (8.18)
gdzie g(0,0) = 4x0y,Gy. - :
Funkcja g|Z,) pokazana jest na rys. 8.8b. Ksztalt jej wynika z mnoze-

nia wartosci dwéch funkeji o postaci pokazanej na rys. 8.5b.
6. Jezeli funkcja oryginalna ma obrotowa o§ symetrii, woéwczas wy-

godnie jest wprowadzi¢ wspélrzedne biegunowe przez
x=ypsin® y=pcos®
&=psin@ §=jcos® _
itwt‘edy, poniewaz G(o, ®) = G(o) zaleznoéé (8.13a) mozna przepisaé w po-
staci

2w oo

92 0) = [ [ G(o)exp[—2nigocos(©@—6)]odod®
0 0

234(2
a - 6(n8) ¢ ZL{A)
1
J AL _
,:.( ;') 7 ™\ }5 | " ‘]5 | —
/ 7 /"// —7\./—3 0 3w =
'
A 2y — :
Po
o B
g(ﬁ)=7’(—%7(0)
b) 9(0)
//// l, __ Pl saten < \\
P = N
4 o =Catiptat o < \
// , 9o !
7 ay /
| i
! /
\ 4
\ //
\\ ///
Rys. 8.9

Oznaczajac ® — 0 = »x
' o 2r
9@ = G(eedo [ exp(—2mijocosx)dx
0 0
Z wtasnosci funkcji Bessela

25

f exp [ —2mi go cos x]dx = 2m Jo(2n 3p)
0
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gdzie Jy(x) funkcja Bessela rzedu zerowego
a wiec

9@ = 2x [ G(0)Jo(2n50) 0 do (8.19)
; ,

" ])Dla funkeji majacej wartosci stale i niezerowe w obszarze kola (rys.
.a), tzn.

G) =G, dlag<g,
G =0 dla ¢ > g

poniewaz z wilasnosci funkcji Bessela jest spelnione

fx'Jo(x') dx" = 2J,(x)
0

gdzie Jy(x) funkcja Bessela rzedu pierwszego, to z wyrazenia (8.19)

. 2J,(Z
9() = g(0) -—%—) (8.20)
przy czym
Z = 2m g, (8.21)
. . . Jy(Z) 1
0) =G 2 it \ ot S
g(0) = G,ng} poniewaz 12133 - 5

Wartosci J4(Z) mozna odczyta¢ z tablic funkcji Bessela [3], [4]. Niekto-
re wartosci 2J1(Z)/Z, a takze [2J4(Z)/Z]* dla roznych Z przytoczone sg
w tabl. 8.2. Wykres funkcji 2Jy(Z)/Z pokazany jest na rysunku 8.9c.

~ Tablica 8.2. WartoSci funkcji

20(2) s [_211@]2
Z Z

o _20y(Z)_ [LJ@]
zZ Z
0 1,0 1,0
1,0 0,8801 0,7746
2,0 0,5767 0,3326
3,0 0,2260 0,0511
3,832 0,0 0,0
4,0 —0,0330 0,0011
5,0 —0,1310 0,0172
6,0 —0,0922 0,0085
7,0 —0,0013 0,0000
8,0 0,0587 0,0034
9,0 0,0545 0,0030
10,0 0,0087 0,0001

Transformata g(g) funkcji statej w obszarze kota uzyskuje sie przez obro6t
funkeji 2J,(Z)/Z wokot osi Z = 0 i jej ksztalt w poblizu gléwnego maksi-
mum przedstawiony jest na rys. 8.9b.
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8.3. Niektére wlasnosci przeksztalcenia Fouriera

Dla prostoty zostang one wyprowadzone tylko dla jednej zmienr}ej.
W analogiczny spos6b mozna udowodni¢ te same wilasnosci dla dwéch

zmiennych.

8.3.1. Wlasno§é przesuniecia funkecji
Jezeli F[G(x)] = g(&), to
F[G (x—a)] = 9(&) exp(—2miax’) (8.22)
gdzie x" jest stalg. _
Z definicji przeksztalcenia Fouriera

FIGx—x')] = fG(x—-:c’)exp(—2ni5¢x)dx=

— 00

= f G (x'")exp(—2nix(x'+x'")]dx"

gdziex — 2’ = x”.
Poniewaz z' jest state, to

F[G(x—x")] = exp(—2nixa’) f G(x")exp(—2nixx")dx" =
= exp (—2nixx’) g (x)

8.3.2. Przeksztalcenie Fouriera splotu dwoch funkeji

Splofefn dwbeh funkcji G(x) i H(x) nazywane jest z definicji wyra-
zenie i

I@)= [ G@) HE —z)dx (8.23)

symbolicznie oznaczane przez [ = G® H, ' — parametr. :

Zostanie udowodnione, ze przeksztalcenie Fouriera splotu dwéch funk-
cji rowne jest iloczynowi przeksztalcen Fouriera tych funkeji. Oznacza to,
ze jezeli

FlI@)]=i(x), FIG@]l=g(&) i F[H@®)]=hz)
orazI = G®H, to
i(2) = g(@)h(2) (8.24a)

W celu udowodnienia z definicji przeksztalcenia Fouriera oraz dla wy-

razenia (8.23) bedzie

(=5

i@ = [ I(2') exp(—2mife)da =

— o0

= fG(x)dac fH(m'—x)exp(—Znia”cx’)dx'

424



