Rozdzial 8
'PRZEKSZTAYE.CENIE FOURIERA

8.1. Szereg Fouriera, a przeksztalcenie Fouriera

W ostatnim ¢wieréwieczu, poczawszy od pracy opublikowanej przez
Duffieux w r. 1946, przeksztalcenie Fouriera zwane tez czesto transforma-
' cja Fouriera stalo sie nieodzownym narzedziem optyki, pozwalajac rozwig-
za¢ wiele do tej pory niejasnych zagadnien. Jest ono nie tylko waznym
instrumentem wzbogacajacym teorie ukitadu optycznego, ale réwniez ma-
jacym glebokie reperkusje praktyczne. Poniewaz program wykladéw ma-
tematyki na wydziatach mechanicznych Politechnik obejmuje tylko szereg
Fouriera, stad potrzeba niniejszego uzupelnienia. Nie bedzie ono oczywi-
Scie pelne ani sciste. Opis opieraé¢ sie bedzie tylko na analogii do szeregu
Fouriera. Motywem przewodnim jest uwypuklenie sensu fizycznego prze-
ksztalcenia i formalne przeprowadzenie dziatan. Jako literatura zrodlowa
polecane sg pozycje [1], [2].
Niech bedzie funkcja rzeczywista i perlodyczna G(x) o okresie X,,
a wigc czestosci = 1/X, V. Oznacza to, ze dla kazdego x

G(x+mX,) = G(x) m= +1,%£2.. (8.1)

Zgodnie z wlasnosciami szeregu Fouriera mozna te funkcje przedstawié
w postaci sumy funkcji harmonicznych

G(x) = + Z (@,,cos 2 mZyx +b,,sin 2nmITyx) (8.2)
m=1
gdzie wspélczynniki am i by, bedace amplitudami funkeji harmonicznych
o czestoci ¥ = mx, wyrazone sg za pomocg wzoréw Eulera-Fouriera

xa+Xo

s, = 2 fG(:c) cos2nmxyrdx (8.3a)
xa-FX0

b =24y fG(ac) sin 2nmxyxdx (8.3b)

. 1) Przeksztalcenie Fouriera ma szczegolne zastosowanie do analizy rozkladu
amphtud lub intensywnos$ci na povvlerzchm i w celu odréznienia od czestothwoécx
zw1azane] z czasem wprowadzone jest pojecie czestosci. Dla wygody zapisu czesto$§é
na osi x bedzie oznaczona przez &, natomiast okres przez X,.
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Parametr x, jest dowolng warto$cig .

Czestoéci x funkecji harmonicznych sg wielokrotnoSciami czestosci
funkeji periodycznej (X = my). Rozklad czestosci jest dyskretny i roznica
czestosci AT miedzy dowolnymi harmonicznymi m i m + 1 jest stata i wy-
10si L.
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Niech dla przyktadu G(x) bedzie funkcjg prostokgtng periodyczng
(rys. 8.1) okreslong dla kazdego x w przedziale (— oo, o0), {zn.

G@x)=A da }:c——mXo‘<—§—, m=0,+1,+2..

G(x) = 0 poza tym przedziatem
Zgodnie z wyrazeniem (8.3) wspoétczynniki

o ’ 5 s . s
a, = 2Ax, ] cosZatmxoxd3c=2«X—~ Asincam ——
v 0 0

I\')Ih

,S,
2

bn = 2A%, j sin 2n mIyrdx = 0

s
-2
gdzie dla prostoty przyjeto x, = —s/2 oraz wprowadzono oznaczenie
sincx = E;—E . (8.4)

a wiec zgodnie z rownaniem (8.2)

Gx)=A S [1 +2 Z sinc (J[m ——S—) COS 27T MXyx ]
XO ] XO

Oznaczajgc

S
Gy = A—I—(; (8.5)

1) Aby funkcja nieciggta byla rozwijalna w szereg Fouriera jej wartosci w punk-
tach nieciggto$ci powinny réwnaé sie $redniej arytmetycznej lewo i prawostronnej
granicy, stad dla |x — m X,| = s/2 powinno byé G(x) = A/2, co w niczym formalnie
nie zmienia obliczeh. :
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otrzymuje sie

=
G(x) =Gy [1 +2 }_‘ sinc (nm ——;—) COS 2T MXyx ] (8.6)
m=1 s d

0

Przyktadowo niech s/X, = 1/2 i wtedy dla m parzystego sinc nm/2 = 0,

ni=1

_ 2
dla m nieparzystego sinc i stad

2 am
G(x)
Gy

W ten sposéb funkcja prostokgtna parzysta [G(—zx) = G(x)] o sto-
sunku s/X, = 1/2 jest przedstawiona jako suma funkcji harmonicznych
parzystych o czestosciach réwnych nieparzystej wielokrotnoéci czestosci
funkcji periodycznej. Pierwszy skladnik (1) jest staly, a wiec o okresie
nieskonczenie duzym i czestosci £ = 0. Jezeli G, = 1, to jego amplituda
dla funkeji G(x) wynosi 1. Drugi skladnik jest o czestosci &, i amplitudzie
4/n, trzeci o czestosci 3%, i amplitudzie — 4/3n itd. Rozklad amplitud
znormowany przez Gy = 1 w funkcji czestosci przedstawiony jest na wy-
kresie (rys. 8.2).
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Rys. 8.2

Na rys. 8.3 pokazano wplyw poszczegdélnych harmonicznych na ksztalt
funkcji G(x). Im wiecej wyrazéow bedzie wziete pod uwage, tym lepsza
bedzie aproksymacja funkcji prostokgtnej.

T+ % €0S 275X — §7cos 2:r(3,?‘0)x+§7cas 2:r(5)70)J

1+ ,ircas 2nipx
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Zalezno$é (8.2) mozna zaplsac w krotsze] postam przez formalne roz-
szerzenie przedmalu czestogci rowniez na warto$ci ujemne. Z réwnania

(8.3) wynika, ze @m = @m, b-m = bm oraz by = 0. Wprowadzajac ozna-
czenie
xa+X0
a,,—1ib ~ S
c, = _.m_zﬁm = Z f G (x) exp (— 2ni mayx) dx (8.8)

poniewaz dla m >0
@,,C08 2 MXLex +b,, sin 2r MLyx = c,, eXp (2711 MTyx) + C_p, €XP (— 2L M)

oraz dla m = 0 ¢, = a¢/2, to wtedy

G(x) = Z ¢nexp (21i myx) (8.9)

m=-—o00

Jest to posta¢ wykladnicza szeregu Fouriera. Jezeli dana jest funkcja pe-
riodyczna G(x) (w ogdlnym przypadku zespolona) o czestosci &y, to mozna
ja przedstawié¢ jako nieskonczong sume funkcu harmonicznych w postaci
zespolonej o dyskretnym rozkladzie czestosci & = maxy(m =0, +1, £2,.),
przy czym amplitude c,, ogblnie zespolong tych funkcji mozna wyznaczy¢
z wyrazenia (8.8).

Dla funkcji prostokgtnej periodycznej (rys. 8.1) bedzie

s

2

e o _ As ( mi)
c,ﬁ—AxO f exp (—2nimayx)dx X, sinc X,

2
i zgodnie z rownaniami (8.9) i (8.5)

062~ 5 v fom o

G, 2 sinc {tm X, exp (2ni mayx) (8.10)
Jest to postaé¢ wykladnicza rozwiniecia Fouriera periodycznej funkeji pro-
stokgtnej na skladowe harmoniczne w postaci zcspolonc] Z wyra/cma
(8.10), poniewaz exp(ix) = cos x + i sinx oraz sinc (—) = sinc &, mozna
otrzymac

S Z sinc (:rcm *) COS 2K MXLyX

e X, ) SO

co odpowiada zaleznosci (8.6) z wprowadzeniem ujemnych wartosci m.
Wykladnicza posta¢ szeregu (wzoér (8.10)) jéest znacznie wygodniejsza
w zapisie szczeg6lnie wtedy, gdy b,, == 0.

Na rys. 8.4 naniesiono rozklad amplitud ¢, funkcji harmonicznych roz-
winigcia periodycznej funkcji prostokatnej dla s/X, = 1/2 (rys. 8.4a)
is/Xy = 1/4 (rys. 8.4b).

Z uwagi na dowolno$¢ x, i poniewaz m¥y = I jest czestosma m-tej har-
monicznej, natomiast &, przyrostern A% czestosci miedzy m-tg i m + 1
harmoniczng, zaleznosci (8.8) i (8.9) mozna przepisaé w postaci, ktora
bedzie dogodniejsza przy przej$ciu do funkcji aperiodycznej.
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Rys. 84
Oznaczajgc przez
£
2 0
g(x) = f G (x)exp (—2nixx)dx (8.11a)
1
_._2X°

wtedy z wyrazen (8.8) i (8.9) bedzie

=
G(x) = 2 g(X)exp (2nixx) Ax  gdzie T=mx, (8.11b)

m=— o0

Funkcje aperiodyczng mozna réwniez uwazaé za periodyczng, z tym
ze jej okres jest nieskonczenie dtugi. Oznacza to, ze dla zaleznoéci (8.11)
przyjmujgc X, — 00, a wiec A% = Ty = 1/Xy— 0 i zamieniajac sume przez
calke otrzymuje sie ostatecznie

g(x) = f G (x) exp (—2niZx)dx (8.12a)
G(x) = fg(?c) exp (2nixx)dx - (8.12b)

Zaleznosci (8.12) ujmuja przeksztalcenia Fouriera aperiodycznej funk-
cji G(x). Mozna wykazaé analogie miedzy przeksztalceniem i szeregiem
Fouriera. Zgodnie z wyrazeniem (8.12b) funkcja G(x) przedstawiona jest
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jako nieskonczona suma funkcji harmonicznycl_] 0 po§taci- gtx)exp (2niXx) dz,
gdzie g(Z) jest gestoscig amplitudy w przed_male dx. o
Wyrazenie g(%)d¥ jest amplituda funkcji. Zgod’n’le z zaleznoscig (8.9)
wielkosei ¢g(#)dx odpowiada wspétezynnik c,,. Gestos¢é amplitudy ¢(x) wy-
znaczana jest z wyrazenia (8.12a) za pomocg funkeji G(x).
Przeksztatcenie Fouriera mozna uogdlni¢ na dwie zmienne piszac przez
analogie do wyrazenia. (8.12)

5]

9((x,9) = ff G (x,y) exp[—2mi (xx+yy)ldx dy (8.13a)

— 00

cy) = [ [ o) explomi@d +yidEdg  (8.13b)

Zaleznodci (8.12a) i (8.13a) nazywane sg prostym przeksztalceniem Fourie-
ra i oznaczane w skrocie przez g = F[G], natomiast (8.12b) i (8.13b) od-
wrotnym przeksztatceniem i wtedy G = F*[g]. Mowi sie, ze funkcja g jest
transformata (widmem, obrazem) funkcji G.

Pojecie widma wigze sie bezposrednio z analizg harmoniczng, na pod-
stawie ktorej zostalo wprowadzone przeksztalcenie Fouriera. Natomiast
jak wynika z rozwazan p. 3.3, rozklad amplitud i faz w obrazie punktu
wyraza sie réwniez za pomocg przeksztalcenia Fouriera funkeji Zrenicy.
Wtedy & pelni role wspoéirzednej plaszczyzny obrazu, natomiast x wspot-
rzednej zrenicy ukladu. Stad funkcja g nosi nazwe obrazu.

" Z uwagi na symetrie zalezno$ci (8.12) mozna réwniez uwazaé, ze funk-
cja g(X) przedstawiona jest jako nieskonczona suma harmonicznych o po-
staci G(x)exp(—2nizx)dx, przy czym gestosé amplitudy G(x) dla czesto-
Sci x, nazywana wtedy widmem funkcji g(X) wyznaczona bylaby z zalez-
nosci (8.12b). Odwrocenie roli funkcji G i g mozna rdéwniez zastosowaé
i dla dwéch zmiennych.

8.2. Przyklady przeksztalcenia Fouriera
1. Funkcja prostokgtna II(x) (rys. 8.5a)

Niech G(x) =4 dla |x| < ;

Gx)=0 x| > ;
Transformatg takiej funkcji zgodnie z zalezno$cig (8.12a) jest

s

2
gx) =F[G@x)]=A f exp (—2ni xx)dx = A ssincnxs

2
Poniewaz g(0) = As, to

9(X) = g(0)sincn s (8.14)

Transformata g(X) pokazana jest na rys. 8.5b. Wartosci funkeji sinc x,
a takze sinc®x, dla réznych wartoSci & przytoczone sg w tabl. 8.1. Obie
funkcje odgrywajg wazng role w optyce falowej.
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