znak ujemny. Poniewaz ukiad ma obrotowa o$ symetrii, wystarczy roz-
wazyé przeksztaicenia w ptaszczyznie przechodzacej przez o$ optyczng
(w tak zwane] plaszczyénie poludnikowej) i rozroznié¢ kierunek nad osig
jako dodatni i pod osig jako ujemny. Kat ostry miedzy prosta a osig op-

e

Rys. 2.7 Rys. 2.8

tyczng uwaza sie za dodatni, jezeli celem pokrycia osi z prostg nalezy
obrécié oé zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Przyklad znakowania
odcink6éw i katéw podano na rys. 2.8.

2.2.1. Podstawowe definicje i zaleznoSci

Niech bedzie dany uklad optyczny U (rys. 2.9) i prosta a przestrzeni
przedmiotowej réwnolegta do osi optycznej O-O. Polprosta lezagca w prze-
strzeni rzeczywistej narysowana jest linig ciggly, natomiast pozostala

czeéé znajdujaca sie w przestrzeni pozornej linig przerywang. Prosta
w przestrzeni obrazowej sprzezona z prostg a moze by¢ réwnolegla do osi
lub byé nachylona do niej pod pewnym katem. Pomimy na razie pierwszy
przypadek i niech a’ bedzie prosts sprzezong z a. Punkt przecigcia sig o
z osig jest punktem sprzezonym z punktem przestrzeni przedmiotowe]
wyznaczonym przez przeciecie sie prostej a z osig. Oznacza to, ze punkt F’
jest obrazem punktu nieskonczenie odleglego lezacego na osi w przestrze-
ni przedmiotowej. Punkt F' nazywa sie ogniskiem obrazowym uktadu.
Analogicznie ogniskiem przedmiotowym F uktadu nazywany jest punkt
przestrzeni przedmiotowej na osi sprzezony z punktem nieskonczenie od-
leglym przestrzeni obrazowej. Prosta b jest sprzezona z prostg b’ réwno-
legty do osi. Oznaczenia ognisk ukladu F i F' stanowig wyjatek; ogniska:
przedmiotowe i obrazowe nie sg punktami sprzezonymi.

Plaszczyzna prostopadta do osi i przechodzgca przez ognisko przedmio-
towe lub obrazowe, nazywa sie¢ odpowiednio ptaszczyzng ogniskowq przed--
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miotowq lub obrazowq. Wynika stad, ze plaszezyzna ogniskowa obrazowa
jest sprzezona z plaszczyzng nieskonczenie odlegly przestrzeni przedmio-
towej (prostopadia do osi). Podobnie plaszczyzna ogniskowa przedmiotowa
jest sprzezona z pfaszczyznq nieskonczenie odlegla przestrzeni obrazowej.

Punkty 4 i A utworzone przez przeciecie sie prostych sprzezonych
sa rowniez sprzezone. Oznacza to, ze A’ jest obrazem punktu A. Podobnie
odcinek B’A” == I’ jest obrazem odcinka BA = 1. Dla ulatwienia dodawania
odcinkow skierowanych (katéw) na rysunkach nanoszone sg ich wartosci
dodatnie. Poniewaz zgodnie z przyjeta tu regula znakéw 1° jest ujemne,
odcinek B’A’ oznaczono przez —1" i mozna wtedy te warto$é uwazaé za
geometryczng diugos¢ boku.

Do scharakteryzowania przeksztalcenia diugosci odcinkéw prostopa-
dlych do osi stuzy powigkszenie poprzeczne f definiowane jako stosunek
ich dtugosci

ll
p=- ‘ (2.1)
- Powigkszenie to jest niezalezne od dlugosci I. Dla dowodu niech 7 i n’
(rys. 2.10) beda plaszczyznami sprzezonymi, prostopadtymi do osi optycz-
nej. Kat ¢ oznacza dowolny kat (rézny od nx) miedzy dwoma odcinkami

Rys. 2.10

AP = BP  l. 7Z uwagi na obrotowg o$ symetrii, kgt ten bedzie réwniez
zachowany miedzy odcinkami sprzezonymi w przestrzeni obrazowej A'P'=
= B'P" = 1. Z rysunku

_Pc
()'7 !~
ﬁ__ l’ . COSZ PC
— 7 _PC PC
cos 7.
v

niezaleznie od kata ¢. A wiec powiekszenie poprzeczne jest state w catej
plaszezyznie 7.

Plaszczyzny sprzezone, dla ktorych f = 1 to znaczy " =1 nazywane sg
plaszczyznami gtéwnymi. Przeciecia sie plaszczyzn gtownych z osig dajg
punkty gléwne (odpowiednio: przedmiotowy i obrazowy). Aby ustali¢ po-
lozenie plaszczyzny glownej obrazowej wystarcza zadanie prostej a TOWNO-
leglej do osi i sprzezonej z nig prostej a’ (rys. 2.9). Prosta a z uwagi na
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swa rownoleglos¢ musi przecina¢ na wysokoscei | od osi plaszczyzne
glowng przedmiotowa (polozenie tej plaszczyzny nie mus1 byc znane)
Poniewaz dla plaszcezyzn gléwnych = 1, to prosta o’ réwniez musi
przecina¢ plaszczyzne gléwna obrazowa na odleglosci 1 od osi, stad
polozenie jej wyznaczone jest przez formalne przeciecie prostych a i a'.
Proste te w rzeczywistosci nie maja wspolnego punktu przeciecia, ponie-
waz znajduja sie w roznych przestrzeniach. Podobnie plaszczyzna gtéwna
przedmiotowa utworzona jest przez formalne przeciecie sie prostych sprze-
zemych b i1b’. Przez H i H oznaczone sa punkty gtowne.

Odleglos¢ H'F' == f* (odleglo$¢ ogniska obrazowego od plaszezyzny
glownej obrazowej) nazywa sie ogniskowq obrazowq, zas HF = { (od-
leglos$¢ ogniska przedmiotowego od plaszezyzny glownej przedmiotowej) —
ogniskowq przedmiotowaq.

Jezeli znane jest polozenie ognisk i plaszezyzn gtéownych ukladu moz-
na wtedy metodg wykreslng wyznaczyé¢ dla danego przedmiotu lub obrazu
elementy sprzezone w drugiej przestrzeni. Sposéb postepowania pokazano
dla roznych ukladow na rys. 2.11a, b, ¢, gdzie dla odpowiadajgcych sobie
elementéw przyjeto te same oznaczenia. Na kazdym rysunku pokazano
jednoczesnie przeksztalcenia dwoch punktéw oznaczonych indeksami 11 2.

Niech w ukladzie znane sg poloZenia ognisk F i F’ oraz plaszczyzn
glownych przechodzacych przez punkty gtowne H i H' (rys. 2.11a, b, c). Je-
zeli dane jest polozenie punktu A przestrzeni przedmiotowej, to w celu wy-
kreslnego wyznaczania obrazu A’ trzeba narysowaé¢ dwie proste pomac-
nicze a i b przecinajgce sie w A. Nastepnie trzeba wyznaczy¢ proste a’ i b’
w przestrzeni obrazowej sprzezone z a i b. Punkt przeciecia sie prostych
a’ i b’ daje punkt A’ sprzezony z A. Na rysunkach rozpatrywane sg row- .
noczes$nie dwa punkty A; i A,, dla ktorych pozostate elementy onaczono
odpow1edmo indeksami 1 i 2. Niech prosta a bedz1e rownolegta do osi;
wtedy a’ mus1 przejsé przez ognisko obrazowe F’ ukladu. Drugi punkt Q'
prostej @’ mozna wyznaczy¢ na drodze nastepu;acego rozumowania: pro-
sta a lezgca w przestrzeni przedmiotowe] przecina sie z plaszczyzng glow-
ng przedmlotowa, w punkcie Q. Poniewaz plaszczyzny gléwne sg plaszczy-
znami sprzezonymi, dla ktérych g = 1, to punkt @ sprzezony z punktem @
bedzie lezal w plaszczyzme glownej obrazowe] i musi byc dla nich spel—
nione HQ = H'Q’. Stad formalnie punkt Q" otrzymuje sie przez przecie-
cie prostej a z ptaszczyzng gléwng obrazowa Niech druga prosta b prze-
chodzi przez ognisko przedmiotowe. A wiec b” musi byé réwnolegla do.
osi optycznej. Poza tym prosta b przecina plaszczyzne gtéwng przedmio-
towag w punkcie P, dla ktorego punktem sprzezonym w przestrzeni obrazo-
wej jest P’ przy czym PH = P’'H’. Stad formalnie prosta b’ réwnolegta do
osi przechodzi przez przecigcie SIQ proste] bz plaszczyzna gltéwng przed- -
miotowa. Przeciecie sie prostych a’ i b” wyznacza punkt A’ bedacy obrazem
punktu A.

Podobne rozumowanie mozna byloby przeprowadzié¢, jezeli w miejsce
przedmiotu A dany bytby obraz A’ (1ezqcy w przestrzeni obrazowej). Wte-
dy pomocniczymi prostymi bytyby b’ i u', pierwsza réwnolegta do osi,
druga przechodzgca przez ognisko obrazowe. Prosta b w przestrzeni przed~
miotowej sprzezona z b’ przechodzi¢ bedzie przez ognisko przedmiotowe F
i punkt przeciecia sie b’ z plaszezyzng giéwna przedrmotowq Prosta «
rownolegla do osi przechodzi¢ bedzie przez przecigcie a’ z plaszczyzng
© gléwng obrazows.

Poniewaz dowolng krzywa mozna uwaza¢ za nieskonczony zbiér punk-
tow, to wyznaczajac skonczong liczbe punktéw sprzezonych w drugiej
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Rys. 2.11

przestrzeni, mozna wyznaczy¢ przyblizony obraz danej krzywej. Aby wy-
znaczy¢ obraz odcinka wystarczy wyznaczy¢ tylko dwa punkty, gdyz wia-
domo z definicji ukladu doskonalego, ze prosta jest przeksztalcona w pro-
stg. I tak odcinek A A2 (rys. 2.11b) w przestrzeni przedmiotowe]' jest sprze-
zony z odcinkiem Aj A, w przestrzeni obrazowej (odcinki sprzezone zazna-
czone grubsza hma,) Natomiast sprzezenie odcinkéw O;4; z O1A; wymka
7o sprzezenia punktow A, i Aj oraz prostopadlosu tych odcinkow do osi.
W przypadku przeksztalcen na rys. 2.11a i ¢, poniewaz odcinek Ay4, prze-
cina ptaszezyzne ogniskowa przedmiotowg w punkcie R, to sprzezony

2 nim. punkt R’ znajduje sie w nieskonczonosci i stad odcmek A4A, prze-
I\SLtalCd sie w prostg z wylgczeniem odcinka A} A .
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Elementy sprzezone mozna réwniez wyznaczy¢ metodg analityczng. Na
przyklad polozenie punktu A w przestrzeni przedmiotowej mozna okre-
&lié za pomocg wielkosci 1 (odlegtosé od osi optycznej) i & (odleglo$é od
ogniska przedmiotowego) (rys. 2.9), za$ polozenie punktu sprzezonego A’
w przestrzeni obrazowej za pomoca 1" i a. Z trojkatow QH'F' i F’A’B’ oraz
FFAB i FHP bedzie

I
1 —— f’ = o =Nl (22)
a wiec
e’ = ff (2.3)

Jest to zalezno$¢ znana pod nazwg wzoru Newtona. Dla danego uktadu
(znane f i f* oraz potozenia F i F') i danego polozenia na przyktad przed-
miotu (znane x i 1) mozna z réwnania (2.3) znalez¢ &', a z (2.2) ', co okresla
juz polozenie obrazu.

Obok ognisk uktadu najczesciej stosowanymi punktami odniesienia sg
punkty gtowne (rys. 2.9), dla ktoérych '

=s5—f x=s—F (2.4)

Po podstawieniu do wzoru Newtona i elementarnym przeksztalceniu
bedzie

Fi_ -
| g Ty=1 (2.5)
Z (2.2) i (2.4) mozna napisaé
s'=f{1-p) (2.6a)
1
s=f(1— ;) 2.6b
f(1- (2.6b)
oraz dzielgc obydwa réwnania stronami
I
= 7os (2.7

-

Réwnanie (2.5) opisuje przeksztalcenie wzdluz osi, natomiast (2.6) lub
(2.7) przeksztalcenie w kierunku prostopadltym do osi.

Pojeciem charakteryzujacym przeksztalcenie kgtow, jakie twofza pro-
mienie z osig jest powiekszenie kqtowe y definiowane przez stosunek
_ tgu’

y = e ‘ (2.8)

- Poniewaz QH = Q'H’ (rys. 2.9), to natychmiast
. s

v=-a (2.9)

Oznacza to, ze powigkszenie kgtowe jest niezalezne od kata 1, a jedynie
jest funkcja odlegto$ci s punktu przecigcia B prostej c z osig (s’ zgodnie ze
wzorem (2.5) jest funkcjg s). Z zaleznogcei (2.9), (2.7) i (2.2) mozna otrzymac

U= (2.10)
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Punktami-weztowymi N i N' nazywane sg takie sprzezone punkty na
osi, dla ktorych y = 1. Dla tych punktow z (2.6), (2.7), (2.9) i (2.10) mamy

sy =sy=f+f (2.11a)
Bn=— f}cr (2.11b)
Xy = f (2.11c)

Jezeli znane jest poloZenie punktéw wezlowych N i N mozna je wy-
korzysta¢ do wyznaczania punktéw sprzezonych. Zamiast prostych a lub b
(rys. 2.12) mozna narysowac prostg ¢ przechodzacg przez dany punkt A
i przedmiotowy punkt wezlowy N. Prosta sprzezona ¢’ bedzie przechodzita
przez obrazowy punkt wezlowy N’ i formalnie (gdyz znajduje sie w innej
przestrzeni) bedzie réwnolegta do prostej c.

Rys. 2.12

Powiekszenie podtuzne o definiowane jest przez stosunek sprzezonych
i nieskonczenie matych odcinkow (dx, dx”) na osi (rys. 2.12)
dx’

o= (2.12)

Rozniczkujgc rownanie Newtona otrzymuje sie

xdx'+a'de =0
a po uwzglednieniu (2.4)
a=— = Ss”’; (2.13)
Pow1ekszenle « zalezy od potozenia odcinka na osi i stad konieczno$¢ ope--
rowania nieskonczenie matymi odcinkami.

7 réwnan (2.7), (2.9), (2.13) i (2.2) mozna wykazaé nastepujace zalezno-
$ci miedzy powigkszeniami

pr=— Jf (2.14a)
o= — ];I ﬂ2. ‘ (2.14b)
p=nay - (2.14&)
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. ., L tgu” . ] ;
Poniewaz ( = - ooraz y = fé_ " to zgodnie ze wzorem (2.14a)
Iftgu = —1"f1gu’ (2.15)

niezaleznie od kata w i dtugosei [ (rys. 2.12).
2.2.2. Uklad zlozony o wspélnej osi symetrii

Niech beda dwa uklady optyczne o znanych parametrach, ustawione
wspotosiowo jeden za drugim. Zestaw taki tworzy nowy uklad, réwniez
2 obrotowg osig symetrii. Celem niniejszego podrozdziatu jest wyznacze-
nie parametrow uktadu ziozonego.

; : :

Rys. 2.13

Wsp6lng osig ukiadu jest prosta O-O (rys. 2.13). Oznaczenia ze wskaz-
nikiem 1 i 2 odnosza sie do elementdéw pojedynczych ukladow, bez wskaz-
nikéw zas do uktadu ziozonego jako catosci.

Ognisko obrazowe F’ catego ukladu jest sprzezone z ogniskiem obrazo-
wym Fy pierwszego uktadu, stad ze wzoru Newtona dla drugiego ukladu,
poniewaz T, = — 4, x; = xj bedzie _

xpr =—-%f‘“’- (2.16a)

Analogicznie ognisko przedmiotowe F' jest sprzezone z ogniskiem przed-
miotowym uktadu drugiego, a wigc

Xp = jl}‘~ (2.16b)

W celu wyznaczenia ogniskowej obrazowej f' calego ukladu w prze-
strzeni przedmiotowej pierwszego ukladu narysowana jest prosta a; row-
nolegta do osi i lezgca na wysokosci hy od niej. Prosta a4 (dla uproszczenia
narysowano tylko czeS¢ prostej) jest sprzezona z prostg ay i lezy w prze-
- ‘strzeni obrazowej pierwszego ukltadu, ktoéra jest réwniez przestrzenig

przedmiotows drugiego ukladu. Prosta a; jest prosty lezgcg w przestrzeni
obrazowej drugiego ukladu sprzezong z prosts a,, a wiec sprzezong z pro-
stg ay przez caty ukiad. Stad polozenie piaszczyzny gléwnej obrazowej jest
wyznaczone przez formalne przec

( iecie sie, prostej ay z prosta a;. A wiec
z rysunku : '

. f= thl'

(#7 ¢] gt
Poniewaz

T hy = fitgu = fitgu,
5&



